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1. Bevezetés

A dolgozat jelentés részében Laba és Pramanik [10]-beli cikkét dolgozom fel. Igyekeztem a
nehezebben értheté részeket részletezni, az 4j fogalmakat példakkal megvildgitani. Tébb
apré, és egy kozepes, javithaté hibat kijavitottam. Egyes bizonyitasokat a cikknél joval
részletesebben kifejtek, mig masokat elhagytam, ahol gy éreztem, azok a dolgozat 1ényegi
tartalmahoz nem sokat adnanak hozza. A cikk {6 eredménye egy specidlis Cantor-halmazzal
definidlt maximaloperdtor korldtossdga LP(R)-beli fiiggvényekre. Végil bemutatom a &
eredmény kozvetlen kovetkezményeit, és a jelenleg ismert, Cantor-halmazok hasonlé pél-
dényainak uniéjaval kapcsolatos eredményeket.

Koszonetnyilvanitas: Koszonettel tartozom témavezetéomnek, Keleti Tamasnak a téma-

felvetésért, a konzultacidkért és értékes megjegyzéseiért.

1.1. Alapfogalmak

Ahogy a dolgozat cimébdl is kideriil, a sziikséges alapfogalmak a Cantor-halmaz és a

maximaloperator, ezeket definidlom a kévetkezdkben.

1.1. Definicié. ([3]) Triadikus Cantor-halmaznak nevezziik a kovetkez6 iteracié eredmé-
nyeképpen kapott halmazt. A k. generdcids, mas néven k. iteracié utan kapott halmazt

jelolje Sk, mig S = N2 Sk jelolje a szokésos triadikus Cantor-halmazt. Az Sy halmaz ok

darab " hosszu zart intervallumbdl all, specidlisan véges sok intervallum unidja.

So

S1

S2

Sy — — @ — — - ==

Ha nem hangstlyozom kiilon, hogy a klasszikus, triadikus Cantor-halmazrdl van szo, a
dolgozatban Cantor-halmaz alatt a kovetkez6 definicié szerinti altaldnos Cantor-halmazt

értem.

1.2. Definicié. ([7]) Az S C R halmaz egy Cantor-halmaz, ha nemiires, nincsenek izolalt

pontjai, kompakt, és sehol sem siiri.

A bizonyitdsban sok konstansra van sziikség, ezért a Cantor-halmazra a szokésos
C helyett az S jelolést haszndlom. A dolgozat {6 témaja egy konkrét maximaloperator
korldtossaga. A maximaloperatorok talan legismertebb példdja a Hardy-Littlewood maxi-

maloperator:

1.3. Definicié. ([4]) Legyen f € Li,.(R?) tetszéleges. Ekkor

1
M) =sup S5 /B@,ﬂ ) dy

definidlja az M : f — M f Hardy-Littlewood mazimdloperdtort.



Az el6z6 definiciéban szokasos médon A(-) jeldli egy halmaz Lebesgue-mértékét.

1.4. Jelolés. A Lebesgue-mértéket R-beli halmazok esetén az egyszeriiség kedvéért | - |

fogja jeldlni.

Természetes altalanositas, hogy gombon kiviil més halmazsorozattal is ra lehet zsugo-

rodni egy pontra, innen adédik a kévetkezd definicié:

1.5. Definicié. ([10]) Legyen f € Lj,.(R) tetsz6leges, mig { Sy} r6gzitett R-beli fogy6
halmazsorozat. Ekkor

~ 1
Mf(@) = sup = [ |7@-+r9)ldy
7]’C>07 1Skl Jsi
>1

definidlja az {Sy}32, halmazsorozathoz tartozé M : f +— Mf mazimdloperdtort.

Példaul Sj lehet az 1.1. definiciéban definidlt triadikus Cantor-halmaz k. generécids
intervallumrendszere. SOt, ebben a dolgozatban Sy végig véges intervallumrendszer lesz. Az
integralt S Lebesgue-mértékével normaljuk, igy példdul f = id : R — R esetén M f = 1p.
Vegylik észre, hogy az 1.3. definicioban definidlt M operator d = 1 esetén specidlis esete
M-nek, megkapjuk az Sy, = [—1, 1] valasztéssal.

A ¢ = stirfiségfiiggvénnyel M a kovetkezd alakba irhaté:

1
B
M (z) —sup/|f z+ )| éx(y) dy

k>l

1.6. Jelolés. Legyen ¢ = 1s, az Sy halmaz normalt karakterisztikus fliggvénye.

1
| Skl
Igy természetesen

o = 1. (1)

Sk

Az M operétor a kdvetkezd atlagolé operatorok szuprémumas:

1.7. Definicié. ([10]) Rogzitett r és k paraméterek esetén A, dtlagolé operdtorrdl beszél-
hetiink, legyen

1
‘Sk‘ Sk

Természetes dltalanositasa és egyszerilisitése a 1.5. definicioban definidlt maximalope-

Arpf(z /f z +ry)or(y) dy flx+ry)dy = f(y) dy.

T‘Sk‘ z+rSy

ratornak a kovetkezo:

1.8. Definicié. ([10]) Legyen f € L. .(R) tetszOleges, mig pu rogzitett valészintiségi
mérték.

Mf(x —Sup/lf (z +ry)| dp

definidlja a p val6szinfiségi mértékhez tartozé M : f — Mf mazimdloperdtort.

Ha a ¢y, siirtiségek gyengén konvergalnak egy u valdsziniiségi mértékhez, akkor fogjuk
tekinteni a 1.8. definiciéban definidlt p-hoz tartozé M maximal operatort. Ha ¢, gyengén
konvergal k — oo esetén, akkor természetesen a p valdsziniliségi mérték tartdja része
Npe; Sk-nak.



1.9. Jel6lés. Az S = N2 Sk halmaz jeloli az Sy halmazok metszetét.

Végiil a Cantor-halmazos konstrukcidhoz csak karakterisztikus fiiggvényekre fogom
alkalmazni a M és 90 operatorokra bizonyitott maximalegyenlétlenséget, de Stein [13]-
beli és Bourgain [1]-beli eredményéhez hasonléan Laba és Pramanik is dltaldnosabban,
LP-beli fiiggvényekre vizsgalta az operatorok tulajdonsagait. Egyrészt |9f| » < C | fllp,

masrészt q > p esetén ||£m fllg £ C- H fllp t1pusu egyenlotlenseget szeretnénk bizonyitani.

1.10. Definicié. ([10])

X2 @) = supr® [ 7@+ r9)] dulu) dy = sup A (z),
k>1 o1

M f(x) = supr /|f (& +ry)| dp.

. 1 1 5
A 2.3. fejezetbdl kideriil, hogy M® az a = — — — vélasztassal teljesiti a [|[9°f]|, <
P q
C - || fllp tipust egyenlStlenséget.

A {6 eredmény megfogalmazisihoz szitkség van még a kévetkezd alapvetd fogalmak

definidlaséra.

1.11. Definicié. ([3]) Egy A halmaz Hausdorff-dimenzidja
dimp(A) = inf{s: H*(A) < oo},

ahol H°(A) jeloli az A halmaz s-dimenziés Hausdorff-mértékét:

H(A) = %l—% inf{» (diam A,)° : A C U;Z; Ay, diam A, < 6}
n=1

1.12. Definicié. A {¢y}i>; fuggvénysorozat gyengén tart ¢-hez, ha minden f kompakt

[ toe — [ 10

A Cantor-halmazokkal és Hausdorff-dimenzival kapcsolatos eredmények attekintésére

tartéju folytonos fiiggvény esetén

egy jo6 forras Falconer [3]-beli konyve.

2. Hattér, motivacio

A geometriai mértékelmélet talan legfontosabb téméja a Kakeya problémakér, amelyben
kérdés, hogy egy bizonyos tulajdonsagokkal biré halmaz mennyire lehet kicsi, els6ként a
dimenzié szempontjabdl, majd a dimenzio tisztazasa utan mennyire lehet kicsi a dimenzié-
nak megfelel6 mértékkel mérve. A mértékelmélet masik fontos teriilete a maximaloperatorok
és ehhez kapcsoldddan a differencialasi tételek vizsgalata. A két témakor 6sszefonédasaként

keletkezett a kovetkezo kérdéskor.

1.13. Kérdés. Mekkora lehet egy U halmaz dimenzidja és mértéke, ha a B halmaz minden

pontja koriil tartalmaz egy S-sel hasonld halmazt?



A vélasz természetesen fiigg mind B dimenzi6jatdl és mértékétsl, mind S tulajdon-
tagan kell értelmezni, valtozik aszerint, hogy csak egyallasi hasonlé halmazokat engediink
meg, esetleg forgatast megengediink, de nagyitast nem, stb. Szamos fontos eredmény van a
folyamatosan fejl6dé kérdéskorben, amelyeknek emliteni is csak egy részét van lehetGségem
ebben a dolgozatban. A legfontosabb, jelen dolgozat téméajat motivalé eredmények mellett
tovabbi kapcsolddd tételeket és nyitott kérdéseket a 3.3 fejezetben mutatok be.

A témakor legels6 meghatarozé eredménye E. Stein [13]-beli 1976-o0s ereménye, melyet
1986-ban kévetett J. Bourgain [1]-beli szorosan kapcsolédé eredménye, egyiitt egy kerek
egészt alkotva. Stein d > 3 esetén bizonyitott, mig Bourgain tisztizta a d = 2 esetet,
eredményeiket kozos tételben fogalmazom meg. A 1.8. definiciéban definialt 9t operator
d dimenzidra altalanositott valtozatanak specidlis esetének tekintheté a kévetkezd gdombi

maximaloperator:

1.14. Definicié. ([13]) Legyen d > 1, jeldlje 91 R% ben az egységgdmb felszinét, legyen

o egyenletes valoszinfiségi mérték $91-en. Ekkor

Mga1f(a) = sup [ 1f(z+7y)|do(y)

r>0
definidlja a gdmbfelszinhez tartozo anSdfl fe D’j/t$d—1f gombt mazimaloperdtort.

1.15. Tétel. ([13], [1]) A 1.14. definiciéban definidlt gombi mazimdloperdtor d > 2 esetén
esetén az LP(RY)-beli fiigguényeken.

korldt >
orldtos p -1

Ebbdl a tételbdl késébb a Cantor-halmaz példdjan a 3.3 kdvetkezményben bemutatott
gondolatmenettel egyszeriien kovetkezik, hogy ha egy pozitiv Lebesgue-mértékii halmaz,
mint kézéppontok koré egy-egy gombfelszint rajzolunk, az unié teriilete biztosan pozitiv
Lebesgue-mértékii lesz.

Masik irdnyba mutat a kovetkezd [8]-beli eredmény:

1.16. Tétel. ([8]) A sik minden pontja koré elhelyezhetd egy tengelypdarhuzamos négyzet
ugy, hogy az unié Hausdorff-dimenzidja 1. (fgy természetesen a két dimenzios Lebesgue-

mértéke bdven 0.)

A geometriai mértékelméletben egyrészt kozponti téma a fraktalok, 6nhasonlé halmazok
vizsgalata, masrészt a mértékelméletben altaldban rengeteg kérdésre példa vagy ellenpélda

egy megfelelé Cantor-halmaz, igy elég természetesen adédik a kovetkezd kérdés.

1.17. Kérdés. Milyen tulajdonsagi halmazt kaphatunk, ha egy halmaz minden pontja

koré egy Cantor-halmaz hasonlé példanyat helyezziik el?

Ugyanakkor a gombfelszinre és négyzetre, vagy altaldnosabb esetben politép-vazakra
vonatkozé eredmények nem érvényesek egy az egyben 1 dimenzié esetén. Ez csak erdsiti
azt, hogy ha 1 dimenziéban szeretnénk analég eredményeket, akkor Cantor-halmazokat
érdemes vizsgalni, hiszen R részsokasagai trividlisak.

A Cantor-halmazok csalddja olyannyira sokrétli, hogy a jelen dolgozat f§ eredménye

mellett tobb jelentds eredmény van, amelyek kiilonb6z6é tulajdonsdgi Cantor-halmazok



létezését garantaljak, ugyanakkor a klasszikus triadikus Cantor-halmazrél a mai napig
nem ismert, hogy hasonl6 példanyainak uniéja minimélisan mekkora lehet. Ez motivalt a

dolgozat téméjanak koriiljarasaban.

1.3. A f6 eredmény

T
A tétel egységes megfogalmazisa érdekében az 0= oo konvenciét alkalmazzuk x € Ry

esetén.

1
1.18. Tétel. ([10]) Tetszdleges 0 < e < 3 esetén létezik {Sk}r—; halmazsorozat, melyre

a kovetkezok mind igazak:

1. Minden k > 0-ra Sy C [1,2] véges sok intervallum unidja, Sk+1 C Sk €s |Sk| —> 0.

2. Létezik egqy i valosziniségi mérték, amelyhez a ¢, normadlt karakterisztikus fliggvények

gyengén konvergdlnak.

3. Az S = ﬂ Sy halmaz Hausdorff-dimenzidja 1 — €.
k=1

Ha a p,q,a paraméterekre igazak a kévetkezok:

1+e¢ 1—¢ 1 1
< p < oo, p<qg< , .
1—¢ 2-¢€ P q

akkor rdaddsul
4. az M® és M operdtorok korldtosak, mint LP(R) — LI(R) operdtorok, és
5. az M és M operdgtorok korldtosak, mint LP(R) — LP(R) operdtorok.
1.19. Megjegyzés.
e Az ¢ =0 vélasztdssal 1 < p < g < oo.

1
e Az ¢ = — valasztdssal 2 < p < 0 és p < ¢ < 2, azaz ekkor mar nem marad olyan

kitevOopar, amelyre bizonyitva lenne egy maximal-egyenlétlenség.

1 1-—
1.20. Megjegyzés. Nyitott, hogy az ¢ < — 3 illetve a ¢ < 5. feltetelek élesek-e.

1.4. A bizonyitas attekintése

A bizonyitds sarokkove elészor a kovetkezé korlatozott maximéloperatorokrdl belatni a

megfelel§ korlatossagot.

1.21. Definicié. ([10]) Legyen M : f — Mf a {¢y}5—-hoz tartozé korldtozott mazimdl-
operdtor:

MfG@) = sup [ |G+ )l 6e(y) dy.

1<r<2
1<k

Hasonléan definidlhatjuk a p valésziniliségi mértékhez tartozd 9 : f — M f korlatozott

maximaloperatort:

Mf(x) = sup /\fx+ry!du()

1<r<2



A bizonyitds négy nagyobb egységbél all Ossze. Logikai sorrendben elsé 1épés, de
a dolgozatban a harmadik részre hagyom, hogy a M és 9 korlatozott operatorokra
vonatkozé korldtossagb6l beldssuk az M és 9t nem korldtozott operdtorokra vonatkozé
eredményeket. Logikai sorrendben és a dolgozatban is méasodik 1épés, hogy az M és M
korlatozott operatorokra vonatkozé korlatossagot visszavezetjik egy megfeleléen egyen-
letesen véletlen Cantor-iteracié 1étezésére. A dolgozat els6 részében belatjuk a bizonyitéds
harmadik 1épését, miszerint van olyan {Sy} Cantor-iterdciéval kapott halmazsorozat, amely
kielégiti a megfeleld egyenletességi feltételeket, melyeket a 2.20. tétel kimondasakor ponto-
sitok. Végiil belatjuk az S Hausdorff-dimenzi6jara vonatkozo 1.18. tétel 3. pontjat és a p
létezését kimondo 1.18. tétel 2. pontjat.

A maésodik és harmadik rész moddszerei joval altaldnosabbak, hasonld tételek bizo-
nyitasaban taldlkozhatunk veliik. Kisebb moédositasokkal sikerrel tudjuk a jelen esetben
is alkalmazni Oket. Mindazonaltal itt is vannak figyelemremélté eredmények, amelyek a
bizonyitds kulcselemei. Az elsé rész viszont sokkal specifikusabb az adott probléméra.
A bizonyitas nagy része az alapvet6 mértékelméleti eszkoztar ismeretében nem haszndl
tovabbi erds eszkozoket.

Mind a négy rész bizonyitasahoz szamos lemmaéara van sziikség, ezek viszonyat igyek-
eznek szemléltetni a B fiiggelékben talalhaté abrak.

A bizonyitas megkezdése el6tt kimondom azokat a fontosabb, ismertnek vett tételeket,

melyek alapvetd szerepet jatszanak a dolgozatban.

1.5. Bizonyitas nélkiil felhasznalt, jol ismert tételek

A bizonyitas elsé részében a 2.20. tétel azt mondja ki, hogy egy folyamat soran végig nem
tul nagy a varhaté értéktol valo eltérés nagy valdsziniiséggel. Ilyen allitasok bizonyitasanak
tipikus eszkoze a Bernstein-egyenlétlenség valamely forméja. A Bernstein-egyenlGtlenségnek

sok alakja van, mi az aldbbit fogjuk hasznélni:

1.22. Tétel (Bernstein-egyenlStlenség, [6]). Z1,...,Zy, jeloljon figgetlen valészinidségi
vdltozékat, amelyekre |Z;| < 1, EZ; = 0 és E|Z;|* = O'JZ. Emellett o legyen olyan valds

szam, amelyre egyrészt Z O'j2- < 0%, mdsrészt 6mA < . Ekkor

m m2)\2
P jz::lzj > m\ §4exp<— =3 )

A kovetkezd definicid és két allitas az S halmaz Hausdorff-dimenzidéjanak kiszamolasat

késziti elo:

1.23. Definicié. ([3]) Legyen S C R korldtos halmaz, Ny, jeldlje az 6t metszé 2% hosszi

diadikus intervallumok szamat. Ekkor S alsé box dimenzidja

. ... log Ny
dimas = im jnf

1.24. Lemma. (/3]) Minden S halmaz esetén



1.25. Tétel. (Frostman lemma, [3]) B C R® Borel-halmaz, s > 0 esetén az aldbbiak

ekvivalensek:
1. H*(B) > 0, ahol H® jeloli az s dimenzios Hausdorff-mértéket.

2. Létezik p Borel mérték, amelyre p(B) > 0 és minden H C B halmazra p(H) <
C -diam(H)®.

To6bb kiilonb6z6 bizonyitds is hasznélja a rendkiviil alapveté Holder-egyenlotlenséget:

1.26. Tétel. (Holder-egyenlétlenség) Ha f és g mérhetd, valos értéki figgvények egy

mértéktéren, akkor

gl < £ lpllglle-
1.27. Jelolés. Egymas Holder-konjugdltjainak nevezzilk p-t és ¢-t, ha — + — = 1. A
p q
kés6bbiekben p Holder-konjugéltjat p'-vel fogjuk jelolni.

2. A f6 eredmény bizonyitasa

El6szor kimondom a négy fejezet {6 tételeit, majd ezeket sorban bizonyitom.

Az els6 rész 16 tételének kimondasdhoz sziikség van a kovetkezékben definidlt Cantor-
iteraci6 fogalmara. Az Sy halmazok egy Cantor-tipust iteraciéval késziilnek, ami a legaltala-
nosabb esetben a kovetkezdképpen fogalmazhaté. Kiindulunk egy intervallumbél: Sy =
[1,2], majd iterativan gyartjuk le az Sy halmazokat. Ha Sy mar adott, és véges sok
intervallum unidja, akkor minden intervallumot felosztunk kisebb intervallumokra, és ezek
koziil valasztunk néhanyat.

A dolgozatban egy ennél sokkal specidlisabb konstrukciot vizsgalunk, amelyben egyrészt
a paraméterek valasztasaban kisebb a szabadsigunk, masrészt megjelenik a véletlen: a kis

intervallumokat bizonyos szabalyok szerint véletlenszertien valasztjuk.
2.1. Definicié. ([10]) A Cantor-iterdcid, és paramétereinek definicidja:
1. Kiindulunk az Sy = [1, 2] halmazbdl.

2. A k. 1épésben minden elézb 1épés végén életben maradt intervallumot N, darab dy
Op—

hosszi intervallumra bontunk fel. Tehat o, = % Itt megkotés, hogy minden k-ra
k

N < Niy1.

3. A k. 1épés végén potencidlisan kivalaszthatd dp hosszi intervallumok szamat My, =
N]_N2 . Nk jeléli.

4. Az intervallumokat multiindexekkel tudjuk azonositani, amelyeket i-vel jeloliink. A
fentiek értelmében i = (i1,...,4) : 1 < i; < N; azonosit a k. 1épés utan egy

intervallumot.



So 1 2 3

S1 (1,1) (1,3) (3,1) (3,3) (3,5)
S2 e ) ]
(1,2,3)

5. A k. lépésben potencidlisan szerepl6é osszes 0 hosszu intervallum multiindexeinek
halmazat T jeloli:

]Ik:{l 12(21,,Zk),1§’LJSNJ}

6. Az i= (i1,...,7) multiindexszel azonositott intervallum als6é végpontjat (i) jeloli
, i —1 in—1
— 14k
o) =1+ =+t N, N

mig Ij(i) jeloli magat az intervallumot:

(i) = [a(i), a(i) + Ox].

Ny =3

A

\{

do =
<2 15 No=5DP =2 M, =3-5=15

F2=5 (G
03((3,3))

7. Minden k. generacids intervallumra X meghatarozza, hogy az adott intervallumot
megtartjuk, vagy eldobjuk. Azaz Xy = {Xy(i) : i € I}, ahol Xj(i) értéke 1 vagy 0.

8. A tétel bizonyitdsahoz sziikséges tulajdonsdgokat az intervallumok véletlenszerii va-
lasztasaval biztositjuk. Legyen X és 2 < k esetén Yy = {Yi(i) : i € I} {0, 1} értéki
valészintiségi valtozék sorozata. A masodik 1épéstél kezdve egy Ii(i) intervallumot
akkor tartunk meg, ha a sziil6je életben maradt az el6z6 1épés végére, és ebben a

lépésben a neki megfelel§ Yy (i) valészintliségi valtozo értéke 1.

9. Az Xy, illetve rogzitett k-ra Y, fliggetlen, azonos eloszlasi, p, paraméterii Bernoulli
valésziniiségi valtozdk sorozata. De kiillénbo6z6 k-ra mar maés a p paraméter értéke. A
Bernoulli-eloszlas pp paramétere minden k esetén fiigg Ni-t0l és egy meghatarozott
ek, konstanstol: py, = N, “F. Kés6bb az Ny, és &), paraméterek megfeleld vilasztdsdval
biztositjuk, hogy a végiil kapott S halmaz Hausdorff-dimenzidja egyrészt 1—e legyen,
mésrészt teljesitse a 1.18. tétel tobbi pontjat.



10. Legyen Py az X}, altal meghatarozott véletlen mennyiség: P, = |[{i : X;(i) = 1}|

jeloli a k. 1épés végére életben maradt Osszes §p hosszil intervallum szamat.

11. Jelolje Q. a k. 1épés végén az intervallumok P szamanak feltételes varhato értékét:
E(Py|Pi—1). Ez k > 1 és p paraméteri Bernoulli val6sziniiségi valtozok esetén
Qk = Py—1Nkpy-

12. Jeldlje Si a k. 1épés végén a megmaradt intervallumok uniéjat, azaz Sy = U{I k(i) :
Xi(i) = 1}. A konstrukciébol adédik, hogy {Si} fogyé halmazsorozat, de emellett

azt is feltessziik, és késébb a paraméterek véalasztasaval garantéljuk, hogy |Sg| — 0.

2.2. Jel6lés. Ha i = (i1,...,i;) egy k > j hosszti multiindex, akkor i|; = (i1,...,1;)
jeloli az els6 j elemébdl all6 multiindexet. Tehat 1;(i];) &se Ij(i)-nek. A sziilé multiindexét

jelolje sz(i), azaz i € Ij, esetén i|,_;-et.

Kilonboz6 paraméterértékek valasztasa fogja igazolni a f6 eredményt kiilonbo6zo e
esetén.

A bizonyitas soran felmeriilé6 fogalmak nagyrészét definialni kell mar az els6 rész 6
allitdsanak kimondésdhoz, igy most tobb definicié fog kévetkezni egymas utan.

A bizonyités fontos eleme, hogy Sy n darab affin képének metszetét vizsgaljuk. Ehhez a
kovetkez6 definiciékat vezetjilk be. Egy affin transzforméciot jellemezhetiink egy eltolasi és
egy nyujtasi paraméterrel. A nytjtasi paramétert mindig az [1, 2] intervallumbdl valasztjuk,
ekkor persze az eltolasi paramétert csak a [—4, 0] intervallumbdl érdemes vélasztani, mivel
Sk C [1,2], igy kilonben biztosan () lenne a metszet. A szdmunkra érdekes n darab affin

transzformaciét tehat n darab ilyen eltolas — nyujtas parral kodolhatjuk, ezek tere legyen

A= U ([—4, 0] x [1, 2]>n Jeloljon A, egy A-bdl vélasztott konkrét elemet, precizebben:
n=1

2.3. Jelolés. Ha {¢;}] [—4,0]-beli szamok sorozata, mig {r;}} [1,2]-beli szdmok sorozata,

akkor A,, jelolje az ezekbdl képzett n darab affin transzformécié sorozatat:
Ap = {(a,m) € [-4,0) x [1,2] : 1 <1< n}.

A randomizalt médon konstrualt S halmazok affin képeinek metszetét szeretnénk
vizsgalni. Ehhez el6szor hasznos randomizalas nélkiil megérteni a metszetek lehetséges

tipusait. Az Osszes lehetséges randomizalt médon kapott metszetek kozos épitékovei az
n

intervallum n-esek és azok affin képeinek metszetei. Hiszen ﬂ(cl + r1Sk) # 0 pontosan
1=1

n

akkor, ha létezik iy, ..., in, hogy VI Iy(i;) C Sk és [)(cr + rili(iy)) # 0. Igy mér adédik,
=1

hogy a kovetkez6 (A, k) halmazt vizsgaljuk:

2.4. Definicié. ([10]) Adott A, és k esetén F(A,, k) azon intervallum n-esek halmaza,

amelyek affin képeinek metszete nemiires.

F(An,k) = {(il,...,in) i eI, ﬁ(cl +’r‘lfk(il)) 7§ @}

=1
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2.5. Megjegyzés. Az IF(A,, k) halmaz a k, { N; };?:1 és A, paraméterektdl fiigg kizarolag.
Ha a kontextusbdl a paraméterek vilagosak vagy tetszodlegesek, csak az I jelolést fogjuk
hasznélni.

Az [F halmaznak nem énmagéaban az elemei érdekesek, hanem olyan jellegli megkotések,
hogy bizonyos tipust elembdl nem lehet benne tul sok. Ilyen jellegli allitasok koziil kézen-
fekvo, hogy az [. affin transzforméacidhoz tartozé intervallum hany kiilonb6z6 lehet, és
hényszor ismétlédhet. Ehhez bevezetjiik a kdvetkezo jelolést:

2.6. Jelolés. Jelolje m; az ' — I projekciot az . koordinatara.

Bourgain [1]-beli bizonyitasaban két korgytirii metszete két tipusi lehet attél fiiggben,

most is két tipust metszést kiilonboztetiink meg: kozeli vagy tavoli intervallumok metszik
egymast.

AY
\
\
\
\
\
\
[}
1
)
)
i
[]
]
]
[]
[}
]
1
1
!
1
]

]
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P

kozeli metszés

\
\
1
]
[}
]
]
]
[
)
[}
[}
1
1
]

Kozelien metszéek azok az intervallum n-esek, ahol van legalabb két kozeli intervallum,
mig mer6legesen metszéek a tobbiek. Az a megkotés, hogy a két kozeli intervallumnak
raadasul a sziil6je is legyen azonos, csak a koénnyebb kezelhet6ség miatt fontos, és nem

rontja el a becsléseinket, hiszen a kozeli intervallum-parok nagy részénél a sziilo is azonos.

2.7. Definicié. ([10]) Rogzitett F esetén a kizelien metszd intervallum n-esek halmaza
legyen

Fint = {(i1,...,1p) € F: 3 # 1" : s2(ij) = sz(iy) és |aliy) — a(iy)| < 40;},

mig a merdlegesen metszdeké

Fy = F \ Fine.

2.8. Jelolés. Jelolje Fy(s,t) C Fypyy azt a részhalmazt, ahol az s, t indexek miatt teljesiil
a feltétel:

Fine(s,t) = {(i1,. .., 1n) € F 1 s2(iy) = s2(ir) és alis) — a(is)| < 46 }.

Természetesen végiil az S halmazok affin képeinek metszetét szeretnénk megérteni,
ehhez kézenfekvéen modositjuk az elébbi definicidkat.

2.9. Definicié. ([10]) Az (Sk, An) par L darab kézeli metszést hatdroz meg, ha
|Fine N {(i1,...,ip) : VI Xk(i;) = 1}| = L.

Hasonléan L darab merdleges metszést hataroz meg, ha
|Fy N {1, ..,1p) : VI Xk(i;) = 1} = L.

Megkonnyiti a dolgunkat, ha minden k-ra csak véges sok A, halmazt kell figyelembe
venni. Masrészt varhatd, hogy nem vesztiink lényegesen a késébbi becsléseinkbdl, ha

kell6en siirtien valasztunk vizsgdland6 A,, halmazokat.

12



2.10. Definicié. ([10]) Fix L és k esetén C C [—4,0] legyen 45,;_51 elemszamu halmaz,

2 1
mt alaki szdmok. Hasonléan R C [1,2] legyen 5,;_51 elemszamu

melynek elemei

-y
k+1
halmaz, melynek elemei —— alakt szdmok.
k+1
C
—e o o /\ o ® o ® ® . . . *—
-4 K 0
5k+1

Jelolje A(k, L) azon lehetséges A,-ek halmazat, ahol minden eltoldsi paramétert C-bol, és

minden nyujtasi paramétert R-bol valasztunk:

2.11. JelGlés.
Ak, L) = { {(c,m)} ey : Vie € Cm € R}

2.12. Lemma. ([10]) Az A(k,L) elemeinek szima 4"5,;_&%".

BizonyiTAS: Egymaéstol fuggetleniil n darab ¢ értéket vdlaszthatunk egyenként 46,;_&1

félének, hasonléan n darab r értéket valaszthatunk egyenként 6;+L1 félének.

O

Késébb amikor rogzitett k és L paraméterekkel dolgozunk, (k, L) helyett csak az
egyszertibb 2 jelolést hasznidlom. Korabban mar lattuk, hogy rogzitett k és {NV; }§:1
paraméterek mellett minden A,, meghatéroz egy IF(A,, k) halmazt, amely felbomlik F(A,, k)
= Fint(An, k)UF,.(Ay, k) alakban. Erdekelnek minket azon eltoldsi- és nytjtdsi paraméter
halmazok, amelyek ,kevés” kozeli metszésre adnak lehetoséget. Ezek lesznek a tipikusan
merdleges metszést biztosité paraméter n-esek, innen az 2y, jelolés. Egy késébb lerogzitett
g9 konstans definialja, hogy ebben az esetben mit értiink , kevés” alatt. Ki fog dertilni, hogy

az €0 = 5 valasztas megfeleld.

2.13. Definicié. ([10]) Kevés kozeli metszés van, ha a kozeli metszések L szdma legfeljebb

Pkl_eo7 ahol gp kés6bb rogzitett konstans.

2.14. Definicié. ([10]) Rogzitett A = 2A(k, L) esetén legyen
Wpr = {An € A ¢ [Fira(An, k)| < Py}

azon affin transzformacié n-esek halmaza, amelyek esetén a kozeli metszések szama kevés,

mig a tobbit jelolje

e = 2\ Ayr = {An €2+ [Fins(A )| > P,
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2.15. Definicié. ([10]) Az f1,..., f, figgvények A, szerinti korreldcidja legyen

A(An,fl,...,fn):/lﬁlfl (chl) dz. (3)

Haf=fi == fp,akkora A(Ay, f1,..., fn) = A(Ap, f) egyszeriisito jelolést hasznaljuk.

2.16. Jelolés. Jeloljitk op-val ¢pi1 — dp-t.

A kovetkezé definicié azt fejezi ki, hogy fontos tulajdonsdg az, ha a kevés kozeli
metszéshdl kovetkezik, hogy a o foggvény n-szeres korrelacidja is kicsi. A Kkorreldcié

kicsisége és a kozeli metszések alacsony szdma is egy-egy konstanssal tehet6 precizzé.

2.17. Definicié. ([10]) Legyen Co(k,n,c0) egy kés6bb definialt elég kicsi konstans, ekkor

merdleges korreldcios feltételnek nevezziik a kovetkezot:
VA, € Ay : ’A(An, (Tk)| < Oo(k‘, n,Eo).

Egy egyszeriisito jelolés bevezetése maradt hatra a tétel kimondasa elott, mely konnyeb-

bé teszi az Si-t felépit6 intervallumok kezelését akar kiilon-kiilon, akar egytitt.

2.18. Jelolés. Jelolje Py1(i) az I(i) intervallumon belil kivdlasztott k + 1. generacios

intervallumok szamat, azaz Pyy1 = » Py (i). Hasonléan Quy1(i) jeldli a k. 1épés be-
iely
fejezése utan az Ij(i) intervallumban varhatéan kivélasztott intervallumok szamét, azaz

Qi+1 = Z Qr+1(i). Rdadasul a varhat6 érték nem fligg az intervallum indexétél, csak
i€l
attél, hogy életben van-e az adott intervallum, igy Qri1 = PiQr+1(i), ahol i € T

tetsz6leges. Hasonléan Pyy,,11(i) jelolje az Ii (i) intervallumon beliil kivalasztott k+m+1.

generaciés intervallumok szamat, azaz

Povme1() = D Xipym (i,J). (4)
(1.):

Jelolje Qri+m+1(i) az Ii(i) intervallumon belil a k + m. 1épés befejezése utan varhatéan

kivalasztott intervallumok szamat, azaz
Qm11(0) = Prpm(D Ny ot
k+m+1 = Lk+m k4+m+1 -

2.19. Megjegyzés. A fenti jelolés értelmében természetesen

Pria (i) = Z Xi+1(1), és (5)

il =i
Qr+1(1) = Npgp1Dr41- (6)

2.20. Tétel. ([10]) Legyen B = 10 abszolit konstans, N; és ; értékét pedig a kévet-
kezoképpen vdlasztjuk: N egy rogzitett elegendden nagy konstans, melyrél a bizonyitdsbol
fog kideriilni, hogy mennyire kell nagynak lennie. Az ¢ = 0 esethez az N, = N - Nk =
1
pvk+1 —
Tk

pozitiv valdsziniséggel a 2.1. definicicban definidlt Cantor-iterdciéval kapott { Sk} halmaz-

vdlasztdssal, mig az 0 < € < 3 esethez az N, = N¥, e, = € vdlasztdssal

sorozatra a kovetkezok mind teljesiilnek:
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1. A wvdrhaté darabszdmnak dtlagosan minden lépésben legaldbb a felét, és legfeljebb a

kétszeresét vdlasztjuk ki, azaz

k k
_k 1—¢; k 1—¢;
2RI N, <P <2°[[ N, 7.
j=1 j=1

2. Az el6z6 lépés eredményére vett feltételes varhato értéktdl mds mértékkel mérve sem

tul nagy az eltérés:

P, — Qx| < BVQy.

3. A 2.17. definicidban definidlt merdleges korreldcids feltétel teljesil a kévetkezd kons-

tanssal:

=

1 BAL
Collmyz0) = Colk s ) = fulm)2" "+ [H Ny V()]

j=1

Itt a kovetkezo jeloléseket haszndltuk:

n(n+1)

fl(n):4"+22 2 nlB,

k+1
V(k,n)=1In (42"2"("2”11'3 II NZLn)
, ! 2Ln )
j=1

(7)

(8)

Itt f1(n) értékébdl csak azt fogjuk haszndlni, hogy a B globdlis konstanson kivil csak

n-tol fiigg.

4. Egy intervallumon belil sem tul nagy az eltérés az elbézd lépés eredményére vett

feltételes varhato értéktdl:

[NIE

. . 1—
sup [Py (i) = Qe (i)] < [SNL 7 In(4BP)]

k
1 N;
M.y

2.21. Megjegyzés. Itt N meghatarozasaban az fontos, hogy N k
k-+]_ — 00

A maésodik részben bizonyitott tétel a kovetkezo:

2.22. Tétel. ([10]) Ha egy {Sk} halmazsorozat teljesiti a 2.20. tétel minden pontjdat, akkor
a hozzd tartozo M és M korldtozott operdtorok korldtosak minden 1 < p,q esetén, mint
LP[0,1] — L(R) operdtorok, és minden 1 < p < q esetén, mint LP(R) — L(R) operdtorok.

Mig a harmadik részben az alabbiakat bizonyitom:

2.23. Tétel. ([10]) Ha egy {Sk} halmazsorozat teljesiti a 2.20. tétel minden pontjdt és

emellett a hozzd tartozo M és I korldatozott operdtorok korldtosak, akkor a 1.18. tétel

4. pontja szerint a (2)-ben rigzitett p és a paraméterek esetén M és M® is korldtos. Az
J g

a = 0 vdlasztdssal kapjuk, hogy M és MM operdtorok is korldtosak.

Végiil a negyedik részben a 1.18. tétel 2. és 3. pontjat latom be.
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2.1. A 2.20. tétel bizonyitasa

A megfelel6 { Sk} halmazsorozat 1étezését tigy latjuk be, hogy megmutatjuk, hogy a Cantor-
iteracié minden lépésében pozitiv valészintiséggel olyan Sy halmazt valasztunk, ami egyrészt
az adott 1épés feltételeit kielégiti, masrészt lehetévé teszi a Cantor-iteracié megfeleld
folytatdsat. B = 10 valasztassal az 1, 2. és 4. pontok is legalabb 1 — B™! val6szintiséggel
teljesiilnek, igy egyiitt is legaldbb 1 — 3B~! valdszinfiséggel teljesiilnek. Tovabb4 ha ez a
harom pont teljesiil, akkor a 3. pont is teljesiil legalabb 1 — B! valészintiséggel. Mivel B

vélasztésa szerint 4B~! < 10, igy a bizonyités kész.

2.24. Lemma. ([10]) A 2.1. definiciébol kézvetlenil adddnak a kovetkezd dsszefiggések:

Skl = Piy, (9)
Qr = P Ny N ™ = P N5, (10)
My,
Ny, = , 11
"M (1D
k
My =[N =067, (12)
j=1
k
_ -1
j=1
k+1
5l = Newdy ' = [ N (14)
1 1
S =Dkl A 15
Py:oy, ! Qrs10k11 (15)
2 <k esetén Xp(i) = Xp—1(i|g—1) - Y (3). (16)

2.25. Megjegyzés. A bizonyitds sordn tobb kiillonbo6zd helyen, de csak alsé korldtoknak
kell teljesiilnie N-re, igy N biztosan véalaszthatoé gy, hogy egyszerre az Osszes feltételt
kielégitse.

A kovetkez6 Osszefiiggés ugyan a 2.20. tétel kovetkezménye, de mar a bizonyitas kdzben

is felhasznalhatjuk, mert indukciéval bizonyitunk.

2.26. Kovetkezmény. ([10]) Ha egy {Sk} sorozatra igaz a 2.20. tétel 1. pontja, akkor a

kovetkezd becslések is igazak:

Ej—l

2~k H N <P
7=1

||,':]w

k+1 k+1 1
-k €j 1 k ¥
2 H N;T P<pl <2 H N,

k+1 k+1

_ 1—¢, 1—¢;
2R IIN; Y < Qe <20 ]I N7
j=1 j=1
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BizoNyiTAs: Kozvetleniil adédik (10)-b6l a 2.20. tétel 1. pontja alapjan.

O

BizoNyiTAs: (A 2.20. tétel 1. és 2. pontjanak bizonyitdsa) A bizonyitds egyik kulcsa
indukcié k-ra, mig a masik kulcsa visszavezetni megfelel6 szereposztassal a 1.22. lemmaban

kimondott Bernstein-egyenlGtlenségre.
1—eq
Legyen N vélasztasa olyan, hogy 6B < N; ? , és tekintsiik elészor a k = 1 esetet.
—(+ey)

Legyen Z; = X1(i;) — p1, m = Ny, 02 = Nip és X\ = BN, ?* . Ezzel a szereposztassal

alkalmazhat6 a 1.22. lemma-beli Bernstein-egyenl6tlenség, ugyanis £Z; = 0, |Z;| < 1, a
Z; valészintiségi valtozok fiiggetlenek, > E|Z;|* = Nip1(1 — p1) < Nipy = o2, és

—(1+¢e7) l—gq l—eq l—eq

6mA=6N,BN, > =6BN,?> <N;2 N,* =N; ° =Np =o>

A Bernstein-egyenl6tlenség ZZi—t becsiili, ez nekiink a kovetkezok miatt lesz hasznos:

-5
ZZz' = ZXl(ii) —pr =P —Nipr = P —Q1, mA = BN; > = By/Nip1 = BVQ.

=1 i=1

1—61 2
212 BN, * 2
m=\ B ) . . , .
Emellett = = —. Tehat a Bernstein-egyenlotlenség alapjan

802 8N11781 8

2
P (’P1 - Q1] > B\/@) <4exp <—B;> <B,

P (‘Pl — Q1 < B\/@) >1-B1,

azaz legaldbb 1 — B! val6szinfiséggel

|PI — Q1] < BVQ.

Ha X; olyan, hogy a hozza tartoz6 P; értékre |P; — Q1| < By/Q1, akkor P; benne van az
(@1 — BVQ1,Q1 + Bv/Q1] intervallumban. Azaz

1—eq 1—eq 1—eq 1—eq

NIT(1=BN; ? )=Qi—BN,> <P <Q+BN,> <N =(1+BN * ).

)
1 _lmey e 1
§1—6<1—BN12 <1+ BN, ? §1+6§thm

N | =

1 1— 1—
§N1 €1§P1§2N1 El.

Most belatjuk az allitast k + 1-re, ha az indukcids hipotézis szerint k-ra igaz. Legyen

i: (i,’ik+1) és

1 Nk -
Zi= > W1 () — prsal-
k+1 ikJrl:l

A {Z;: i€y, Xi(i) = 1} valészintiségi valtozdkra az
m = Pk)
~1

2
0% = Pipr+1Ny 1,
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1
Pr+1 2
()
Py Ny

szereposztassal alkalmazhaté a 1.22. lemma-beli Bernstein-egyenl6tlenség, ugyanis EZ; =

0, |Z;| <1, a Z; valészintiségi valtozok fliggetlenek, valamint

> E|Zi|* = PuNy ok (1= prst) < Prpra Ny = o2,

és 02 = Pka;ll L miatt
6mA = 6P, B _Pr+1 2 — 6BP, N_l_zng P—% < N%P%N_l—;kﬂ _
ok <PkN/€+1> B k¥ k1 Eo=4N & Vir1 <o”.
Az utolsé egyenl6tlenség
1—2q —1— —leeppn 1

Ny ? s Ney® By

miatt teljesiil, hiszen az indukciés hipotézis szerint

masrészt Ni1 valasztasa szerint nem tul nagy se Ng-hoz, se My-hoz képest. Ekkor

—l-epiq
mA=BPIN_*
l-epi1 —1- 5k+1
B\/Qk+1 = B\/PkaJrlkarl BP N, = NpBP.P, Nk, = Nit1mA.

2 ks 25 ? 2 —1-¢
(mA)” = BPQNkH =B PNy o

m2\2 BQPka l1—er41 B B2

S RN S

Y 7= N (Pr+1 — PeNky1per1) =
k+1

Tehét a Bernstein-egyenl6tlenséget alkalmazva

P ((y2] 2 m) =

B? _
=P (’PkJrl — Qr11| > B\/QkJrl) <4exp (_8> <B™

Tehat legaldbb 1 — B~! valészinfiséggel

|Pey1 — Qry1| > By/Qr1,

B _Pu_,, B
VQik+1 — Qi1 — VQk+1

Ezzel a mésodik részt belattuk & + 1-re.

Py — .
Nk+1( k1 — Q1)

i > Nk+1m/\) =

1—

Végiil (10) szerint Qp11 = Pry1 N}, ij“, masrészt az indukcids hipotézis szerint az elsé

rész igaz k-ra,

k

— 1- 1 1—¢; 1-

27k H Ny 7N < Qi <2V NN (17)
j=1
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Ebbdl specidlisan, ha N; elegendGen nagy,

k+1 k+1

Quir 22 [N, 227" [ N > B2,
j=1 j=1
B < 1
V@1 ~ 2
1 P o ATl
Tehat 3 < 0 < 2, ezt megszorozva (17)-tel adodik az elsé allitas k + 1-re.
k+1

O

BizoNYyiTAs: (A 2.20. tétel 4. pontjdnak bizonyitdsa) A bizonyitds kulcsa ismét a
Bernstein-egyenldtlenség felhasznélasa megfelel6 konstansokkal. A 2.18. definicié értel-

mében

Pry1(i) = Qrr(i) = D Yara (D) — proa,

i) =i
igy legyenek Z; = Yj41(i, Zi +1) — Pry1 0 vérhato értékd, fliggetlen val6szintiségi valtozok.
1Zi] <1, 07 = Negapies1 (1 = pra1) < Nipaprg1 =: 0°. Tehdt m = Nijq. A

\ (Spkﬂ In(4BPy) )5
Ni+1

valasztassal 6mA < o? is teljesiil, igy alkalmazhaté a Bernstein-egyenlétlenség.

m2\2
8o2

= In(4BP,),

igy éppen azt kapjuk, hogy

P (1P () = Qesa(i)] > [8Nesapisn mUBP]E) < 2

Osszesen P, féleképpen tudjuk kivélasztani az i intervallumot, igy legaldbb 1 — B!

valosziniiséggel minden i esetén

N[

|Pe1(1) — Qur1(1)] < [8Ng+1pp+1 In(4BF)]2 .

A bizonyitasbdl az is latszik, hogy a Bernstein-egyenlGtlenség alkalmazasa éppen az adott

konstanst adja.

O

A bizonyitashoz elengedhetetlen a kdvetkez6 segéd, ,,majdnem o” fliggvény definidlasa.
A 1.22. lemma-beli Bernstein-egyenl6tlenség alkalmazhatdsdga érdekében a o becslé-
sérol attérink o becslésére. o megfelel6 becslése mellett természetesen az attéréssel jard

déktagot is becsiilniink kell. Emlékeztetéiil o = ———1 - ——1g,.
maradéktagot is becsiilniink ke mlékeztetdil oy, Prridrm Spi1 Pro Sy

2.27. Definicié. ([10])

1 1
S~ B

O 1s,.

 Qr+10k41
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BizoNyiTAs: (A 2.20. tétel 3. pontjanak bizonyitdsa) A 2.28. lemma biztositja, hogy

elegendod legyen a

sup |A(An,T%)]
Anemtr

kifejezést feliilrél becsiilni. Rogzitsiik le A,, € y-t. Ekkor

=2 Xy = 2 Xa®) D) 1,6

ielly iel =i
lsp = Z Xi(i) Z Yk+1 I,M(E)'
iely il =i
Tovabba (15) szerint
1 1 ,
18y

Bior D Qrioen
71 1 -1y, = ——mF
Qki10k i1 7 Pok F T Qrradrin
Behelyettesitve és a kozos tagokat kiemelve kapjuk, hogy

Z Xi(i) Z Yk—i-l(i) - pk‘*‘l)ﬂkarlG)'

Qk+15k+1 i

O = (]lsk+1 - karl]lSk) .

ii|=i

L z—q
1:-[ T (i) < " > = ]lﬂzl:l(cﬂrrllk“(il))(z) < ]lﬂ?:l(cz-&-rsz(il))(z)'

Mindezt 6sszevetve, a szorzasokat kibontva

" Qe 2 [0 2 (TT0%0 1)) £ i)
i1,..,in = (117 7171) =
1=

A kifejezés (i1, . .., i) € IF esetén biztosan 0, (i1, . ..,1,) € IF esetén pedig kiilon vizsgalhatjuk
aszerint, hogy (i1, ...,in) € Fin vagy (i1, ..., 1i,) € Fy,.. Igy

1 n . n - n B}
(Qri10pi)" > [IRAOEDS (H(Yk+1(ll) —Pk+1)> (e +7“sz+1(11))‘ +
FHLORHL)T (i) €F sy [1=1 (1rdn) N=1 I=1
=1k i
1 L n
+(Q ) ) HX Z (H Yk+1 ll — Pk+1 ) m C| + T’lIk+1 ll)) =
k+10k+1 (i1,...in)EFgr [I=1 (1, in) =1
=i
1

S S
(Qk+15k+1)"( int 7+ Etr)
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A 2.30. és 2.31. lemmakban kiilon fogjuk becsiilni Z;,,; és =y, értékét. Ezek felhasznalasdval
a bizonyitas befejezése:

sup |A(Ap,o0p)] <
Anegltr

+

k+1
< 22n+232k+% H N_§+£J (n_f)
7j=1

+22n 12k(n+1 €0) {HN eo+ej(nteo— 1)] ’::lili+l+
7j=1

k+1 e (n-1) L
+f3(n) 2k +3) HN T (k) <
oo BT il )
< fuln)2 ) | T Ny 2720 [V (k)2
j=1

Itt f3(n) értékét 1d. (18)-ban, mig fi(n) értékét 1d. (7)-ben.

O

2.28. Lemma. ([/10]) Ha a k + 1. lépésben teljesil a 2.20. tétel elsé két pontja, akkor a

2.17. definiciéban definidlt merdleges korreldcids feltétel teljesiil a kévetkezd korldttal:

k+1
Colk,n,20) = sup |A(An,7p)| +227+2B2R+ | [ N, 279072
Anemtr j 1

Bi1zoNYIiTAS: A 2.27. definicié alapjan

1 1
Uk:Uk—i—( — )]ls =0k + ¢e.
Pry10py1 Qre1dppr/ 75

Az G6sszeg alakban felirt fiiggvények korrelacidja felbonthaté két tagra: az 6sszeghdl mind

az n tagban az elsé Gsszeadando szerepel, vagy nem. Azaz

o, ifXN=0
u; = jeloléssel
e, ifAN=1

A(A’ru Uk) = A(ATMEIC + ek) =

= Z A(An,uty. .. un) = A(Ap, o) + Z A(Ap,ur, .. uy).

xe{0,1}» xe{0,1}"
IA>1

Tehat elég belatni, hogy

k+1
Z A(An7u17"" ) 22n+2B2k+7 H N 2+€J(n 2)
Ae{0,1}™ e
[A[>1

El6szor megbecsiiljiik az integrandus szorzotényezdit: Tp-t és ep-t kiilon-kiilon. Mivel

Sk+1 C Sk, igy

1 1
ol < -+ 1
okl < (Qk+15k+1 Pk5k) S
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Mivel (14) alapjén 0,1, = Nj116;, ' és (10) alapjan Qi1 = PN Ny 17, fgy

1 1 Nlik+1 1 N5k+1
ol < P 1 0 )1 <9kl Ig,
7] < (Qk+15k+1 " Pk5k) g ( Pk | P ) S T ey

A 2.20. tétel elsd részét k-ra alkalmazva

k
Pl <R[ N

j=1
k
Emellett (13) szerint &, * = H N;, igy
j=1
N5k+1 k+1 .
7| < 225l 1g, < 2] N L,

PLéy

=1

A 2.20. tétel masodik részét alkalmazva k + 1-re

|Qr+1 — Pry1| < By/Qry1, gy

1 1 Qr+1 — P
e = ( _ ) I, = 1Qkt1 = Pra|

P10k Qre10k+1 P 1Qry10k41

< BVQr1 o _ B I
T Pep1Qri10k+1 Y Proyiv/Qrr10k11 T

A 2.20. tétel els6 részét alkalmazva k-ra és k + 1-re is egyrészt

Sk;Jrl —

k+1
—1 .
Pk+1 < gk+l H N ST mésrészt
7=1

_1 1 Ck+l w F i slc+1*1 B Al st
- k ok
Quir=by Nk+1Nk+1 = 2H Nyttt =22 [N
k+1
A (14) alapjan 5];}1 = H Nj helyettesitéssel
j=1
B . Bl e k41
lex| < lg,,, <B- [2FFET N |- 22 [V 2 |- Nj| 1g,,, =
P/ Qr10pr ]1;[1 / 31;[1 / jl;Il e
3 k+1 —1+3e;
3k+1 —
= B2 [N, ® 1g,,,.
j=1

Ha minden j-re N; nagyobb egy megfeleld N korlatnal, akkor az |ej|-ra adott fels6 korlat

kisebb az 7j-ra adott fels6 korlatnal:

3 k+1 —143¢; k+1 ‘
B2 [N, 2 1g,,, <287 [ N1,
j=1 j=1
Tehat a szorzétényez6 minden tagjat becsiilhetjiik feliilrél az Gg-ra vonatkozd becsléssel.
Az deriil ki, hogy elegend&en jo felsd korlatot kapunk, ha egyetlen tag kivételével tényleg

minden tagot &-val becsiiliink felilrol.
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Rogzitett A, Z A; > 1 esetén legyen s tetszoleges index, amire Ag = 1. Definici6 szerint

-—c
Usg ( - S) értéke a cs+rgSk+1 halmazon kiviil mindentitt 0, igy |[A(Ap, u1, ..., uy)| értéke
S

is azonosan 0 az cs + 135,41 halmazon kiviil. igy z € Sk valasztassal
IA(An,ut, ..y un)| < les + rsSkr] - [T5(2)[" 1 - Jer(2)].

A fenti fels6 korldtokat és ry < 2-t, (9) szerint |Sky1| = Pr+10k+1-t behelyettesitve

k1 n-l K+l —1t3e;
IA(Ap, g, )| < 2P0 | 290 ] NS B22k+! I, 2 <

j=1 j=1
a2 k+1 k41 n-l K+l —1t3e;
k+1 —&j -1 k+1 €5 3k+1 _
<2 [ 2"NTIN V) LTS 2" [ vy B[N, 2 | =
j=1 j=1 j=1 j=1
2) gas ltej(n—3) 2) Ltej(n—1)
2n+2+k‘ n+ B H N 3 TEj 3 2n+2B2k’ n+ H N —3TEy 3 )
Jj=1 j=1

2™ — 1 < 2" ilyen tényez&t kell 6sszeadni, mindegyiket igy feliilrdl becsiilve:

k+1

ST AApun,. .. ug) < 20202 BROED T NS Heiln=3) _
Ae{0,1}" Jj=1
IX>1
2n+2 k(n+3)k+1 —3+ej(n—3)
— 5 2 2
= 272 pohlnts Hle :
]:

Ezzel készen vagyunk.

2.29. Definicié. ([10]) A 2.20. tétel 3. pontjanak bizonyitdsa szerint legyen

n

ﬂ (a1 + il ()| | 5

n n
Eint = > X)) > (H(Yk—i-l(ll — Pk+1 )
(i150sin) €Fing |1=1 (i1,..in) N=1

i=i|x

3

n n
Bwr= ) [[xG@) > (H(Yk’“(ll — Pl )
(i1,in)€Fyy |1=1 (i1,in) =1

i=i|x |

ﬂ c+ridks lz))|

2.30. Lemma. ([10]) A 2.20. tétel 3. pontjanak bizonyitisdiban kapott kifejezés egyik fele

a kévetkezképpen becstilhetd felilrdl:

1

k
= 2n—1 k(n+l—£ ) —eo+e€ '(n+5071) NEE+1
(Qri1Opir)™ ™ =272 ’ {H Ny Nigr

J=1
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2.31. Lemma. ([10]) Mig a 2.20. tétel 3. pontjanak bizonyitdasiban kapott kifejezés masik

fele a kovetkezdképpen becsiilhetd felilrél: 1 — B~ wvaldszindséggel

L iz < fa2ord | T NS00 ey
—— 2| < n 2 . ,M)|2 .
(Qrs10k41)™ ’ jaie g

Itt f3(n) pontos értéke a kévetkezd, de csak annak lesz jelentdsége, hogy kizdrélag n-tél

fiigyg.
n(n+1)
2

fa(n) = 4732 (18)

A 2.30. és 2.31. lemmak bizonyitasahoz két lemmara is sziikség lesz, amelyekhez raadasul

tobb kisebb lemmaén keresztiil vezet az ut, kdvetkezzenek most ezek.

2.32. Lemma. ([10]) Legyen A,, és igy F(A,) = F rdgzitett. Az 1. kivételével szintén

rogzitsik le Ap tobbi n — 1 eleméhez tartozo intervallumokat: {iy}py. Ez mdr szinte

egyértelmiien meghatdrozza azij intervallumot, amire (i1, ... ,1i,) € F: legfeljebb négy darab
szomszédos Oy, hosszi intervallum lehet, amire mind (iy,...,i,) € F.
BizoNYiTAS: Az n = 2 esetben két metszd intervallum hossza kozott a kiillonbség

legfeljebb kétszeres lehet, igy egy rogzitett intervallumot legfeljebb négy masik, sziikség-
képpen szomszédos intervallum metszhet. n > 2 esetén a tovabbi n—2 lerégzitett intervallum
csak tovabbi feltételeket szab, tehat a szdébajovo intervallumok szdma ennél csak kisebb

lehetne az altalanos esetben.

2.33. Megjegyzés. Egyenl6ség akkor teljesiilhet, ha n—1 intervallumhoz tartozé nyGjtéasi
paraméter rpy = 2, mig r; = 1 és az eltolasi paraméterek is megfeleléek, példaul az dbran

lathaté médon mindegyik 0.

1 2

2.34. Lemma. ([10]) Minden A, és k paraméterek esetén F(A,, k) felbonthats 4™

részre, amelyeken belil mdr az dsszes m; projekcio injektiv.

BizonyiTAs: Teljes indukciéval bizonyitunk, az n = 2 esettel kezdve. Definidljunk egy
G = (A, B, FE) péaros grafot, ahol A = B = I, és (ia,ip) € F < (ia,ip) € F. A graf
minden csticsanak foka legfeljebb 4 a 2.32. lemma n = 2 esete alapjan, tehat felbomlik
4 darab < 1 foku részgrafra. Az, hogy A-ban minden cstcs foka < 1, éppen azt jelenti,
hogy 71 injektiv ' adott részgraf altal definidlt részhalmazan, mig az, hogy B-ben minden

cstcs foka < 1, mo injektivitasaval ekvivalens.
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Most tegyiik fel, hogy minden 2 < k < n esetén igaz az allitas, és belatjuk n + 1-re.
Rogzitsiik k-t és Apii1-et, A, legyen A, 41 els§ n eleme. Az indukciés hipotézis alapjan
F(A,) felbomlik 4" részre, tekintsiink egy tetszoleges nemiireset ezek koziil. Ismét
definidlunk egy G = (A, B, F) péaros grafot. Az A halmaz elemei legyenek F(A,,) adott
részhalmazba es6 elemei, B := I, és ((i1,...,iy),ip) € E < (i1,...,in,i5) € F(Ant1).
Ekkor a 2.32. lemma alapjan A minden elemének foka legfeljebb 4. Szintén a 2.32. lemma
alapjan B minden eleme legfeljebb 4 kiillonb6z6 ii-et tartalmazo csticesal lehet dsszekotve,
de feltevésiink szerint A-n 7 injektiv, igy B elemeinek foka is legfeljebb 4. Tehat G ismét
felbomlik 4 darab < 1 foku részgrafra, ami biztositja az Gsszes projekcio injektivitasat.
Mind a 4"~1 részt tovabbi 4 részre bontottuk, igy Osszességében megkaptuk F (A, 1) 4"

részre torténd felbontasat.

2.35. Lemma. ([10]) Adott (iy,...,in) esetén legfeljebb 4" ' Ny 1 darab olyan (i ..., 1)

van, amelyre 1|, = i; (azaz sz(i)) = 1;) és

DL

(Cl + ""lIk—&—l(il)) ?é 0.

=1

BizoNvYiTAs: Bontsuk fel (A, k + 1)-et a 2.34. lemma alapjan 4" ! részre, amelyeken
beliil 71 injektiv. Adott i esetén iy értéke legfeljebb N + 1 kiilonbozd lehet, tehdt minden
rész legfeljebb N + 1 elemi, igy Osszesen legfeljebb 4"_1Nk+1 elemiink van.

2.36. Lemma. ([10]) Rigzitett A, € A esetén Fy, feloszthaté 4"~ részre, melyekre az
dsszes m projekcidfigguény injektiv és ugyanaz a permutdcié hatdrozza meg az (iy, ..., i)
intervallumok nagysdgszerinti sorrendjét. Precizebben minden részhez létezik eqy m permu-

tacid, hogy minden ebbe a részbe esd (iy,...,1in) esetén
ak(iﬂ(l)) <. < Ozk(iﬁ(n)).

B1ZONYITAS: Az 2.34. lemma &ltal biztositott 4”1 osztaly mindegyikét fogjuk n! részre
tovabbosztani, igy a projekciéfiiggvények injektivitdsa mar biztositva van. [Fy.-be azok
az intervallum n-esek keriiltek, amelyekre nincs két legfeljebb 4 1épésre 1év6, specialisan
amelyek elemei kiilonbozéek. Igy minden elemhez egyértelmfien tartozik egy permutécio,
amely meghatarozza az intervallumok nagysagszerinti sorrendjét. Az n elem permutécidinak
szama n!, igy készen vagyunk. Hasonléan eredményre vezet, ha elészor létrehozunk n!
darab osztilyt, amelyekben az intervallumok nagysigszerinti sorrendje a 7 permutécié

szerinti, majd ezeket osztjuk tovabb 4" ! részre a 2.34. lemma alapjan.
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2.37. Jelolés. Jelolje Fi a 2.36. lemma szerinti felosztasban IFy,. 6sszes elemét, amelyben

az intervallumok nagysagszerinti sorrendje m-szerinti, azaz

ak’(iﬂ'(l)) <...< ak’(iw(n))a

és emellett az Gsszes projekciéfiggvény injektiv.

n(n—1)

2.38. Lemma. ([10]) Rogzitett A, € A esetén Fy, feloszthatd nld" 1272 részre, ame-

lyeken belil egyrészt az intervallumok nagysdgszerinti sorrendje m-szerinti, mdsrészt a

projekciofigguények injektivitdsandl egy erdsebb tulajdonsdg is teljesiil: nincs olyan eleme
I;-nak, amely — akdr kilonbézé indexti helyeken — tébbszor eléfordulna. Azaz ha F' jelél

egy részt, akkor tetszbleges s,t indexekre i € ws(F') esetén i & mi(F').

BizonyiTAS: A 2.36. lemma alapjan elég egy rogzitett m-re megmutatni, hogy Fi

n(n —1)
2

boznek az adott indexii helyeken el6fordulé intervallumok, akkor 6sszesen is csupa kiilonb6z6

felbonthaté 2% megfelel6 részre. Az s,t parok szama , €s ha paronként kilon-
szerepel, igy elegend6 rogzitett s és t indexekre megmutatni, hogy F egy tetszoleges része
tovabbi két részre bonthaté, amelyeken belill i € 7s(F') esetén i ¢ m(F') és forditva
i€ m(F) esetén i ms(F).

Legyen tehat m, s, és t rogzitett. A bizonyités erejéig jelolje i < j, ha ax(i) < ag(j).
Jeloljon i, egy s. helyen all6 intervallumot, j,, pedig egy t. helyen all6 intervallumot.
Feltehetjik, hogy 7 olyan, hogy minden m-re i, < j,. Tovabba 7w, és m; injektivitasa
miatt tetszéleges i € [y Gsszesen legfeljebb kétszer szerepelhet, egyszer az s. és egyszer a t.
index{ helyen. Igy nem olyan meglepd, hogy a két részre bontds sikeriilhet. Hozzunk létre
egy A-val és B-vel jelolt osztédlyt, ezeket sorban fogjuk feltolteni. A legkisebb intervallumot
jelélje ig, parjat jo, az 6 rendszeriik keriiljon A-ba. Ezutan ha létezik i;, amire jo = iy,
ennek sziikségképpen B-be kell keriilnie. Felvaltva rakjuk az elemeket a masik osztalyba,
amig el nem akadunk. i,,, < j,, miatt csak gy akadhatunk el i;, j; utan, ha nem létezik i,,,
amire i, = j;. Ekkor kezdjik elolrol, a maradék intervallumok koézil van egy legkisebb,
ami sziikségképpen nem egyezik meg egyik j,, intervallummal sem, 6 és parja keriiljenek
A-ba. Az eljaras befejeztével A-ban és B-ben is csupa kiilonb6zé intervallum fordul eld. A
legkiegyensulyozottabb akkor lesz a két osztaly, ha egyetlen nagy lancban koévetik egymast
az elemek.

Az eljaras szemléltetése az intervallumokat egész szamokkal jelolve:

A B

12 |23
35 |56
7,11

8,9

13,15 | 15,16
16,18 | 18,20
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BizoNyiTAs: (A 2.30. lemma bizonyitdsa) Mivel A,, € Ay, igy a =i,y Osszeg kevesebb,
mint Pkl_‘SO tagl, és a 2.35. lemma alapjan rogzitett (iy,...,i,) € Fiyu esetén a belsd
Osszegnek legfeljebb 4" 1Ny, tagja van. Mésrészt

(e + il ()| < 20541,

DL

=1

n
H(Yk+1(il) — pr+1) pedig 1-gyel becsiilhetd feliilrél, hiszen n darab 1-nél kisebb abszolut-
=1
értékili szam szorzata. A 2.20. tétel elsé pontjat k-ra alkalmazva
b
k —€;
P <2 N, 77,
j=1

k
1—¢ k(1— (1-¢5) 160)
Pl < 240-0) [ N~

7j=1
Igy
k k+1
|~—amt| < Pl g0 yn— 1Nk+125k+1 < 2k (1—e0) HN](I ej)(1—eo) g 1Nk+12 H N 1_
Jj=1 7=1

k
_ 92n—1ok(1—ep) —eo+e;(e0—1)
= 22n—19 0 Hle . .
‘]:

Szintén a 2.20. tétel els6 pontja alapjan

k
Pk—n < 2kn H N;Ej_l)n' igy
j=1

1 k41 -
= [P.Ny N T N <
(Qr+10k+1)™ R R 1:[1 J -

k+1

k k
S (2kn H N](Ejl)n> H NﬂNZj_kl+1 — 2kn H N;’Ej.
7j=1 7=1 J=1

(Qk+10k+1 e e

k+1 k
1 —_ k ne; 2n—1ok(1— —eo+ej(e0—1)
)n|:int|§(2nHNj J)-(z” gk(t==0) TT N7 =

k
In—1aok 1— —eotej(ntep—1) neg
— 2 n 2 (n+ EO) [H J\[‘7 0 7 0 ] Nk+]§_+l-

j=1

BizoNyiTAs: (A 2.31. lemma bizonyitdsa) Az 2.29. definici6 alapjan

n

() (et + riZgsa( lz))‘
=1

En= > [1x:G) > <H(Yk+1(1l pk+1>
(i150nsin) E€F gy [1=1 (i1,in) =1

ij=iy|x
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Rogmtsunk le a 2.38. lemma alapjan egy F’ osztalyt, ami a lemma feltételeit mind teljesiti.

Az n'4”2 darab osztalyra ugyanazt a becslést fogjuk hasznalni.

n
ﬂ Cl +T’ZIk+1 ll))‘ =

Er=). > ﬁXk(il) > <ﬁ(Yk+1(1l — Pk41 )
in)

F! (ilv---7i7L)€]:/ =1 Gl =1

ij=i; |k

=> Ep.
fl

.....

n
Rogzitsiink le egy F' osztdlyt és szdmozzuk be azon elemeit, amelyekre HXk(il) =1,
=1
(i],...,i): 1< j < T-vel. Jelolje

Wj = Z <H(Yk+1(1l pk+1>
(i1,0-ns1n) =1
i/ =11

ﬂ 4 il (ir))

: |

Szintén a 2.38. lemmabdl adodik, hogy a W) valdszintiségi valtozok fiiggetlenek.

n
E (H(Yk+1(il) —Pk+1)> =0
I=1
miatt EW; = 0. Minden [ esetén i, egy k + 1 hosszi multiindex, igy W, egy Ny
tagl Osszeg. Azonban a 2.35. lemma alapjan legfeljebb 4" 1Ny, olyan tag lehet, amire
a metszet nemiires. Az 6sszes nemiires metszet mértékét felilrél becsiilhetjik 20y41-gyel. A
paraméterek megfelel6 megvilasztasaval a Bernstein-egyenlotlenséget szeretnénk hasznalni.
Ehhez
E|W;|* < 4" ' Nigapre1 (1 — prs1) 40744,
> E|W;? < TA"Njy1pri10py, =: 0.

0.2

, , , A" N1 1Pk4107 41
Természetesen m = T. A X értéke tetszbleges 6T =

-nél kisebb szadm

lehet. Emellett a [W;| < 1 is teljesiil, hiszen az Osszeg a 2.35. lemma miatt legfeljebb
4" 1Ny, 1 darab < 26;, taghdl all. Ekkor

T2\
P(Erp >T\) <4exp <— )

802
T2 2
4exp A .
802
A 2.12. lemma alapjan 2. elemszama legfeljebb 4"5kff”, igy legalabb

oL n(n—1) T2)\2
L —4%0, 5" [n!4n2 2 exp (— 52

valészintiséggel minden A € 2, esetén

Az osztalyok szadma miatt

]P<Etr > nlgn—19™% TA) < nlgn—19™%

_ _ n(n—1)
S < nld" 1273

TA.
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n(n—1) T2)\2
4"5kf1Ln- ln!4n2 21 exp (— 52 >] < B!
o

és 6T < o2 esetén
n(n—1)
pd" 12T T

jo fels6 korlét lesz.

Valasszuk gy A értékét, hogy az (19) egyenlStlenség egyenléséggel teljesiiljon:

alapjan

T2\
2 2L
g2 n'BJl_[lN " =exp (&ﬂ)

(8) alapjan

1 nto- k1 2 ) )
T\/éx/? In [ 422™5 1B [T v3in — T\/é\/ﬁ [V (k,n)]Z = A,

7=1

igy o2 behelyettesitésével

1 1
ﬁ\/g\/4”Nk+1pk+15;%+1 [V (k,n)]? = A,
1 l—ep41 k+1 l
ﬁznﬂz\rkﬂ H Ny ]2 =

Tehat -

n(n 1— 5k+1 +
nlan 12" TN = VTartE 2" N, H N7 n)? .

T < Py felhasznalasaval kapjuk, hogy

nin 1— Ek-{—l k+1

plan 19" ) < /Partit S N H Ny )2 .
A 2.20. tétel 1. pontja alapjan
k‘-l—l 717€]~ n(n
nlan 12 S T < 25 [N, 2 4mha2™e [V(k,n))? .
7=1
Tehat a 2.26. kovetkezmény alapjan
k+1 k+1 —1l-¢j
]- ne; 1 7L(n+1) 1
|| < [ 2" [ N 2% N; 2 4vE27 2 [V(k,n))? =
(Qr10k4)™ ]H1 ;Hl
_ 2k(n+ )4n+52”<"+1) i N*%ﬂ-:j(n*%) 1
7j=1
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2.2. A 2.22. tétel bizonyitasa

A fuggelékben taldlhaté vizudlis attekintésen is ldthatd, hogy a bizonyitasnak tobb {6
lépcsdje van, amelyek mindegyikéhez tobb lemmara is sziikség van. Eloszor kimondom
a fontosabb allitasokat, majd ezeket sorban bizonyitom a hozzdjuk tartozé lemmakkal

egyitt. Mar az allitdsok kimondéasahoz is tobb definiciéra van sziikség, ezekkel kezdem.

2.39. Allitas. ([10]) A [0,1] tartéji figgvények halmazdn korldtosak az 1.21. definiciéban
definialt M és M lesziikitett operdatorok minden 1 < p,q esetén.

Szokasos technika egy operator Gsszegre bontésa, ezt szolgalja a kovetkezo definicio.

2.40. Definicié. ([10]) Legyen My : f — Myf a ox-hoz tartozé korlatozott maximal-
operator, ahol o a 2.16. definici szerint ¢y 1 — Pr-et jeldli:

Mif(@) = swp | [ @+ r9)only)dy|.
1<r<2
l+e . o o g
2.41. Allitas. ([10]) Ha 2 < qp < 5o O [ <P létezik p-tdl figgd n(p) > 0
€ 4o —

konstans és Cp 4., hogy minden f € LP[0,1]-re

Mk fll@o-1)p < Cpao2 @1 f . (20)

Két 0j operatort és fiiggvényt is bevezetiink.

2.42. Definicié. ([10]) Adott ¢, r fiiggvények esetén legyen

Viz(2) = oy ( )

+e qo0

. 1
2.43. Allitas. ([10]) Legyen 2 < qo < rogzitett, ekkor p >

esetén van olyan
q0 —
n(p) > 0 konstans, amellyel 27%1P) fels§ korldt @, : LP[0,1] — LP0~1[—4,0] operdgtor

operdtornormdjdra.
Az affin transzformacidk terének diszkretizaldsa motivalja a kovetkezd definicidkat is:

2.44. Definicié. ([10]) Rogzitstink le egy f € C.[0,1] fuggvényt, és tekintsiik az 2.40.
definiciéban definidlt M, operdtort. Ekkor létezik egy 7y mérhetd fiiggvény, hogy

Mef(a) < 2| [ 1o+ iy@monty) dy).

fliggvény valaszthatd 1épcsos fiiggvénynek, innen latszik, hogy mérhetének is valaszthato.

2.45. Definicié. ([10]) Legyen c : [—4,0] — [—4, 0], amire c¢(z) az z-hez legkbzelebbi C-beli
pont, mig legyen 7 : [1,2] — [1,2], amire 7(x) az xz-hez legkozelebbi R-beli pont. Ezutan
[ esetén a 2.44. definici6 alapjan legyen ry(xz) = 7(7;(z)). Ha a kontextusbdl vilagos, 7y

helyett az r jelolést fogjuk erre a fiiggvényre hasznalni.

30



Igy mar beszélhetiink az {Sj} halmazsorozathoz tartozé ®} operatorrdl, hiszen {Sy}
definidlja My-t, ahhoz tartozik a c¢ és r fiiggvény(csaldd), amelyekkel mar definidlhatéak

az @y, és ;. operatorok.

2.46. Allitas. ([10]) A 2.20. tétel dltal biztositott {Sy} sorozathoz tartozé ®} operdtorra

a kovetkezd felsd korldttal igaz a leszikitett erds korldtossdg:

2% 1olln Lokt | T7 v dtetn- b ! LM e
p — - < fi(n)n 27 e H N; [V (k,n)]2n [Nk+1 } :
Qclo,a] | n e

El6szor az 2.46. allitdshoz sziikséges lemmaékat bizonyitom.

2.47. Lemma. ([10/) Ha sok, n2-nél lényegesen tobb kizeli metszés van, akkor kell lennie

legalabb két kozeli eltoldasi paraméternek: |Fini(An, k)| > L esetén
min{|c; — cy|: 1 # 1’} <min(4,5-4"n(n —1)/L).
BizoNYITAS: Rogzitsiink le egy tetszOleges Ap-et, amire |Fini(Ay, k)| > L, és a tovabbiak-

ban jelolje Fin.(Ap, k)-et Fipi. Az index parok szama <Z> , gy skatulya-elv alapjan létezik

s # t, amire

L
Fint(s, )] = 7
(2)
Legyen (i, ...,in) € Fiu(s,t) tetszoleges. Minden nyujtasi paraméter < 2, ezért metszd

k. generacids intervallumok bal végpontjanak tavolsaga legfeljebb 24y:
|(cs + rsap(is)) — (et + reag(in))| < 20%.
Mésrészt (i1, ...,1n) € Fine(s,t) miatt definici6 szerint
|k (is) — ag(ip)| < 40, gy r < 2 miatt

re - Jog(is) — ag(iy)] < 2 - 40.

Héaromszog-egyenlétlenség és a fenti két egyenlGtlenség alapjan
|(cs — ) + (rs — m)ag(is)| < 100, és igy

[(es — ct) - a(fs) + (rs — re)ar(is) - arx(js)| < 100k - ar(js)- (21)

Ha Fj,.(s,t) egy masik eleme (ji,...,Jj,), arra szintén
|(cs —ct) + (rs — r)ak(js)| < 100k, és igy

|(cs — ct) - an(is) + (rs — re)our(fs) - ar(is)| < 100 - o (is). (22)

A (21) és (22) egyenlétlenségeket Osszeadva a haromszog-egyenlStlenség alapjan
s — etflak(is) — ar(is)| =
|(es — er)ag(is) + (rs — re)ouw(is)ow(is) — (cs — c)ar(is) — (rs — re)ag(is)ar(s)| <
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< 100k 0 (is) + 1000 (js) < 100x(2 + 2) = 406y,

azaz
les — eil|ak(is) — ag(js)| < 400%. (23)

Most készen lennénk, ha |ag(is) — ar(js)|-ra tudunk megfelel alsé korldtot mondani
valamely esetben. Injektivitas esetén van esélyiink jé alsé korlatra, igy adodik a kévetkezo
gondolatmenet. Az 2.34. lemma alapjan IF;,;(s,t) felbonthaté 4”1 részre, hogy azokon
beliill az Gsszes m projekci6 injektiv, specidlisan m, is. A 4”1 darab rész koziil a legna-

gyobbnak legaldbb
L L

(54—t 22n=3n(n — 1)

eleme van, amelyekre iy, és igy ax(is) csupa kiilonbozé. Két szomszédos intervallum tavolsaga

legalabb oy, igy a két szélso, legtavolabbi intervallumokra

Lo,

’ak(is) - Oék(.]s)’ > W(n—l)

Igy a (23) egyenlétlenség alapjan

400, 5-4"n(n —1)
|CS - Ct‘ S Loy, = L .
22n—3p(n—1)

0

A kovetkez6 lemma a korrelaciéra egy teljesen altalanos és egyszerii felsé becslést ad,

ami nem hasznélja ki A,-nek semmilyen specidlis tulajdonsigat.

2.48. Lemma. ([10]) Minden k > 1 és A,, € A esetén

2n+1
(Pry10k41)" 1

Itt a 2.15. definicio szerint A(A,,or) jeloli a oy fligguény n-szeres korreldcidjat A,-re

[A(An, 01)| <

nézve.

BizoNyiTAs: A A(A,,,o01) 2.15. és oy 2.16. definicidja szerint

|A( Amo'k|—’/H ¢k+1 ) ¢k(Z;Cl)) dz
> / A'f[l@cﬂz (Z Cl) dz| < Ae{Eo,:un /(—1)/\|lf[1¢k+xl (Z Cl) dz‘ =

/\e{o 1}
/H¢k+)\l ( ) dz| = Z ’A(An7¢k+/\17"'7¢k+)\n)’-

Ae{0,1}m
Pontosan 2" — 1 lehetséges A vélasztas van, amire |A| > 1. Rogzitsiink le egy ilyet, és

xe{0,1}»

s legyen egy tetszéleges index, amire Ay = 1. Ekkor a szorzétényezok kozott szerepel

®k+1, azaz az Siy1 halmazon kiviil biztosan 0 az integrandus. Az Sk11 halmazon viszont
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minden tag lehetséges értéke 0, |Si| ™! vagy |Spr1]| . Becsiilhetiink minden szorzétényezét

a lehetséges legnagyobb értékkel, |Syy1| ™t = (Prg10ps1) *-zel, igy

_ z—c
IA(An, kgrgs s Phtan) | < (Pry10k41) "/]1sk+1 <rs) dz.
S
Mivel ry; < 2, igy /]lngr1 <H8> dz < 2|Ski1| = 2Pk 10k41. Osszegezve
Ts

IA(Ans s - - - Drian)| < 2(Pegadpgn) ™,

> A (An, Brgrgs -5 Bran,)| < (27 = 1) - 2+ (Prgabpgr) "
AE{0,1}"
[A[>1

Hasonlé becsléssel X\ = 0 esetén |A(A,, ér)| < 2 (Pudp) " < 2+ (PogrOpgr) "L

Osszegeze a kivant eredményt kapjuk.

2.49. Allitas. ([10]) Van egy C abszolit konstans, hogy ha van olyan ey, amivel teljesiil

a 2.17. definicidban definialt merdleges korreldcids feltétel, akkor

onp4 peo—l n
max (W,C{)(k,ﬂ,&o))} . <24)

d*1
sup H k nﬂ‘n < C
Qclo1] Q™

c s o2

BiZONYITAS: A bizonyitds a 2.47. és 2.48. lemmékra tdmaszkodik. A @}, definiciéjaban

szereplé c(z),r(z) természetesen a 2.45. definici6 alapjan 1g-hoz tartozé c,r fiiggvények.

(i o
— /f[l (/Q Via; (2) dxj> dz = /Qn (/Jf[le,x]-(z) dz) doy ... dz,,.

Minden x = (x1,...,z,) értékhez tartozik egy A,, amivel az integrandus értéke éppen
A(An, o) ezt AX = Ay(x1,...,2,) = {(c(z)),7(27))}7, valasztassal biztositjuk. Igy az
A = Ay, Uy, felbontést vissza lehet hiizni Q™-re:

A @} definicidja alapjan

@10l = | [ Via()do

eint/tr = {(xla . '7'%'”) RO An(xh s ,iL‘n) € Q[int/tr}'

Tehat

int Otr

/ (/ H Viea; (2) dz) dx = / A(AY, o) dx + A(AL, o) dx.
an j e

J:l
A feltétel és Oy C Q" alapjdn ©y-en

/ A(AX, g3.) dx < Co(k, n, 20)| Q™.
@tr
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A Dbelsé metszések L széméra ©;,-en 2;,; definicidja alapjan L > Pk1 ~#0_ Tehat alkalmaz-

hatjuk a 2.47. lemmat az L = Pkl_ao valasztdssal, azaz x € ©O;,; esetén létezik s és t,

hogy

5-4"n(n —1
le(zs) — c(xy)] < Pl(—Eo)
k

A ¢ fiiggvény és C definicidja alapjan |x; — c(x;)| < 6,f+1 < oF.

5-4"n(n —1)+ 2 < 10-4"n(n —1)
P]g—éo — P]i—ao

)

s — 24| < le(as) — eze)| + 205 <

ahol az utolsé el6tti egyenl6tlenség oF < L™ < (Pklfso)_1 miatt teljesiil. Tehat

10 - 4"n(n — 1)}

Oint C {x € Q" :3ds #t, amire |xg — y| < pl—2o
k

Legyen Qg = {z € Q: |z —x4| < . Igy az unién integraldst az integralok
Osszegével feliilrdl becsiilve, majd a 2.48. lemmét alkalmazva
/ A Uk)dXSZ/{/ A(Aﬁ,ak)d:cs}nd:clg
znt S#t Qs l7£5
2n+1

= 12/{/ dms]del.

~ (Pr410r41) s
10-4"n(n —1 _
1 e L= =
Qs I#s k
igy
P 10 - 4"n(n
(Prt10k+1)" Py
5 2:2%  10-4™% . 2mmtpt !
Prnde T pra T =04 )
(Pr+10k+1) Py (Prt10k+1)

Tehat Q C [0,1] miatt |Q" < |Q|"7?, és gy

— 1) ’Q‘n—l <

/ A(AY o) dx < n(n—1)

<n

T
Pilol” < [ Cok,n, 20—k Q1
| ®% QHn—( o(k,n,e0) + (Pk+15k+1)nl>| |

[®%1alln
Q)"

1
Anon 4P€0—1 n

4n2nn4P’§0—1 %
(Pk+15k+1)”1> -

< <C()(l€, n, 80) + 20

A jobb oldal fiiggetlen Q-tél, igy készen vagyunk.
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BizoNYITAS: (A 2.46. 4llitas bizonyitdsa) A 2.49. éllitdsban a fels§ korlathoz két érték

1
maximumat kell venni, ebbdl az egyik a 2.20. tétel 3. pontja szerinti g9 = 3 valasztassal

[

2"71413,;2
(Pry10p41) 1)

A 2.20. tétel 2.26. kovetkezménye szerint

k
Pt <2F H N;rl, négyzetgyokot vonva,

j=1
1 k k 5171
Pk 2<22 H 2, k+ l-re felirva
k+1 .
-1 k €j
Pl <2 H N
k+1
5,;%1 = My, = H Nj, az utolsé kettSt Osszeszorozva
j=1
k+1
-1 k+1 € ‘
(Ppt10g+1)” <2 H N7, hatvdnyozva
j=1
(n—1) (k+1)( g (n—1)
—(n—1 k+1)(n—1) ej(n—
(Pr+10k+1) <2 II; :
j=1

=

k e;—1
P, ? - (Pig10k41)” (n=1) < 95+(k+1)(n=1) H N;j(nfl)Jr]T -N;Tll("_l),
j=1
1
2”n4Pk 2
(Prt10k41)

a kitevoket atcsoportositva

< 2™ 49 5+(k+1)(n— 1)HN (n—1)+4— N}iiﬁl(n 1)’

7j=1

_1
2nn4Pk 2 22n 1 42k(n7— H N % -
(Pig10p41) 1) =

NI

€k+1(n—1)
1] gy
A maximum masodik tagja a 2.20. tétel 3. pontja szerinti Cy(k,n, 5) érték:

k(n+3) e —3+ei(n—3)
Co (k,n, = ) = fi(n)2k 11

Jj=1

Ezek koziil a nagyobbik n. gydke a felsé korlat:

1 n 1
2'ntp 2\ S oo [T a0
((Pk+15k+1)(n_1)) Azl 1_[1ij T Nen =
]:

. k+1 1
= 4. 2% (n)n [H Ny i ] [Ne] ™
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1\» Lok(1+2) - L
Co<k:,n,2) = fu(myR 2t | T N 290D vk, )

j=1

A két tag maximumandl biztosan nagyobb a kiévetkezd fels6 korlat:

" on 4P€0*1
Sup M < C max n—k_ljco(k’n,go)
acloa] Q% (Prt10k41)"

IN

k+1

1 —€ ﬁ
< fi(n)n2tta [HN D Y (k,m)] 3w [N

Az eddigieken kivil a 2.43. allitds bizonyitasahoz még két lemmara sziikség van.

2.50. Allitas. ([10]) A 2.42. definiciéban definidlt ®y, ®} operdtorokra és qy > 2 esetén,

ha ®,-ra igaz a kovetkezd lesziikitett erds korldtossag:

qo—1
3> 0: [|@flaly, <2770 @ v C[0,1], (25)
akkor p > 0 1 esetén egy p-tdl figgd n(p) konstanssal @y korldtos mint LP[0,1] —
do —

LP0=11_4,0] operdgtor, és a korldt 27*"P). Azaz minden f € LP[0,1]-re ®5f € LP@~1
és

195 llp(go—1) < 275 P|f - (26)

Az allitds bizonyitdsa megtaldlhat6é [10]-ben. Nem hasznal mast |®;1g| < 2-n kiviil,

ami a jelen problémara lenne specifikus.

2.51. Allitas. ([10]) Ha N elég nagy, akkor a 2.20. tétel dltal biztositott {Sy} halmaz-
£ esetén teljesiil (25).

sorozatra 2 < qp <

e S AR |
BizoNyYiTAS: A bizonyitds alapja az 2.46. allitds. A domindns tag H N; 2tei(ny) ,

j=1
elég nagy N esetén a tobbi tag (7) és (8) alapjan elhanyagolhaté, innen behelyettesitéssel

adédik a 2751 alaki felsé korldt ha qo paros egész, mig qo koztes értékeire interpolacio

alapjan.
1
Az ¢ = 0 eset bizonyitisa: Emlékeztetsiil N, = N**1 ¢ = PR igy
1 1
E+1 k+1 n (k41
+6] ) 1 —E&j 6](1—%) o
]:

2
_ y-EEER k) (1) _ - aka- -2+

1
Tehét n(n) = P 0 jo fels6 korlat.
n
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Az ¢ > 0 eset bizonyitasa: Emlékeztetsil N = N¥ e = ¢, fgy

1 _1
E+1 ) N k+1 an [k+1 )
—ztei(n—3) gil-57) | _
[HNJ-Q ” ] =(HNJ~) [HN/ : ]—
j=1 j=1

j=1
— N ey e (RIS (e (an-1))
1—e(2n—1
Tehat L@~ 1) i6 felsd korlét, ha pozitiv, azaz ha
1
e < . 27
2n —1 ( )

. €
Igy interpolacié segitségével az allitasnak megfeleléen minden gy < esetén tudjuk a

2=k1(n) alaki felsé korlatot biztositani.

O
BizoNYITAS: (A 2.43. 4llitds bizonyitdsa) A 2.50. és 2.51. &llitdsokbdl kozvetleniil kovet-
kezik.

O

Az 2.41. allitas bizonyitasahoz az eddigieken kiviil két tovabbi lemmara van sziikség.

1 t
2.52. Lemma. ([10]) Legyen 0 <t < 1, 5 <ms< 2, n< 2 |r — s| <n. Ekkor minden

olyan x,y € R szampdrra, amelyre |x — y| < n,

[z, + rt]Aly,y + st]| < 3n.

BizoNYITAS: Az z és y szerepe szimmetrikus, igy z < y feltehets. A feltételek szerint
y—x=lr—yl<n< 5 <rt, azaz y < x + rt igy a két intervallum nem lehet diszjunkt.
Két eset lehetséges, © + rt <y + st vagy « +rt > y + st.

X x+rt X X+rt
y y+st y y+st
Az els6 esetben |[z, 2+ 1t|Aly, y+st]| = (y—x)+(y+st—z—rt) = 2(y—x)+t(s—r) < 3n,
mig a masodik esetben |[x,z +rt]Aly,y+st]|=(y—z)+ (x +rt —y —st) =t(r—s) <.
]

A kovetkez§ allitas azt fejezi ki, hogy egy & elég kicsi maradéktagtdl eltekintve My,
jol becstiilhetd 2.42. definiciéban definialt ®-val.

2.53. Allitas. ([10]) Minden 1 < p < co szdmhoz léteznek L(p),n(p) > 0 konstansok,
hogy minden f C.([0,1])-beli figguényre

1. Myf(z) < Adpf(z)| + Enf(z),
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2. Opf és Ef tartdja is része [—4,0]-nak, valamint
3. Ekfllg < Cpa2 P f -

s sz

Bi1zoNYITAS: Az 7 2.44. definiciéjadhoz haszndlt gondolatmenet alapjan

Muf(a) < 2| [ 1o+ iy@m)onts) dy).

dy-rél dz = d(z + 7(z)y)-ra vald attéréssel 7 < 2 miatt

Mus(o) <4 [ s () 0o =
“1|f s (7)o () o ()] ] <
<alf s (S552) ael | 1 [ (555 ) o (7)) 0ol -

= 4Py f(x)] + Ef(x)

w10 (55) - (552

Az My f tartdja [—4,0]-ban van, ezért @ f és & f tartdja is. Azt kell belatni, hogy & f

tényleg a maradéktag szerepét jatssza, azaz teljesiil ra a kivant korlatossag. Mivel o) =

Pk+1 — Pk, 18y

valasztassal.

&k f ()] <
<4‘/f Pht1 (Z(_)ac>—¢k+1 (z;;(x))} dz’—i—

walf e o ()~ (5507 e

Pontonként fogunk becsiilni, tehdt rogzitsik le = € [—4,0]-t, és legyen i olyan, hogy

c(x) = ¢ € C, valamint j olyan, hogy r(z) = r; € R. A két Osszeadandét kiilon-kiilon,
de ugyanazzal a mobdszerrel tudjuk becsiilni. A 1.26. lemma-beli Holder-egyenlétlenség

kozvetlen alkalmazasaval a (p,p’) Holder-konjugélt kitevé-parra

‘/f(z) {Gbk:—&-l <zﬁ(—$;n) — Pr41 (Z;(Z()w)ﬂ dz k41 (72@5) — Qk+1 ( ;j0i>

Pryq
1
Z L7, (im)» 2hol ip, végigfut azokon a i € Iy multiindexeken,

<[ fllp

/

p

Tovibbé st = -
e Pi110k11 2
amikre Xj11(i) = 1.

-z

LrisrGim) (T(x)) = Laoti(@) o (i) 18Y

Py
= C—c 1
M S | I 1. N
‘¢k+l (f(l’)) Pt (7’9‘(55)> p, Pri10k41 mzzjl( T ) Cﬁrﬂkﬂ(lm)) ,
P

Az Osszeg abszolut értéke mindentiitt legfeljebb kettd, hiszen diszjunkt intervallumok két

kiilonb6z8 transzformaltjanak karakterisztikus fiiggvényeit adjuk 6ssze. Igy | * [y <
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1
27" ||*||{ . Hairomszog-egyenl6tlenséget alkalmazva, és azt, hogy karakterisztikus fliggvény

integralja a halmaz Lebesgue-mértéke,

Py q

Z (]1:6+f(33)1k+1(im) - ﬂ0i+7"jfk+1(im))

m=1

<

p

Pry1 ﬁ
<2 ( >l + () Lt (i) Ales + ijk:+1(im)]|) :
m=1

A szimmetrikus differencia mértékére a 2.52. lemmat alkalmazhatjuk. A ¢;,r; értékek
definiciéja alapjan |z — ¢;| < 05 1/2, |#(x) — i < 6F0/2, t = [Tii1(im)] = Spp1- A
két intervallum bal végpontja = + 7(z) o1 (Lr+1(im)), illetve ¢; + rjap1 (Ir41(im)), ezek
tavolsiga legfeljebb 6,f+1/2 +0f,1/2 -2 < 26F, =: no. Ha L elegendSen nagy, 401, =
2np <t = dk11- gy a lemma minden feltétele teljesiil, tehat a szimmetrikus differencia

Lebesgue-mértéke feliilrol becsiilhetd 3ng = 65,% " 1-nel. Az eddigiek alapjan

‘Qﬁkﬂ (f(_a:;3> — Pr+1 <r]_(;;>

Itt az utolsé egyenlSség azért teljesiil, mert p és p’ Holder-konjugélt kitevéparok, igy
1 1 -1 b o ht1) o sB T o (B 1)
H—I:—E.Pkfl <1,és k11 = HNj ) (k+1),1gy 01 <2 DG ).Rogmtett

1
29" L 1 1

(Pk+1651€+1) "= 12767, - B

L
L 1
p/

p, T Piy10k41

j=1
L

p-re tudjuk L-t olyan nagyra védlasztani, hogy az n = — — 1 vélasztas eleget tesz az n > 0
p

feltételnek. Tehat azt kaptuk, hogy

. —_ x . —_ C’[,
Pr+1 <A> — 1 | ——
| (@) @)

) ) e

€ f (@) < 4l fllp (C27 57+ c277) < a2 7.

< 2~ (k+1)n

)

/

Az & f tartdja része [—4,0]-nak, igy

I8ty < ([ (Cal12™)")" < G2,

Ezzel az allitast belattuk.

O

BizoNyiTAs: (A 2.41. 4llitds bizonyitdsa) A bizonyitas a 2.53. és 2.43. 4llitdsokra épiil. A
1
2.53. allitas szerint 2 < gp < te

esetén
1€k lpto-1) < Coplao—12""" @I £1,- (28)
A 2.43. 4llit4s szerint
1k fllp(go-1) < 27F7@| £, (29)
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Szintén a 2.53. allitas alapjan

Mk fllpgo-1) < HPrfllpigo—1) + 1€, f llpgo—1)5
(28) és (29) szerint
HMkap(qo—l) < (4 + Cp,p(qo—l))Q_kn(p)HfHP = Cp7q02—/€77(p)”f”p

a O 4, konstans megfelel6 megvalasztésdval.

O

Az 2.39. lemma bizonyitasahoz az eddigieken kiviil még hiarom aprd lemmaéra van

sziitkség.

2.54. Jelolés. Vezessiik be az N f(xz) = sup A,1f(z) jelolést.
1<r<2

2.55. Lemma. ([10]) Az 1.21 és 2.40. definicidk, valamint a 2.54. jelolés szerint

Mf SN+ Mlfl.

k=1

(e.)
B1zoNYITAS: A héromszog-egyenlStlenségbél kozvetleniil kovetkezik M = A, 1 + Z My,

' k=1
miatt.

2.56. Lemma. ([10]) Tetszéleges p, q pdrra, ha p Hélder-konjugdltjat p'-vel jeléljiik, akkor

1
INfllg < 42 Cprl[ f -

1
BizoNyiTAs: Az Nf tart6janak atmérdje legfeljebb 4, igy N fll; < 49N flloo. Az N
és A1 1.7-beli definicidja alapjin

INflloe = sup sup [ 1£(z + )61 (y) dy.
T 1<r<2

Itt ¢1-rél azt tudjuk, hogy tartdja része [1,2]-nek, és |¢1(z)| < 2, hiszen két karakterisz-
tikus figgvény kiilonbsége. A Holder-egyenlGtlenség alapjan

b1 z;:v
sup sup [ 1f(a+ rylondy = swp swp [ 17120 az <
T 1<r<?2 T 1<r<?2 r
¢ (5F
< | fllpsup sup ’( N < el
T 1<r<?2 r P!

40



2.57. Lemma. A Holder-egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy 1 < p < q esetén

1£ ]l < Asupp £)7 74 || £lq.

ahol \(+) jeloli a Lebesgue-mértéket.

BizoNyiTAs: (A 2.39. allitds bizonyitdsa) A 2.41. &llitds alapjan g ;<P és2 < qp <
1
1te teljestiilése esetén
2e
—k
IMicf ligo-1)p < Cpao2 @1 f - (30)

Az ¢ = 0 esetben legyen 1 < p,q tetsz6leges. Ekkor gy valaszthaté olyan nagynak, hogy
q0

qo > q és

] < pis teljesiil, igy persze (qgo—1)p > qo > q is teljesiil. Mivel supp My f C
[—4,0], igy a 2.57. lemmat a q és p(qo — 1) kitevSkre alkalmazva

1__1
M fllg <47 Pl Mg fllpgo-1)- (31)
A (30) és (31) egyenlStlenségekbdl egyiitt azt kapjuk, hogy tetszéleges 1 < p, g esetén
IMiefllg < Cpg2 1P| f -

Ezt k-ban 0sszegezve .
> Mifllg < Cpgllfllps
k=1
ahol a C), konstansba beépitettem 7(p) értékét is. Az 2.55. lemma alapjan tehat M
korlatos, mint LP[0, 1] — L%[—4, 0] operator.
Az £ > 0 esetben p, q legyen tetszbleges, amelyekre

1+¢ , 1—¢
<p, ésl<qg< ——np.
1—¢ 2e
Ekkor
;1 <1+25
P=1"1 2
p
Legyen gg olyan, hogy
, 1+ 2 ,
P <q< és ¢ < (g0 — )p.

1+ 2¢

— 1) p. Ekkor a ¢ és (qo — 1)p
kitevékre alkalmazva a 2.57. lemmaét, kapjuk (31)-t. Tehét

Ez megtehetd, hiszen g valasztasa szerint ¢ < (

1+4¢ , 1—¢
— <pésl<g< D
1—¢ €

esetén
||Mkf||q < prqg—kn(p)Hpr’

+e

1
hiszen gy tetsz6legesen kozel valaszthatd -hoz. Ismét k-ban Gsszegezve

Z Mkaq < szq”f”z%
k=1
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ahol a C), konstansba beépitettem 7(p) értékét is. Az 2.55. lemma alapjan tehat M
korlatos, mint L0, 1] — L%[—4, 0] operator.
Ha létezik pu, és igy a hozza tartozd 9, akkor a fentiekbdl kozvetleniil ra is igaz a

korlatossag.

O

Mindebbdl a kévetkezd lemmaéaval kiegészitve mar kozvetleniil kovetkezik a 1.18. tétel

1
5. pontja. A lemma p < ¢ esetén igaz, igy € < - sziikséges ahhoz, hogy legyenek az Gsszes
feltételt kielégito p, g kitevék. A kovetkezo lemma biztositotta, hogy a maximéaloperatorokat

elég legyen [0, 1]-en értelmezett fliggvényekre vizsgalni:

2.58. Lemma. ([10]/) Ha minden f LP(]0,1])-beli fiiggvényre adott p < q és 0 < A esetén
[MFllq < AllFlps

akkor minden f LP(R)-beli fiiggvényre ugyanezen p,q. és A értékek mellett

g=1
M [llg < A4 [[ £l

BizoNyiTAs: Mivel f = Rlim [ X[=R,R) ezért elég kompakt tartojui fiiggvényekre beldtni
—00
R—1
az allitast. Legyen supp(f) C [—R,R]. Ekkor f felirhat6 f = Z fi alakban, ahol
i=—R
supp(fi) C [i,i+1]. Mivel Sp C [1,2] és1 < r < 2, ezért az x — fi(z+ry): y € S fuggvény

tartoja része [i — 4,i]-nek, és igy supp(Mf;) C [i — 4,i]. Szitkségképpen a szdmegyenes
minden pontjaban legfeljebb 4 darab M f; alaku fiiggvény vehet fel # 0 értéket.

M(Zfz‘) =
zsup/!Zfi(:rHy)\dy < SupZ/!fi(erry)\dy < Zsup/fz'(:wrry)dy:

q q
‘ -/ (ZMfl) <43 [ Mgy = 47 S IMAL,
q i i i

hiszen pontonként azt hasznaljuk, hogy (a + b + ¢ + d)? < 47 Ha? + b7 4 7 + d9) a

hatvanykozepek kozotti egyenlotlenség alapjan. Tehat fi-re alkalmazva a feltevést

MG < 47 S IMA < 47 S A5l

Az f; fliggvények tartdja diszjunkt, ezért || f||) = Z | fill- Méasrészt 9> 1 esetén
p

; Ifill2)> < (Z Hlelp>

42



Tehat

EJmW—ENmWﬁ (1) = 1711

Osszegezve
IMFI§ < 4771 A7|| f||f, innen

IMFllg <47 Allf]p

2.3. A 2.23. tétel bizonyitasa

A bizonyitasban kozvetleniil nem is az M, 9t operatorok korldtossagat fogjuk felhasznalni,
hanem M, korlatossagat a 2.41. allitas szerint. A bizonyitas fontosabb pontjait foglalom
Ossze, a szamolasokat nem részletezem, ahol nem tartalmaznak érdekes gondolatot. A
bizonyitas alapvetéen két dologra épit, egyrészt egyenlétlenségek kozotti interpoléaciéra
kiilonboz6 kitevok esetén, masrészt az intervallumok eloallitasara diadikus intervallumok
uniéjaként. Elegendé M%-ra bizonyitani, u létezése esetén az egyenlétlenségek automati-
kusan teljesiilnek 9M%ra, is.

Az f fliggvény Osszegre bontasdhoz sziikséges a kdvetkezd definicié:

2.59. Definicié. ([10]) Jelolje Dy a 27° élhosszu diadikus kockédk altal generalt o-algebrat.
Emellett legyen Asf = E(f|Dst+1) — E(f|Ds).

2.60. Megjegyzés. A jelen egydimenzids esetben a feltételes varhatd érték definicidja
szerint ha E(f|Ds) = 0, akkor f integrélja minden Ds-beli 27° hosszt diadikus intervallu-

mon 0.

A 2.59. definiciébdl f = W}gnooE (f|Dyn) miatt kozvetleniil kovetkezik, hogy f felirhaté

a kovetkez6, Haar-felbontasnak nevezett alakban:

2.61. Lemma. ([10/) Minden m € Z esetén

f=E(f|Dm) + Z E(f[Pst1) = E(f|Ds) = E(fDm) + Z Asf.

sS=m

A 2.61. lemma alapjan minden m € Z esetén

A 1.10. definicié alapjan M®f = sup sup r®Ay i f. Minden 0 < r esetén van olyan m € Z,
r>0 k>1

amivel 1 < r2™ < 2, igy M®f a kovetkezd alakba irhato:

o
MOf =sup sup r“AT,kf =sup sup r¢ [|AT7kE(f|Dm)\ + Z AT,kASf] .
meZ k>1 meZ k>1 s=m
1<r2m<2 1<r2m<2
lgy N
Mf < sup sup r® |Ar kE(f|Dp)| + sup  sup r° Z A, (32)
meZ  k>1 meZ  k>1 s=m
1<r2m<2 1<r2m<2
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Az Osszeg két tagjat kiilon tudjuk becsiilni. Az elsé tag becslése a kovetkez6 két lemmabdl

adédik, amelyek kimondasdhoz el6szor bevezetiink egy jelolést.

2.62. Jelolés. ([10])
fr@) =supre™ [ (= y)ldy.
ly|<r

r>0
2.63. Lemma. ([10]) Minden 0 < a < 1 esetén van egy C, konstans, hogy minden
f € LP(R) esetén
sup  sup 7 [A, k E(f|Pp)| < Cafo ().
meZ  k>1
1<r2m<2

A bizonyités kulcsa, hogy a diadikus intervallumokra bontds miatt E(f|D,,) 1épcs6s-

fliggvény, aminek raadéasul az értékkészletének elemszama is egy konstanssal korlatozhato.

1 1

2.64. Lemma. (/10]) Legyenek 1 < p < q, hozzdjuk a = — — —. Ekkor az f — f, operdtor
P 4q

korldtos, mint LP(R) — LY(R) operdtor.

A bizonyitas egyenes kovetkezménye a kovetkezd Young-egyenldtlenség-variaciénak,

amelyhez még egy definiciéra sziikségiink van.

2.65. Definicid. ([6]) Jelolje L' (R) azt a gyenge LP fiiggvénycsalddot, amelynek elemeire

van olyan C konstans, hogy minden ¢ > O-ra

2.66. Lemma. ([6]) Legyenek 1 < p,q,r olyanok, amelyekre

1 1 1
S 4Z=241. (33)
p q T

Ha f € LP(R) és g € LY(R), és * jeloli a konvolicidt, akkor f+ g€ L"(R), és

1+ gllr < 1 1pllgllq-

Az egyenlétlenség dgy is igaz, ha g ¢ LY(R), de g € L*"(R) teljesiil, ekkor van egy olyan
C' konstans, hogy
1S * gllr < ClFlp-

B1ZONYITAS: (Az 2.64. lemma bizonyitdsa) A 2.66. lemmat a kovetkezd szereposztéssal
hasznéljuk:
1
FELP®),r=qq=1— 9= " L™"(R).
. 1 1 |
Igy a = — — — miatt
p q
1 1
I+-=-4+(1-a),
qa P

azaz teljesiilnek a 2.66. lemma feltételei. Tehat

1F 117 lg < Cllfllp,
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< C[lflp-

q

H/_o:o If(2)] -]z — 2/t dz

Ha p = ¢, akkor alkalmazhatjuk a Hardy-Littlewood maximdaloperator korlatossigat, mig

p < q esetén

falw) = supro~! /ym F@—y)| dy = supr™! /Mq F@Ide < [ 1) Homal de,

r>0 r>0

igy készen vagyunk.

2.67. Lemma. ([10]) Az (32) elsé tagjdnak q-normdja felilrél becstilhetd C|| fl|p-vel.

A (32) mésodik tagjdnak becslése osszetettebb. Egyrészt kiilon kell valasztani a ¢ < 2
és ¢ > 2 esetet, masrészt a Young-egyenlGtlenség diszkrét valtozata mellett hasznalja
az altalanositott Minkowski integral-egyenl6tlenséget és a Littlewood-Paley elmélet egy

allitdsat is.

2.68. Lemma. ([12]) Az dltaldnositott Minkowski integrdl-egyenlétlenség a kiovetkezdket

mondja ki. Ha h mérhetd és a kovetkezo egyenlotlienség mindkét oldala értelmes, akkor

][ remasf dfﬂ]’l’ < [|[ . dxf’ dy.

Iit felhivnam a figyelmet az integrdlok sorrendjének felcserélédésére. Az dllitds analdégja

igaz diszkrét esetben is, azaz

/hm(y)dy‘pr §/

2.69. Lemma. ([14]) Legyen 1 < p < 2 esetén f € LP(R). Ha a h,,f figguények orto-

gondlisak és hf = Z hmf, akkor minden 1 < p < 2 esetén létezik eqy C, konstans,
mEZ

3 \hm<y>|f’] " ay.

meZ

>

meZ

amivel

N[

(Z \hmfIQ) < GollFlp-

meZ
p

2.70. Lemma. ([10]) Minden f € LP(R)-re 1 < p < 2 esetén

[Z HAmef,l < Cpl| fllp-

meZ

BizoNYITAS: A 2.68. lemmét a hy,(y) = A, f(y)P szereposztédssal a — kitevére felirva
p

S}
[MIS]

J@nprway ] < /[Dmmf)p(y)ﬁ] dy.

meZ

>

meZ
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. 1
Igy az egyenl6tlenséget —. hatvanyra emelve
p

214 B O\? :
[Z J@nprway’| < ( / ([Z IAmf(y)IQ] ) dy) = [Z IAmf(y)IQ]
meZ meZ meZ »
[Z [@npema|’| = [Z 18nsI| e
meZ J meZ J
[Z 1Amfly] < lz !Amf(y)!2] (34)
meZ meZ p
A 2.69. lemmét a A,, operatorokra alkalmazva (34) felhasznalasaval
lz 1Amflp| <> !Amf(y)\Q] < Cpl| fllp-
meZ MEL »
]

Fontos moddszer az interpolacié, ami alatt olyan tételek csaladjat értem, hogy ha
egy egyenlOtlenség igaz két kitevore, akkor igaz a kozbiilsé kitevOkre is. Vagy ha igaz

két kitevoparra, akkor igaz a kozbiilsé (kollinedris hdrmast alkotd) kitevépéarokra is. (Az

11
(, ) paroknak kell kollinedrisaknak lennie.)

Pi qi
A kovetkez6 definicié segit abban, hogy tetsz6leges r értékrol egy diadikus szorzdténye-

z6vel attérhessiink 1 és 2 kozé.
2.71. Definicié. ([10]) Jelslje f™ azt a fiiggvényt, amelyre fU™(z) = f(27™ - z).

A feltételes varhat6 érték definici6ja szerint E(A,, f|Dy,) = 0, igy a 2.71. definicié
alapjan E((A5+mf)(m)|DS) = 0. Megfelel§ Osszegrebontds utdn ez mutatja, hogy érdemes

vizsgalni minden s > 0 esetén az E(f|Ds) = 0 esetet.

2.72. Allitas. ([/10]) Legyen n olyan, hogy minden 0 < s esetén minden f € LP(R)-re
amelyre E(f|Ds) = 0, teljestil

IMefllg < C27"| fp.
Ekkor minden m egész szamra és f € LP(R) figguényre
sup Ak (Asym || < CQma_n\/gHAS-i-meP'

k>1
1<r2m<2

q

A bizonyitashoz a kovetkezd lemmaéra van sziikség:
2.73. Lemma. ([10]) Legyen 1 < p,q,no olyan, hogy minden [0, 1] tartéji f figguényre
IMefllg < C27"F| f]lp-

Ekkor létezik n > 0, hogy minden 0 < s esetén minden f € LP(R) amelyre E(f|Ds) = 0,
teljestil

IMSfllg < C275| £,
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Ennek bizonyitasaban a kulcs, hogy egy tetszdleges intervallum nagyrészt olyan diadikus

intervallumok unidjaként irhaté fel, amin az integral 0 az E(f|D,) = 0 feltevés szerint.

2.74. Lemma. ([10]) Az (32) mdsodik tagjdnak q-normdja 2 < q esetén felilrdl becstilhetd
Cllfllp-vel

A g < 2 esethez még az eddigiek mellett tovabbi definiciékra és lemmaéakra van sziikség:

2.75. Definicié. ([10]) Jelolje C(p,q, R) azt a legkisebb valds szdmot, amivel minden
f € LP(R) fuggvényre

2.76. Lemma. ([10]) A 2.75. definiciéban definidlt C(p,q, R) konstans joldefinidlt, azaz

mindig eqy véges szdm.

sup  sup sup2 A, f]
—R<m<R1<r<2 1<k

<Cpq, R) - [ fllp-

q

Az eddigiek alapjan a kovetkez6 lemmat kell belatni:

2.77. Lemma. ([10]/) A C(p,q, R) konstans vdlaszthaté R-t6l figgetlennek is, azaz R-ben

egyenletesen korldtos.
A bizonyitds alapja ismét interpoldcié, de most kitevéparokra.

2.78. Lemma. ([10]) Az (32) mdsodik tagjinak q-normdja 2 > q esetén feliilrdl becstilhetd
Cllfllp-vel:

2.4. A 1.18. tétel 2. és 3. pontjanak bizonyitasa

2.79. Lemma. ([10]) Az Sy halmazok konstrukcidjandl haszndlt 2.1. definicié szerinti

jeloléseket haszndlva egyrészt
1. dimg(S) < lim kinf log(Py)/log(My), mdsrészt
— 00

2. dimg(S) > limkinf log(Py/Ny)/ log(Mg_1).
—00

B1zONYITAS:

1. Az Sk halmazt fedi Pk darab M 1 étmér(jjﬁ halmaz (az 6t alkoto intervallumok), és

c sz

dimp(S) < lim inf log(Py)/log(Mk).
—00
Masrészt a 1.24. lemma szerint dimg (S) < dimpg(S).

2. A 1.25. lemmaban kimondott Frostman lemmat fogjuk haszndalni, tehat definidlni kell
egy megfelel6 v mértéket S-en. Ha i egy k. generédciés multiindex, legyen w(i) = 0,
ha X (i) = 0, killsnben P, '. Egy F' C [1,2] halmazra legyen

i
Jmee I=1 k>j

v(F) = lim 1nf{z cFcl|JoyG), e Y ]Ik}.
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Igy v Borel-mérték, amire v(S) > 0. Elegend6 F C [1,2] intervallumokra belédtni,

hogy v(F) < C|F|® ahhoz, hogy a dimpyS > s éllitast beldssuk.

Legyen s < lim kinf log(Py/Ny)/log(My_1) tetszOleges rogzitett. Ha k elég nagy,
—00

akkor s < log(Py/N)/log(My_1), azaz atrendezve NpyM;_,/P; < 1.

lim inf {iw(il) : F C UI|il|(i), i € U ]Ik} =supinf{...},

Jmreo =1 k>j
igy 0 < |F| < dk—1 esetén elegendd azokra a fedésekre infimumot venni, amelyekben
I, elemeivel fediink. Ekkor F' biztosan lefedheté min [ZNk, ’5}2] darab elemével IIj-
nak, tehat

F FI\® F
v(F) < P  min [2Nk,||} < P7L(2N) (") A P 2N o6
5k 5k |F‘S

Ha P_'(2N;)' 76, k-ban egyenletesen korlitos, akkor minden F intervallumra
v(F)
|F°

< (4, azaz a Frostman lemma alapjan dimgF' > s.

PNy o6 = 21 PO NN, 6,8 = 21 (N M P ) M 56, ¢ < 21,

Az utolsé egyenlétlenséghez egyrészt az NiM;_,/P, < 1, mésrészt az Mo = 1

Osszefiiggést hasznaltuk.

2.80. Allitas. ([10]) Ha N elég nagy, akkor a 2.20. tétel dltal biztositott {Sy} halmaz-
sorozatra
dzmH(S) =1-—c¢.

BizonyiTASs: Emlékeztetoiil az € = 0 esetben az N = N k+1, Ep = Tl paraméter-

valasztasrél mutatjuk meg, hogy 1 Hausdorff-dimenziét eredményez, mig az ¢ > 0 esetben
N, k= N k, EL = €.

Az ¢ = 0 eset bizonyitasa: Egyrészt

k k k
M = H Nj _ H NI+t — NF H NI — Nk+k(k+1)/2 _ Nk(k+3)/2, (35)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

masrészt 2.20. tétel 1. pontja alapjan

k N1 k N1
2—k H (N]-‘rl) J+1 < Pk < 2k H (N]+1) J+1 :
j=1 j=1
ijj = le_aj = <Nj+1)1_j% = Nj, igy (36)

27ka(k+1)/2 S Pk S Nk(k+1)/2.

48



A 2.79. lemma alapjan a paraméterek értékeit behelyettesitve
dimp (S) 2 lim inf log(Fy/Ni)/log(Mk-1) 2
—00

10g(2—ka(k+1)/2—(k+1)) log(Q—kN(k—l)(k-i-l)/Q)
> lim inf = lim inf —
k—oo log(N(kfl)(kJFQ)/Q) k—oo log(N(kfl)(k+2)/2)

Tehat S Hausdorff-dimenzi6éja pontosan 1.

Az ¢ > 0 eset bizonyitasa: Egyrészt

k k
My =[] N;j =[] N7 = N*EFD/2, (37)
j=1 j=1

masrészt 2.20. tétel 1. pontja alapjan
_k k N 1—€ k N 1—¢
2]1@0 g&gz@ﬁ :
j=1

o~k NE(HD/2(1-¢) < p < Nh(kHD)/2(1-)

Most a 2.79. lemma alapjan a paraméterek értékeit behelyettesitve alulrél és feliilrol is

becsiilniink kell a dimenzi6t.

dimg(S) < lim inf log(Py)/log(My) >
k—o0

. log(Qka(k+1)/2(1_5)) B
= kl—r>l£o log(N(®)(k+1)/2) l—e.
Tovabba

dimp (S) 2 lim inf log(Fy/Ni)/log(Mk-1) 2
— 00

log(2~F Nk(+1)/20-2)~(k))
> lim inf
k—00 log(N(k‘)(k—l)ﬂ)

Ezzel belattuk a 1.18. tétel 3. pontjat.

=1-—ce.

O

A p hatérérték létezéséhez arra van sziikség, hogy az Sy halmaz siirlisége az [1, 2]

intervallumon beliil viszonylag egyenletes legyen, ezt teszi precizzé a kivetkez6 definicio.

2.81. Definicié. ([10]) Emlékeztetdiil a 1.6. jelolés szerint ¢y, jelolte az Sy halmaz normélt

karakterisztikus fliggvényét, azaz —-1g,-t. Az intervallumok vélasztasa kézelitoleg egyen-

Sk
letes, ha

sup Z

Kk'Z2E 5 x, (1)=1

/ (@) — dn() dz| — 0. (38)
I, (i) k—o0

2.82. Megjegyzés. Ha Sy/-nek az 6sszes I (i) C S intervallumba ugyanakkora része esik,
akkor minden [Ij(i)-re / orr () — ¢p(x)dx = 0, hiszen a ¢ norméalt karakterisztikus
I (3)

k

fliggvény.
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A kovetkez6 lemma igazolja a 2.81. definici6 jogossdgat, miszerint (38) teljesiilése esetén

{¢r} valéban gyengén konvergél egy p valdszintiségi mértékhez.

2.83. Lemma. ([10/) Ha az intervallumok vdlasztdsa kizelitdleg egyenletes a 2.81. defini-
cidban definidlt értelemben, akkor létezik [1,2]-n értelmezett p valdsziniiségi mérték, amihez

a ¢ fiigguények gyengén konvergdlnak.

Bi1zoNYITAS: A gyenge konvergencia definiciéja értelmében legyen f tetszéleges folytonos
[o.¢]

fiiggvény [0, 1]-en, és elegendd belatni, hogy ekkor az { / f qbk} fliggvénysorozat Cauchy.
k=1

Rogzitsiik le € > 0-t is. Kés6bb definidljuk ennek fiiggvényében e1,e9 értékét. Az f egy

kompakt halmazon folytonos fiiggvény, tehdt 3§ > 0, hogy |[z—y| < 6 = |f(z)— f(y)| < 1.

Legyen K olyan kiiszobindex, hogy egyrészt k > K esetén 6 < §, masrészt

sup
k' k’>k: Xy (

< €9.

/ orr(x) — op(z) dz

Legyen {xy(1)} egy 0x-hélé Si-ban, amire Ij(i) pontjaitél xy(i) legfeljebb d; tavolsdgra
van. Ekkor minden k' > k > K esetén

\/fm/—/fm:

=T [ ) = 1) + ) 6r — () do

i€l

<

Z/ F(dw — ox)

iely

<3 [ @~ S - s0@) do+ 3 1l W/ (60— 1) ) do| <

ier,, 7 (D) icl,
< r = d + 0 r— d S
32 [ |00 @l a1l 2| 01— 00 ds

<an ([ 1wl [ 10nl) + 1 leze <260+ [l <,
Sk Sk

haey =¢/déseqg = példaul. Tehat teljesiil a Cauchy-kritérium, igy készen vagyunk.

_c
2[| flloo
O

Végiil kovetkezik a bizonyitds lényegi része, miszerint a 2.20. tétel pontjait kielégito
{Sr} halmazsorozatra teljesiil (38). Ez a bizonyitas is tobb lemmara bomlik, els6ként

belatjuk, hogy a Cantor-iteraciérdl elég belatni egy kénnyebben kezelhetd feltételt.

2.84. Allitas. ([10]) Ha a 2.20. tétel dltal biztositott { Sy} sorozat paramétereire még az
is igaz, hogy
20+k In (M) -

1
1—epi1 — 72’
k+1 3

Jv>0: sup (39)
k

akkor {¢r} gyengén konvergdl eqy S tartéji p valdszindiségi mértékhez.

A bizonyitashoz sziikség lesz a 2.20. tétel 4. pontjanak aldbbi kévetkezményére.
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2.85. Lemma. (/10]) Legyen {Sk} olyan, ami teljesiti a 2.20. tétel pontjait, és emellett
a 2.84. dllitds feltétele is teljesil rd, ekkor minden 1 < k, 0 < m, i esetén, ha Xp(i) =1,
akkor

m
r=1

e 1

—E€k4r
1w ]
r=1

BizoNyiTAS: Az m paraméterre vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk. Ha m = 0,
akkor az allitas tires, az alsé és a fels6 korlat, valamint X (i) értéke is 1. A 2.20. tétel 4.

pontjat k + m-re felirva: minden (i,j), parra, amire Xy ,,(i,j) =1

NG

.. . . 1—€ktm+1
— <
— m
| Prtmt1(1,3) = Qrrmr1(1,J)] {8Nk+ 41 ln(4BPk+m)}
A j multiindexekre Gsszegezve és

> Qrymr1(iJ) = Qrrmyr (i) felhaszmaldséval,
J

mivel Xy imi1(i,j) = 1 esetén biztosan Xgi.,(i,j) = 1,

N

Pt (i) = Qrsms1 (D] < Prym(i) [SNG o7 (4B Py

Leosztva Pk+m(i)N,i;§fIT+l = Qktm+1(i)-vel
1
Pramnl) | (HW@) 2
Qrtm+1(1) B 8N,i;fﬁ{"+l

A 2.84. allitas feltételét k helyett m + k-ra felirva

9(5+7)(k+m) ln<Mk+m)

l—ertmi1
Nk+m+1

<

sup

1
k+m 32 ’

innen
ln(4BPk+m)

8N1_8k+m+1

1
S Za
k+m+1

1
In(4BPyim) \ _1
8Nty ) T2
Tehat

1N1*€k+m+1 Prym+1 (1) < 2N1*€k+m+1
9" k+m+1 —= Pk—‘rm(i) — k+m-+1

Ezt megszorozva az m-re vonatkozo indukcids feltevéssel éppen a kivant allitast kapjuk

m + 1-re.
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BizoNyiTAs: (A 2.84. 4llitas bizonyitdsa.) Az 2.83. lemma alapjan a cél

sup
k’k>k1X(

|y 21— n(a)

értékére megfeleld fels6 becslést adni. El6szor a véges Osszeget végtelennel, majd a Py tagi

Osszeg minden tagjat a legnagyobb Osszeadandoéval feliilrol becsiilve kapjuk, hogy

sup / opr(x) — op(x) dx| <
KRR (
< > Z / Oktm(2)dz| < P sup lz / ‘ Uk+m(x)dx].
le() 1m=0 iXk(i):l m=0 Ik(l)

Tehat elég beldtni, hogy minden i-re, amire Xy(i) = 1,

sz

felilrél becsiilhetd egy k& — oo esetén 0-hoz tartd kifejezéssel. Fix i és m esetén fogunk

0 Okrm(T)dx

becsiilni, majd m-ben 6sszegziink. Emlékeztet&il ox4p = dptm+1—Ok+m. Az S definicidja

és karakterisztikus fiiggvény integralja alapjan (4) felhasznalasaval

/ . ILS,c+m+1 Prymi1(i) - Oppme1, I8y
I (i)

1 1
Pkymi1 = / s imi = 5 Prpmyr(i).
/1,41) T Prvm1Okamit I YT Py ()

Hasonléan ¢y p,-re

/ (Z)k—i-m = Pk+m( )
m
Igy X X
/ Oktm = Prym1(i) — Preym (1)
I (i) Prim+1 Prym
Tovabba )
—€k+m+1
! ——Pipp(i) = L P () = $Qk+m+1(i)'
Prym Qkt+m+1 Qk+m+1
Osszegezve
1 . 1 .
/ Oktm = 5 Prymt1(1) — 5———Prym+1(1)+
I.(3) Prymt1 Qktm+1
1 1
Oromit tm1(i) — Porm +m(i)
1

1 1
Piymir Qremt

[Prymi1(i) — Qrymi1(i)] =

Prtmy1 (i) +

Qk+m+1
= =1 + =a.

A tovabbiakban =1, Eo-t kiilon fogjuk megbecsiilni. A 2.20. tétel masodik pontjat k+m+1-

re felirva

|Qk+m+1 — Prtm+1] < B

Qkym+1 T VQktmi1
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A 2.85. lemmat m helyett m + 1-re felirva

+1
P (i) < 2mt! Wf[ N Sv
k+m+1{1) = k+j .
j=1

lgy
—_ |Qk+m+1 - Pk+m+1| . 1 B 41 mil 1—ep4
=1l = Prymi (i) < 2m N, ¥+
Prm41Qpk+mt1 " Prim+1 v Qrrm1 jl_[l s

A 2.20. tétel 4. pontja alapjan

Y Xim(3) Prpmar (1) = Qepmir (,4))
J: ljl=m

| Petmt1(1) = Qremy1(i)] = <

D=
[NIE

< > Xigm [8N1_8k+m+1 IH(BPker)}

. l—epr,
k+m+1 = Ppym(i) {8]\7 Chimil ln(BPker)}

k+m+1
j:lil=m

Ismét a 2.85. lemméat m-re alkalmazva kapjuk, hogy
o1
. —Ek+tj
Pem (i) <2™ | ] N
j=1
lgy

1
Qhtm+1

SIS

m
— l—epr s l—epr
|.:2| < 2m |:H Nk+;k+J] . [8Nk+§f—7&t1 +1 IH(BP]H_m)}
J=1

1
Végiil Py|Z1 + Zf-t kell becsiilniink, ehhez Py-t, Pl . 1-t, Qpt, -t és Q2 . 1-t is

felilrél becsiiljik a 2.20. tétel 2.26. kdvetkezménye alapjan.

k
P < 2" N7,

j=1
k+m+1 L
-1 k+m+1 €j—
Primyr =2 H Nj ’
j=1
k+m 1
—1 k+m €j—
Pk+m <2 H Nj ’
j=1
k+m+1 1
-1 k+m €j—
Qrrmyr <2 H NJ’ ’
Jj=1
1 ktm k+m+1 sjfl

-2 —5— 2
Qpimi1 <272 H N;
j=1

Mindezeket behelyettesitve és a lehetséges Gsszevondsokat elvégezve

Py|Eq| <
k 1 k+m+1 ) ot k+m+1 ;-1 m+1 1
k —€j k+m+1 €j— ktm 5 +1 —Ektj | _
<B 2], ) (29 I O 25 I N2 |2 I Ve, | =
j=1 j=1 j=1 j=1
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k4+m+1 k4+m+1 ktm+1  e;-1
:BQk( H NJ}E;‘) (2k+m+l H N;jl) ( E4m H N, 5 )2m+1 _
j=1

J=1

5 k+m+1 &j —1
— B93> (k+m)+2 H N

P|=0] <

k k+m-+1
< (219 H le_aj) (2/€+m H NEj—l) gm |: N]<1;+jk+‘7] |:8Nkl:+;fi?+l ln(BPk+m):| —
j=1

[N

N|=

_ 22(k+m) [8N1i+frfiin+l 1n(BP1€+m):|

k+m+1 s~7
Pk;|~—41+-2| <322 (k+m)+2 H N 5=

[N

+ 22(1€+m) [8]\71 Ek+m+1 ln(BPker)}

k+m+1 <

1

< 2B23 (M2 [N TR In (B Py | * = 2B25 (D [N T in (B Py )|

=

k+m+1
A lemma feltételét k helyett k + m-re felirva és gyokot vonva
23 kMY Iy (M )E 1

1— 5
N Ek;rerl 25
k+m+1

I

2%(/4:-}—771—&-1) k+

1
(Mker)E

1=k tmi1 —

2
N, k+m+1

5 1
23 (FFm ) I (M y )2 ke
1=k tm+1 =

2
Nk+m+1

igy BPk+m < Mk-‘rm miatt

Py|Z1 + =2 < 2B

Végiil m-ben O6sszegezve

i m=0

2.86. Lemma. (/10]) Ha N elég nagy, akkor a 2.20. tétel dltal biztositott {Sy} halmaz-

sorozatra (2.84) teljesil a v =1 vdlasztdssal.

BizonyiTAS: Emlékeztetoiil az € = 0 esetben az N = NkH, Ep = Pl paraméter-
valasztasrél mutatjuk meg, hogy 1 Hausdorff-dimenziét eredményez, mig az € > 0 esetben

Nk:Nk,Ek =E&.
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Az ¢ =0 eset bizonyitasa: (2.84)-ba v = 1 helyettesitésével

20+Dk (M) 1
Sgpw S 372 kell,
k+1

ehhez (35) és (36) alapjén

1 (e
200DRIn (M) _gn n( ’ ) _ obh—1p () In(N) 1
N1_5k+1 =2 Nk+1 - ( + 3) Nk+1 < @’
1

ha N elég nagy.
A ¢ > 0 eset bizonyitésa: (2.84)-ba v = 1 helyettesitésével

9(5+1)k 1D(Mk) _ i

sup ——————— < kell,
¢ Nt B2
ehhez (37) és Ny = N**1 alapjan
| (Nk(k+1))
n 2
2(5+1)k ln(Mk) _ obk _ 26k_1]€(k n 1) ln(N) < i
N1_5k+1 N k+1)(1—¢) N (E+1)(1—¢) 392’

k+1

ha N elég nagy.

Ezzel befejeztiik a 1.18. tétel 2. pontjanak bizonyitasat.

3. Kapcsolédé eredmények

3.1. Differencialas

A mértékelméletben érdekelnek minket a differencialdsi tulajdonsagok, a klasszikus Lebesgue-
féle stirtiségi tételhez hasonlbéan a bizonyitott maximéal-egyenlotlenségekbdl most is emlitésre
mélté differencialasi tulajdonsagok kovetkeznek. Ehhez el6szor lerogzitjiik, jelen esetben
pontosan mit értiink differencialés alatt. Altaldban beszélhetiink arrél, hogy egy S halmaz-

rendszer differencial egy F fiiggvényosztalyt:

3.1. Definicid. ([4]) Legyen (X, A, v) mértéktér, és minden z-re S(z) C A halmazrendszer.
Tovabba legyen '—’ konvergenciafogalom, ami meghatarozza, hogy Si kjo x teljestl-e,
ahol S{ € S(z) minden k esetén. Azt mondjuk, hogy S differencidlja az F fiiggvényosztdlyt,
haVfeF, v-mm x € X, VS] — x esetén

1
v(Sy) Jsz

fly)dv(y) = f(x).

A 3.1. definici6 megfelel6i a dolgozatban targyalt esetekre az aldbbi differencidlas

fogalmak.

3.2. Definicié. ([10]) Legyen p € (1, 00) rogzitett.
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e AzS ={rSy : k> 1, r> 0} halmazrendszer differencidlja az L (R) fiigguényosztdlyt,

ha m.m. x € R esetén

fly)dy — f(z)

lim sup
r—0 g

= limsup |4, f(x) — f(z)| = 0.
18] Lo, lim sup [ Ay f () — ()

o A p mérték differencidlja az LP(R) figguényosztdlyt, ha m.m. x € R esetén

=0.

li
r—0

m ] / F(@+ry) duly) — f(2)

A differencialasi tulajdonsag bizonyitasa a megfelel6 maximaloperator korlatossagabdl

az analég tételek bizonyitasahoz hasonléan megy.

3.3. Kovetkezmény. (Az 1.18. tétel kovetkezménye, [10]) Legyen {Si} a 1.18. tétel dltal

1+¢
biztositott sorozat, mig % < p < oo tetszoleges. Ekkor a kévetkezdok igazak:
—€
1. Az § minden p-re differencidlja LP(R)-t a 3.2. definicidban definidlt értelemben.

2. A p minden p-re differencidlja LP(R)-t a 3.2. definicidban definidlt értelemben.

BizoNYiTAS: Legyen {Si} olyan, ami teljesiti a 1.18. tétel 5. pontjit, azaz a hozzatartozo

~ €
M operétor minden < p < oo esetén korlatos, mint LP(R) — LP(R) operator, ahol

€ olyan, hogy S = ﬂSk Hausdorff-dimenziéja 1 — . Rogzitsiink le egy ilyen p-t, és erre
fogjuk belatni, hogy & = {rSk : k > 1,7 > 0} differencidlja LP(R)-t a 3.2. definiciéban

definialt értelemben. Azaz a definicié értelmében m.m. z € R esetén
lim sup |4, f(z) — f(:c)‘ =0.
r—0 k ’

Ezzel ekvivalens, hogy minden ¢ > 0 esetén m.m. x € R esetén

lim Sup ’Ar,kf(x) - f(ﬂ?)‘ <=t, azaz

Hx : }%sgp Ay f(z) —f(l‘)‘ > t}‘ =0.

Legyen most t > 0 tetszOlegesen rogzitett érték. Az S a [0,1]-en értelmezett folytonos
fiiggvényeket biztosan differencidlja, ezért legyen f. € C([0,1]).

o+ tmsup |, @) — @) > 1} =

{x : lim sup ‘Ar,k(] - fs)(aj) (f fz—:)(l‘)’ > t}’ <
r—0 p
a hdromszog-egyenlStlenség alapjin

< Hx : }i_r{(l)Sl;p’Ar,k(f = fo)(x) > ;}‘ +

{oc1r -1l > 5|

Egyrészt a 1.5. definicié alapjan liH(lJ sup‘AM(f - fa)(x)‘ = M(f — f.)(z), mésrészt
T k

lolly

tetsz6leges g fuggvényre [{z : g(z) > t}| < i

IM(f = fo)l N If = fellp
(5)" (5)"

o+ msup|4,070) - fla)| > o | <
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A M operétor korlatossiga miatt minden e-hoz valaszthaté f. gy, hogy ||f — f-|| p annyira

kicsi, hogy még ~
Ol N If = fell

()" (3)"

is teljesiil. Ezzel készen vagyunk S differencialasi tulajdonsagaval. A p differencialasi tulaj-

p
P <

donsdga teljesen hasonléan kovetkezik 9t korlatossagabol.

O

Az {S)} sorozathoz tartozé p valészintiségi mérték nem abszolut folytonos a Lebesgue-
mértékre nézve (s6t, szingularis), igy a kovetkez6 allitas bizonyitja, hogy a differencialasi

tulajdonsag p = 1 esetén biztosan nem teljestil.

3.4. Allitas. ([10], D. Preiss) Legyen p olyan R-en értelmezett valdsziniiségi mérték,
amire ,U«‘]R\{O} nem abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve. Ekkor van olyan f €

LY(R), amit nem differencidl.

Bi1zoNYiTAS: A nem differencidlds elégséges feltétele, hogy minden z € R-re a

{revon: [farmanw 2 1@} cfrer: [fa@rraum =} =2

jeloléssel Z, sfirli Rso-ban. Mivel p|g\ oy nem abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre

nézve, ezért Jxg # 0, amire
xrog—7r,x0+ T
A ’ ) — 0.
2r r—0

Konnyebben kezelheté a végtelenhez tartds, ha a kifejezést minordljuk egy végtelenhez
tart6 folytonos fiiggvénnyel: legyen § > 0 és n : (0,0) — [0,00) olyan, hogy n szigortian

motonon csokken (azaz r — 0 esetén szigortan monoton né), n(r) 0 és
r—

p(zo — 7,20+ 1)
2r

> n(r), ahol értelmes.

A késébbi kényelem érdekében 0-val kiterjesztjiik (0, 00)-re n-t, majd folytonossé tessziik,
igy a fenti feltételek potencidlisan egy kisebb d-val teljestilnek.
Legyen g n-hoz folytonos és L'(0, 00)-beli fiiggvény, amire ¢ > 0 esetén

o
| a@mttg@) do = .
Legyen {x;}72, siirli R-ben, és legyen

fly= > 27 (z—uq).

x;€(x—8,240)

-1
T ha |z| < 4,
h(z) = g~ (I &l jeloléssel
0 egyébként
flx) = Z 2T h(x — xj).
j=1
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Mivel h értékkészlete nemnegativ, igy
o o0 o
/h(m)dx:/ {z : h(z) >t}\dt:2/ {z : h(z) >tésx>0}]dt:2/ g(t) dt.
0 0 0
A g € L' feltevés szerint tehét /h(x) dz < .

/f(x)dﬂ::/ZQ_jh(x—xj)dm:ZQ_j/h(x—mj)da::/h(x)da:

azaz f € L'(R). Err6l az f fiiggvényrél fogjuk megmutatni, hogy a hozzé tartozé Z, stirfi.
Zj

Minden intervallumba esik valamilyen j-re — % alaka pont, tehat elegendd, ha minden

j-re, az r = i~ jelt')léssel /f(x +ry) du(y) = oo.
o

/f(fv +ry) duly) = /Z 27 h(x +ry — ;) duly) > 27 /h(x — zj +ry) du(y),

igy elegendd, ha minden j-re /h(x — x4+ ry)du(y) = co. x — xj = —raxg, igy

[ @ =+ ) duty) = [ b= 20 dutv) = [ n({y bty = 20)) > 1)) dt =

o0 t o0 t t
:/ u({y:|y—x0|<g()}>dt:/ M(ﬂfo—g(),ﬁo-i-g())dtz
0 r 0 r r
1 definicidja alapjan
> g(t)77 (g(t)) d = oo
o T r

g valasztasa miatt.

3.2. Maximaloperatorok és fedések kapcsolata

3.5. Kovetkezmény. (A 1.18. tétel kivetkezménye, a gondolatmenet [9]-t kéveti.) Legyen
{Sk} a 1.18. tétel dltal biztositott sorozat, és S = ﬂSk. Ennek hasonlo példdinyait nem
lehet gy [0, 1] minden pontja koril elhelyezni, hogy az unié Lebesque-mértéke 0 legyen.

BizoNyiTAS: Legyen U az unidja S hasonlé példanyainak. Indirekt bizonyitunk, azaz
legyen U nullmérték(d. Minden p-re xy € LP , igy xu-ra felihatjuk, hogy 9t korlatos.
Mivel A\(U) = 0, igy ||xvll, = 0, igy szikségképpen | M|, = 0. Azaz M definicisja

[ (s [ oo+ )] autw))” az o

Nemnegativitds miatt ez csak Ugy teljesiilhet, ha m.m. = € R esetén

alapjan

S‘i‘g/ Ixv(z +7ry)| du(y) = 0.

De pozitiv mértékli azon x-ek halmaza, amire egyrészt van r,, hogy x +rS C U, masrészt

minden r > 0-ra, igy ry-re is / Ixv(z + ry)| du(y) = 0. Ez viszont ellentmondas.

O
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3.3. Cantor-halmazokkal kapcsolatos eredmények

Ebben a fejezetben els6sorban T. Keleti [9]-beli 6sszefoglald cikkére tamaszkodom. Ujra

megfogalmazom a 1.13. kérdést precizebben, Cantor-halmazokkal kapcsolatban.

3.6. Kérdés. Legyen C' egy Cantor-halmaz, S, B C R pedig olyanok, hogy B az .S minden
pontja koriil tartalmazza C' egy nagyitott példanyat, azaz © € S esetén van olyan r,, amire
x 4+ r,C C B. Ekkor mennyire lehet pici B S méretének és C' tovabbi tulajdonsagainak
fiiggvényében?

1
A 1.18. tétel és annak 3.5. kdvetkezménye szerint 0 < € < = esetén van 1 —e Hausdorff-
dimenziéju Cantor-halmaz, amelynek nagyitott példanyait egy pozitiv Lebesgue-mértékii
halmaz pontjai koriil elhelyezve az unié is biztosan pozitiv Lebesgue-mértéki. A. Mathé

friss eredménye alapjan azonban nem minden Cantor-halmazra igazak a fentiek.

3.7. Tétel. (A. Mathé, [11]) Minden 0 < ¢ < 1 esetén létezik eqy 1 — ¢ Hausdorff-
dimenzioji Cantor-halmaz, amelynek nagyitott példinyait még a teljes R pontjai koré is el

lehet gy helyezni, hogy az unid 0 Lebesque-mértéki legyen, pontosabban az unié Hausdorff-
—€

dimenzidja < 1 legyen.
3.8. Megjegyzés. Természetesen egyéb Cantor-halmazokra csak akkor érdekes a kérdés,
ha 0 ¢ C, kiilonben az unié biztosan tartalmazza a koézéppontokat mind, igy legalabb

akkora a Lebesgue-mértéke, mint S-nek.

1
3.9. Kérdés. Ha C C [0, 1] a triadikus Cantor-halmaz, akkor C' — 3 nagyitott példanyai
elhelyezhetoek-e egy pozitiv mértékl halmaz, mint kézéppontok koriil dgy, hogy az unid

Lebesgue-mértéke 0 legyen?

Gyengébb, de szintén megoldatlan altalanosan minden Cantor-halmazra a kévetkezd
kérdés. Az uni6 tartalmazza a Cantor-halmaz egy példanyat, igy anndl kisebb Hausdorft-

dimenziés biztosan nem lehet.

3.10. Kérdés. Ha R pontjai koré helyezziik el a C' 1—¢ dimenziés Cantor-halmaz nagyitott

példanyait, lehetséges-e, hogy az unié is 1 — ¢ dimenzi6s?

Nemleges valaszt varunk, és ezt Cantor-halmazok egy viszonylag dltalanos csalddjara

M. Hochman [5]-ben be is bizonyitotta. A széban forgd csaldd definicidja:

3.11. Definicié. Egy C Cantor-halmaz pordzus, ha minden elég kicsi intervallumnak
elkeriili egy fix ardnyu részét, azaz léteznek § > 0 és ry > 0 konstansok, hogy minden
ro-nal révidebb, r hosszi intervallumban van §r hosszi rész, ami nem tartalmaz C-beli

pontot.
Hochman porézus Cantor-halmazokra még erésebbet bizonyitott:

3.12. Tétel. (/5]) Legyen C tetszbleges porézus Cantor-halmaz. Ha egy pozitiv Hausdorff-
meértékd kompakt S halmaz pontjai koré elhelyezziik C nagyitott példanyait, akkor az unio
Hausdorff-dimenzidja szigorian nagyobb S Hausdorff-dimenzidjandl. S6t, van olyan §, ami
csak a C és S halmazok dimenziojatol fiigg, maguktol a halmazoktol nem, amire dimg B >
dzmHC’ + d.
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1
Ahhoz, hogy az unié dimenzidja legalabb 5 legyen, joval kevesebb is elég. Az alabbi

allitds Bourgain egy friss, [2]-beli eredményének kovetkezménye A. Mathé megfigyelése
alapjan.

3.13. Tétel. (/2], [11]) Legyen C C R olyan kompakt halmaz, amelynek a Hausdorff-

dimenzioja pozitiv. Ha a B Borel-halmaz tartalmazza C' eqy nagyitott példanydt R minden
1

pontja koril, akkor dimgB > 3
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A. Jelolések

A(k, L) 211 {{(e,r)}e : Vigel,m e R}
Ay, 2.14 {A €A |Fing(An)| < P}
A U [1,2])"
Ay 2.3 {(c,m) € [-4,0] x [1,2] : 1 <1< n}
a(i) 2.1 i-nek megfeleld intervallum alsé végpontja
Az, ... xp) 249 {(c(xy),r(x) e, €A
Arif(@) 17 [ et o) dy
C.[0,1] folytonos és kompakt tartéjd, [0, 1]-ben értelmezett fiiggvény
<, R 2.10 2”;%1 alaku szdmok halmaza [—4, 0], illetve [1, 2]-ben
k+1
c(x),r(x) 245  a-tol fuggd €, illetve R-beli pont
Ok 2.1 k. 1épésben szerepld intervallumok hossza
D 2.59 diadikus intervallumok altal generalt o-algebra
A f 259 E(f|Dmi1) — E(f|Dm)
F(A,, k) 2.4 {(il, ceydp) i € Iy, ﬁ(cl + (i) # @}
I=1
Fint(s,t) 2.8 {(1,...,ip) € F: sz(is) = sz(iy) és |a(is) — a(iy)| < 40x}
Fint 2.7 {(G1,...,ip) €F: AV s2(i)) = s2(iy) és |a(i)) — aliy)| < 46}
Ty, 27 T\ Fi
7 (2) 271 f(27™.2)
fi@) 262 supr [ jfa—y)ldy
>0 ly|<r
i 2.1 k. 1épésben szerepl6 intervallumot azonosité multiindex
T 2.1 k. 1épésben szerepld Osszes intervallum multiindexének halmaza
I (i) 2.1 i-nek megfelel6 intervallum
il; 2.1 i els6 j koordinatajabél allé6 multiindex
AMAn, fireoo ) 215 /ﬁfl (Z Cl) d
=1
x 15 M@ = swp [ 15+ )l o) dy
r>0,k>1
o 1.8 Mf(z) —sup/|f x+ry)|du
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Mo 110 M%f(z) = sup r“/\f(er?“y)!(ﬁk(y)dy

r>0,k>1
me 110 OM°f(x) —supr /|f x+ry)|du
M 121 Mf@) = s [ 15+ ) ul) dy
1<r<2,k>1
m .21 Mf(x) = sup /|f x+ry)|du
1<r<2
My, 2.1 k. 1épésben szerepld Osszes intervallum szama
M 240 Mf(@) = sw | [ @+ ry)only)dy
1<r<2
m.m majdnem minden, Lebesgue-értelemben
Ng 2.1 k. 1épésben ennyi részre osztunk egy intervallumot
N 254 Nf(z)= sup A, 1f(x)
1<r<?
P 2.1 k. 1épés végén a kivalasztott intervallumok szdma
D 2.1 Y (1) paramétere, azaz varhaté értéke
m 2.6 I — I projekcié az [. koordinatara
Py (i) 2.18  az Ij(i) intervallumon beliil kivilasztott intervallumok szidma

Of@) 242 [ fVea(2)dz

Dig(z)  2.42 / F(2)Viea(2) do

1
b L6 o
Qr+1(1) 218  az Ii(i) intervallumon beliil kivalasztott intervallumok varhaté széma
7 2.44
sz(1) 2.1 i sziil6je, azaz |1 ha i€ I
S 3.2 {rSi : k>1,r>0}
O 2.16 Ok+1 — Pk

1

oh 221 G lsn — g LS
Sk 2.1 k. iteracios 1épés utan kapott intervallumrendszer unidja
S 1.9 NSk

Vielz) 242 o < z;(:i()x) )

Xk (i) 2.1 értéke 1, ha Ij(i)-t bevalasztottuk, kiilénben 0.
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B. A bizonyitas vizualis attekintése

Elforditott négyzet jeloli a tételeket, négyzet az allitasokat és ellipszis a lemmakat. Els6ként

a bizonyités els6 részének attekintése:

2.38
2.12 236

2.20. 1,2 2.34

2.31
2.35

2.26 2.28
2.30
2.20. 3.
1.22

A bizonyitas negyedik részének attekintése:

2.84
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A maésodik rész bizonyitasanak dttekintése:

2.49

2.48

A harmadik rész bizonyitasanak attekintése:

2.64

2.69

2.63

2.20
2.51
2.46 2.50
2.43
2.53
@ 2.41
X 2.52
2.39
2.66
interpolacié
2.72
2.68 i
2‘73 2-76
2.70 l
2.77
2.74
2.67 2.78
1.18. 4.
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