Eotvos Lorand Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Kar

Deak Sandor
Matematikus MSc

Csomok topolégikus génuszara vonatkozoé

becslések

Szakdolgozat

Témavezeto:

Stipsicz Andras

Belso konzulens:

Szucs Andras

Budapest, 2016



Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Stipsicz Andrasnak az értékes, hasznos
konzultaciokért, amelyek felkeltették az érdeklédésem a téma irant, és nagyban segitették an-
nak atfogé megismerését. Tovabba koszonettel tartozom Sziics Andrasnak, akinek az érain elsa-

jatithattam az alapvet6 topolégiai szemléletmédot, fogalmakat és médszereket.



Tartalomjegyzék
[Bevezetés|

1. Alapfogalmak]

2. Freedman tétele

3. Csomok trivialis Alexander polinommal

4. Az algebrai és a topologikus génusz kapcsolata)

9. Fox-Milnor feltetel

[6. Torusz csomok linearis kombinacioja)

[7. Alexander ideal, Fox kalkulus|

8. Fiiggelék (Feliiletek homologiai)|

Hivatkozasok

14

17

21

22

26

29

33

36



Bevezetés

Jelen dolgozatban a csomok alapveto topologiai jellemzoit, és az ezekkel kapcsolatos ered-
ményeket tekintjik at, nagy hangsualyt fektetve a kiilonb6z6 génuszokra, illetve az ezek kozott
fennallé kapcsolatokra. Szemléletesen, csomoénak neveziink egy hurkot a 3-dimenziés Euklideszi
térben. A csoméelmélet azt vizsgalja, hogy két csomé milyen feltételek mellett ekvivalens, azaz
mikor deformalhaték at egymasba a 3-dimenzidés térben folytonosan, onmetszés nélkiil. Mint
a topoldgia mas teriiletén, a csoméelméletben is a cél olyan invariansok megtalalasa, amelyek
viszonylag konnyen szamolhaték, ekvivalens csomékra azonos, kiilonb6zé csomékra pedig lehe-
téleg kiillonbo6zo értéket adnak. A dolgozat irasakor még nem all rendelkezésre olyan konnyen
szamolhaté invarians, amely egy-egy értelmii megfeleltetést biztositana a csomék ekvivalencia-
osztalyai, és valamilyen méas matematikai struktira elemei kozott.

A csoméinvariansok tehat olyan fiiggvények, amelyek a csomdk ekvivalenciaosztalyardl va-
lamely H halmazba képeznek. Ez a H halmaz a génuszok esetén N, a szignatira esetén 7Z, de sok
esetben bonyolultabb struktdraja is lehet, példaul a csoméhoz rendelt Alexander polinom esetén
Z[t,t71], a csomék csoportjai kiszamitdsanal pedig csoportokat rendeliink az ekvivalenciaoszta-
lyokhoz. A kozelmultban felfedezett upszilon invarians ([9]) pedig egy [0,2] intervallumon értel-
mezett folytonos, valés értéki, szakaszonként linearis fiiggvényt rendel a csomékhoz. Konkrét
esetekben a csomoéinvariansok szamolasa eltér6 bonyolultsagu, igy a bonyolultabb invariansok
szamolasat nagy mértékben segiti az invariansok kozti becslések felfedezése. Példaul térusz cso-
mok Alexander polinomja a Fox kalkulus segitségével konnyen szamolhaté, a 3-génusz viszont
kozvetleniil jéval nehezebben, mivel azonban ismert, hogy az Alexander polinom foka alulrél
becsli a 3-génuszt, igy a térusz csomok 3-génusza is konnyebben szamolhaté. Ismert, hogy a fen-
ti becslés megforditasa nem igaz, azaz az Alexander polinom foka lehet kisebb, mint a 3-génusz,
viszont a 3-génusz helyett a topologikus génuszt irva mar igaz lesz az egyenlotlenség, azaz a to-
pologikus génusz alulrdl becsli az Alexander polinom fokat. S6t, ennél egy erosebb allitas is igaz,
nevezetes az, hogy a topolégikus génusz alulrél becsli az algebrai génuszt (amely pedig alulrél
becsli az Alexander polinom fokat). A dolgozat f6 célja ennek a becslésnek a bizonyitasa, vagyis

hogy tetszoleges K csomo esetén
91(K) < ga(K),

ahol ¢g; a topolégikus, g, pedig az algebrai génuszt jeloli. A bizonyitas két 1épésben torténik,
eloszor [5] alapjan bebizonyitjuk, hogy trivialis (azaz konstans 1) Alexander polinommal rendel-
kez6 csomok topolégikus génusza 0. A bizonyitas kulcslépése Freedmann beagyazasi tételének
alkalmazasa, amely kimondja, hogy egy 4-dimenzidés peremes sokasidgha immertalt korlapok
bizonyos feltételek teljesiilése esetén a peremen kotott regularis homotépiaval diszjunkt, topo-
logikusan lapos beagyazasokba vihetok at. Freedman tétele alkalmazasaval az adott K csomé
egy Seifert feliiletének fogantyui megfelel6 mutéttel eltavolithatok, igy 1étrehozhaté egy olyan
D*-be 4gyazott topolégikusan lapos korlap, amely pereme K, igy kapjuk, hogy ¢;(K) = 0. A bi-
zonyitas méasodik 1épése pedig az els6 1épésben bizonyitott tétel felhasznélasaval g,(K) < g,(K)
bizonyitasa, [3] és [1] alapjan. A forditott egyenlétlenség ebben az esetben sem igaz, viszont a

Fox-Milnor feltételbol kapunk egy sziikséges feltételt ahhoz, hogy egy csomé topolégikus génu-



sza 0 legyen. Nevezetesen, ha egy csomé topolégikus génusza 0, akkor az Alexander polinomja
f(t)f(t™1) alakd, megfelelé f € Z[t] polinommal.

Az elsé fejezetben 6sszefoglaljuk a csomékkal kapcsolatos alapvet6 fogalmakat, definialjuk a
Seifert feliiletet, a kiilonb6z6 génuszokat, az Alexander polinomot és a szignaturat, illetve be-
latjuk ezek invarianciajat. Az invariancia belatasanal hivatkozni fogunk a Reidemeister-Singer
tételre, amely szerint azonos csomokhoz tartozé Seifert feliletek elegendé szamu stabilizaciéval
izotop feluletekké alakithatok. A teljesség kedvéért kimondjuk Reidemeister tételét, amely sze-
rint ekvivalens csomék diagrammjai harom muvelet (Reidemeister mozgasok) alkalmazasaval
atalakithatok egymasba. (A Reidemeister tételbol egyszertien kivetkezik a Reidemeister-Singer
tétel, lasd példaul [8].)

A masodik fejezetben megfelelo elokésziiletek utan kimondjuk Freedman tételét. Az el6ké-
sziiletekben definidljuk az ekvivarians metszési indexet, belatjuk ennek jél-definialtsagat (bal
és jobbszorzas erejéig), majd bevezetjiik a dualis gombok fogalmat.

A harmadik fejezetben Freedman tétele felhasznalasaval bizonyitjuk, hogy trivialis Alexan-
der polinommal rendelkezé csomék topolégikus génusza nulla, majd a negyedik fejezetben be-
latjuk, hogy az algebrai génusz feliilrél becsli a topolégikus génuszt.

Az 6todik fejezetben bizonyitjuk a Fox-Milnor feltételt, illetve azt, hogy nulla topolégikus
génuszu csomok szignaturaja nulla (ez a tény konnyen adédik a Fox-Milnor feltétel bizonyitasa-
bal).

A hatodik fejezetben a topolégikus génusztél elszakadva a stabil konkordizmusgénuszt vizs-
galjuk, melyrol megallapitjuk, hogy szeminormat definial a konkordizmuscsoport és a racionalis
szamok tenzorszorzatan, tovabba bizonyos tipusu térusz csomok altal generalt altérre kiszamol-
juk az egységgolyot.

A hetedik fejezetben vazlatosan, bizonyitasok nélkiil egy 1j, "algebraibb" definiciét adunk az
Alexander polinomra. Ismertetjiik a Fox kalkulust, amely segitségével csak a csomék csoportjat
hasznalva meghatarozhat6 az Alexander polinom, és ezen eljaras segitségével kiszamoljuk a
torusz csomok Alexander polinomjat.

A figgelékben feliiletek els6 homolégiaira vonatkozé allitasokat bizonyitunk, definialjuk az
algebrai illetve geometriai szimplektikus bazist, belatjuk, hogy minden algebrai szimplektikus
bazis reprezentalhaté geometriai szimplektikus bazissal. Az itt megfogalmazott allitasokat tobb-
nyire a harmadik és negyedik fejezetben hasznaljuk.

Az elso fejezet [8]] 2. fejezete és [[7] alapjan késziiltek, a masodik fejezet pedig részben [4]
alapjan. A harmadik fejezetben talalhaté bizonyitas az [5] cikkre épiil, a lemma Kkivételé-
vel, amely a [3] cikkben talalhaté. A lemma helyett [5]-ben a szerzok eredetileg matrixok
S-ekvivalenciaira vonatkozé allitast hasznalnak. A negyedik fejezet a [3]l és [1] cikkekre épiil,
ezek egyes részeinek osszemosasanak tekinthetd. Az 6todik és a hetedik fejezetben talalhaté al-
litasok és bizonyitasok a [[7] konyvbol szarmaznak. A hatodik fejezet fotétele a tétel, amely
[6] 2. tételének altalanositasa, legjobb tudasunk szerint még nem érhet6 el az irodalomban. A

fiiggelékben leirtak [2] 6. fejezetébdl szarmaznak.



1. Alapfogalmak

1.1. Definicié. Csomdnak neveziink egy S'-gyel diffeomorf, irdnyitott K C R? C S részsokasdgot,
vagy ezzel ekvivalensen, egy S — R3 C S3 bedgyazds képét.

A K és L csomékat ekvivalensnek mondjuk, ha izotépok, azaz ha létezik egy H : S' x I — S3
regularis homotépia, melyre H(S',0) = K, H(S',1) =L, és a H(.,t) fiiggvény bedgyazds minden
t-re. Thom izotépia lemm4ja miatt ez ekvivalens azzal, hogy létezik S®-nak olyan & : S3 x I — S3
izotépidja (minden t-re ®(.,t) diffeomorfizmus), melyre ®(.,0) = idgs, és (K, 1) = L. A csomoéel-
méletben az ekvivalens csomékat azonosnak tekintjiik.

A csomékat célszert a sikon dbrazolni: a K C R? csomét merélegesen vetitsiik le egy S ¢ R3
sikra (jelolje w5 : R> — S a meréleges vetités fiiggvényét). Olyan S sikokra szeretnénk csak veti-
teni, melyek esetén 7g|x immerzié. Tekintsiik azt a ¢ : K — RP? sima leképezést, amely a csomé
egy p pontjdhoz hozzarendeli az azon ponton 4tmeno érintét az origéba tolva (azaz a T, K érint6-
teret). A Sard lemmabdél adédik, hogy ¢(K) komplementere stirti RP2-ben, tehat stirtin vannak
azok az irdnyok, amelyekre meréleges sikra vetitve mg|x immerzid, legyen S egy ilyen sik. Az
ontranszverzalitasi tételb6l addédik, hogy tetszolegesen kicsi perturbacioval elérhetd, hogy L :=
=mg(K) ontranszverz legyen (ezt ugyanugy L-lel jeloljiik). Tovabba nyilvanvaléan az is elérheto,
hogy L-nek ne legyenek 2-nél tobbszoros pontjai. Végil kapunk egy L sikbeli, immertalt, zart,
Osszefiiggd gorbét, melynek véges sok kétszeres ponton kiviil nincs tobbszorss pontja. A kétsze-
res pontokndl a gobe megszakitasaval jelezziik, hogy a merdleges vetitést megelézéen melyik
szakasz volt "feliil". Az igy kapott D halmazt a K csomé diagrammjanak nevezziik. Természete-
sen egy csomo6hoz sok kiillonb6zé diagramm tartozik.

Forditva, a fenti tulajdonsagokkal rendelkezé minden D sikbeli halmaz reprezental egy Lo
csomot: a kettospontok kozelében a felsd, folytonos szalat emeljik ki a harmadik dimenziéba.
Konnyen lathato, hogy D az Ly csomé egyik diagrammja, tovabba ha D a K csomé diagrammja,

akkor K és Ly ekvivalensek.

Példak.
e Az S — R? C R3 standard beagyazast trividlis csoménak nevezziik.

e Legyenek p, gcN relativ primek. Tekintsiik R?-ben az origét a (p, ¢) ponttal 6sszekoté L sza-
kaszt. Hasson Z? csoport R?-n az eltoldssal. Ismert, hogy R? /72 a térusz, melynek vehetjiik
a standard bedgyazasat R3-ba, igy kapunk egy ¢ : R? — R3 leképezést. A p(L) C R? cso-
mét T'(p, q)-val jeloljik, és térusz csoménak nevezziik. Egyszer szamolassal ellenérizheto,

hogy T'(p, q) valéban csomé.
Felmeril a kérdés, hogy két diagramm mikor reprezental ekvivalens csomékat.

1.2. Tétel. [Reidemeister tétel] Két diagramm pontosan akkor reprezentdl ekivalens csomdkat,

ha azok Reidemeister mozgdsok (1| dbra), és S3 izotépidi alkalmazdsdval egymdsba alakithatdk.

Bizonyitds. Lasd példaul [8], B.1.1 tétel]. O
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1. abra. Reidemeister mozgasok

1.3. Definicio. Tekintsiik a K csomdt.

o A K csomé tiikorképén azt az m(K) csomot értjiik, amelyet tigy kapunk, hogy K-t (R3-ban

tekintve) tiikrozziik egy stkra.
o K-val jeloljiik azt a csomot, amelyet a K csomébdl az irdnyitds megforditdsdval nyeriink.

A csomék halmazan (ekvivalens csomékat azonosnak tekintve) bevezethetiink egy mtiveletet,
amelyet 6sszefiiggd uniénak neveziink. Legyen K1, Ko CR? két csomé. Az egyik csomo eltolasaval
elérhetd, hogy létezzen olyan S C R? sik, amely szepardlja a K| és K, csomékat. Vegyiink egy
olyan f: I x I — R? bedgyzast, amelyre f(1,0) C K, és f(I,1) C Ko, imf tobbi része diszjunk KU
U K»-tol, és egy szakaszban metszi az S sikot, tovabba dim f-nek 1étezik olyan iranyitasa, amely

a csomokba eso részen ellentétes az adott csomo iranyitasaval. A
K = (K UKyUoimf)\(f(intI,0)U f(intl,1))

csomot nevezzilk a K és Ky csomoOk 0sszefiiggd unidjanak, és a K;# K, szimb6lummal jelol-
juk. Az 6sszefliggd unié jol definialtsagahoz azt kell ellendrizni, hogy kilonboz6é f beagyaza-
sokat hasznalva ekvivalens csomoékhoz jutunk. Ez pedig egyszeriien kiévetkezik abbdl, hogy a
fenti K csoméban a Ky Udimf\ f(I,0) szakaszt elegendden kicsire 6sszehtzva végigfuttathatjuk
a Ky\f(1,1) szakaszon.

1.4. Megjegyzés. Konnyen ldthato, hogy a csomék halmaza (ekvivalens csomékat azonosnak
tekintve) kommutativ, egységelemes félcsoport az Osszefiiggd uniora nézve, ahol az egységelem a

trividlis csomo.

A csomék osztalyozasanak legfébb kiindulépontja, hogy olyan S3-beli irdnyithaté feliileteket

rendeliink egy K csomo6hoz, melynek hatara K.

1.5. Definicié. Egy K C S csomé Seifert feliiletének neveziink egy ¥ C S® irdnyithato, kompakt,
osszefiiggd feliiletet, ha 0% = K teljesiil.



1.6. Allitas. Minden csoméhoz létezik Seifert feliilet.

Bizonyitds. Tekintsiik a K csomé egy D diagrammjat. A kettospontokat oldjuk fel a [2| abran
lathaté médon. Igy paronként diszjunkt S! koroket kapunk.

K —X

2. abra. A kettospontok feloldasa, un. iranyitott feloldas.

Legyen n; € N azon korok szdma, amelyek a belsejiikkben tartalmazzak S}-et. Az S} koroket
tekintsiik a R? x n; sikban, majd, vegyiik azokat a D; € R? x n; kérlapokat, melyekre 9D; = S}.
Ezutan a feloldott kettospontok mentén ragasszuk 6ssze a megfeleldé korlapokat egy-egy csavart
savval. Igy egy olyan X feliiletet kapunk, amelyre 9% = K teljesiil. Tovdabba minden D; kérla-
pot csak olyan D; kérlapokkal ragasztottunk ossze, amelyre |n; —n;| = 1 teljesiil, ebbdl pedig

kovetkezik, hogy ¥ iranyithaté. O
1.7. Megjegyzés. A fenti bizonyitdsban leirt eljardst Seifert algoritmusnak nevezik.

A Seifert algoritmust a nyolcascsomoé esetén a 3| abra szemlélteti.

&

3. abra. Seifert feliilet készitése a nyolcascsomoéhoz.

A feliiletek klasszifikdciéja alapjan egy X Seifert feliilet diffeomorf egy ¢(¥) lyuku, S!-gyel
diffemorf peremu térusszal, alkalmas ¢g(X) € N szdmra. Ezt a ¢(X) szdmot nevezik a ¥ feliilet
génuszanak. Ekvivalensen, H:(X,Z) = 7?9, valamilyen g € N-re, amelyet a ¥ feliilet génuszanak

hivunk.

Példa. Tekintsiik a T'(p, q) térusz csomoét, és annak egy olyan D diagrammjat, melyet dgy
kapunk, hogy a standard médon bedgyazott R3-beli téruszt a » tengely mentén az zy sikra vetit-

jik. A Seifert algoritmust alkalmazva, a kettéspontokat feloldva p darab kort kapunk, az ezek
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altal hatarolt korlapok diszjunkt uniéjat véve olyan teret kapunk, melynek Euler karakteriszti-
kéaja p. Tovabba konnyen lathaté, hogy egy sav ragasztasa soran az Euler karakterisztika 1-gyel
csokken, és ¢(p — 1) sav ragasztasaval kapunk a diszjunk korlapokbél egy ¥ Seifert feliiletet
T(p, q)-hoz (mivel a D diagrammban ¢(p — 1) kettéspont van). Tehat x(X) =p—q(p—1). Mivel &
egy iranyithato feliilet egy peremkomponenssel, ezért y(X)=2—-2¢g—1, ahol g a X feliilet génusza.
A két egyenloséget Gsszevetve kapjuk, hogy g = %, tehat g3(T'(p,q)) < W. (Késo6bb
belatjuk, hogy valéjaban egyenléség all fenn.)

Egy csoméhoz tobb, egyméssal nem diffeomorf Seifert feliilet is tartozhat. Legyen ¥ C S a K
csomo egy Seifert feliilete, és tekintsiink két kiilonbozé p, ¢ € ¥\0X pontot, tovabba egy v: I < S3
egyszerl gorbét, amelyre v(0) = p, v(1) = ¢, y(int]) C S3\%, illetve (v (0), N(p))- (+/(1), N(q)) <0,
ahol N : ¥ — S? a ¥ feliilet Gauss leképezése. (Az utolsé feltétel azt jelenti, hogy a v gorbe a
¥ feliiletnek ugyanabbél az oldalabél indul ki, mint amelyikbe befut.) Legyen V C R? a v egy
cso6szeru kornyezete, amelyrol felteheto, hogy VNY = Dy U D, két, egymastol és 0X-t6] diszjunkt
korlap unidja. Készitsiik el a Y/ feliiletet ugy, hogy X\ (D; U Ds) feliilethez 0D, és 9Dy mentén
hozzaragasztjuk 0V megfelelé darabjat. Nyilvanval6, hogy ¥’/ is K egy Seifert feliilete, tovabba
g(z) = g()+1.

1.8. Definicio. A fent leir eljardst, amely sordn a Y. Seifert feliiletbél megkonstrudltuk a X' Seifert

feliiletet, stabilizdcionak nevezziik.

Természetesen ad6dé kérdés, hogy altalaban milyen kapcsolat all fent egy rogzitett K csomo-
hoz tartozé Seifert feliiletek kozott.

1.9. Tétel. [Reidemeister-Singer tétel] Legyen ¥, és Y9 a K C S? csoméhoz tartozé Seifert feliilet.
Ekkor léteznek olyan S3-ban izotép Y| és Y, feliiletek, melyek X illetve Y feliiletek elegendd

szdmu stabilizdcidjdval kaphatok.

Bizonyitds. Lasd példaul [8, B.3.1 tétell. O

1.10. Definicié. Egy K C S3 csomé 3-génusza a g3(K) :=min{g(X)|X C S® 0% =K} szdm, vagyis

a K-hoz tartozo Seifert feliiletek koziil a minimdlis génuszu génusza.

Konnyt latni, hogy ekvivalens csomoék 3-génusza megegyezik. Legyenek ugyanis K, L ekvi-
valens csomok, és ®: 53 x I — S? a megfelel izotépia, vagyis ®(.,0) =idgs, és ®(K,1)=L. Ekkor, ha
Y a K egy Seifert feliilete, akkor ®(3,1) egy ¥-val diffeomorf (s6t, izotép) Seifert feliilete L-nek.

Legyen ¥ C S® a K csomé egy Seifert feliilete g génusszal és rogzitett iranyitassal. A tovéb-
biakban egy v C ¥ gorbe esetén legyen ' C S3\¥ az a gorbe, melyet gy kapunk, hogy v-t a ¥
iranyitasa 4ltal meghatérozott irdnyban kitoljuk a ¥ feliiletbdl. Precizebben, legyen 7' C S® a &
egy csoszeril kornyezete. Y. irdanyitasa segitségével T-t azonosithatjuk a 3 x (—¢,¢) halmazzal,
megfeleld ¢ > 0 esetén. Ezt az azonositast hasznalva legyen v = v xe.

Definialjuk az Sy, : Hi1(X,Z) x H1(X,Z) — Z bihomomorfizmust az aldbbi médon. Az z,y €
€ Hy(%,Z) homolégiaelemeket reprezentaljuk a v, illetve v, egyszeri, zart, esetleg tobbkompo-
nensu gorbékkel. Ekkor legyen Sy (z,v) := lk(vz, yg ), ahol Ik az (S3-beli) hurkolédasi egyiitthatét

9



jeloli. A Seifert forma j6l definialtsaganak ellenorzéséhez csupan annyit kell megjegyezni, hogy
ha v, és 7/, az = homolégiaelem két megfelel6 reprezentacidja, akkor létezik olyan F' C ¥ feliilet,
melyre OF = ~, U—~, (ahol a negativ jel az ellentétes iranyitast jeloli), tovabba nyilvanvaléan
i FWZ, = (. Hasonl6an, ha v, és v, az y két reprezentdcidja, illetve G C ¥ olyan feliilet, melyre
dG =y, U—,, akkor a GT = G x ¢ feliiletre 0G" = YoU—yT, és GT Ny, = 0.

1.11. Definicid. A fent definidlt Sx,: H1(3,7) x H1(3,7Z) — Z bihomomorfizmust a X feliilet Seifert
formdjdanak nevezziik. Ha ai, ..., as, egy bdzisa a Hy(X,7) = 7Z* homolégidnak, akkor a Seifert
forma ebben a bdzisban felirt Vs, € 729%%9 mdtrixdt ¥ egy Seifert mdtrixdnak nevezziik (tehdt
(Vs)ij = S(as, aj)).

1.12. Definicié. Legyen V € 7Z?9*%9 a K csomé ¥ Seifert feliiletének egy Seifert mdtrixa. Ekkor
a Ak(t) = det(t%V —t_%VT) € Z[t,t~1] Laurent polinomot a K csomé (szimmetrizdlt) Alexander-

polinomjdnak nevezziik.

Az Alexander polinom csak asszocialtsag erejéig (azaz +t",n € Z egységgel valé6 szorzas ere-
jéig) van definialva. A fenti definicioban megadott konkrét polinomot szimmetrizalt Alexander-
polinomnak nevezziik, és az Alexander-polinom fokan a szimmetrizalt polinom fokat értjiik. Je-
len dolgozatban az Alexander polinom alatt mindig a szimmetrizalt Alexander-polinomot értjiik,
ha nem jelezziik az ellenkezdjét. Az Alexander-polinom gyokeinek azokat a nullatél kulonbo6zo
(komplex) szamokat nevezziik, amelyek gyokeik az Alexander-polinom Z[t] gytraben levo egyik

reprezentansanak. (Egy ilyen reprezentans példaul a det(tV — V') polinom.)
1.13. Allitas. Az Alexander polinom (asszocidltsdg erejéig) jol-definidlt, és csomébinvaridns.

Bizonyitds. Legyen ¥ a K csomé egy Seifert feliilete. Konnyen lathaté, hogy Ax nem fiigg a
Hy(X,7Z) bazisanak valasztasatol, hiszen ha egy adott bazisban a Seifert matrix V, akkor egy

masik bazisban UVUT alaki, megfelel U € Z29%?9 méatrixra, melyre det U = +1, azaz
det(t2UVUT —t~2 (UVUT)") = det(U(t2V —t 2V UT) = det(t2V —t 2 V7).

Izot6p Seifert feliileteknek nyilvanvaléan azonos a Seifert formajuk: S egy ¢ : I x S% — 53 izoté-
piaja soran H; (X, Z)-nak egy bazisat reprezental6 gorbék Hy(¢(1,Y),Z) egy bazisat reprezentalo
gorbéibe mennek at, mikézben a hurkolédési egyiitthatok valtozatlanok maradnak. Tehat az
tétel szerint csupan azt kell ellenérizni, hogy ha Y’ feliiletet X-b6l egy stabilizaciéval kapjuk,
akkor az Alexander polinom nem valtozik. Legyen V a g génuszu X feliilet egy Seifert matrixa
valamilyen z1,...,zy, bazisban. Legyen v az a gorbe, amely mentén a stabilizaciét végrehajtjuk,
és tekintsiik y-nak egy o merididnjat. Ekkor megfelel6 5 C ¥’ hurokkal a = [o], b= [§], z1, ..., T2
a H1(Y',7Z) egy bazisat fogja adni, tovabba S(a, a) = S(x;,a) =S(a, z;) =0 tetszoleges i —re; illetve
S(a,b) =0és S(b,a)=1, vagy S(a,b) =1 és S(b,a) =0 teljesiil (5-t megfeleléen irdnyitva). Tegyiik
fel, hogy az elsé eset all fenn (a masodik esetben teljesen analég médon jarunk el). Tekinsiik a

V' =b-S(bb)a és x; = z; — S(b,r;)a elemeket. Ekkor az a,V',z},..., 25, bazisban a X' feliilet V'

10



Seifert matrixa

o O

|l = O

alaku. Tehat
det(t2V/ —t72V'T) = det(tzV —t 2 V7T)

1.14. Allitas. A K, K; és Ko csomokra igazak a kovetkezdk :
o deg(Ak) < g3(K),
e Ag(1)=1,
o Ag(t)=Ag(t™h),
o Axiuk,(t) =Dk, (1) Ak, (1)

Bizonyitds. Hatarozzuk meg a K csomé Alexander-polinomjat a minimalis génuszu ¥ Seifert fe-
lulet segitségével. Ekkor a V' Seifert matrix egy 2¢;(K) x2¢g3(K) méreti matrix, igy az Alexander-
polinom definicigjabél triviadlisan adodik a deg(A k) < g3(K) egyendtlenség.

Koénnyen lathaté, hogy V—V7T a X feliilet metszet formaja (a megfelel6 bazisban). Rogzitsiink

a Hy(X,Z) homolégiaban egy algebrai szimplektius bazist, azaz olyan bazist, melyben a metszet
9(¥)
0 -1
forma matrixa @ < Lo ) alaki. Ebben a bazisban Ax (1) =det(V —V7) =1.
i=1
Az Alexander-polinom definicidja alapjan:

Axt ) =det(t 2V —t2VT) = (=1)29®) det(t2VT —t72V) =det(t2V -t 2V7T) = A ().

Legyenek X1 és X5 a K illetve K5 csomok Seifert feliiletei. Konnyen lathaté, hogy az a ¥ felii-
let, amelyet gy kapunk, hogy 3 -et és Xs-t a peremiik egy kis részén 6sszeragasztunk (az iranyi-
tassal kompatibilis médon), a K;# K> csomé Seifert feliilete lesz, tovabba H(X,Z) = H1(31,Z2)®

i o0

® H1(X9,7Z) teljesiil. Vagyis ha V; és V5 a megfelelé Seifert matrixok, akkor ( ! v ) aY egy
2

Seifert matrixa lesz, ebb6l pedig kovetkezik a A 4k, (1) = Ak, (1) Ak, (t) egyenléség. O

1.15. Definicié. A K csomé o(K) szignatirdja alatt a V + V7T mdtrix szignatirdjdt értjiik, ahol
V a K csomé Seifert mdtrixa. Altaldnosan, az w € S* C C szdmhoz rendeljiik hozzd az (1—w)V +
+(1—@)VT hermitikus mdtrix o, (K) szignatirdjdt. Ezt az S* — 7 fiiggvényt a K csomé Tristram-

Levine szignaturafiiggvényének nevezziik.

1.16. Megjegyzés. o Az dllitds bizonyitdsdiban leirtakbdl kovetkezik, hogy a szignati-
rafiiggvény egy jol-definidlt csomdoinvaridns. Késébb ldtni fogjuk, hogy ennél tobb is igaz: a

szignaturafiiggvény konkordizmusinvaridns.
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e A szignaturafiiggvénynek csak az Alexander polinom gyokeiben lehet szakaddsi pontja, eze-

ken kiviil pedig mindig pdros értéket vesz fel. Ez egybdl adodik az
1-w)V+1-a)V =(@-1)(wV-VT)

egyenldségbdl, illetve abbdl, hogy V egy "pdrosszor pdros” méretii mdtrix. Az is nyilvdnvald,
hogy 01(K) =0, és 0_1(K) =0(K).

1.17. Allitas. A szignatirafiiggvény additiv, azaz tetszéleges K1, Ky csomé és w € S' esetén
O'w(Kl#Kg) = O'W(Kl) +Uw(K2).
Tovdbbd tetszdleges K csomora o,(K) = —o,(m(K)).

Bizonyitds. Az |[1.14] allitas bizonyitasanak utolsé 1épése alapjan, ha V; a K; csomé egy Seifert

Vi

0
matrixa (: = 1,2), akkor a < ) matrix a K1#K, csomé Seifert matrixa, ebbél pedig kovet-

Va
kezik az additivitas. A csomé tiikorképére vonatkozo allitas pedig egybél kovetkezik az alabbi

két észrevételbol: ha ¥ a K csomé Seifert feliilete, akkor az m(X) felilet (azaz a ¥, egy sikra
tiikkrézve) a m(K) csomé Seifert feliilete lesz, illetve tetszéleges diszjunkt, iranyitott o, 3 € S3
hurkokra lk(a, 8) = —lk(m(a), m(B)). O

1.18. Definicié. Tekintsiik a K C S® = OD* csomé esetén az olyan i: (X,0%) — (D*, S3) sima
bedgyazdsokat, ahol ¥ egy irdnyitott, dsszefiiggd feliilet, S>Ni(X) =i(0X) = K tulajdonsdggal. A
K csomo g4(K) 4-génuszdnak nevezziik az ilyen ¥ feliiletek koziil a legkisebb génuszu génuszdt.

Ha g4(K) =0, akkor K-t sima metszetcsomonak nevezziik.

A 4-génusz és 3-génusz definiciéjabol adédik, hogy minden K csomoéra g4(K) < g3(K) teljesiil,
ugyanis ha ¥ a K csomé g3(K) génuszu feliilete, akkor ezt a D* golyéba "betolva" kapunk a fenti

definiciéban szereplo kritériumoknak eleget tevo feliiletet.

1.19. Definicié. Tekintsiik a K C S = 0D* csomé esetén az i : (¥ x D?,0% x D?) < (D* S3)
folytonos bedgyazdsokat, ahol ¥ egy irdnyitott, dsszefiiggd feliilet, S3Ni(X x D?)=i(0¥ x D?) = K x
x D? tulajdonsdggal. A K csomé g;(K) topolégikus génuszdnak nevezziik az ilyen X. feliiletek kiziil

a legkisebb génuszu génuszdt. Ha g,(K) =0, akkor K-t topoldgikus metszetcsoménak nevezziik.

A definiciéban szerepld beagyazasra tigy is lehet gondolni, mint egy olyan i:(3, 0%X) < (D*, 53),
S3Ni(X) =i(0%) = K folytonos bedgyazas, amelynek létezik i(X) x D? alakt cs6szer(i kérnyezete.
Az ilyen i beagyazasokat topologikusan lapos beagyazasnak nevezziik. A fenti definiciéban azért
koveteljiik meg, hogy i ne csak folytonos, hanem topolégikusan lapos beagyazas is legyen, mert
ellenkez6 esetben minden K csomé topolégikus metszetcsomé lenne: a Kx101 /- oS ?x[0,1] /$3%0=
= D* kup egy folytonosan beagyazott korlap, melynek pereme K. Nyilvanvaléan tetszéleges K
csomora teljesiil a ¢g:(K) < g4(K) egyenlotlenség.

1.20. Definicié. A K, és Ky csomok konkorddnsak (K| ~ Ks), ha létezik olyan f: S' x I < S3 x
x I sima bedgyazds, melyre f(S',0) = K1 x {0}, és f(S',1) = Ky x {1}. Azaz két csomé konkor-
ddns, ha van koztiik nulla génusziu kobordizmus. A K csomé konkordizmus génuszdt a g.(K) :=
=min{g3(L)| L~ K} képlettel definidljuk.
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1.21. Allitas. e K ~ L pontosan akkor igaz, ha K#m(L) sima metszetcsomo.
e A konkordizmus reldcio kompatibilis az sszefiiggd uniéval.

e A konkordizmus szerinti ekvivalenciaosztdlyok halmaza (jele: C) Abel csoport az dsszefiiggd

uniora nézve.

Bizonyitds. K ~ L esetén legyen f : S! x [0.5,1] < S3 x [0.5,1] a megfeleld kobordizmus, melyre
f(S81,0.5)=Lx0.5és f(S',1) = K x 1. Tekintsiik az S x [0.5, 1] teret a D* golyé gémbgytrtjeként.
53 % 0.5 térbe es6 része S x 1 =0D* gsmbbe keriiljon. Igy kapunk egy W’ c D* fogantytt, melyre
OW'=KUm(L) C 0D*, tovabba kénnyen lathaté, hogy ez a W’ fogantyt dtmiithetd egy olyan D*-
beli kérlappd, melynek pereme a dD*-beli K#m(L). Forditva, ha K#m(L) sima metszetcsomo,
akkor a fenti eljarast visszafelé elvégezve kapjuk, hogy K ~ L.

Legyen K; ~ Ly és Ky ~ Lo. Az el6zoekbol kovetketik, hogy ekkor Ki#m(L1) és Ko#m(Lo)

sima metszetcsomoék. Ekkor nyilvan K #m(L;)# Ko#m(Ly) is sima metszetcsomd, de
Ky #m(Ly)#K#m(Lo) = K\ #Ko#m(Ly)#m(Le) = K\ #Ko#m(L1#Ls),

tehat (K1 #Ks) ~ (Li#Ls).

Azt mar tudjuk, hogy C az 6sszefliggd uniéra nézve kommutativ, egységelemes félcsoport,
tehat csak azt kell belatni, hogy minden csoménak van inverze. K ~ K miatt K#m(K) sima
metszetcsomo, vagyis C-ben az egységelemet reprezentalja. Tehat azt kaptuk, hogy tetszdleges

K csomoénak 1étezik inverze (a konkordizmus csoportban), mégpedig — K = m(K). O

1.22. Megjegyzés. A C Abel csoportot a csomék konkordizmuscsoportjanak nevezik. A késébbi-
ekben a muveletet # helyett egyszeriien + jellel fogjuk jelolni.

1.23. Definicid. Legyen ¥ a K csomo egy Seifert feliilete. Az U < Hy (X, 7Z) részcsoportot Alexander-
trividlisnak nevezziik, ha X egy S Seifert formdjinak az U-ra torténdé megszoritdsinak trividlis
(konstans 1) az Alexander polinomja, azaz ha a V mdtrix reprezentdlja az S|yxy formdt vala-
milyen bdzisban, akkor det (t%V—t_%VT) = 1. A K csomé algebrai génuszdt az alabbi médon
definidljuk :

rank(U)

ga(K) = min {g(E) - 0¥ =K, U<H(X,Z)Alexander trividlis részcsoport} .

1.24. Allitas. A fent definidlt génuszok mind szubadditivak, azaz tetszdleges K, és Ko csomé
esetén

g(K1#Ks) < g(K1) +9(K2),
ahol g € {93, 91, 9t: Ges Ga}-

Bizonyitds. Az egyenlétlenség a g3, g4 és g; génuszok esetén abbdl kovetkezik, hogy a K;-hez il-
letve a K»-hoz tartozé megfelelo feluleteket a peremiik egy kis részénél 6sszeragasztva megfeleld
feliiletet kapunk a K;# K5 csoméhoz. (Jeloljik a X1-b6l és Xo-b6l készitett feliiletet X1435-vel.)

g3 szubadditivitasabol adédik g. szubadditivitasa is:
9e(K1#K2) < g(X15%2) = 9(31) +9(32) = ge(K1) + gc(K2),
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ha a ¥; feliileteket gy valasztjuk, hogy ¢(X%;) = g.(K;) teljesiiljon (i = 1,2). Tovabba ha U; és U,
a K; és a Ky csomok egy-egy Alexander trividlis részcsoportjai, akkor Uy & Us a K1# K5 csomo

Alexander trivialis részcsoportja lesz, igy

rank(Uy) +rank(U: rank(U rank(U:
Ga(K1#K2)<g(X1532)— () 5 ( 2)29(21)—2(1)+g(22)—2(2)=9a(K1)+9a(K2)a
31, 29, Uy és Us megfelel6 valasztasaval. O

1.25. Megjegyzés. A g3 génuszra az additivitds is igaz, azaz g3(K1#K2) = g3(K1)+ g3(K2), ldsd
példdul [7, 2.4 tétel].

2. Freedman tétele

Legyenek A és B komplementer dimenzids, iranyitott, zart sokasagok az M iranyitott, zart
sokasagba immertalva, azaz tekintsiikk az f: A+ M és g: B3 M immerzidkat, ahol dim A +
+dim B = dim M. (A jelolések egyszertisitése érdekében f(A)-t f-fel, g(B)-t pedig g-vel azonosit-
juk.) Alkalmazzuk f és g metszési indexére az f - g jelolést. A kovetkezékben a metszési indexet
szeretnénk altaldanositani olyan médon, hogy a Z[r| csoportgytriibe képezzen, ahol 7 = m (M) a
bennfoglalé tér fundamentalis csoportjat jeloli. Ezt a metszési indexet A\(f, g)-vel fogjuk jelolni,
és ekvivarians metszési indexnek nevezziik.

Az ekvivarians metszési indexet csak egyszeresen 6sszefiiggé immertalt sokasagokra defini-
aljuk, igy tegyiik fel, hogy A, B és M 0Osszefiiggd, tovabba A és B egyszeresen 6sszefiigg6 sokasa-
gok. Tekintsiik az f Ng halmazt. A transzverazitasi tétel miatt feltehetd, hogy ez nulldimenziés
(kompakt) sokasag, azaz véges sok pontbél all. El6szor rogzitsink egy zo € fNg pontot és egy
Nwo : I — M gorbét, amely M bazispontjabdl indul, és z¢-ban végzodik. (fNg = () esetén legyen
A(f,9)=0). Minden z € fNg ponthoz hozzarendeliink egy h, €7 és egy ¢, € {—1,1} elemet az aldbbi
moédon. Vegyiik az of, , 3;° : I — fUg, gorbéket, melyekre o (0) = 5;°(1) = zo, aj, (1) = 5;°(0) =z,
ag, C f és B30 C g feltételek teljesiilnek, tovabba megfelel6 a5 C A és B¥ c B gorbékkel gy =
= foayg, és B =go B0, Legyen hy = [, * o * B0 * 7z, |, vagyis az adott hurok altal reprezentalt
fundamentalis csoportbeli elem (a x jel az 0sszeflizésre utal). (Az o, és B§0 gorbék létezését a
jol-definialtsag bizonyitasaban fogjuk kihasznalni.) Az ¢, pedig legyen 1, ha f és g z-beli érin-
toterei (ilyen sorrendben) az M iranyitasa altal meghatarozott iranyitassal generaljak M z-beli

érintoterét, ellenkezo esetben pedig legyen ¢, = —1.

2.1. Definicid. A fenti jelolésekkel az f: A3 M és g : B M immerziék képeinek ekvivaridns

metszési indexét a

A(fug):: 2{: ezhy

zE€fNg

képlettel definidljuk.

2.2. Allitas. A \(f,g) € Z[r| ekvivaridns metszési index m-beli elemekkel térténd jobbrol, illetve

balrdl szorzds erejéig jol definidlt.

14



Bizonyitds. f és g legyenek elészor transzverzalisak egymasra. Tegyiik fel, hogy 7., helyett egy
n'xo gorbét valasztunk. Ekkor tetszéleges x € fNg pontra

[77;0 * aio * 33° *7_7;:0} = [?72;0 * T * N *aio * B30 * Ny *7733077;0] = [77/10 * T [N * O‘go * B30 * o) [77;0 *ﬁmo]_l

teljesiil, tehat \(f, g) konjugélas erejéig fiiggetlen n,, megvalasztasatol.
Most valasszunk z( helyett egy masik z(, € fNg pontot. Ekkor tetszéleges = € fNg pontra

xh zh o _ _ _ xh o _
[nxf) *aig * Oz *nxf)] = [%6 *O‘zg *aio *5550 */8938 *773[:6} = [an] * aig *77500} [77560 *Ozio *18;0 *7710] [7710 *Bﬂﬁg *Uzg]’

amely bizonyitja, hogy A\(f, g) balrél illetve jobbrdl szorzas erejéig fiiggetlen z(p megvalasztasatol.

Mivel A és B egyszeresen dsszefiiggd, \(f, g) fiiggetlen az o} és 3;° (vagyis az aj, és Bjo)
gorbék megvalasztasatol.

Ha f és ¢ nem transzverzalis egymasra, akkor jol ismert, hogy példaul f egy regularis ho-
megvalasztasatol. Ehhez elegendé belatni, hogy regularisan homotép fo, f1: A% M, g-re transz-
verzalis immerziékra A(fo, g9) = A\(f1,9).

Legyen H:Ix A— M egy regularis homotépia fy és f1 kozott (amelyrdl feltehetd, hogy minden
t € I-re H(t, A) transzverzalis g-re). Eloszor belatjuk, hogy ha fyng két, =1 és x2 pontban kiilon-
bozik f1Ng-t6l (példaul f1Ng=(foNg)U{x1,xz2}), akkor h,, = h,, és e,, = —&,,. Utdbbi egyenloség
jol ismert, az eldbbi belatasahoz pedig vegyiik észre, hogy a h,, és h,, elemeket definialé hurkok
homotoépia erejéig csak egy olyan f107, goo, x1 és xo kozotti gorbékben kiilonboznek egymastol,
ahol v C A és 0 C B. A H homotopia segitségével kaphatunk egy végpontokon kotott homotopi-
at fio+ és egy g-beli gorbe, nevezetesen a gN H (I, ) kozott. Konnyen meggondolhaté, hogy ez a
gorbe el6all gos alakban, megfelelé 6 C B gorbével (abban az esetben is, ha H(I,~) esetleg g tobb-
szOros pontjait is metszi). Az altalanossag megszoritasa nélkiil felteheto, hogy z, és x5 egyszeres
pontjai g-nek, ebbdl pedig kapjuk, hogy & és o végpontjai megegyeznek, igy 6k B-ben kototten
homotépok. Osszességében kaptunk egy végpontokon kotott homotépiat f; o0+ és goo kozott. Ha a
H homotépia soran H(t, A)Ng halmaz pontjai "mozognak", a fenti gondolatmenethez hasonléan,

a H homotopia biztositja a megfelel6 gorbék kozti homotopiat. O

2.3. Megjegyzés. A definiciéban szerepld jelolésekkel

Mo, /)= (=D)"exh; ",
zEfNyg
ahol n € N a dimenzidktol fiiggd konstans. Tehdt dltaldban \(f,g) # A(g, f), igy az ekvivaridns
énmetszési index nem definidlhaté Z[r)-beli elemként. Tekintsiik a h— (—1)"h~!, h € w elemek
dltal generdlt I <Z[r] idedlt. Ekkor az ekvivaridns onmetszési index egy “I™) /| gytiriibeli elemként
definidlhaté. A tovdbbiakban az ekvivaridns onmetszési indexet ebben a faktorgyiriben fogjuk

érteni.

Legyen M egy 4-dimenziés iranyitott kompakt sokasag, egy rogzitett p bazisponttal, és te-
kintsiik az [f],[g] € m2(M) elemeket, melyeknél feltehetd, hogy £, g: S? ¢ M fiiggvények immer-

ziok. (A tovabbiakban a "[.]" zargjelet elhagyva fogunk hivatkozni a megfelel6 immerzié altal
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reprezentalt homotopiacsoport elemére.) Ebben az esetben A(f, g) nem csak bal illetve jobbszor-
zas erejéig definialhaté, hanem jol meghatarozott, Z[r|-beli elemként is (7 =7 (M), ahogy eddig),
mivel z¢ € fNg pontot valaszthatjuk a p bazispontnak, az 7n,, utat pedig a konstans utnak.

Jol ismert, hogy a fundamentalis csoportnak megadhato egy hatasa a tobbi homotépiacsopor-

ton, és igazolhatok a kovetkezo6 egyenloségek.

2.4. Allitas. Minden f,g,h € mo(M) és v €  esetén teljesiilnek az aldbbiak :
* A(f+g,h) =Af,9)+ g, h),
* A(v-f.9) =7 A/, 9);
o Mfiv-g)=Af9) 7"

Bizonyitds. ) additivitasa trividlisan teljesiil. dim y+dim g=1+2<4 miatt feltehet6, hogy yNng=0,
igy amikor ~- f elemet immerziéval kozelitjiik, feltehet6, hogy a y-nak megfelel6 rész diszjunkt
g-t6l. Tovabba kénnyen adédik, hogy A(y-, g) szamoldsdaban megjelend h,-ek megegyeznek a vh,-
ekkel, ahol h,-ek a A(f, g) szamolasanal megjelené elemek. Ebbdl mar egyszeriien adédnak a

homogenitasra vonatkozé egyenloségek. O

2.5. Megjegyzés. Meggondolhatd, hogy az ekvivaridns metszési index dltaldnosithaté kompakt
peremes sokasdgokra is: ha A, B, M kompakt, esetleg peremes sokasdgok, akkor az f : (A,0A) &
(M,0M) és g:(B,0B)% (M,0M) immerziok \(f, g) ekvivaridns metszési indexe (peremet perembe

képezd reguldris homotdpia erejéig) a fentiekkel analég médon definidlhato.

2.6. Definicié. Legyen N egy 4-dimenzids, peremes, kompakt sokasdg, és /\;:(D?,0D?)% (N,ON)
a korlap immerzidi. A N\; immerziok dudlis gombjeinek nevezziik azokat az f;: S> & N tiiskézett
(azaz a normdlnyaldb egy rogzitett trivializdldsdval elldtott) immerzidkat, melyekre \(f;, A\;) :(5? s
ahol
512{ lem(N) ha i=jy,
’ 0 ha i .

A kovetkezo6 lemma alapjan a dulalis gombok 1étezésének igazolasahoz nem kell kozvetleniil

a dualis gémboket megkonstrualni.

2.7. Lemma. A A\;: D?> % M immerziékhoz (ahol M egy 4 dimenziés kompakt sokasdg) pontosan
akkor léteznek f; dudlis gombok, ha léteznek olyan g; : S*> & M tiiskézett immerzick, amelyekre

A(gi, i) = 1 minden i-re, és i < j esetén \(g;, ;) =0.

Bizonyitds. Legyen f| := g1, és

i—1
fir=gi=>_ Agir %) f
k=1
ahol az f;, g; immerzidkat w2 (M)-beli elemként tekintjiik. Felhasznalva a allitast, egyszeri
szamolassal adédik, hogy f;-k dudlis gombjei lesznek a A; immerziéknak. O

2.8. Tétel (Freedman beagyazasi tétele). Legyen N egy 4 dimenzios peremes sokasdg és /\; :

(D%, SY) o (N, ON) véges sok immerzid, melyek a peremen bedgyazdsok, tovdbbd tegyiik fel, hogy
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MDA, Aj) = 0 minden i, j-re. Ha N fundamentdlis csoportja "jo", és léteznek dudlis gombok a
A\; immerziékhoz, akkor létezik olyan, a peremen kotott homotdpia, amely a /\;-ket pdronként

diszjunkt, topoldgikusan lapos bedgyazdsokba viszi dt.

2.9. Megjegyzés. e Freedman tételének 4-nél magasabb dimenziokra vonatkozo vdltozata is
igaz, kevesebbd feltétellel: a dudlis gombok létezése nem sziikséges. Ez a vdltozat egyszeriibb
a 4-dimenzids esetnél, és a Whitney triikk alkalmazdsdval bizonyithato be (ismert, hogy 4-

dimenziéban a Whitney triikk nem miikodik).

nezn

e Az N sokasdg fundamentdlis csoportjdra vonatkozo "j6” feltétellel jelen dolgozatban nem
foglalkozunk, csupdn annyit jegyziink meg, hogy a feloldhaté csoportok jonak szdmitanak,

és az dltalunk vizsgdlt konkrét esetben 1 (N) =7 fog teljesiilni.

e Ismert, hogy a dudlis gombok létezése valéban sziikséges feltétel. Azonban még nem ismert,

hogy a fundamentdlis csoportra vonatkozé feltevés valéban sziikséges-e.

3. Csomok trivialis Alexander polinommal

A fejezet célja a kovetkezo tétel bebizonyitasa, Freedman tételének felhasznalasaval.
3.1. Tétel. Ha a K csomora Ak =1 teljestil, akkor g,(K) =0, azaz K topoldgikus metszetcsomo.

Latni fogjuk, hogy a bizonyitas egyik kulcslépése a Seifert matrix megfelelé alakra hozasa.

El6szor ezzel kapcsolatban bizonyitunk egy lemmat.

3.2. Lemma. Legyen ¥ C S° a K csomé g génuszu Seifert feliilete. Ekkor létezik olyan bdzisa

Hy(X,7Z)-nek, melyben a Seifert forma mdtrixa az aldbbi alaki :

0
Masq Vg—d
J 0
0
U1
vl g 0 0
0
0 0 1 0
vl 0
i 00 00 |

ahol Myy € 72324 det Mog # 0, és v; € Z29~% oszlopvektorok, tovdbbd d = deg A .

Bizonyitds. Legyen My, a Seifert forma maétrixa egy tetszdleges bazisban. Ha det My, # 0 akkor
készen vagyunk, mivel ebben az esetben d = g. (A szimmetrizalt Alxander polinomban a 9 tag
egyiitthatéja pontosan det My,.) Ellenkez6 esetben megfelelé bazistranszformaciéval elérheté,
hogy M>, utolsé oszlopa csak 0-kat tartalmazzon, példdul véalaszthatunk egy primitiv elemet
M, magjabdl, és ezt kiterjeszthetjiik egy bazissa. Az allitas alapjan det(My, — MQTg) =1,

17



vagyis Moy — MzTg utols6 soraban levé elemek, (amelyek megegyeznek M5, utolsé sordban levd

elemekkel) legnagyobb kozos osztdja 1, vagyis léteznek ay, ..., azq—1 € Z szamok, melyekre
2g—1 2g—1
S (:L’Qg, Z aia:z) = Z aiS(ng,xz‘) = 1,
i=1 i=1
ahol z1,..., 2y, az aktudlis H,(X,Z)-beli bazis. Legyen z = Zfi Il a;x;, amely egy primitiv elem,

mivel az a; szdmok legnagyobb kozos osztéja csak 1 lehet. Kiegészitve a {z,z2,} halmazt egy
{yi,...,y29-2, 2, x25} bazissa, majd y; elemeket az y; = y; — S(x2,, ;)2 elemekre cserélve olyan

bazist kapunk, melyben a Seifert matrix

0

Mg o w1
0
ol £ 0
0 ... 0 1 0

alakd, ahol My, € Z(2972x(29-2) ¢ €7, és vy, w) € Z29~2 oszlopvektorok. Hajtsunk végre egy tGjabb

bazistranszformaciét, legyen y; =y, — (w; —v;)xoy minden i =1,...,2g—2 esetén, 2’ = z —Exyy, és
tekintsiik a {y7,...,v5, 9,2, 724} bazist. Egyszerli szamolds mutatja, hogy ebben a bazisban a
Seifert forma matrixa
0
Mg U1

0

vf 0 0

0 ... 0 1 0

alakd, megfeleld Mo, o€ Z(29~2)%(29-2) matrixra. Igy indukciéval adédik a Seifert forma matrixa-
ra vonatkozé allitas. A d = deg A\ i egyenl6ség pedig azonnal adédik az Alexander polinom fenti

formaja Seifert matrixbdl torténé kiszamitasabol:
AK(t) =det (t% Moy — t_%M;;i) .
O

3.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitdsban az My, Seifert mdtrixszal kapcso-
latban csak azt haszndltuk fel, hogy det (May— My,) = 1 teljesiil. Tehdt ha My, helyett a Seifert
formdnak csak egy U < H, (X, Z) Alexander trividlis részcsoportra valo megszoritdsdnak mdtrixdt

vizsgdljuk, a fenti lemma tovdbbra is érvényben marad.

A[31|tétel bizonyitdsa. Valasszunk egy g génuszi ¥ C S° Seifert feliiletet a K csoméhoz. A =1
miatt a[3.2|alapjan valamilyen {z1,y1, ..., 24, y, tbazisban a V Seifert métrix
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[0 0 0 |
o | N o 0
ng_l 0 0 VU1
0 0 1 0 0
vf 0
I 00 0 0 |

alakd. V —v7T — é < (1) _01 > miatt {x1,y1,...,24,yy} egy algebrai szimplektikus bazis (1asd
definicio). Tehza’:t1 a fuiggelékben talalhaté [8.6]allitas alapjan léteznek olyan sq,1l1,...,84,l, C X
osszefliggo, egyszeru, zart gorbék, amelyek geometriai szimplektikus bazist (1asd definicio)
alkotnak, és amelyekre [s;] = v, [li] = x; teljestul.

Tekintsiik a ¥ feliiletet a ¥/ = ¥ x {1}UK x [1,1.5] C ng[0’1'5]/sgx{0} = Dj; feliilet részeként.
Tovabba rogzitsiik a X feliilet v(X C Dj ;) normélnyalabjanak v(X C D};) 2 v(S% C Dy5) xv(S C
C S3) = R? trivializacigjat, és tekintsiik ¥-nak ezzel a trivializdciéval koordinatazott ¥ x I; x
x Is csészerd kornyezetét, ahol I} = [0.9,1.1], és Is = [—¢, ¢], elegendben Kkicsi ¢ > 0 szamra. Ilyen
jelolések mellett egy o C ¥ gorbe jelentse az a x 1 x 0 gorbét, o' pedig az a x 1 x ¢ gérbét. Legyen
N = D!\ W, ahol W a 5’ feliilet D ;-beli csészerit kirnyezete, melyben a ¥ C 5'-nak megfelel6
csoszera kornyezet X x I; x Is.

Vegyiink olyan A;: (D?,8D?) % (N, dN) immerzidkat, melyekre A;(9D?) =s!, A;(D2 ;) C Di s,
tovabba az r sugaru S} kérokre r € [0.5,1] esetén A;(S}!)=s; xr xe. Ilyen immerziék valéban létez-
nek, péld4ul az **[0:11xe/ s;x0xe Kupokat a cstucsokndl médositva megfelel6 immerziékat kapunk.
Azt szeretnénk belatni a Freedman tétel alkalmazasaval, hogy ezek a /\; immerziék a peremen
kotott regularis homotépiaval N-ben paronként diszjunkt topolégikusan lapos beagyazasokba
vihetok at. Ebbol mar kovetkezne, hogy X1 az s; gorbék mentén atmiithet6 egy topolégikusan
lapos 0 génuszu feluletté, vagyis g¢(K) = 0 teljesiilne. Tehat mar csak a Freedmann tétel kritéri-
umainak teljesiilését kell ellenorizni.

AVRVAVES lk(sj, s}) = lk(s;, s;) =S(yi,y;) =0
teljesiil, és A;NA; része a D ; golyonak, azaz N egy egyszeresen dsszefiiggd részének, igy létezik
g€ mi(N), melyre A\(A;, Aj) = (A;-Aj) g=0.

Belatjuk, hogy N fundamentalis csoportjara vonatkozoé feltétel teljesiil, pontosabban hogy
m1(N) = Z. Elészor a Hi(N,Z) homolégiat szamoljuk ki az Alexander dualitas segitségével (vagy
az[5.2]lemmabdél):

H{(N,Z)= H*(Y,0%) = Z.

Tovéabba feltehetjiik, hogy a D - golyon értelmezett f sugarfiiggvény Y-ra vett megszoritdsa egy
Morse fiiggvénye Y-nak, ennek kritikus pontjaibdl nyert cellafelbontas komplemeter felbontasa
adja N alabbi cellafelbontasat:

e 0 cella: 1 darab (origé),
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e 1 cella: 1 darab (X minimuma),

e 2 cella: 2¢g darab (X egy indexi kirtikus pontjai).

Tehat N homotépikus ekvivalencia erejéig egy S'-hez ragasztott 2g darab D? kérlap. A D? ra-
gasztéleképezéseinek foka csak O lehet, mivel ellenkezo esetben 71 (V) = Z,, teljesiilne valammi-
lyen n € Z szamra, ez pedig ellentmond annak, hogy H;(N,Z) = Z. Tehat az 6sszes ragasztole-
képezés foka 0, igy N homotép ekvivalens egy S' és 2g darab S? csokraval (egyponti uniéjaval),
amibdl kovetkezik, hogy 71 (N) = Z.

Még hatravan a dudlis gombok megkonstrualasa. Ehhez tekintsiik az alabbi T; C N beagya-

zott téruszokat, amelyekre
T;:=1; xS}, ahol S} :=[0.8,1.2] x {—2¢,2e}U{0.8,1.2} x [~2¢,2¢].

A T; téruszok a A; korlapok dualisai, abban az értelemben, hogy [T;NA ;| =|(l;Ns;) x 0.8 xe| = 53
Ezen téruszok segitségével konstruéljuk majd meg a duélis gémboket. Vegyiink olyan A%: D3 ;&
N immerzidkat, melyekre AL(OD2g) =1; x 0.8 x0 C T;, Ai(D3 ;) C Dg 5, tovabba az r sugard S;
korokre r€[0.5,0.8] esetén AL(S})=I; xrx 0. Ezutén tekintsiik az S;=[; x0.8 x [—¢,0]CT; szalagot, és
vegyiink fel egy origén atmené H C R* hipersikot, amely nem metszi W-t és a /\; korlapokat. Az
lk(1;, lj)zO feltétel miatt S; két peremének egymassal vett hurkolédasi szama 0, igy egy megfeleld
L:S'x I xI— S°reguléris homotépidval S; a standard médon bedagyazott S! szalagba vihetd 4t
(ehhez az Ik(l;, liT) =2k, k € Z feltétel is elég volna), tovabba felteheto, hogy S kozépvonala a H
hipersikban van, fala pedig meréleges H-ra. Valésitsuk meg ezt a homotépiat a S° x [0.8,0.9] C
C D* gémbgytirtben, és ragasszuk A/ U (T;\S;)-hez a peremének (azaz I; x 0.8 x —e-nak) az L
homotépia szerinti képét. Jeloljik az igy kapott korlapot A/-vel, tehat OA} az S! szalag egyik
pereme. Vegyiink fel egy (u1,us) tiiskézést A/-n. (Pontosabban, a (A})* (v(imA/ c D*)) nyalab
egy trivializacigjat, amely létezik, mivel D? felett minden nyalab trividlis.) Legyen T € End(R*)
a H hipersikra torténé tiikrozés. Tekintsiik a g; = A7 US;UT(AY) gombot, ahol a ragasztast a
peremek mentén végezziik, illetve a 7'(A/) immertalt kérlapon vegyiik a T'o(u;, ug)oT tiiskézését.
Mivel D* sugérirdnya, és az S szalag normélvektora fixpontjai T-nek (illetve ezek generaljék a
v(S! C D*) normdlnyalébot), S/ peremein kapott tiiskézések megegyeznek, abban az értelemben,
hogy = € 0S/NAY esetén (u1(x), uz(x)) = (T'(ui(x)), T'(uz(x))). Ebbol kivetkezik, hogy a tiiskézés
kiterjeszthet6 S.-re, tehat g; tiiskézhetd, tovabba g; C N. Mivel i < j esetén [k(l;, sj) = S(xi,y;) =
szarmazo része nem metszi Aj-t; tovabba T'(A)NA; =0 is teljesiil a H hipersikra vonatkozé
feltétel miatt. Osszességében azt kaptuk, hogy i < j esetén g; NA; = (AUT;)NAj, és ennek a
metszetnek a AN A; része benne van D] .-ben, azaz N egy egyszeresen osszefiiggé részében.

Ezek alapjan az ekvivarians metszési indexek i < j esetén
Mgi, Dg) = 81+ (A Dj)h = 8 +1k(li, sT)h = 6,
ahol h € w1 (N). Vagyis
Mgi, i) =1, és Ny, Aj)=0, ha i<y,
tehat a lemma alapjan léteznek dudlis gémbok a A; kérlapokhoz. Ezzel belattuk a[3.1] tételt.
O
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4. Az algebrai és a topologikus génusz kapcsolata

Az el6z6 fejezetben belattuk, hogy trivialis Alexander polinommal rendelkezé csomék topo-
logikus metszetcsomok tétel). Ennek egy altalanositasanak tekinthet6 az az allitas, amely
szerint az Alexander-polinom foka feliilrdl becsli a topolégikus génuszt. Ebben a fejezetben egy
ennél erosebb allitast fogunk bizonyitani, nevezetesen azt, hogy az algebrai génusz feliilrol becsli
a topolégikus génuszt.

El6szor azt latjuk be, hogy az Alexander polinom fokat alulrél becsli az algebrai génusz.
4.1. Allitas. Minden K csoméra g,(K) < deg Ak.

Bizonyitds. Legyen ¥ a K csomé egy g génuszu Seifert feliilete. Vegyiink fel egy {z1,..., 22}
bazist H,(X,Z)-ben, amelyben a Seifert matrix lemmabeli alakd. Ekkor U = (z441, .. .,224)

Alexander-trivialis részcsoport, és g — %’“(U) =d. O
4.2. Tétel. Minden K csomora g:(K) < gqo(K).

Bizonyitds. Legyen > a K egy g génuszu Seifert feliilete, és U < H;(X,Z) Alexander-trivialis
részcsoport, amelyre g,(K) = g—k, ahol k = %’“U) A m megjegyzés alapjan felveheté U-ban

egy olyan x1,vy1, ..., 2, yr bazis, melyben az S|y« forma My, Seifert matrixa
_ 0 ;
Vk—1
0
vl 0 0 vy
0 0 0 0
vl 0 0
i 0 0 00 ]

k

0 —1

alakd. Mivel My, — Msz = @ < Lo ), igy x1,91,. .., %k, yr gy algebrai szimplektikus bazis
i=1

U-hoz. Emellett az z1,y1, ..., z, yi elemek primitivek H; (3, Z)-ben. Ugyanis ha példaul z; = na,
valamilyen n € Z szdmra és a € H;(3,Z) elemre, akkor 1 = z;-y; = n(a-y;) miatt csak |n| =1
lehetséges.

A fiiggelékben talalhaté allitas alapjan az xz1,41,...,zk, yx elemek reprezentalhatok a
V1,01, ...,k Ok €gyszerq, zart, osszefliiggé gorbékkel, amelyek U egy geometriai szimplektikus
bazisat alkotjak. A[8.3megjegyzés alapjan ez a bazis kiterjesztheté megfelel6 vi 11,0411, ..., 79, 0y
gorbékkel a H;(X,7) egy geometriai szimplektikus bazisava.

Tekintstik az F'=%\{v1,01,...,7g,04, K } feliiletet. Vizsgaljuk meg mi toérténik, amikor >-t fel-
vagjuk a 71, majd a o1 mentén. X\~ Osszefiiggd, ellenkezo esetben ; nullhomolég lenne. Tehat v,
elhagyasaval olyan feliiletet kapunk, melynek génusza eggyel kisebb X génuszanal, és a pereme
hérom S'-gyel homeomorf komponensbél 4ll, amelyek koziil kettét osszekot a oy gorbe. Igy o1-et
is elhagyva olyan I feliiletet kapunk, amelyre g(Fy)=g(X)—1, és 0F; = S'UOY. Most hagyjuk el

F1-bol a ~, és oo gorbéket. Az el6z6 esethet hasonléan Fi\ v, 6sszefiiggd, mivel ellenkezo esetben
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x9 eléallna x; és y; linearis kombinacigjaként. oo gorbét is elhagyva kapjuk az F; feliiletet, mely-
re g(Fy) = g(Fy)—1, és OF, = S'TUOF). A fentiekbél indukciéval adédik, hogy F homeomorf a g+ 1
pontban kilyukasztott S?-vel. Emiatt létezik olyan L C ¥ egyszerti, zart, 6sszefiiggd gorbe, amely
nem metszi a 7;, 0; hurkokat, tovabba ¥\ L a ¥; és Y, 6sszefiigg6 feliiletek diszjunkt unigja, ahol
{m.01,- o, ok} C Xy, illetve {vi41,0k41,- .., 7,04, K} C 3o teljesiil. A konstrukeié alapjan 3
az L csomé Seifert felilete, tovabba U = Hy (X1, Z), igy az L csomé Alexander polinomja trividlis.
A tétel alapjan létezik olyan A : D? — D* topolégikusan lapos bedgyazas, amelyre 0A = L.
Tekintsiik a ¥/ = AUY, feliiletet, ahol a ragasztast L mentén végezziik (és Yo\ K-t a D* belsejé-
be toljuk). Igy kapunk egy ga(K) génuszi D*-be agyazott topolégikusan lapos feliiletet, amelyre
0% = K. Ezzel belattuk a[4.2 tételt. O

[1] ravilagit arra, hogy a ¢;(K) < g,(K) egyenlétlenség valoban erésebb becslést ad a topo-
légikus génuszra, mint a g,(K) < deg Ak becslés. A hetedik fejezetben latni fogjuk, hogy térusz
csomok esetén a g;(K) < deg Ak becslés nem ad 14j informaciét, mivel ebben az eseben deg A i =
= g3(K), a g+(K) < g3(K) egyenldtlenség pedig nyilvanvalé. Azonban bizonyos térusz csomoék
esetén a ¢,(K) < g3(K) szigoru egyenlotlenség teljesiil, amelybol kovetkezik, hogy ezekre a cso-
mokra ¢:(K) < g3(K). Pontosabban, igaz az alabbi allitas (a bizonyitas [1]-ben talalhato).

4.3. Allitas. Térusz csomékra igaz az aldbbi egyenldtlenség :

9T 4
5

<
n,m—oo g3 (T(n, m)) -

5. Fox-Milnor feltétel

Ebben a fejezetben belatunk egy sziikséges feltételt arra vonatkozélag, hogy egy K csomé

topolégikus metszetcsomo.

5.1. Tétel. [Fox-Milnor feltétel] Legyen K C S® egy topologikus metszetcsomé. Ekkor létezik olyan
f € Z[t] polinom, melyre

Ag(t)=fO) )
teljestil.

A fenti tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz néhany lemmara. Elészor is vegyiik észre, hogy
tetszoleges K C S3 csoméra H(S?\ K, Z) = Z teljesiil, tovabb4 a generator a K csom6 merididnja-
nak felel meg. Ez konnyen adédik példaul a csomék csoportjara vonatkozo Wirtinger reprezen-
taciobol.

5.2. Lemma. Tekintsiik a K C S® = 0D* csomdt és egy ¥ C D* topolégikusan lapos feliiletet,
melyre 0% = K. Ekkor az S3\ K — D*\X. bedgyazds izomorfizmust indukdl a Hi(S*\K,Z) =7 és a
Hi(D*\X,Z) homolégidk kozott.

Bizonyitds. Legyen N = ¥ x I? a ¥ feliilet egy D*-beli csészerti kérnyezete. A Mayer-Vietoris
tételt alkalmazva az N illetve D*\N terekre, és felhasznalva, hogy N N D4\ N = ¥ x 912, kapjuk
a kovetkezo egzakt sorozatot (a homolégidkat Z egyuitthatéval tekintve).

0= Hy(D*) — Hy (% I?) “2% Hy(N)® H (D\N) — H,(D*) =0,
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ahol i, és j, a megfeleléo bedgyazasok altal indukalt homomorfizmus. Az egzaktsag miatt tehat

i« @ Js 1zomorfizmus. Természetesen
Hy (X x 0I%) = H\(X)® H (0I?),

illetve i, (H1(81%)) =0, igy ix| g, (z) : H1(X) — H1(N) izmorfizmus, mivel Y deformécids retraktuma
N-nek. Vagyis j.| g, (or2) — H1(D*\N) is izomorfizmus, tehat generatort generatorba visz. H (91 )
generatorat viszont pontosan a K csomé merididnja reprezentalja, amibdl mar kovetkezik az
allitas. O

5.3. Lemma. Tekintsiik az fi: 3, — D* és fi : ¥ — D* folytonos leképezéseket, ahol ¥ és ¥ ird-
nyithato feliiletek. Tovabbd feltessziik, hogy f1(X1)Nf2(22)=0, illetve f; a ¥; hatdrdra megszoritva
homomorfizmus a K; C S® csomékra. Ekkor 1k(K1, K3) = 0.

Bizonyitds. Feltehet6, hogy az f; leképezések altalanos helyzettiek, azaz kettéspontokon kiviil
nincsenek maés szingularitasaik. Tekinsiink példaul egy p € f1(X;) kettéspontot. Lokalisan e ket-
téspont egy f1(¥1)-beli kis kérnyezete két altalanos helyzeti sik R*-ben. Ezen kis kornyezet
metszete egy p korili Df; goly6 Sg’ peremével két csomoboél all, azaz egy kétkomponensi L lanc.
A csomoékra vonatkozo [1.6| allitassal analég médon belathaté, hogy minden lancnak van Seifert
feliilete. Legyen ¥ az L lanc egy Seifert feliilete, majd fl(El)\Dé-ben L-hez ragasszuk oda >-t.
Ezzel megsziintettiik a p kettéospontot.

A fenti eljarassal, a kettéspontokat megsziintetve olyan D*- beli diszjunkt feliileteket ka-
punk, amelyek hatarai a K; csomék. Ebb6l mar kovetkezik, hogy (k(K;, K2) = 0. O

5.4. Lemma. Legyen K egy topologikus metszetcsomd, és D C D* egy topolégikusan lapos kérlap,
melyre 0D = K. Tovdbbd legyen ¥ C S® a K egy Seifert feliilete. Ekkor létezik olyan M C D*
irdnyithaté 3-sokasdg, amelyre OM =X UD és M NS3 =Y, és amelynek van M x [—¢,¢] C D* alaku

csdszert kornyezete.

Bizonyitds. Legyen N C D* a D korlap egy csészerti kornyezete, azaz N = D x I2. Meg fogunk
adni egy olyan ¢: DY\ N — S! C C leképezést, amelyre ¢! (1) lesz a keresett sokasag. Definialjuk
S3\N-en ¢-t gy, hogy X\ N egy S%-beli csészerii (X\N) x [—1,1] kornyezetén a [—1,1]-re torténd
projekcié és a t— e’ leképezések kompoziciéja legyen, S3\ N tobbi részére pedig konstans —1-ként
terjessziik ki. 9D%\ N tobbi részén, azaz D x 9I?-en pedig ¢ legyen olyan, hogy valamely p € 9I2
pontra ¢(D xp)=1és 1¢ ¢(D x (0I*\p)) teljesiiljon. (Ilyen kiterjesztése ¢-nek nyilvan létezik, te-
kinsiik példaul a 912 = S' azonositast.) ¢-t még ki kell terjeszteni int(D*\N)-re. Ehhez tekintsiik
D*\N egy szimplicidlis felbontasat. Legyen F egy int(D*\N)-beli 1-szimplexekbél 4116 feszité fa,
¢ ezen legyen tetszéleges. A tobbi 1-szimplexre terjessziik ki ¢-t az aldbbi médon. Ha Al egy
olyan 1-szimplex, amin ¢ még nincs definidlva, akkor vegyiink egy c 1-ciklust, amelyben A' és
F elemei szerepelnek. Ez a ciklus az lemma miatt homolég egy S\ N-ben levé ¢ 1-ciklussal.
Definialjuk ¢-t Al-en dgy, hogy ¢.[c] = ¢.[¢] € H1(S',Z) teljesiiljon. Ekkor ¢ a 2-szimplexekre is
kiterjeszthet6, mivel egy A? 2-szimplex esetén A2 homolég egy ¢ C S3\ N ciklussal, amely (az
lemma miatt) nullhomolég S3\ N-ben, igy ¢.[0A2?]=¢.[¢]=0. Mivel minden i >1 esetén tetszéleges

St — S1 leképezés pontrahtizhaté, ¢ kiterjed a 3- és 4-szimplexekre is.
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¢-t tekinthetjiik egy szimplicialis leképezésnek S' egy olyan felbontasara vonatkozélag, amely-
ben 1 € S! nem csucs. Ekkor a ¢~!(1) halmaz valéban egy 3-sokaség lesz, amelynek pereme XU
U (D x p), a megfelelé csészert kérnyezet pedig ¢~ !(.J) lesz, ahol J C S! az 1 elegendéen kicsi

kornyezete. O

5.5. Lemma. Legyen M egy kompakt, irdnyithaté 3-sokasdg, amelyre OM egy Osszefiliggo, g génu-
szu feliilet. Ekkor az i : OM — M bedgyazds dltal indukdlt i, : H1(0M,Q) — H1(M,Q) leképezés

magja egy g dimenzios vektortér.

Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi kommutativ diagrammot, ahol a sorok az (M, OM) térparra vo-
natkozo6 homolégiak, illetve kohomolégiak hosszu egzakt sorozatai, a fiiggoleges leképezések pe-
dig a Poincaré dualitasnak felelnek meg.

Hy(M,0M,Q) -% Hy(0M,Q) -  Hy(M,Q)

3 3 3

HY(M,Q) -5 HY(OM,Q) - H2(M,0M,Q)

Mivel Q oszthaté Abel csoport, tetszoleges A Abel csoportra Ezt(A, Q) = 0, igy az univerzalis
egyiitthatok tételének alkalmazasdval kapjuk, hogy H'(M, Q) a H;(M, Q) vektortér dudlisa, il-
letve i* az i, linearis leképezés dudlisa. Ebbol adédik, hogy ha r(.) jeloli a linearis leképezések
rangjat, akkor r(i,) = r(i*) (ez az egyenl6ség példaul abbél lathato, hogy ha i.-ot egy B matrix
reprezentalja egy rogzitett bazisban, akkor a dudlis bazisban i*-ot BT reprezentalja). Tovéabba,
mivel a fliggbleges nyilak izomorfizmusok, i, és § azonos ranguak. Az egzaktsag miatt pedig ¢

magja megegyezik i* képével, igy kapjuk, hogy
r(i*) = dim (H1(0M,Q)) —r(3) = 29 —r(ix),
osszességében tehat r(i.) = g, amibél az is kovetkezik, hogy i, magja szintén g dimenziés. O

5.6. Kovetkezmény. Létezik olyan [fi],...,[f2,] bdzis Hi(OM,Z)-ben, melyre [f1],...,[f,] elemek
nullhomolégok Hi(M,Q)-ban.

Bizonyitds. Felhasznalva, hogy tetszoleges A Abel csoportra T'or(A, Q) =0, az univerzalis egytitt-
haték tétele alapjan H,(0M,Q) = H(0M,Z)® Q. Legyen U < H,(0M,Q) az lemmaban levé
leképezés magja. Vegyiik ennek egy olyan bazisat, amely elemei H,(0M,Z)-ben vannak, és le-
gyen U<H 1(0M,Z) az ezen bazis altal generalt Abel csoport (nyilvan UeQ=U teljesiil). Ekkor
29 =4)=®8 /-, megfelels U < A <7 és U < B < Z*9 részcsoportokra, melyekre 4/~ szabad
csoport, B/ i pedig torzidesoport. Nyilvan B Q > U teljesiil. Tovabba ha b € B, akkor 1étezik n,
melyre nb € U,azazbeU vagyis B C U, de ekkor BQ < U is teljesill. Tehat BQ=U, igy B egy

bazisat véve, majd azt 4/ 7 bazisaval kiegészitve kapjuk a megfelelo bazist. O

5.7. Allitas. Legyen K egy topologikus metszetcsomd, és ¥ a K egy g génuszu Seifert feliilete.
Ekkor létezik olyan bdzisa H,(X,Z)-nek, melyben a Seifert mdtrix

(o 1)
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Bizonyitds. Legyen D C D* egy beagyazott korlap, melyre 0D = K. Az lemma alapjan léteik
olyan M sokasdg M x [—¢,¢] C D* alaku kérnyezettel, melyre OM = DUY. Legyen [fi], ..., [fag]
az kovetkezményben lev6 bazisa H;(0M,Z)-nek, tovabba reprezentaljuk |[f;]-t egy iranyitott,
egyszeru, zart, osszefiiggd gorbével. (Ilyen reprezentaciok léteznek a fiiggelékben talalhato [8.5
lemma alapjan.) Mivel i < g esetén [f;] nullhomolég H;(M,Q) = H,(M,Z) ® Q-ban, 1étezik n; >
>0, melyre n;[f;] nullhomolég H; (M, Z)-ben. Reprezentaljuk n;[f;]-t n; f;-vel, azaz f;-nek n; darab
példanyaval. Tehat n; f; a hatara egy M-beli 2-lancnak, ebbol kovetkezik, hogy hatarol egy im-
mertalt, iranyithaté X; feliiletet M -ben. Tovabba feltehetd, hogy n; ff pedig hatara a ZZT =Y;xeC
C M x ¢ feliiletnek. Igy az lemma alapjén 0=1k(n; f;,n;f]) =nin;lk(fi, f]), tehat Uk(f;, f1) =0,

amelybol mar kiovetkezik az allitas. O

Az [p.1|tétel bizonyitdsa. A[5.7]allitasbél mar kovetkezik az [5.1]tétel, ugyanis A (t) egyenld a

matrix determinansaval, azaz
1 _1 .7 1 -1,57 T -1 T
Ag(t) = (—1)7 det <t2P—t 2Q )det <t2Q—t 2P ):det (tP—Q")det (t7'P-Q").
O

Az allitas segitségével az is konnyen belathaté, hogy egy topolégikus metszetcsomé szig-
naturafiiggvénye 0.

5.8. Allitas. Ha K egy topolégikus metszetcsomd, akkor o, (K) = 0 minden olyan w € S! esetén,

amely nem gyocke N -nak.

Mivel o, (K) egy szimmetrikus regularis matrix szignatiraja, amely tekinthet6 egy szimme-
rikus nemelfajuld, az elsé valtozéban linearis, a masodikban pedig antilinearis formanak, az
allitas egybol kovetkezik az[5.7) allitasbél és az alabbi lemmabdl.

5.9. Lemma. Legyen V egy 2n dimenziés komplex vektortér egy 3 :V x V — C nemelfajulo, elsé
vdltozoban linedris, mdsodikban antilinedris formdval, amely V egy n dimenzids alterén eltinik.

Ekkor o(8)=0, azaz ( szignaturdja 0.

Bizonyitds. Legyen U<V olyan n dimenziés altér, amelyen 3 eltinik. Tekintsiink egy u1, ..., u, €
€U bazist és egy veV vektort, amelyre 3(u;, v)#0 teljesiil. (Ilyen v vektor 1étezik a nemelfajultsag

miatt.) Legyen W az u; és v vektorok altal generalt altér. Ekkor |y méatrixa az ui,v bazisban

0
B = < ¢ ) alakd, megfelel6 a,b € C, a # 0 szamokkal. det B < 0 miatt 3|y nemelfajuld, és

a b
o(B|W) = 0. Tekintsiik a 2(n — 1) dimenziés W+ alteret, amelyben az u; — g((siz))ul, i=2,...,m
vektorok egy olyan n— 1 dimenziés alteret feszitenek ki, amelyen 3 eltiinik. Igy n-re vonatkozé
indukcioval adddik az allitas. O
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6. Torusz csomok linearis kombinacidja

Tekinsiik a € ® Q (mint Z feletti modulusok koézotti) tenzorszorzatot, amely egy vektortér Q
felett. Informalisan, C® Q halmaz elemei véges sok konkordizmusosztaly racionalis egytitthatés
linearis kombinaciéi. Ezen a vektortéren fogunk egy szeminormat definidlni a konkordizmus

génusz segitségével.

6.1. Definicidé. A K csomé stabli konkordizmus génuszdnak hivjuk a

() = tim )

n—00 n

hatdrértéket.

6.2. Allitas. A stabil konkordizmus génusz jol-definidlt, és
go(K) = inf {gC(ZK)\ ne N} .

Bizonyitds. A konkordizmus génusz szubadditiv (lasd allitas), igy g.(nK) < ng.(K) teljesiil,

tehat tetszoleges n, és m mellett

ge(nmK) < nge(m)K e ge(mK)
nm T~ nm - m
Legyen L = inf {%\ neN } Ekkor minden ¢ > 0 szamra létezik N € N, melyre w <L+

+ 5. Tetszbleges n € N szamot felirhatunk n = aN +b alakban, ahol 0 < b < N. Legyen tovabba
B =max{g.(bK)| 0<b< N}.Ismét kihasznalva g. szubadditivitasat,

ge(nK) < age(NK) = g.(bK) < gc(NK)+£ §L+E+£
n aN+b  aN+b N aN 2 aN

adédik. Ha n olyan nagy, hogy % < 5 teljesiil, akkor

n

< L+se,
azaz a konkordizmus definicjaban szereplé hatararték létezik, és megegyezik L-lel. O

A fentiek alapjan az is adddik, hogy a stabil konkordizmus génusz homogén, azaz k €N esetén

ge(kK) = lim 9e(kE) _ iy M’;K):k iy Je(nkK)

= kgl (K).

C
k < 0 esetén pedig

9e(kK) = go(=k(=K)) = —kg: (= K) = —kg.(m(K)) = —kgc(K),
tehat 6sszességében g.(nK)=|n|g.(K) tetszoleges n € Z és K csomo esetén. Terjessziik ki a stabil
konkordizmus génusz fiiggvényt a C® Q vektortérre, a

p (pK> _ 9:(pK)

q lq|

képlet segitségével (ahol p, g€ 7Z). Az elézéek alapjan g’ egy szeminorma CRQ-n. A stabil konkor-
dancia génusz megértését segiti, ha meghatarozzuk az altala indukalt egységgolyot a C® Q tér
alterein. A tovabbiakban a kovetkezo tételt fogjuk bizonyitani, amely legjobb tuddasunk szerint

még nem all rendelkezésre az irodalomban.
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6.3. Tétel. Legyen T'(p, q), és T'(r, s) két olyan torusz csomo, amelyekre nem léteznek olyan a, b, c, d>
> 1 egész szdmok, melyekre a|p,blq, c|r,d|s, illetve ab = cd teljesiil. Legyen tovdbbd B a két torusz

csomd dltal generdlt altéren a null-elem koriili zdrt egységgolyo. Ekkor

B = {l‘T(p, Q) +yT(T? S) | T,y € @7 deg(AT(p,q))‘:d +deg(AT(r,s))|y| < 1} .

6.4. Megjegyzés. Ebben a fejezetben egy K csomo Ay Alexander polinomjdn a det(tV —V7) po-
linomot fogjuk érteni. Az Alexander polinom foka jelentse tovdbbra is a szimmetrizdlt Alexander

polinom fokdt.

6.5. Megjegyzés. A hetedik fejezetben beldtjuk, hogy Arp, 4 (t) = %

hogy a Arq, 4) polinomot kifejezhetjiik a ¢, n-edik korosztdsi polinomok segitségével :

AT(p,q) = H ¢ab-

alp,a>1,blq,b>1

Konnyen ldthatd,

Ebbdl a felirdsbdl ldtszik, hogy a fenti tételben a térusz csomokra megfogalmazott feltétel azzal

ekvivalens, hogy az Alexander polinomjaik relativ primek.
A[6.3|tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz néhény definiciéra és lemmaéra.

6.6. Definicié. Tekintsiik a K csomé o, (K) Tristram-Levin szignatirdjdat (ahol w € S' C C).

Legyen j,(K) € Z az a szdm, amennyit a szignaturafiiggvény w-ban ugrik, azaz w = €''© esetén
Ju(K) = tl{{lg) Teit (K) —th/r% ot (K).

Ezt a j(K) fiiggvényt a K csomo ugrds fiiggvényének nevezik.

Az megjegyzés alapjan j(K) csak az Alexander polinom gytkeinél vehet fel nem nulla

értéket, tovabba minden w € S! esetén j,(K) paros.
6.7. Lemma. Legyen w € S'. Ekkor |j,(K)| = 2z megfelel6 x € 7 szdmra, amelyre
i) © <mult(w, Ag), ahol mult(w, Ak ) az w multipicitdsa a A\ polinomban,

1) x =mult(w, Ag) mod 2,

iit) Ju(K) = —jo(K).
Bizonyitds. Tekintsiikk a B, = (1-w)V+(1-0)VT = (1 -w)V + (1 —w H) VT matrixot tetszéleges
w € S'-re, ahol V € Z™" jeloli a Seifert matrixot. A szignaturafiiggvény definiciéjabél és az[1.16]
megjegyzésbol adédik, hogy o, = det B, = (w™! —1)"Ag(w). Mivel B,, hermitikus, és (legfeljebb
véges sok w kivételével) nemelfajuld, tekinthetjiik az altala meghatarozott B, skalarszorzast a
C"™ vektortéren. Eloszor azt szeretnénk elérni, hogy megfelel6, 1 determinansia A, bazistransz-
formaciéval AL B, A, diagonalis legyen, azaz olyan bazist keresiink, melyben a B, matrixa di-
agonalis. det B, # 0 miatt B, els6 soranak van nemnulla eleme, és feltehetd, hogy véges sok w

kivételével by # 0 (b1 = 0 esetén a v, vektort cseréljiik le egy megfelel6 v + \v; vektorra, to-

vabba egy ilyen bazistranszforméacionak 1 a determinansa). Definialjunk egy 4j bazist ugy, hogy

1 > 1 esetén a v; vektorokat a v; — 2’111 v1 vektorokra cseréljik (a tovabbiakban ezeket jelolve v;-

vel). Ennek a bazistranszformaciénak olyan haromszogmatrix felel meg, amely diagonalisaban
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1-ek szerepelnek, vagyis a bazistranszformacié determinansa 1. A B, skalarszorzasnak ebben
a bazisban egy olyan szimmetrikus matrix felel meg, melynek els6 sora és oszlopa a b1; elem
kivételével 0-bol all.

A fent leirt algoritmusbdl indukciéval adédik, hogy véges sok w kivételével 1étezik olyan A,
matrix, melyre det A, =1 és D, = AT B, A, diagonalis, és a diagondlisban lev$ elemek racionalis
tortfiiggvényei w-nak, azaz % alakuak, ahol p, g € Q[t]. Tovabbi, 1 determindnst bazistransz-
formaciéval elérhetd, hogy a diagonalisban levo elemek nevezoéi csak w hatvanyaibdl alljanak.
Ha ugyanis egy d; elem nevezgjében szerepel egy f € Q[t] irreducibilis faktor, akkor egy masik d;
diagonalis elemben pedig f-nek a szamlal6ban kell szerepelnie, mivel a diagonalisok szorzata-
ban, azaz B, determindnsban a nevezé csak a w™ polinombél all. Vegyiik a v; és v; bazisvektorok
helyett az f %vi és f *%vj vektorokat (f(w) # 0 véges sok w kivételével). A megfelel6 bazistransz-
formécié determinansa 1 lesz, tovabba a d; diagondlis elem fd;-re, d; pedig d;/ f-re valtozott.

Osszességében azt kaptuk, hogy véges sok w kivételével létezik olyan A, matrix, melyre
det A, =1, és D, = AT B, A, olyan diagondlis matrix, amely diagondlisaban 4116 d; (w), ..., d,(w)
fuggvények (w", n € Z polinommal valé szorzas erejéig) Q[t]-beli polinomok. d;(w) € R is teljesiil,

mivel d;(w) valamilyen vektor 6nmagaval vett skalarszorzata. A

(di-... dn)(w) =det By = (w ' = 1)" A (w),

o(Dy,) =0o(By)
egyenloségekbol kapjuk az elsé és masodik, tovabba a d;(w) = d;(w) = d;(w) egyenléségbdl a har-
madik allitast. O

6.8. Lemma. A Tristram-Levine szignatirafiiggvény invaridns a konkordizmus reldciéra nézve.

Bizonyitds. Legyen K ~ L, ekkor az allitas alapjan K#m(L) sima metszetcsomo, vagyis
topolégikus metszetcsomo is. Igy az allitas alapjan tetszoleges w € S'-re o, (K#m(L)) =0. Az
allitas alapjan viszont o,(K#m(L)) = 0,(K) —o0.(L), vagyis o,(K) = o,(L). O

6.9. Allitas. Legyen pc S' a K csomé A Alexander polinomjdnak egyik gyoke, tovdbbd f € Z[t] a
p minimdlpolinomja. Ekkor minden K-val konkorddns L csomdra Ay, oszthaté az f* polinommal,
ahol j(K), = 2.

Bizonyitds. L~ K esetén a[6.8]lemma miatt j,(L) = j,(K) = 2z, igy a[6.7]lemmabél adédik, hogy
x <mult(p, Ar). O

6.10. Definicid. Definidljuk egy K csomé ugrds-polinomjdt az aldbbi médon :
se=110,
i=1

ahol az f; polinomok a A\ i-ban eléfordulé irreducibilis polinomokat jelolik, tovdbbd
1

58 =max { s(K) | pagvohe finek ).

A ugrds-polinom deg AJI.( fokdn az Alexander polinom fokdval analég maodon értsiik a fenti AJ}(

polinom fokdnak a felét.
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6.11. Megjegyzés. A dllitdsbdl egybdl adodik, hogy L ~ K esetén Aj, oszthaté a A% ugrds-
polinommal, ebbdl pedig (a deg(Ar) < g3(L) egyenldtlenségbdl) kapjuk, hogy deg(Aj[‘() < g.(K).

[6.3] tétel bizonyitdsa. A T(p,q) torusz csomo esetén A, () = %,
tasi polinomok szorzata, vagyis torusz csomé Alexander polinomjanak minden gyoke egység-

gyok, egyszeres multiplicitassal. Igy a lemmabdl adédik, hogy A?_'F(p 0= Ar(p,q), tehat a fenti

megjegyzés miatt g.(T'(p,q)) > deg(Arp(p,q)- A megjegyzés alapjan g3(T(p, q)) = deg(Arpq)),
gy g¢(T'(p, q)) = deg(Ar(p,q))- A szignatrafliggvény additivitdsa miatt minden K csoméra és n € N

azaz bizonyos korosz-

széamra w € S' esetén j,(nK)=nj,(K). Igy a fentiekkel analég médon kapjuk, hogy g.(nT(p,q)) =

= deg(A% ) =ndeg(Ar(,). Osszességében tehat g3(T'(p, q)) = deg(Ar(yq) = T4,

Tekintsiik a K = aT'(p,q) + bT(r, s) csomét, ahol a,b € Z, a Ap(, 4 és Ap(, ) polinomoknak

T8

pedig nincs kozos gyoke. Az |1.14] allitas alapjan Ax = A‘;}p q)Agf(r 5)? és w € S! esetén j,(K) =
= aj,(T(p, q)) + bju(T(r, s)). Belatjuk, hogy AJ =Af. Ehhez csak azt kell ellenérizni, hogy ha f

olyan irreducibilis polinom, amely osztja a Ag(,,) polinomot, akkor létezik f nek olyan p gyo-

ke, amelyre [j,(K)| = 2|a|. Ez trividlisan teljesiil, mivel p nem gytke Ar,. ,)-nek, igy j,(K) =
= ajp(T(p,q)) = +2a.
A megjegyzés alapjan kapjuk, hogy

9e(K) = deg(Ak) = |a| deg(Aq(p,q) + bl deg(Arqrs) )-

Tovéabba

9e(K) < g3(K) <lalgs(T(p,q)) +1blgs(T(r,s)) = |a| deg(Ar(p,q) + b deg(Ar(rs)),

vagyis
9e(K) = |a| deg(App,q)) + 10 deg(Ar(r.s))-

Mivel a és b tetszbleges volt, n € N esetén
ge(nK) = ge(naT'(p, q) +nbT (1, 5)) = n|al deg(AT(p,q)) +n[b| deg(AT(r,s))a

amelybol adédik, hogy
9ge(K) = |a| deg(Dr(p.q)) + 10 deg(Drrs))-

Tehat az a és b egész szamok helyett tetszoleges x, yeQ szamokat tekintve kapjuk a[6.3|tételt. [

7. Alexander ideal, Fox kalkulus

Ebben a fejezetben egy masik megkozelitést adunk az Alexander polinom definiciéjara, majd
bevezetjiilk a Fox kalkulust, amely segitségével tisztan algebrai eszkozokkel, csupan a csomé
csoportjanak ismeretével kiszamolhat6é az Alexander polinom. Végiil pedig a Fox kalkulus se-
gitségével meghatarozzuk a térusz csomok Alexander polinomjat. Az allitasok bizonyitasait itt
nem részletezziik, ezek a [7] konyv 6. és 11. fejezetben talalhatok.

Tekintsiik a K csomé egy 3 Seifert feliiletét, és legyen X = S3\T a csomé komplementere,
ahol 7' a K egy csoszerd kornyezetét jeloli. XN X azonosithaté X-val, mivel abbél a perem egy kis

kornyezetének eltavolitasaval kaphaté. Vagjuk fel X-et ¥ mentén, azaz tekintsiik az YV = X\V
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teret, ahol N a ¥ egy csoszerd kornyezete. 0Y =0 XUX  UX._, ahol X, és ¥_ jeloli a felvagas men-
tén keletkezo6 két, 3-val kanonikusan homeomorf feliiletet. Vegyiik az Y teret megszamlalhato
sok példanyban, és ezeket egymas utan fuzve ragasszuk ossze ¥, és X._ mentén, azaz legyen
Xoo =...UgY UgY Ug..., ahol ¢: ¥ — X_ a kanonikus homeomorfizmus. Természetes médon
adodik az a t: Xoo — Xo homeomorfizmus, amely X, egy Y komponensét a vele szomszédos,
"jobboldali" Y-ba képezi. Ez a ¢t leképezés indukal egy izomorfizmust a H;(X,Z) homolégi-
an, igy H1(Xoo,Z) egy Z[t,t~ '] feletti modulusnak tekinthet6. A tovdbbiakban ezt a modulust
szeretnénk jellemezni, ehhez azonban sziikségiink lesz néhany, a modulusok reprezentacidjaval
kapcsolatos allitasra.

Legyen M egy modulus az R kommutativ, egységelemes gyuru felett.

7.1. Definicié. Az M modulus végesen prezentdlt, ha létezik olyan
0—F—F—M-—70

rovid egzakt sorozat, ahol és F és F végesen generdlt szabad modulusok R felett.

A fenti egzakt sorozatban a ¢ : E — F leképezés egy A € R™*" matrixszal adhaté meg, ahol n
és m az F és F szabad modulusok rangjait jelolik (vagyis £ = R", F = R™). Az A matrixot M egy

prezentalé matrixanak nevezik.

7.2. Definicidé. Legyen A € R™*™ az M végesen prezentdlt modulus egy prezentdlo mdtrixa. Az
M modulus e,-rel jelolt r-edik idedljanak nevezziik az A mdtrix (m—r+1) x (m—r+1) méretd

minormdtrixainak determindnsai dltal generdlt idedlt.

Az alabbi allitas szerint az ¢, idealok jol-definialtak, nem fiiggenek az M reprezentaciéjatol,

azaz az A matrixtol, F-t6l és F-tol.

7.3. Allitas. Az M modulust prezentdlo tetszdleges Ay és Ay mdtrixok az aldbbi lépések (és ezek

inverzeik) segitségével egymdsba alakithatik.

e Sorok és oszlopok permutdcidja.

0

o Az A madtrix lecserélése az ( .

) mdtrixra.

e Nulldkbol dllé oszlop hozzdaddsa.

e Egy oszlop (vagy sor) skaldrszorosdnak hozzdaddsa egy mdsik oszlophoz (vagy sorhoz).
Bizonyitds. Lasd [7) 6.1 tétell. O

Visszatérve a Z[t,t 1] feletti H;(Xoo,Z) modulusra, igazolhaté a kiovetkezo allitas.

7.4. Allitas. A Z[t, t71] feletti H1(Xoo,Z) modulus reprezentdlhaté a tV — VT mdtrixszal, ahol V
a X feliilet egy Seifert mdtrixa.

Bizonyitds. Lasd [[7), 6.5 tétell. O
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A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a Hi(X,Z) modulus ¢, idedljai csoméinvariansok, igy

bevezetheto a kovetkezo definicio.

7.5. Definicié. A Z[t,t ] feletti Hy(Xoo,Z) modulus r-edik idedljdt a K csomé r-edik Alexander

idedljank nevezziik.

Lathato, hogy egy K csomoé elsé Alexander idealja pontosan az Alexander polinomja altal
generalt foideal, tehat ha ismerjik a H;(X«,Z) modulus struktirajat, akkor abbdl az Alexan-
der polinom is meghatdrozhaté (asszocialtsag erejéig). Az alabbiakban ismertetjiik, hogy ez a

modulus hogyan hatarozhaté meg csupan a csomé csoportja ismeretében.

Legyen X egy topolégikus tér és G = 71 (X). Ismert, hogy H <G esetén létezik olyan X tér
és 7y : Xy — X fedoleképezés, amelyre m (X ) = H, tovabba a 7y leképezés egy ©/y diszkrét
csoporthatas szerinti faktorleképezés, ahol a csoporthatas a fedétranszformacionak felel meg.
Emellett a H = 7 (Xpy) fundamentalis csoporton G hat a konjugalassal. Legyen H =G’ =[G, G,
azaz G kommutatorai altal generalt normaloszté. Ekkor a G hatasa H = 7 (X )-n definial egy
G/y = Hi(X,Z) hatast /o = H{(Xg,Z)n (G" = [G',G’]), és konnyen lathaté, hogy ez a ha-
tas pontosan a deck transzformaciok altal a homolégiakon indukalt homomorfizmus. fgy tehat
H,(Xy,Z) egy Z[H (X, Z))] feletti modulusnak tekintheto.

Specialisan, legyen X a K csom6 komplementere, X egy Seifet feliilet K-hoz, X, a fentiek
alapjan elkészitett tér, ¢t : X, — X, a megfelel6 "jobbra tolé6" homeomorfizmus és 7 : X, — X
a t altal generdlt (¢) csoport szerinti faktorleképezés. Konnyen adédik, hogy ekkor m = 7 ¢, és
hogy a fejezet elején definidlt Z[t,t!]-modulus struktira H;(X.,Z)-n a K csomé merididnjat
a t homeomorfizmussal azonositva (vagyis a H;(X,Z) = (t) azonositast tekintve) megegyezik
az el6z6 bekezdésben definialt Z[H,(X,7Z)| feletti modulus struktiraval. Tehat a Z[t,t '] feletti
Hi (X, 7) modulus izomorf a Z[“ /] feletti @’ /;» modulussal, ahol G a csomé csoportjat jeldli.

Igy az Alexander polinom kiszamitdsahoz a Z[C /] feletti ¢’ /¢ modulust kell prezentélni
egy megfelel6 matrixszal. Ezt a prezentaciét pedig a GG csoport egy reprezentaciéjabol fogjuk
szarmaztatni Fox kalkulus segitségével.

Legyen G={(¢1,...,9n|r1,...,mm) @ K csomoé csoportjanak egy reprezentacidja, F'={(g1,...,gn)
az n elem altal generalt szabad csoport, és ¢: F'— G a prezentaciénak megfelel6 homomorfizmus.

Definidlunk minden i-re egy aigi = 0;: F — 7Z|F] leképezést (szabad derivalast) az alabbi médon:
e 0;(uv) = 0;(u) +ud;v, minden u,v € F esetén,
® Uigj = 55 .

Tovabba tekintsiik a
ZIF) = Z|G] — Z[H\(X, Z)] 2 Z[t,t ']

leképezésekbol all6 lancot, ahol az els6 nyil a ¢, a kozéps6 nyil pedig a Hurewicz homomorfizmus
altal indukalt leképezés. Legyen ¢ : Z[F] — Z[t,t '] a fenti leképezés. Jeloljiik tovabba J-vel azt

a Z[t,t~ "] feletti matrixot, amelynek elemeire (J);; = ¢(9;7;) teljesiil.

7.6. Tétel. Legyen X a K csomé komplementere. Ekkor G = 71(X) tetszdleges reprezentdcidja
esetén a J mdtrix prezentdlja a Hy (X, Z), Z[t,t7!] feletti modulust.
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Bizonyitds. Lasd [7], 11. fejezet. dJ

A fenti tétel segitségével konnyen meghatarozhatjuk a 7'(p, ¢) térusz csomé Alexander poli-
nomjat.
7.7. Lemma. Tekinsiik a standard T tomor téruszt R3-ban. Ekkor a T(p,q) C OT térusz csomé

csoportja (z,y|zPy~9), ahol y a 1 (T), = pedig a 71(S3\T') csoport generdtora.

Bizonyitds. Tekintsiik a K =T (p, q) térusz csomét a standard médon R? C S3-ba dgyazott T’ tomor
térusz peremén. Legyen 71 = T\K és T, = S3\T1\ K, amely (lezartja) szintén egy tomor térusz.
Legyen y,z a m1(T1) és m1(T2) csoportok generatorai. Konnyen lathaté, hogy a 71 N7, szalagnak
deformaéciés retraktuma a kozépvonala, amely egy K-val izotép K’ csomé, és amely generalja
m1(T1NTy)-t. A K'-t Ti-ben illetve T»-ben tekintve kapjuk, hogy [K'] = 2P és [K'] = y9, igy a Van
Kampen tételbdl kovetkezik az allitas. O

A Fox kalkulus azonossagait hasznalva kapjuk, hogy
p_
axﬂwﬂ>:axﬂv+ﬁﬁxyﬂ>:axﬂ>:1+x&«ﬁ*5:1+~"+ﬂ”“:%t%~

Hasonléan,

Oy (xPy 1) = 0y(a?) + 270, (y™*) = 29y (y ™).
Tovabba 0 = 0,(1) = 0, (y~%y?) = 0,(y~ ) +y~90,y¢, azaz

Oy(y™) =~y 1Oyy? = —y U1+ +y7h),
tehat
yi-1
y—1
Legyen X a T'(p, q) csom6 komplementere. Tudjuk, hogy a H; (X, Z) homolégiat a T'(p, q) csom6 p

Oy(aPy ™) = —aPy~I(1+- - +y?7) = —aly ™

meridianja generalja, amelyre (k(u, T'(p, q)) =1 (megfelel6 iranyitassal). Tovabba lk(z, T'(p, q)) =q,
és lk(y, T(p,q)) = p, vagyis (t = [1] jeloléssel) ¢(x) = t7, (y) = tP. Vagyis

- B tPq4 1
B(0:a"y ™) = T
és
Py~ -1
B0, (aPy ™) =

Tehat a J Jacobi matrix

tPa—1
ta—1
tPI—1 ’
tr—1

J két eleme altal generalt ideal a legnagyobb ko6zos osztéjuk, vagyis a (tr1—1)(t—1)

@ -1)(t7-1)
generalt ideal. Igy a térusz csomdk Alexander polinomja (asszocialtsag erejéig)
(#1-1)(t—1)
A )= ——"——"~.
00" = G 1)ea—1)

polinom altal

7.8. Megjegyzés. Kordbban ldttuk, hogy gs3(T(p,q)) < W. A fentiek alapjdn a forditott

egyenlé’tlenség ] igaz N
g 1 p,q deg A b— 1 q— 1
5( ( ’ )) >— g T(p,q) = ()2()’

tehdt
(r-1)(g—1)

93(T(p,q)) = 5
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8. Filiggelék (Feliiletek homoloégiai)

A tovabbiakban legyen ¥ egy ¢ génuszu, iranyithaté feliilet, melynek pereme homeomorf

az S! korrel. Tovabba z,y € H1(X,7Z) esetén jelolje x-y az x és y metszési indexét. Legyen az

ai,...,a, € N szadmok legnagyobb kozos osztéja gcd(ay, ..., ay).
8.1. Definicié. H(X,7Z)=7% egy ay,by, ... ,aq,by bdzisdt algebrai szimplektikus bdzisnak nevez-

ziik, ha a;-a; = b;-b; = 0 minden i, j-re, és a;-b; = 0;;.

8.2. Definicié. H(X,Z) egy geometriai szimplektikus bdzisdnak nevezziik az oq,f1,..., 04,5
irdanyitott, egyszert, zdrt, osszefiiggd gorbék halmazdt, ha azok egy algebrai szimplektikus bdzis
reprezentdnsai, tovdbbd o; Na; = B;NPBj = a; N B; = ) minden i # j-re, és o; N B; egy pontbol dll

minden i-re.

8.3. Megjegyzés. Konnyen ldthato, hogy minden X feliiletnek létezik létezik geometriai szimp-
lektikus bdzisa, hiszen ¥ a g lyuki torusz egy S' peremmel, amelyen konnyen megadhato egy
geometriai szimplektikus bdzis. S6t, az is igaz, hogy tetszdleges o1, 1, . .., oy, By, 0sszefliggd, egy-
szeru, zdrt gorbék, amelyekre o;Naj = ;N B = a; N B = () tetszdleges i # j esetén, tovdabbd ;N f;
egy pontbdl dll; megfeleld ay.y1, Bit1, - .-, q, By S0rbékkel geometriai szimplektikus bdzissd egé-
szithetok ki. Ez abbol kovetkezik, hogy a ¥\ (an UB1U. . .UarUPy) egy g—k génuszi, k+1 pontban

kilyukasztott feliilet, amelyen fel tudunk venni egy geometriai szimplektikus bdzist.

8.4. Definicié. Az a € Hi(X2,7Z), a # 0 homoldgiaelemet primitivnek nevezziik, ha nem létezik n >
>1ésbe Hi(X,Z), melyre a = nb. Ekvivalensen, a primitiv, ha Hi(3,Z) tetszéleges bdzisdban a

koordindtdinak legnagyobb kozos osztdja 1.

8.5. Allitas. Az a € H 1(2,Z) nemnulla homoldgiaelem pontosan akkor primitiv, ha reprezentdl-

haté egy ~y irdnyitott, egyszert, zdrt, 0sszefiiggd gorbével, amely nem nullhomoldg.

Bizonyitds. Tekintsiik el6szor a X\ feliiletet. Ez 6sszefiiggd, mivel v nem nullhomolég. Tovabba
legyen ~; és v a X\ felilet peremének a v gorbének megfelel6 komponensei. Vegyiik a v egy p
pontjat, és legyen p; € v1 és ps € 9 a v menti vagas soran keletkez6 p-nek megfelelo két pont.
Az osszefliggéség miatt 1étezik olyan o : I — X\ egyszert gorbe, amelyre a o(0) = p1, o(1) = ps
és o (intI)N (1 Uv2) = 0. Tekintsiik most a o gorbét a X feliileten. Igy kapunk egy egyszert zart
gorbét, amely csak a p pontban metszi +-t, vagyis megfelel6 iranyitas valasztasaval felteheto,
hogy [o]-[y] = 1. Ha 1étezne b € H,(X,Z) és n > 1, melyekre [y] = nb, akkor 1 = [o]-[7y] = n([o]-b)
teljesiilne, ami lehetetlen.

Forditva, legyen a € H,(X,Z) egy primitiv elem. Tekintsiik a ¥ felilet oy, 51, ..., oy, B, stan-
dard geometriai szimplektikus bazisat, és legyen ebben a bazisban a=(vi, w1, ..., vy, wy). AZ o, B;
gorbék iranyitasanak megvaltoztatasaval elérheté, hogy a v;, w; > 0 teljesiiljon. Mgjegyezziik,
hogy téruszra igaz az allitas, mivel a = (v;,w;) esetén a T'(vy,w;) térusz csomé lesz a megfeleld
reprezentans. Tovabba az is konnyen lathaté, hogy a kilyukasztott téruszra is igaz az allitas.
Visszatérve az altalanos esethez, legyen N; az o; U(; egy kis kornyezete, melyek egymastol disz-
junktak. N; homotép ekvivalens a kilyukasztott torusszal, igy 1éteznek olyan ~; € N; iranyitott,

zart, egyszertl gorbék, melyekre
ged(vi, wi)[yi] = vilos] +wi[Bi]-
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Reprezentaljuk a (vy, w1, ve, ws,0,...,0) homolégiaelemet gcd(v1,w;) darab v és ged(ve, wo) darab
~9 gorbe unigjaval. Konnyen lathato, hogy a v, gorbék koziil a legbaloldalibb 6sszekothet6 a v,
koziil a legbaloldalibbal. Ezen 6sszekottetés mentén mutétet hajhatunk végre, amely kompatibi-
lis az iranyitassal, és nem valtoztatja meg a homolégiaosztalyt. Ezt az eljarast addig folytathat-
juk, amig a v; vagy a v, gorbék el nem fogynak. Ekkor kaptunk két Gj gorbecsaladot, amelyek
példaul ged(vy,wy) > ged(ve, wo) esetén ged(vy, wy) —ged(ve, we), illetve ged(ve, wy) darab gorbékbol
allnak. A két 4j gorbecsalad legbaloldalibb tagjait ismét 6sszekothetjiik, és ezt addig folytathat-
juk, ameddig a kevesebb gorbét tartalmazé goérbecsalad el nem fogy. Ez az algoritmus nagyon
hasonlit a szamelméletben ismert Euklideszi algoritmushoz, annak topolégikus valtozatanak
tekintheté. Igy jol latszik, hogy a fenti eljarast folytatva végiil egy olyan gorbecsaladhoz jutunk,
melynek ged(ged(v, wr), ged(va, we)) = ged(vy, wi, v2, w2) eleme van. Legyen v 5 a gérbecsalad egy
gorbéje. A fentiekhez hasonlé médon reprezentaljuk a (vy, w1, ve, wa, v3,ws,0, .. .,0) homolégia ele-
met ged(vi,wr, vy, wa) darab v 2 és ged(vs, w3) darab 3 gérbe uniéjaval, és alkalmazzuk ismét a
topologikus Euklideszi algoritmust. Lathato, hogy végiil olyan gorbecsaladot kapunk, amelynek
ged(vi, wr, ... ,vg, wy) = 1 eleme van, azaz reprezentaltuk az a homolégiaelemet egy iranyitott,

egyszeru, zart gorbével. O

A fenti bizonyitasban leirt algoritmus egy alkalmazasat a4, abra szemlélteti.

8o
9

4. dbra. A[8.5|allit4s bizonyitdsaban leirt algoritmus szemléltetése.

8.6. Allitas. H 1(2,Z) minden algebrai szimplektikus bdzisa reprezentdlhaté geometriai szimp-
lektikus bdzissal. S6t, ha az U < H{(X,Z) részcsoportnak adott egy algebrai bdzisa, akkor az is

reprezentdlhaté geometriai szimplektikus bdzissal.

Bizonyitds. A megfelelé gorbéket rekurzivan fogjuk megkonstudlni, igy az altalanossag megszo-
ritasa nélkil feltehetjiik, hogy U = H (X, Z). Legyen tehat ay,b1, ..., a4, by € Hi(X,Z) egy algebrai
szimplektikus bazis. Tegyiik fel el6szor, hogy az a1, b1, ..., ag, br elemeket mar sikeriilt megfelel6
a1, P, ..., ak, Br gorbékkel reprezentalni. Szeretnénk az a;., elemet egy Osszefiiggd, egyszer,
zart, aj1 gorbével reprezentdlni, melyre i < k esetén aj 1 Na; = ag1 NGB = 0. k =0 esetén
ilyen oy, gorbe létezése a allitasbol egybol adadik, igy feltehetjiik, hogy k& > 1. Egészit-
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siik ki el6szor az aq, B1,. .., ai, B, gorbéket egy tetszoleges geometriai szimplektikus bazissa az
Q15 Blog1s - - -5 0, By, gorbékkel. Ez megtehet6, hiszen X\ (a1 UB1U. ..U UBy) egy g — k génuszd
feliilet, £+ 1 pontban kilyukasztva.

Irjuk fel ai+1-et a fent definidlt geometriai szimplektikus bazisban:

k g
arpr = Y wiloa] +uilBil+ D wilal] +uilB),
i—1 i=k+1

megfelel6 z;, y; € Z szamokkal.

Jj < kesetén ajpy;-a; =0 és a; = [o;] egyenléségekbdl kapjuk, hogy

k g
0=ap41-a; = (Z wiloql +yilBi)+ ) wila]] +yi[5§]> “aj = =Y.
i=1 i=k+1

hasonléan kapjuk, hogy j < k esetén x; = 0. Ezek alapjan reprezentalhatjuk az aj;,; elemet az
Q15 Blg1s - - -5 0, By gorbék linedris kombindcigjaval. Vegytik észre, hogy a allitas bizonyita-
séban leirt Euklideszi algoritmus alkalmazhaté a ¥\ (a1 UB1,U...UagUBy) felilleten arra, hogy
az ay.1 ezen reprezentacidjat osszefiiggo, egyszerd, zart ay 1 gorbévé mutsik at, amelyet a
feliileten tekintve kapjuk az ax; megfelel6 reprezentacidjat.

Most tegyiik fel, hogy k > 1, és az a1, by, ..., a; elemeket mar sikeriilt megfelel6 a4, 51, ..., ax
gorbékkel reprezentalni. Szeretnénk a b, elemet is egy [, Osszefliggo, egyszerl, zart gorbével
reprezentalni, melyre i<k esetén [S,Na; =GN B3;=0, illetve BrNay egy pontbél 4ll. A fentiekhez ha-
sonléan jarhatunk el. Eloszor egészitsiik ki az a1, 51, .. ., o gérbéket egy tetszbleges geometriai
bazissd a B, ) 1, B 1, -y, By gorbékkel, az aldbbi médon. Legyen F'=%\(ayUB1U. . .Uag_1U
UBk—1). Valasszunk egy 3, € F gorbét, amely egyszer metszi o;-t. (Ez megteheté, mivel F'\oy,
osszefiigg.) Ezutdn mar felvehetiink megfelelé o, 3; 1, ..., ay, B; gorbéket az [\ (axUBy ), g—k
génuszu, k+ 1 pontban kilyukasztott feliilleten. Ismét a fentiekhez hasonléan, a metszési indexe-
ket figyelembe véve adédik, hogy b,-t reprezentalhatjuk megfelelé szamu o, B, IRTRRRS o/g, B;,
illetve egy darab (i gorbével. Az F'\ oy felileten az Euklideszi algoritmussal ezt a reprezentaciot
egy Osszefliggod, egyszert, zart (3, gorbévé miithetjiik at. A by, reprezentdciéjanak 3, komponense
az I\« felileten nem zart, de konnyen meggondolhaté, hogy az Euklideszi algoritmus ebben az
esetben is alkalmazhaté.

O
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