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Bevezetés

P? komplex projektiv sik egyenesei a dualis tér pontjainak felelnek meg, igy egy
C C P? sima algebrai gorbe érint6i meghatarozzak a duélis tér pontjainak egy hal-
mazat. Belathatd, hogy ezen ponthalmaz a dudlis tér egy C* duélis algebrai gérbéjét
alkotja. Ennek az esetek tobbségében vannak szingularis pontjai, igy a duélis gorbe defi-
nicidjat célszert tetszéleges algebrai gorbékre kiterjeszteni, és a gorbe sima részét érinté
egyeneseknek megfelel§ dualis térbeli pontok lezartjanak definidlni. A reflexivitési tétel
szerint ekkor (C*)* = C (lasd [Tev01]).

Egy C gorbét nevezziink ,altalanosnak”, ha C' és C* szingularitasai k6zott csak ket-
t&spontok és csucsok fordulnak elg. Ekkor C fokét, génuszat, csicsainak, kett&spont-
jainak, bitangenseinek valamint inflexidinak szamat jelolje rendre d, g,k,0,b és f. A
projektiv dualitdas meg6rzi gorbék ezen ,altalanos” tulajdonsagit, igy egy gérbe C* du-
alisahoz is hozzarendelhetjiik a megfelels d*, g*, k*, 6%, b*, f* invariansokat. Egy gorbe
bitangenseinek a duélis kett&spontjai, inflexidinak a duélis cstucsai felelnek meg, belat-
hat6, hogy gorbe és dudlisanak génusza megegyezik. Ezekbdl és a reflexivitési tételbsl

g:g*ab:5*75:b*7f:/€*7ﬁ:f*

kovetkezik. Pliicker és Clebsh felfedezte, hogy a fentieken kiviil szdmos, gorbék ezen
jellemzd&i kozti nem trividlis kapcsolatot kifejezs egyenlet 1étezik. Ezeket az egyenleteket
nevezzilk Pliicker-formuldknak. Sima C' algebrai gorbék esetén a formuldk kK = § = 0
egyenletnek megfelelGen egyszertisddnek.

Az ekvivarians kohomologiaelmélet jol hasznalhaté modszereket nyujt ilyen és eh-
hez hasonlo leszamlalasi kérdések megvalaszolasara. A szakdolgozat célja ezen elmélet
bemutatasa, kiilonos tekintettel a sima gérbék inflexidinak szamét meghatarozo Pliicker-
formula levezetéséhez sziikséges eszkozokre, és alkalmazésa az

f=3d(d—-2)

egyenlet bizonyitasaban.

A szakdolgozat nagy részét az ekvivaridns kohomoldgia szémunkra sziikséges de-
finicidinak és allitasainak ismertetése teszi ki. Ennek leirasaban |[Fehlba| volt nagy
segitségemre. A konkrét Pliicker-formula bizonyitasdhoz sziikséges kohomologiaosztaly
kiszamitasahoz [FNRO6| otletét kovetem. Sima d-edrendii sikgorbe inflexidinak szamat
meghataroz6 egyenlet a megfelel§ kohomologiaosztaly ismeretében elemi modszerekkel
kiszamolhato.

Ko6szonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani tanaraimnak, akik bevezettek az algebrai és diffe-
rencialtopologia vilagaba, kiilondsen Fehér Laszlonak, akinek a témavalasztasban nytj-
tott segitsége és tiirelmes magyarazatai nélkiil ez a szakdolgozat nem késziilhetett volna
el.



1. Univerzalis nyalab

1.1. Definicid. Legyen G topologikus csoport. Az EG — BG principalis G-nyalabot
univerzalis G-nyalabnak nevezziik, ha EG gyengén pontrahtuzhato.

A nyalab BG bazisat G csoport klasszifikdld terének nevezziik. Az elnevezéseket az
alabbi tétel indokolja.

1.2. Tétel. Bdrmely parakompakt tér feletti P — M principdlis G-nyaldb izomorf az
univerzalis nyaldb eqy visszahiuzottjdval: létezik eqy homotdpia erejéig eqyértelmi

k: M — BG
klasszifikdlo leképezés, melyre k*(EG) = P.

Parakompakt terek egy specialis csoportja, a CW-komplexusok esetén az allitas ko-
vetkezik a késébbi, 2.3 tétel bizonyitdsabol. 1.2 tétel kévetkezménye, hogy egy csoport
klasszifikalo tere homotopia erejéig egyértelmi. A Milnor-konstrukei6 (lasd [Mil56]) tet-
sz6leges topologikus csoport esetén hasznalhato eljardst ad a csoport egy klasszifikalo
terének legyartasara. CW-approximacio [Hat02] segitségével feltehets, hogy a klasszifi-
kalod térnek adott egy CW-felbontéasa.

1.3. Allitas. Tetszéleges G csoportnak létezik CW-komplezus klasszifikdlo tere.

Bizonyitds. Tekintsiik G egy tetszGleges FG — BG univerzalis nyalabjat, és legyen
f : B = BG a klasszifikalo tér CW-approximacioja. Irjuk fel az EG — BG nyalabra,
illetve az f-menti £ = f*(EG) — B visszahtuzottjara vonatkozé homotopikus egzakt
sorokat.

+—— Tp41(B) —— () —— mp(E) —— mp(B) —— 1 (F) —— -

N

« —— Tp+1(BG) — mp(F) — m(EG) — 7, (BG) — mp_1(F) — - -

A diagram kommutativ, f gyenge homotopikus ekvivalencia definici6 szerint izomorfiz-
must indukal a homotopikus csoportok kézott, igy az 5-lemma szerint f, izomorfizmus,
T (E) trividlis barmely n € N esetén. O

Ha p : H — G topologikus csoportok kozétt mend homomorfizmus, akkor H hat
G-n,
h-g=p(h)g,
hiszen a szorzas asszociativ, és igy elkészithetjiik az EFH X, G asszocialt principalis
G-nyalabot. EG univerzalis tulajdonsaga miatt 1étezik egy Bp klasszifikalo leképezés,
melyre

EH x,G = Bp*(EG) EG

Bp
BH BG




Belathato (lasd [Mit1l]), hogy o : I — H és p : H — G homomorfizmusok esetén
Bo*Bp*(EG) = EI x,, G, és igy

B(po) = BpBo,

vagyis csoporthoz annak klasszifikilo terét rendel§ B leképezés funktor a csoportok ka-
tegoriajabol a topologikus terek (vagy CW-komplexusok) ekvivalenciaosztalyainak ka-

Egy principalis G-nyalab és egy principalis H-nyalab szorzata principalis (G x H)-
nyaléb, gyengén pontrahiizhato terek szorzata gyengén pontrahizhato, igy EG x EH —
BG x BH univerzalis (G x H)-nyalab. BG és BH kohomologiainak ismeretében a szor-
zatcsoport klasszifikaloterének kohomologiagytirtije sok esetben meghatarozhato. Jeldlje
mre illetve mpy BG x BH megfelels tényezdjére vett projekcioit. A Kiinneth-formula
szerint, ha H¥(BH; R) minden k esetén végesen generalt R-modulus, akkor a

H*(BG;R) ® H*(BH; R) — H*(BG x BH;R), a® b myg(a) — ms (D)

keresztszorzat izomorfizmus.
Csoportok szorzatarol vett m : G x H — G projekci6 indukél egy Br leképezést a
klasszifikalo terek kozott.

(EG x EH) x. G = 154(EG),

igy definici6é szerint Bm ~ mpa, a Kinneth-formulaban szereplé vetités. Hasonléan,
tetszéleges h € BH esetén a szorzatcsoport univerzalis nyaldbjanak i, : BG — BG X
BH, g~ (g,h) bedgyazas menti visszahuzottja,

in(EGx EH) = EG x; (G x H),

ahol ¢ a G csoport kanonikus bedgyazasa a G x H szorzatba, és igy Bi ~ .

Példaink soran legtobbszor az altalanos lineéaris csoportnak és n-téruszanak klasszi-
fikalo tere keriil elg. Belathato, hogy v — Gr,(C>) tautologikus n-nyalab Inj(C™,~+")
keretnyalabja univerzalis GL(n)-nyalab. Segitségével Gr,(C>) kohomologiagytirtje fel-
irhaté polinomgytriként,

H*(BGL(n); Z) = H*(Grp(C®); Z) = Zlcy, . - ., ¢nl,

ahol ¢; a taulogikus nyalab i-edik Chern-osztalyat jeloli. n = 1 esetbél BGL(1) =
BT (1) =P(C™®) és H*(BT(1);Z) = Z|c1] adodik. Szorzatcsoportok klasszifikalo terérdl
leirtak szerint BT (n) = B(x}_,T(1)) = x}' {BT(1), és igy a Kiinneth-formulabol

Qi1 Zlci]l = Z[ri(c1),...,m(c1)] = Z[oa, . .. ,an) = H(BT(n); Z)

kovetkezik, ahol a karakterisztikus osztalyok természetességébdl adodoan «; BT (n) i-
edik faktora feletti tautologikus 1-nyalab visszahuzottjanak elsé Chern-osztélya.
H*(BGL(n)) és H*(BT(n)) kapcsolatarol a 4. fejezetben lesz még szo.



2. Ekvivarians kohomolégia

Adott G Lie-csoport esetén G-térnek neveziink minden olyan topologikus teret, melyen
adott egy bal G-hatas. Az ekvivarians kohomolégia egy funktor a G-terek kategoria-

torténik.

2.1. Definicié. A Borel-konstrukcié egy funktor a G-terek kategéridjabol a fibralt nya-
labok kategoriajaba, amely egy X G-térhez az EG — BG univerzalis G-nyalabhoz
asszocialt

BeX = EG xg X — BG

nyalabot rendeli. Ha f : X — Y egy G-ekvivarians leképezés, akkor

Baf: BeX — BaY , f([(e;2)]) = [(e, f(z))]

jol értelmezett nyalableképezés, hiszen Bgf([(eg,z)]) = [(eg, f(x))] = [(e,gf(x))] =
[(e, f(g2))] = Ba f([(e, gz)])-

A definiciobdl nyilvanvaloan kovetkezik a hozzarendelés funktorialitdsa. A Borel-
konstrukcié a masik valtozdjaban is funktorilis. Ha p : H — G Lie-csoportok kozott
mend homomorfizmus, akkor minden X G-téren értelmezett egy bal H-hatas,

bz = p(h)a,

melyre B,X = Bp*(BgX) teljesiil.
A Borel-konstrukcion keresztiil definialhatjuk tetszéleges h* kohomologiaelmélet ek-
vivarians valtozatat.

2.2. Definicié. Egy X G-tér G-ekvivarians h*-kohomologidja,
h&:(X) = h*(BgX).

Az ekvivarians kohomologia funktorialitdsa azonnal koévetkezik a Borel-konstrukci
és a kohomolégia ezen tulajdonsigébol.

A BgX térp: EGxgX — BG nyalabstrukturaja a p* : h*(BG) — h*(BgX) homo-
morfizmuson keresztiil A*(BG)-modulusstruktirat indukal A% (X') ekvivarians kohomolo-
glagytirtin. Vezessiik be a hf, = hi ({*}) jelolést. Ekkor az (ekvivaridns) cox : X — {*}
konstans leképezés altal indukalt A, ({*}) = h{(X) homomorfizmus h{,-modulussa teszi
hi(X) kohomologiat.

Bg co
BeX G COX

XBG{*}

A fenti diagram nyilvanvaléan kommutativ, igy két modulusstruktira megegyezik.

BG



diagram kommutativitasabol, az ekvivarians kohomologia funktorialitasabol és a leképe-
zés altal a kohomologidk kozott indukalt morfizmus szorzattartédsabol kovetkezik, hogy
Ba f a hg-modulusstruktirat is érzi.

A tovabbiakban a szingularis kohomologiaelmélet (H*) ekvivarians valtozatat vizs-
galjuk.

2.1. Principalis nyalabok ekvivaridns kohomolégiaja

2.3. Tétel. Legyen P — M eqy CW-komplexus feletti principdlis G-nyaldb. Ekkor a
a2 EG xg P — M nyalableképezés dltal indukdlt wy, : H*(M) — HE(P) morfizmus
gyird izomorfizmus. Az azonositds sordn Hf(P) fenti Hf-modulusstruktirdjdnak a P —
M G-karakterisztikus osztdlyaival vald szorzds felel meg. Jeldlje k : M — BG a P nyaldb
klasszifikalo leképezését, ekkor

mar (K7 (b)m) = p*(b)w, (m)
minden b € H*(BG) és m € H*(M) esetén.

Bizonyitds. myr nyaldb EG fibruma az univerzélis nyalab definicioja szerint gyengén
pontrahtizhato, igy H*(EG; R) = H°(EG; R) = (1) végesen generalt szabad R-modulus.
1 € H°(EG x¢ P; R) fibrumok kohomolégiajara vett i* megszoritasa definicié szerint
1 € H*(EG; R), igy a tenzorszorzat azonossagai és a Leray-Hirsch tétel szerint,

H*(M;R) ~ H*(M;R) ® (H*(EG;R) ~ R) 2 H*(EG x¢ P)
m—=m® (i*(1) =1 € R) — my(m) — 1 =73,(m)

7y, izomorfizmus. A maésodik részt az alabbi allitasok felhasznalasaval latjuk be.

2.4. Lemma. Ha egy CW-komplezus feletti fibrdlt nyaldb fibruma (gyengén) pontrahiz-
hato, akkor létezik szelése.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a szelés az X CW-komplexus n — 1 vaza felett mar defi-
nidlva van. e} n-cella karakterisztikus leképezését jellje ¢,. A nyalab ¢, : D" — X
menti visszahtzottja trivialis, mivel D™ pontrahiazhato, igy a cella hataran méar definialt
szelés a trivializacion keresztiil azonosithato egy S~ !-r6l a fibrumba mend fiiggvénnyel.
Tn—1(EG) = 0 miatt ez a leképezés kiterjed az egész D"-re, és igy a karakterisztikus
leképezésen keresztiil az el n-cellara. O

2.5. Lemma. Legyen m : P — M egy principdlis G-nyaldb, F' pedig eqy G-tér. Te-
kintstik az F fibrumi myr @ P xg F' — M asszocidlt nyaldabot. Ekkor mh,(P) izomorf a
P x F — P xg F principdlis G-nyaldbbal.



PxF—wrM

N/

P xqgF

Bizonyitds. P x F téren definialt atlés G-csoporthatés,

(. f) 9= (pg, 97" f),

szerint a (p, f) - g, g € G elemek képe [p, f], azaz a G hatas orbitjai a fibrumok, és igy
P x F — P xg F valoban principalis G-nyaldb. A bizonyitashoz elég megadnunk egy
P x F és my,(P) kozotti G-ekvivarians nyalableképezést P x g F identitasa felett, hiszen
minden ilyen fiiggvény izomorfizmust definial az adott principalis G-nyaldbok kozott
[Mit11]. Definicié szerint

™ (P)={(p, fl.0)|Ip, fl € P xg F, q € P, ¢ = pg valamilyen g € G-re},

hiszen mar([p, f]) = 7(q) akkor és csak akkor teljesiil, ha 7(p) = 7(q), vagyisq =p-g
valamilyen g € G elemre. Legyen

a: P xF —my(P),alp,f)=(p, fl,p).

Ekkor o G-ekvivarians nyalableképezés, hiszen a((p, f)-9) = a(pg, g~ ' f) = ([pg, 9~ f], pg) =

2.6. Lemma. Legyen m : P — M eqy principdlis G-nyalab, F pedig eqy G-tér. Te-
kintsik a mpr : P Xg F — M asszocidlt nyaldb eqy 0 : M — P xXg F szelését. Ekkor a
szorzatnyaldb o menti visszahiuzottja izomorf m : P — M principdlis G-nyaldbbal.

PxF (PxF)— p
PXGF

Bizonyitds. wyo = idyy, igy az el6z6 lemma és a visszahtizas tulajdonsagai miatt
P=o*my(P) 2 o"(P x F).
O

A tétel bizonyitasanak befejezéséhez vegyiik észre, hogy EG X ¢ P téren két kiillonbozd
nyaladbstruktira van.



EG+«——EGxP——P

™™
BG — EGxgP— M
T ~____—

g

2.5 lemmat EG xg P nyaladbra alkalmazva kapjuk, hogy n*(EG) = EG x P. M
CW-komplexus, EG xg P — M nyalab EG fibruma gyengén pontrahizhaté, igy 2.4
lemmabol adodik egy o : M — EG x¢g P szelés. 2.6 lemméabol o*(EG x P) = P,
és igy o*n*(EG) = P izomorfizmus kovetkezik. Eszerint 7o : M — BG a P nya-
lab klasszifikalo leképezése, igy w3, : H*(M) — H{(P) azonositasnal H*(M) HE-
modulusstruktarajat a P nyalab G-karakterisztikus osztalyai adjék. 0

2.2. Projektiv terek (G-ekvivarans kohomolégiagyfirije

Legyen V' egy komplex n-dimenzios vektortér, melyen értelmezett egy lineéris p : G —
GL(V) hatas. p indukal egy G-hatast a vektortér PV projektivizaltjan, igy definialhato
BoPV = EGx PV 5 BG asszocialt nyalab és H (PV) ekvivarians kohomologiagyirt.
A kittizott leszamlalasi probléma megoldasa soran sziikségiink lesz H(PV') pontos leira-
sara, igy ebben a részben ezzel a kérdéssel foglalkozunk. Ehhez j fogalmak és jelolések
bevezetésére lesz sziikségiink.

E — M vektornyaldbot G-vektornyaldbnak neveziink, ha G hat M-en, és ennek a
hatésnak értelmezett egy E-re vett felemelése, mely linearis a fibrumokon. Beldthato,
hogy ebben az esetben BgE — BgM is vektornyalab.

2.7. Definicié. Egy E — M G-vektornyaldb G-ekvivaridns Chern-osztalyai a Borel-
konstrukcié Chern-osztélyai,

“(E) = ¢;(BgE — BoM) € H¥(M).

Az ekvivarians Euler-osztaly, eq(FE) a top ekvivarians Chern-osztalyt jeloli.

Jelolje 6 a v — PV tautologikus (G-)nyalab eg(y!) ekvivarians Euler-osztalyat, és
definialjuk a
¢ : Hglz] = Ha(PV)

gytirt homomorfizmust, mely H. elemeihez p* altali képiiket, z-hez (—§)-t rendeli. Meg-
mutatjuk, hogy ¢ indukal egy

HE(PV) = HE[$]/(R)

izomorfizmust, ahol R = )" izl eés e =cF(V) € H{,.

2.8. Allitas. ¢ szirjektiv

10



Bizonyitds. Belatjuk, hogy 1,—6,...,(=8)""t € H}(PV) elemek megszoritésai szaba-
don generaljak BgPV — BG nyalab egy tetszoleges PV, b € BG fibrumanak H*(PV})
kohomolégiait. A Leray-Hirsh tétel szerint ekkor

HEPV) = HE(1,—0,..., (=)™ 1)

szabadon generalt H7-modulus, ahol az izomorfizmus soran H¢, elemeihez p* altali ké-
piiket rendeljiik, igy a ¢ leképezés nyilvanvaloan sziirjektiv.

Egy fibrum beagyazasat jelolje iy : PV, — BgPV. Bgy' — BgPV nyalab PVj-re
vett iy (Bg~y!') megszoritasa a PVj, feletti tautologikus egyenesnyalab, igy az Euler-osztaly
természetességébsl

Slpy, = ir(ec(7')) = e(i3(Ba ")) = e(v')

kovetkezik, ami bizonyitja az allitast, hiszen tudjuk, hogy e(y')! = (=0)[by (i =
0,...,n —1) additiv bazisa H*(PV') kohomologiagytriinek. O

2.9. Allitas. Yoo c;x™ " eleme a @ leképezés magjdanak.

Bizonyitds. A Whitney-6sszegformula szerint p*(BgV)/Bgy!' hanyadosnyaldb totalis
Chern-osztalya a két nyaladb totélis Chern-osztalyanak formalis hanyadosa. n — 1 rangi
nyaldb n-edik Chern-osztalya eltiinik, igy

pPl+eci+...4+¢pn)

146 =p (+e+.+e)l+(=0)+ (=0 +..)|, =
S pe) (o) = (Z x) =0
i=0 =0

2.10. Allitas. "' c;z" " generdlja ¢ magjit.

Bizonyitds. A megel6z6 allitdsok szerint ¢ indukal egy sziirjektiv
Hé[x]/(R) — H(PV)

leképezést. A fenti szabad H{-modulusok rangja megegyezik, igy beldthat6, hogy a
koztiik mend leképezés izomorfizmus. O

3. Invarians részvarietasok ekvivarians kohomolégiaosztalya

Egy M sima sokasag X d kodimenzios koiranyitott zart részsokasiga meghataroz egy
[X] € HY(M) kohomologiaosztalyt (1asd [MS74]). Ezt a konstrukciot szeretnénk kiter-
jeszteni egy M sima G-sokaséig kellGen szép G-invarians Y részvarietasara, definidlva
egy [Y]e € Hf(M) G-ekvivarians kohomologiaosztalyt.

Y G-invariancidja lehetévé teszi BgY C BgM altér értelmezését, azonban a fenti
tétel tobb okbol sem alkalmazhat6. Sok érdekes esetben Y varietas nem rendelkezik sima
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sokasag struktiuraval, igy elGszor erre kell kiterjeszteniink altér nem-ekvivaridns oszté-

c sz

T sz

Leszamlalasi problémék gyakran megfogalmazhatok fibralt nyalabok segitségével. A
valasz legtobbszor valamely affin varietas altal definidlt résznyalab szelés altal vett Gs-
képének szamossaga. Ennek megfelelen példaink tobbségében a hatérold sokasag egy
V komplex vektortér, a vektortéren értelmezett G-hatés linearis, Y pedig V egy G-
invaridns affin varietdsa. Legyen P — X egy algebrai sokasag felett értelmezett princi-
pélis G-nyalab. Tekintsiik az

E:PXGV

>a

X

asszocialt nyalab egy ,altalanos” o szelését. Y G-invariancidja segitségével definialhatjuk
P xg Y alteret és ennek
Y(o)=0 ' (PxgY)C X

Gsképét. A kérdéses [Y(o)] € H*(X) és [Y]g € HE(V) kapcesolatat a kovetkezs tétel
mutatja.

3.1. Tétel. A p: BV — BG asszocidlt nyaldb V' fibruma pontrahizhatd, igy a Leray-
Hirsch tétel szerint p* kanonikus izomorfizmus Hf(V') és HE, kohomoldgiagyirik kozitt.
p* mentén azonosithatjuk [Y]q osztilyt eqy o € H*(BG) G-karakterisztikus osztdllyal.
Ekkor

[¥ (0)] = a(P),

ahol a(P) = k*(a), k : X — BG a P nyaldb klasszifikdlo leképezése.
Ez az univerzalis tulajdonsdg meghatdrozza [Y)q G-ekvivaridns kohomoldgiaosztalyt.

A tételt [Y]g osztaly konstrukciojanak ismeretében, késébb bizonyitjuk be.

3.2. Példa. Tekintsiik G = GL(n) standard hatasat V = C" vektortéren, és legyen

Y = {0} G-invarians altér. Tetszéleges (P principalis GL(n)-nyalabhoz asszocialt) vek-
tornyalab és ennek a zéroszelésre transzverzélis o szelése esetén [0~1(0)] megegyezik P
Euler-osztalyaval [Feh15b|. 3.1 tétel szerint ekkor

[O]GL(n) =cCp € H*(BGL(TL)) = Z[Cl, R ,Cn].

A késsbbiekben latni fogjuk, hogy H*(BGL(n)) mas elemei is eldallithatok valami-
lyen GL(n)-hatas GL(n)-invarians részvarietdsanak ekvivarians kohomologiaosztalya-
ként.
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3.1. Rétegelt részsokasag és kohomoloégiaosztalyanak definicidja
3.3. Definicié. Az X n dimenziés sima sokasag egy
X:{Xl,z:(),,n}

particiojat X rétegelésének nevezziik, ha X; i kodimenzids (nem feltétleniil zart és esetleg
tires) részsokaséag, és X; C Z; = U;>; X;.

Z; altereket az X rétegelt részsokasagainak nevezziik, pontosabban

3.4. Definicié. Egy n dimenziés X sokasig Y C X részét d kodimenziés rétegelt
részsokasagnak nevezziik, ha
Y = UjZde

X j kodimenzios X részsokasagainak particioja, melyekre X; C U;>; X teljesiil.

Xat1 C Uj>ar1X; feltétel miatt egyrészt Zgyy zéart, igy X \ Zg41 az X sokasag egy
nyilt része, és igy maga is sokasag, masrészt Xg =Y \ Zg11 C X \ Zgy1 zart részsokasag.
Ha X4 C X \ Zgy1 koiranyitott, akkor definidl egy [X4] € HY(X \ Zy11) osztalyt.

3.5. Definicié. Egy Y rétegelt részsokasagot ciklusnak neveziink, ha létezik egy o €
H(X), melyre
a|X\Zd+1 = [Xd].

Ekkor [Y] = a a koiranyitott rétegelt Y C X részsokasiag kohomologiaosztalya.

3.6. Tétel. Legyen Y = U;>qX; egy n dimenzids X sokasdg rétegelt részsokasdga.
Tegyiik fel, hogy Xq C X \ Zg+1 koirdnyitott. Ekkor

HYX) = HY(X\ Zg11)
megszoritds injektiv, igy Y kohomoldgiaosztdlya jol definidlt, ha létezik.

Bizonyitds. (X, X \ Zg11) térpar kohomologia hosszu egzakt sorozatanak egyik leképe-
zése a kérdéses megszoritas,

D HYX, X\ Zagr) — HUX) — HUX\ Zgs) — HV(X, X\ Zayr) — -

fgy elég belatni, hogy HY(X, X \ Zgy1) = 0.
k-ra vonatkozo6 leszalld indukciéval megmutatjuk, hogy

HYX, X\ Z) =0 barmely k > d esetén. (1)

Ha k > n, Z = UjpX; = 0, igy HY(X, X \ Z) = HY(X,X) = 0. Tegyiik fel, hogy
(1)-et mar belattuk (k4 1)-re, és irjuk fel az (X, X \ Zx41, X \ Zk) harmas hosszi egzakt
sorozatat.

= HUX, X\ Zi1) = HUX, X\ Zy) = HY(X\ Zy1, X\ Zi) — -+
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Indukcios feltevés szerint H4(X, X \ Zy41) = 0, igy elég megmutatni, hogy
HY X\ Zpsr, X \ Z1;) = 0.

X\ Zp = (X\ Zg+1) \ X, X € X\ Zy4q részsokasag, igy létezik egy N, csGszeri
kornyezete, és egy ¢ : (N, N\ Xk) — (v, v\ X}) diffeomorfizmus v = v (X C (X\Zky1))
k-rangt normélnyalabbal. X} C X\ Zx1 zart, igy alkalmazhato a homologikus kivagasi
tétel. Ekkor

HOXN Zin, (X Zig) \ X) & AN N\ Xi) 2 0,0\ X),
amibdl az alabbi jol ismert [Hat02| allitas alkalmazéasaval kovetkezik a tétel allitasa.
3.7. Lemma. Legyen E — B k-rangi valds vektornyaldb. Ekkor
HY(E,E\B)=0
minden 1 < k esetén.
O

Az el6z6 bizonyitas (1) allitasat k = d + 2 esetre alkalmazva, (X, X \ Zj49) térpar
hosszt egzakt sorozatabdl,

- HY X, X\ Zgi0) — HY(X) = HY X\ Zy10) = HHU(X, X\ Zgi0) — -

HYX) =2 HYX,X \ Zy.2) izomorfizmus kovetkezik, igy ha Y rétegelt részsokasag
vagyis [Y] kohomologiaosztalya definialt és a fentiek szerint egyértelmd. Példaink soran
el6keriilg sima komplex sokasagok részvarietasai rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal.

3.8. Tétel. Legyen X egy sima algebrai varietds, Y egy d komplex kodimenzids rész-
varietdsa. Ekkor Y az X 2d walds kodimenzios rétegelt részsokasdga, Y = Uj>2qX;
particiojaban minden réteg komplex részsokasdyg.

Bizonyitds. Y top dimenzios rétegének valasszuk Y sima pontjainak halmazat. A ko-
vetkez§ réteget alkossék Y szinguléris részének maximaélis dimenziés komponenseiben
levé sima pontok, és igy tovabb. Ekkor Y particiéjanak minden nem iires rétege paros
dimenzids, a komplex sokasig struktura irdnyitast definial a megfelel§ normalnyalabo-

kon. O

Az Y rétegelt részsokasdg kohomologiaosztalyat Y = U;>qX; particioja segitségével
definialtuk, azonban belathatd, hogy ez az osztaly lényegében filiggetlen Y rétegelésétsl.
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3.1.1. Transzverzalitas

Reétegelt részsokasagok osztalyanak transzverzélis leképezés menti visszahtizottja, a rész-
sokasdgok esetén megszokott moédon, megegyezik az Gskép osztalyaval. Az éllitas meg-
fogalmazasahoz sziikségilink lesz a transzverzalitas fogalmanak kiterjesztésére.

3.9. Definici6. Egy sima f : Z — X leképezés transzverzélis az Y C X rétegelt
részsokasagra (f mY'), ha f transzverzalis Y mindegyik rétegére.

3.10. Tétel. Legyen Y C X eqy rétegelt részsokasdg, f : Z — X eqy erre transzverzdlis
sima leképezés. Tegyiik fel, hogy Y ciklus. Ekkor f~Y(Y') is ciklus, kohomoldgiaosztdlya,

Y] = £y c X].

Bizonyitds. f transzverzalitdsa miatt Y X (j > d) rétegeinek f~1(X;) 6sképei Z részso-
kasagai, igy f~1(Y) C Z rétegelt részsokasag. f~1(Xq) C Z\ f~1(Z4.1) normalnyalabja
kanonikusan izomorf Xq C X\ Zg41 normalnyalabjaval [BJ82|, igy f~'(X4) koiranyitott.

Z\ 7 Za) X\ Zgn

? {

VA X

diagram kommutativ, igy a kohomologidkon indukalt leképezések kompozicidi is meg-
egyeznek. Ebbdl, f h X, esetben alkalmazva a részsokasagokra és rajuk transzverzalis
leképezésekre vonatkozo tételt,

P 1zan = 5 (W lxza, ) = X = [ (X))

adodik, amibdl definici6 szerint kovetkezik, hogy f~1(Y') ciklus, melynek kohomologia-
osztalya megegyezik f*[Y]-al. O

3.2. G-invarians rétegelt részsokasag ekvivarians kohomolégiaosztalya
3.2.1. Az univerzailis nyalab approximaciéja

3.11. Definicio. {pg,nk, 7k, k € N} egy G topologikus csoport EG — BG univerzalis
nyaldbjanak sima (algebrai) approximécioja, ha

(1) px : Ex — By sima (algebrai) principalis G-nyalab,

(2) ng: By — By sima (algebrai) beagyazas,

(3) ng : By — Ejx41 sima (algebrai) ny feletti G-nyalableképezés,

(4) Barmely j < k + 1 esetén a ki : By — BG Kklasszifikdlo leképezés altal indukalt
Kkyx 1 Tj(Bg) — m;(BG) izomorfizmus.

(5) Kit1ng = Kk
A jelolést leegyszeriisitve, egy univerzalis nyaldb approximéciojat a tovabbiakban
{Ex — By} sorozattal roviditjiikk. Példainkban leggyakrabban G = GL(n) csoporttal

talalkozunk. A Grassmann-sokasagok illetve a felettiik lev§ résznyalabok az univerzalis
G L(n)-nyalab egy sima approximaciojat adjak.
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3.12. Allitas. Legyen {py,ng, ig, k € N} az EG — BG univerzilis G-nyaldb egy sima
approzimdcidja. Ekkor a ki : By — BG klasszifikdlo leképezések dltal indukdlt

Kj . H(BG) — H’(By)
1zomorfizmus minden j < k esetén.

Bizonyitds. A Ky leképezés M, hengere segitségével ry felirhatéd ri kompozicioként,
ahol i : By — M,, beagyazas, r : M, — BG deforméacios retrakcio, igy i, : m;(By) —
7j(My, ) is izomorfizmus minden j < k + 1 esetén. (M., , By) térpar homotopia hosszt
egzakt sorozatabol,

> 7T]<:+1(Bk:) - 7T/€+1(M1€k) - ﬂ-k-‘rl(MNkaBk) - Wk(Bk) - Wk(Mlik) -

kovetkezik, hogy (My, , By) térpar (k + 1)-szeresen Osszefiiggs. [Hat02| konyv

e Ha (Z, X) utosszefiiggs terek n-szeresen osszefiiggs parja, akkor H;(Z, X;G) =0
és H(Z,X;G) = 0 tetsz6leges i < n és G csoport esetén.

allitasa alapjan ekkor H*(M,,,By) = 0 (i < k +1). (M,,, Bx) kohomoldgia hosszii

egzakt sorozatabol,

- — H¥(M,,, B — k) — H*(M,,) — H*(By,) — H***(M,,, By,) — ---

kovetkezik, hogy i* : H’/(M,,) — H’(Bj) izomorfizmus minden j < k esetén, igy
ugyanez teljesiil x} : H/(BG) — H7(By,) leképezésekre is. O

3.2.2. (G-ekvivarians kohomoloégiaosztaly definicidja és tulajdonsagai

Legyen G egy Lie-csoport, és tekintsiilk G egy sima hatésat az X sokasdgon. Y C X
d kodimenzids rétegelt részsokasig definicié szerint G-invaridns, ha mindegyik rétege
G-invaridns. Az univerzalis G-nyalab egy {Ey — By} sima approximacioja segitségével
minden k € N esetén megadhat6 egy

Y(k)=EyxgY C X(k) = Ej, x¢ X

d kodimenzi6s rétegelt részsokasag.

A kovetkezd allitas osszefiiggd Lie-csoport és Y C X ciklus esetén garantélja Y (k) C
X (k) hasonlé tulajdonsagat, és igy [Y (k)] € H?(X(k)) kohomologiaosztaly létezését.
Bizonyitasa megtaldlhato [Fehlba| jegyzetben.

3.13. Allitdas. Ha G Lie-csoport dsszefiiggs, Y C X egy ciklus, akkor Y (k) C X (k) is
ciklus.

Az alabbi lemma szerint elég nagy k esetén [V (k)] egyértelmiien meghatarozza H%(BgX)
egy elemét, ezt nevezzilkk Y G-ekvivaridns kohomologiaosztélyanak.
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3.14. Lemma. A kg klasszifikdlo leképezés feletti kq : X(d) — BgX fibrumtarto

leképezés dltal indukdlt
Ryt HE(X) — HY(X(d))

leképezés izomorfizmus.

Bizonyitds. Tekintsiik a &4 : X(d) — BgX nyalableképezés altal a homotopia hosszi
egzakt sorozatokon indukalt lancleképezést.

Tj+1(Bg) —— mj(X) —— mj(X(d)) —— 7;(Bg) — m;(X)

| . |= | Fa. | . |-

Tj+1(BG) — mj(X) — 7j(BeX) — 7;(BG) — m;(X)

j < d esetben {E} — By} approximacié definicidja szerint a kommutativ diagram elss
és negyedik fiigg6leges leképezése izomorfizmus, igy az 5-lemmat alkalmazva adodik
Kas : (X (d)) = m;(BeX) izomorfizmus.

J < d+ 1 esetben csak a diagram mésodik, negyedik és 6todik leképezése izomor-
fizmus, igy a 4-lemma alkalmazasabol Ky, : mg11(X(d)) = 7gr1(BeX) sziirjektivitasa
kovetkezik. Ezekbdl, attérve kg4 leképezés hengerére, 3.12 allitds bizonyitédsaval analog
modon kovetkezik a lemma. d

3.15. Definicié. Tekintsiik egy G Lie-csoport egy X sokasdgon vett sima hatasat, Y
legyen X egy G-invarians d kodimenzios rétegelt részsokasaga. Jelolje {Ey — By} az
univerzalis G-nyalab egy sima approximéciojat. Tegyiik fel tovabba, hogy [Y(d)] €
H(X(d)) létezik. Ekkor

Ve = (7))~ [Y(d)] € H&(X)
az Y G-ekvivarians kohomolégiaosztélya.

{E) — By} approximéaci6 definiciojabol kovetkezik, hogy [Y]g megadasahoz az app-
roximaci6 barmely X (k) (k > d) tagjat valaszthatjuk.

[Y]q osztalybol tetszoleges sima principélis G-nyalabhoz asszocialt P xg X nyalab
P xgY részének osztalya megkaphat6 az alabbi moédon.

3.16. Tétel. Legyen Y C X G-invaridns rétegelt részsokasdg, melynek ekvivaridns
kohomoldgiaosztdlya a fenti mddon értelmezett. Tekintsink egy tetszdleges P — Z prin-
cipdlis G-nyaldbot, klasszifikdlo leképezését jelolje ¢ : Z — BG. Ekkor

[PxqgY C PxgX|=0¢"Y]a,
ahol (;3 a klasszifikdlo leképezés dltal indukdlt fibrumtarto leképezés.

Bizonyitds. Egy j6 Morse-fliggvény segitségével felépithetd egy Z-vel homotop ekviva-
lens korlatos dimenziojut CW-komplexus, és igy attérhetlink P ezen komplexus feletti
visszahtizottjara. Ekkor létezik egy ¢-vel homotop cellularis leképezés [Hat02|, azaz ¢
keresztiilvezethet6 BG valamely By approximécidjan. Jelolje ¢ : Z — By, azon leképe-
zést, melyre ¢ = Kr¢r. Ekkor
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o l Kk

igy léteznek ¢p, : P xg X — X(k) és Ry : X(k) — BgeX fibrumtarto leképezések,
melyekre o
¢ = PiF.
Elegenden nagy k-ra definicio szerint [Y (k)] = wi[Y]g teljesiil. ¢y, transzverzalis
Y (k) C X (k) rétegelt részsokasagra, igy 3.10 tétel alapjan
¢*[Y]e = diRilY]a = GilY (0)] = [0, (Y (K))] = [P xc Y].
O

G topologikus csoport H részcsoportjanak ¢ : H — G beédgyazasa esetén, az el6z6
tételt EH — BH univerzalis nyaldb approximéacidjanak egy megfelel§ £, — By tag-
jara alkalmazva adodik, hogy [Y]e a beagyazas altal indukalt Bi H{(X) — Hi(X)
morfizmus altali képe, )

Bi'[Y]e = [Y]u.

Abban a specialis esetben, mikor X = V vektortér, a rajta értelmezett G-hatés
linearis, barmely 7 : E — B principalis G-nyalab és az ehhez asszocidlt F xg V egy s
szelése esetén a Leray-Hirsch tételbsl 7* : H*(B) = H*(E X V') izomorfizmus, valamint
7* 71 = §* kovetkezik. A P — Z principalis G-nyalabhoz asszocialt nyaldb egy o : Z —
P xgV,a P xqgY rétegelt részsokasiagra transzverzalis szelése esetén, az el6zGekbdl

[Y(0)] =0 [P xgY C PxgV]=0"¢"Y]g = ¢*p* [V,
és igy a fejezet eleji 3.1 tétel kovetkezik.

3.17. Tétel. Legyen f : Z — X egy G-ekvivaridns sima leképezés, mely transzverzdlis
azY C X G-invaridns d kodimenzids rétegelt részsokasdgra. Tegyik fel, hogy Y ciklus.
Ekkor az f dltal indukdlt Bqf : BaZ — BgX nyaldbleképezésre

Baf* Y] =[f"'(Y) C Za
teljestiil.

Bizonyitds. A G-invarians f fiiggvény indukal egy fi nyalableképezést az univerzalis G-

A

Ej x¢ X nyalabjai kozott. fi transzverzélis az Y (k) C X (k) rétegelt részsokasagra, igy
3.10 tétel szerint

FIY (k) € X(R)] = [f7 (Y (R))] = [fTH V) (k) € Z(R)).

A Ky feletti 537 : Z(k) — BgZ és Kk, : X(k) — BgX fibrumtarto leképezésekre
Rf fi = Baf /?e,f teljesiil, igy a kohomol6gidkon indukalt
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H*(X(k)) H*(BgX)
I Ba f*
o G
(Z(k)) H*(BgZ)

diagram is kommutativ. Ekkor
(77)" (Baf* Y1) = filY (k) € X (k)] = [/ (Y)(k) C Z(k)],

melybdl elég nagy k-ra definicié szerint Bg f*[Y]g = [f~1(Y) C Z]¢ kovetkezik. O

3.3. Kohomolégiaosztaly megszoritasa

Egy X sokasag Y d-kodimenziés koiranyitott zart részsokasaganak kohomologiaosztalya
ap:v— Y normalnyalab u, € H%(v, v\ Y) Thom-osztalyanak

Hiv,v\Y) S HYX, X\ Y) 5 HYX)

kompozicio altali képe. (X, X \ Y) térpar kohomolégia hosszi egzakt sorozatabol, és v
k=1 %

Euler-osztalyanak e(v) = p* ™ j*(u,) definiciojabol

(1) Ylxy =0,
2) [Y]ly =e((Y C X))

kovetkezik.

Y = Uj>qX; rétegelt részsokasag osztalyanak definicioja szerint [Y] megszoritasa,
Yllx\zyp, = [Xdl. Xa C X\ Zay1 zért részsokaség, igy a fentiekbdl [Xo]| y\y = 0, és
Igy

Yy = Wz, = [Xallx\y =0

X\Y

kovetkezik, vagyis (1) ebben az esetben is teljesiil. Egy rétegelt részsokasag normalnya-
labja nem értelmezett, igy (2) csak X \ Zg41-re megszoritva,

Yx\z4, = e((Xa C X\ Zay1))

formaban teljestil.

3.3.1. Ekvivarians eset

Kohomolégiaosztalyok megszoritasara vonatkozoé fenti tulajdonsagok ekvivarians esetben
az alabbi médon teljesiilnek.

3.18. Allitas. Legyen X eqy algebrai sokasdg, melyen értelmezett egy algebrai G-hatds.
Tekintsiik X eqy Y G-invaridns d kodimenzids részvarietdsdat. Ekkor

(1) [Y]G|BG(X\Y) =0,
(2) Ylalpox, = ea((Xa C X\ Zara))-
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Bizonyitds. Tekintsiik az univerzalis G-nyalab approximéaciojanak egy Ep — B tagjé-
hoz asszocialt Y (k) és X (k) nyalabokat. Ekkor Y (k) C X (k) rétegelt részsokasag, igy a
nem ekvivarians esetben leirtak szerint

Y (B)] x ey xy = O-

X\Y G-invarians, igy Ba(X\Y) illetve By xq(X\Y) = (X\Y)(k) = X(k)\Y (k) jol
értelmezett. 3.14 lemméat X \ Y fibrumu esetre alkalmazva adodik, hogy a ki : By — BG
klasszifikalo leképezés feletti fibrumtarto Ri(\y : (X\Y)(k) — Ba(X\Y) nyalableképezés
elég nagy k esetén izomorfizmust indukal a d-edik kohomoldgiacsoportokon.

ﬁf\y a Ry megfelel§ megszoritottja, igy a

Ba(X\Y) BeX
Rf\y[ |n§
X (k) = Y (k) = (X = Y)(k) —— X (k)

diagram kommutativ. A kohomolégiacsoportokra attérve

<’%§\Y>* ([Y]G|BG(X\Y)> =0,

és ebbdl (1) kovetkezik.

Az allitds masodik részének bizonyitasdhoz el6szor megmutatjuk, hogy v(Xy C
X \ Z411) G-nyaldb. Valoban, a ¢ € G elemmel vett X; — X szorzas ennek dif-
ferencialjaként felemelhets T'(X \ Zg41) illetve T Xy érintSterekre, igy a differencial a
hatas egy jol definialt felemelését adja a v(Xy C X \ Z441) hanyadoson.

,L'*

HY(BaX) HY(BgXq)
(=) ()
HO(X (k) ——— HA(X4(k)

diagram kommutativ, [Y]q definiciojabol (7y )" [Yo] = [V (k) C X (k)], rétegelt részso-
kaségok osztalyara vonatkozbdak szerint pedig

i'[Y(k) € X(k)] = e(v(Xa(k) C X(k)\ Zat1(K)))
teljesiil. A bizonyitas folytatasahoz sziikségiink lesz az alabbi allitasra.

3.19. Lemma. Legyen X egy algebrai sokasdg, melyen értelmezett eqy algebrai G-
hatds, és tekintsiik X eqy Y G-invaridns részsokasdgdt. Ekkor barmely M sokasdg feletti
P — M algebrai principdlis G-nyaldb esetén

V(P xaY CPxgX)=2Pxgv(Y C X).
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A lemmabél
I/(Xd(k‘) C X(k) \ Zd+1(k‘)) = F Xg I/(Xd cX \ Zd+1),

X\ F.
és igy (Kik d) izomorfizmusra

(A) (ea((Xa € X\ Zus))) = e(w(Xa(k) € X(W)\ Zasa(F))),

amibdl adddik, hogy az [Y]c|p, y, megszoritas csak eq(v(Xq C X \ Zgi1)) lehet. [

3.3.2. Megszoritas egy pontra

G egy megfelel§ részcsoportjara vald attérés utan egy G-tér tetszéleges Y részhalmaza
esetén definidlhatjuk ekvivarians kohomolégiaosztaly Y-ra vett megszoritdsit. Y stabi-
lizatorat jelolje
Gy ={geGlg(Y)=Y}CG.
Ekkor i : Gy — G beagyazas altal indukalt Bi* : H*(BgX) — H*(Bg, X) homomor-
fizmus és H*(Bg, X) — H*(Bg, YY) megszoritas kompozicidjaként el6allo
H&X — HEG Y

leképezés altalanositja a G-ekvivarians megszoritast.

Peéldainkban leggyakrabban eléfordulé Y = {z} esetben, a jelolésbdl {} zarojeleket
elhagyva, az alabbi &llitas teljestil.

3.20. Allitas. Ha X egy algebrai sokasdg, melyen értelmezett eqy algebrai G-hatds,
Y C X egy G-invaridns részvarietds, © € X, akkor

(1) Ylglpye =0, haz &Y,
(2) Yllpye = €6, (va(Xa C X\ Zay1)), ha z € Xq,

ahol vy a normdlnyaldb x € X4 feletti fibrumdt jelenti.
Bizonyitds. Ha x ¢ Y, a Bga-re vett megszorités felirhato
HYBgX) — HYBg(X \Y)) = HBg,(X \Y)) — HYBg, )

kompozicioként, melynek els§ fiiggvénye 3.18 allitas szerint 0.
f:{z} — X, beadgyazas esetén a Bgz-re vett megszoritas megegyezik

H*(BaX) — H*(BaXq) 25 H*(Ba,Xa) *%" H*(Ba,x),

kompozicioval. 3.18 allitas szerint [Y]c|p, x, = ec(V(Xa C X \ Zat1)).
Bg,V(Xa C X\ Zat1) = Bi' (Bav(Xq C X\ Zy1)) 68
Ba, [*(Ba,v(Xq C X\ Zg41)) = Ba,va(Xa C X\ Zgi1)
izomorfizmusokbo6l az Euler-osztaly természetességébsl adodoan
B, f*Bi (eq(v(Xa C X\ Zay1))) = Ba.f* (eq.(v(Xa C X \ Zay1))) =
e, (Ve(Xa C X\ Zgt)),
és igy (2) kovetkezik. O
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A tétel bizonyitasanak egy 1épésében az Euler-osztély helyére egy tetszéleges karakte-
risztikus osztalyt irva adédik egy allitds, melyet hatasok fixpontjaira vett megszoritasok
esetén gyakran alkalmazunk.

3.21. Lemma. Legyen f € X az X-en értelmezett G-hatds eqy fixpontja. FEkkor
barmely E — X G-vektornyaldb egy ag(E) G-ekvivaridns karakterisztikus osztdlydanak
f fizpontra vett megszoritdsa,

aG(E)|BGf = OZG(Ef),
ahol E¢ a nyaldb f feletti fibruma.

A jelolést egyszertsitve, az o € Hf(X) osztaly € X elemre vett ekvivaridns
megszoritasat gyakran «|, modon jeloljiik.

4. Attérés a toruszhatasra

A fejezetben leirtak lehetévé teszik, hogy egy csoporthatas helyett, annak egy megfeleld
részcsoportra vett, altalaban joval egyszertibb megszoritésat vizsgaljuk.

Tekintsiik egy G Lie-csoport egy T' Lie-részcsoportjat. Az i : T — G tartalmazés az
ET x;G — BT klasszifikal6 leképezésén keresztiil indukél egy Bi* : Hf, — H7 hozzaren-
delést. Egy tetszbleges g € G elemmel vett konjugalas G egy p, belsé automorfizmusat
adja, igy definidlhato az EG x,, G — G asszocialt nyalab. Ennek klasszifikdlo leképe-
zése indukal egy py : Hg, — Hg morfizmust. Ha g € Ng(T), akkor definicio szerint
gTg™' C T, igy py T-re vett megszoritasan keresztiil értelmezhets az ET X, , I' — BT
nyaléb, illetve ennek Bp, : ET — ET klasszifikalo leképezése, ami egy Bpg : Hy — Hyp
leképezést indukal a kohomoldgidkon. ip, = pyi, igy a hozzérendelés funktorialitasa
miatt

H; —P e H
Bp;l Bpy
H — P Hy

diagram kommutativ.

4.1. Lemma. Bdrmely P principdlis G-nyaldb, és G tetszdleges pg belsd automorfizmusa
esetén P X, G = P.

Bizonyitds.
P x,, G — P, [p,h] — pgh

leképezés jol definialt, hiszen egy mésik [pj, pg(d )_1h] reprezentansra

(i) (pg(7)~"h) = pjgg~"j " gh = pgh

teljesiil, inverzét a
1
€G]

fliggvény adja, igy izomorfizmus. O

P—>P><ng,p+—> [pg*
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A lemmébol adodik, hogy minden g € T elemre id = Bpy : Hyy — Hp;, igy a fenti
g = (Bpy : Hp — Hf) leképezés indukél egy Ng(T)/T-hatast H} kohomologian. A
lemmat az EG univerzalis nyalabra alkalmazva kapjuk, hogy id = Bpy : Hf, = H,, igy
Bi*(HE) invaridns a Bpj : Hi — H7 leképezésre nézve.

Egy G Lie-csoport kompakt sszefligg§ kommutativ T Lie-részcsoportjat téorusznak
nevezzik. Az elnevezést indokolja, hogy minden ilyen tulajdonsagu Lie-csoport izomorf
T"-el. A Kklasszifikdlo terek megérzik a szorzat struktarat, igy BT" = xI BU(1),
amibdl a Kiinneth-formula szerint H*(BT™; Q) = Q[x1, ..., z,] kovetkezik.

Egy T térusz Weyl-csoportjanak a

W = No(T),

faktorcsoportot nevezziik. A fenti gondolatmenet szerint ekkor Bi*(H*(BG;Q)) C
H*(BT; Q)W, a H*(BT;Q) = Q[x1, ..., x,] polinomgytrd WW-invarians elemei. A.Borel
alabbi tétele szerint bizonyos esetben ennél tobb is igaz.

4.2. Tétel. Legyen G kompakt dsszefiiggé Lie-csoport, T egy (tartalmazds szerint)
mazimdlis torusza, W pedig T Weyl-csoportja. Ekkor a bedgyazas dltal indukdlt

H*(BG;Q) — H*(BT,Q)
leképezés injektiv, képe H* (BT, Q)W.

A tétel kiterjeszthets (lasd [Fehlba]) a nem feltétleniil kompakt Osszefiiggs Lie-
csoportok esetére is, mi is egy ilyen, G = GL(n) csoportra fogjuk alkalmazni. GL(n)
maximaélis T torusza a diagonélis matrixok alkotta részcsoport. Belathato, hogy Ng(7T)
normalizatort 1" elemei és a permutaciémétrixok generaljak, igy W = S,,. A tétel szerint
ekkor H*(BGL(n); Q) bijekcioban all Q[z1, ..., x,]"" szimmetrikus polinomok gyfirtijé-
vel. Az altalanos linearis csoportra vonatkozo allitas bizonyitasa megtalalhato [Hat03]
jegyzetben.

A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget H(, elemei és Bi*-altali képiik kozott.
H?(BT;Z) azonosithat6 az w : T — U(1) homomorfizmusok (T térusz stlyai) alkotta
Wr csoporttal, ahol Wr csoportstrukturajat a pontonkénti szorzéas adja.

4.3. Definicié. Egy T torusz w : T — U(1) silya esetén legyen
a(w) = 1 (ET x,, C) € H*(BT;Z).
4.4. Tétel. Az a: Wr — H?(BT;7Z) leképezés csoport izomorfizmus.

Bizonyitds. ElGszor megmutatjuk, hogy « 6rzi a csoportstruktirat. Barmely wi,ws €
Wr esetén
ET Xy, C=Z (ET X, C)® (ET X, C),

mivel a két nyalab fibrumai és attérésfiiggvényei megegyeznek. Valoban, 1-nyalabok ten-
zorszorzatanak attérésfiiggvényei egyszertien az attérésfiiggvények szorzata. Tetszbleges
Ly, Ly komplex vonalnyalabok esetén ¢1(L; ® Lo) = ¢1(L1) + ¢1(L2).

a leképezés bijekcio. Jelolje i; : S L« T a kér beagyazasat a torusz j-edik tényezsjé-
be. Barmely w € Wr esetén wi; : S 1 — S1 homomorfizmus, és igy megegyezik a z — 2F
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leképezéssel, valamely k € 7Z egész szamra. Ebbdl kovetkezik, hogy Wr tetszéleges

eleme,
n

w:T — SY (21,...,20) »—>Hzlkl (ki € Z)
i=1

alaku, igy a m; : T — Sto(z1,...,20) — zj projekciok szabadon generéljdk Wr csopor-
tot. BT X, C = B?T;(’}/l), ami miatt ¢ (ET x5, C) = Bﬁ;(Cl("}/l)), ahol c1(y!) = z
a H*(BU(1)) = H*(P*) = Z[x] polinomgytrtiben. Az 1. fejezetben leirtak szerint
Brj : BT = x? {BU(1) — BU(1) a j-edik tényezdre vett projekcio, igy a Kiinneth-
formula szerint

a(nj) =x; € H*(BT;Z) = Zlx1, . . ., T),

igy 7;-k képei szabadon generaljak H?(BT;Z) csoportot. O

w € Wr helyett, annak a megfelels Lie-algebrak kozott mend érintSleképezését véve,
attérhetiink additiv frasmodra.

wi i T = UL, (21, 20) = [[ 2

1 2
(j = 1,2) sulyok szorzata az wiws : (21,...,2n) = [[1-; zf’ M morfizmus, derivaltleké-

pezésiik

n
dwj: C" = C,(&1,...,8n) = Y K&,
i=1
igy d(wiws) = dw; + dws.

A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget H?(BT';Z) és Wr elemei (illetve ezek de-
rivaltjai kozott), és mindkeét esetben az additiv jelslésmodot alkalmazzuk. H2(BT;Z) ge-
neralja H*(BT; Z) kohomologiagyfirtt, igy az additiv jelolésmod elénye, hogy H*(BT'; Z)
elemeit kifejezhetjiik a T térusz sulyaival.

Tekintsiik a G Lie-csoport egy p : G — GL(V) linearis hatasat a V' d-dimenzios
vektortéren. G maximalis T toruszanak p(T') képében az elemek szimultan diagonalizal-
hatoak, igy V felbomlik V = EB?:ILi 1-dimenzi6s altereinek direkt Gsszegére, tgy hogy
plr az alabbi modon faktorizalodik.

T plr GL(V)

x{_1GL(L;) = (C*)
A p reprezentaci6 silyainak a m;jp : T — C* leképezéseket nevezziik, ahol ; :
(C*)4 — C* a j-edik tényezére vett projekcio.

4.5. Allitas. Vegyiik eqy G Lie-csoport V¢ vektortéren vett linedris hatdsdt. A repre-
zentdcio siulyai legyenek w;, 1 =1,...,d. Ekkor a BV — BG nyaldb Chern-osztdlyai,

ciG(V):ai(wl,...,wd), 1=1,....,d,
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ahol o; az i-edik elemi szimmetrikus polinomot jeldli. Specidlisan az origo G-ekvivaridns
kohomoldgiaosztdlya,

d
Olg =eq(V) = Hwi.
=1

Bizonyitds. Tudjuk, hogy az ¢ : T — G beagyazas altal indukalt Bi klasszifikalo le-
képezésre BrV = Bi*(BgV) teljesiil. A V = @, L; felbontas megvélasztasa miatt
BV = @leBTLi. A Whitney-formula és a Chern-osztaly természetessége miatt ekkor

d d

Bi*(¢(BaV)) = e(@f_, BrLi) = [ [+ c1(BrL:i) = > ai(e1(BrLy), ..., c1(BrLa)),
=1 =0

vagyis a keresett Bi*(c'(V)) = o4(c1(BrLy),...,c1(BrLy). A H*(BT;Z) <> Wr azo-
nositas soran c1(BrL;) definicié szerint w;-nek felel meg. O

5. Elo6relokés

Megfelel6 tulajdonsigu terek és kozottiik mens f : X — Y folytonos fliggvény esetén
értelmezhetd az f leképezés fi : H*(X) — H*(Y) elorelokése. Ez egy, a megszokottol
ellentétes irdnyu kovarians leképezés az X, Y (ekvivaridns) kohomologiai kozott, melyre
speciélis tulajdonsagn f fliggvény esetén teljesiil

(1) = [f(X) C Y.

Az elbrelokésre vonatkozo integralformulék segitenek fi értékeinek meghatéarozasa-
ban, igy ez a homomorfizmus lesz az elsdleges modszeriink invarians részvarietasok
kohomolégiaosztalyainak kiszdmitasara. Az elérelokést elGszor specialis fliggvényekre
definialjuk, majd tobb lépésben kiterjesztjiik az altalunk hasznalt valtozatig.

A fejezetben szerepl§ allitasok bizonyitasai megtalalhatok [Ful97]|, [Fehlba| és [AB84]
jegyzetekben.

5.1. Eldrelokés kompakt sokasagok kozott

Kompakt iranyithaté sokasdgok kozott mend f : X — Y folytonos leképezésekre a
Poincaré-dualitas [Hat02] segitségével definialhatjuk az fi : H*(X) — H*(Y) el6relokést.

5.1. Tétel. (Poincaré-dualitas) Ha X kompakt irdnyithatd n-sokasdg fundamentdlis
osztdlya [X] € Hy(X;Z), akkor a

D:H¥X;Z) = H,_1(X;7), a— [X]Na
hozzdrendelés izomorfizmus minden k esetén.

5.2. Definici6. f : X™ — Y™ kompakt irdnyitott sokasidgok kozétt mend folytonos
fiiggvény el6relokése

fi: HY(X) = H*(Y), fi(a) =Pd™! f, Pd(a).
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Az el6relokés az Y és X dimenzidinak kiilonbségével csusztatja el a fokokat,
fi: HY(X) — H"F"=™(Y). Ezt az f leképezés relativ kodimenzi6janak nevezziik.

5.3. Allitas. Az elorelokés az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkezik.

(1) Funktoridlis: f: X —Y ésg:Y — Z leképezések esetén (gf) = g1 fr.
(2) i: X =Y sima bedgyazds esetén iy megegyezik a

HZ(X) é Hl+n_m(y(X)7 U(EX)) ega: Hl+n_m(K Yy \ X) E) Hl+n_m(Y)

kompozicioval, ahol ¢ a Thom-izomorfizmust, ex a kivagdst, F pedig az (Y,Y \ X)
térpdr hossziu egzakt sorozatdaban szerepld homomorfizmust jeldli.

(3) Ha H*(Z;Z) minden k esetén végesen generdlt szabad Abel-csoport, {zy,. .., zn}
additiv bazisa, melyben zg = [x] a térfogati forma, my :' Y x Z — 'Y illetve wyz :
Y X Z =Y projekciok, akkor a Kinneth-formula szerint H*(Y x Z) minden eleme
egyértelmien felirhato ), w5 (yi)m% (%) alakban. Ekkor

Ty (Z m*v(yi)ﬂ*z(%)) =Y

A allitas 2. részébdl kovetkezik, hogy i : X — Y sima bedgyazas esetén (1) =
[X CY]. ¢(x) az x nyalableképezés menti visszahtizottjanak és az u, € H" ™ (v(X), Z/(X))
Thom-osztalynak csészeszorzata, u, a kompozicié tovabbi leképezéseivel vett képe defi-
nici6 szerint X kohomologiaosztélya.

Tetsz6leges f : X — Y leképezés elGéll az f grafjaba valo sima beédgyazas és egy
projekcié kompoziciojaként, igy a fenti tulajdonsagok meghatarozzik az el6relokést. A
késébbiekben ezeket a tulajdonsagokat hasznéljuk az el6relokés fogalmanak nem feltét-
leniil kompakt sokasagok kozt mend leképezésekre valéd kiterjesztéséhez.

Fibralt nyalab nyalédbleképezése mentén vett eldrelokést a fibrum mentén vett in-
tegralnak is nevezik, mivel a De Rahm-kohomologiaelméletben a két fogalom megegye-
zik. Speciélisan, az alkalmazasaink soran gyakran el6keriils co : X — {x} konstans
(nyalab)leképezés mentén vett elérelokést

/X x = co(x)

modon is jeloljik.

5.2. El6relokés valodi leképezésekre

Egy leképezést valdodinak neveziink, ha barmely kompakt halmaz &sképe kompakt. A
Poincaré-dualitas hidnyaban az el6z6 tétel allitdsait felhasznalva kiterjeszthetjiik az els-
relokés fogalmat a nem feltétleniil kompakt irdnyitott sokasdgok kozdtt mend valodi
leképezésekre.

5.4. Tétel. Létezik egy egyértelmd kovaridns funktor az irdnyitott sokasdgok és a valddi
leképezések kategoridjabol, mely teljesiti az aldbbi tulajdonsdgokat.
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(1) i: X =Y sima bedgyazds esetén iy megegyezik a

H(X) £ HF ™ (0(X), (X)) < Ay, Y X) B ey

kompozicidval, ahol ¢ a Thom-izomorfizmust, ex a kivdagdst, F' pedig az (Y,Y \ X)
térpdr hosszi egzakt sorozatdban szerepld homomorfizmust jeléli.

(2) Ha Z kompakt tér mindegyik H*(Z) kohomoldgidja végesen generdlt szabad Abel-
csoport, akkor amy 1Y X Z —'Y projekcio valodi és H*(Y x Z) tetszdleges elemére

Y| (Z W?(?/iﬁ%(%)) = Yo

teljesiil, ahol {zo,...,2n} a H*(Z) additiv bdzisa, és zo a térfogati forma.

Az egyértelmiiséget az aldbbi allitas segitségével konnyedén belathatjuk. Whitney
beagyazasi tétele szerint tetszéleges X sokasig bedgyazhatd egy elég nagy dimenzids
gobmbbe. A beédgyazast jelolje i : X — S™. Barmely f : X — Y leképezés esetén
(i, f) : X = S™ x Y is beagyazas.

5.5. Allitas. Ha f: X — Y sokasdgok kézott mend valddi leképezés, akkor (i, f) : X —
S™ x'Y is valodi.

Bizonyitds. A bizonyitashoz elészor megmutatjuk, hogy egy f : X — Z lokalisan kom-
pakt térbe mend folytonos leképezés akkor és csak akkor valodi, ha lokalisan valodi, azaz
minden z € Z pontnak létezik kompakt kornyezete, melynek Gsképe kompakt. Valéban,
barmely C' C Z kompakt halmaz lefedhet§ U, z € C nyilt halmazok véges rendszerével,
melyben U, halmazok lezartja kompakt. Ekkor

igy a keresett Gskép elGall véges sok kompakt halmaz kompakt unidjanak zart részeként.

SN <Y sokasag lokalisan kompakt, igy elegendé megmutatnunk, hogy egy f : X — Y
lokalisan valodi és egy g : X — Z folytonos leképezés esetén (g,f) : X — Z xY
szintén lokélisan valédi. Ez utébbi allitds kovetkezik kompakt halmaz zart halmazzal
vett metszetének kompaktsiagabol. O

Kohomolo6giaosztéilyok kiszamitasaban az alabbi fliggvényosztaly lesz segitségiinkre.

5.6. Definicié. X és Y sima algebrai sokasidgok kozott mend ¢ : X — Y valodi algebrai
leképezést p(X) feloldasanak nevezziik, ha ¢ injektiv X egy Zariski-nyilt részhalmazén.

5.7. Tétel. Hap: X =Y a p(X) képének felolddsa, akkor

e1(1) = [p(X) C Y].
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5.3. Ekvivarians eldrelokés

c sz

Y irdnyitott G-sokasagok kozott mend f 1 X — Y valodi G-ekvivarians leképezés el6relo-
kését. 5.4 és 5.7 tételek ekvivarians valtozatai ebben az esetben is érvényben maradnak,
lehet6séget adva részvarietasok ekvivarians kohomolégiaosztalyainak kiszamitésara.

Egy M kompakt G-sokasag esetén tetszéleges folytonos M — {x} leképezés valodi
G-ekvivarians leképezés, igy definidlhato az

/ L HL(M) — HE
M

ekvivarians integralas, ami nem mas, mint BoM — BG, illetve pontosabban ennek
ekvivarians elérelokés. Bizonyos M sokasigok esetén az M fibrumu asszocialt BaM —
BG Leray-Hirsch nyalab. 2.8 allitas szerint PV, de &ltalanosabban, Grs V' sokasagok
is rendelkeznek ezzel a tulajdonsiggal. Leray-Hirsch nyalabok esetén a nyalableképezés
menti el6relokés az alabbi integralformulaval szamolhato.

5.8. Tétel. Legyen p : E — B egy kompakt iranyithato F fibrumid Leray-Hirsch nya-
ldb, és jeldlje c; azon H" (E)-beli elemeket, melyek tetszdleges F fibrumra vett i*(c;)
megszoritottjai H* (F) végesen generdlt szabad Z-modulus bazisdt adjdk. Jelolje i*(co) €
H'P(F) az F térfogati formdjdt. A Leray-Hirsch tétel szerint H*(E) tetszdleges x eleme
egyértelmiden felirhato

z=>Y p*(b)ec

alakban. A tétel szerint ekkor

5.4. Az elGSrelokés tovabbi tulajdonsagai

G-invarians részvarietasok kohomologiaosztalyainak kiszamitédsahoz sziikségiink lesz né-
hény tovabbi allitasra. Ezeket ebben a részben gytjtottiik Ossze.

Fiiggvények altal indukalt el6relokés és visszahtuzas az alabbi értelemben felcserélhe-
t6. Az el6relokés ezen tulajdonsagat az el6relokés természetességének nevezziik.

5.9. Allitas. Kompakt irdnyitott fibrumi sima irdnyitott nyaldbok illetve visszahizott-
jaik

V*E v E
i p
L, Y
M M
diagramja esetén 3
Vp = pit
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5.10. Tétel. (Atiyah-Bott-Berline-Vergne integralformula) Tegyik fel, hogy
a kompakt M sokasdgon értelmezett sima T-toruszhatds F (M) fixpontjainak halmaza
véges. Ekkor tetszdleges o € H7.(M) kohomoldgiaosztilyra

J, o
a= > —t
Mol T M)

A kifejezés jobb oldala Hy gyirid hdnyadostestének eleme, igy az dllitds része az is, hogy
az 0sszeq eqyszerisitése sordn a nevezd kiesik.

6. Varietasok kohomoloégiaosztalyanak meghatarozasa az el6-
relokés segitségével
6.1. Definici6. Legyen Y egy V G-vektortér G-invarians affin varietdsa. A ¢ : E =V

G-ekvivarians feloldast fibralt feloldasnak nevezziik, ha E egy M kompakt sima varietéas
feletti E — M G-vektornyalab totélis tere, és ¢ felirhato

@
/\T(A
E" suxyv—YV vy
\kﬂ_M

M

leképezések kompozicidjaként, ahol ¢ a vektornyalab G-ekvivarians bedgyazasa, my és
myr a megfelel§ tényezSkre vett projekcio.

A kovetkezs példa jol mutatja, hogy egy fibralt feloldias hogyan hasznalhato fel a
képeként elGallo varietas G-ekvivaridns kohomoldgiaosztalyanak kiszamitédsahoz. Ezt a
gondolatmenetet a késSbbiekben &ltalanositjuk, és a kapott allitdst felhasznaljuk méas
varietasok esetén is.

6.1. Giambelli-Thom-Porteous példa
6.2. Példa (Giambelli-Thom-Porteous). Tekintsiik a V = Hom(C", C"*!) vektortér

X (n,n+1) = {g@ € Hom(C", C"*")| corank(yp) > s} ,

matrixok megfelels minorjainak eltiinésével definidlhaté varietasat. ¥° a V vektortéren
értelmezett G = GL(n) x GL(n + 1) csoport

(S,T)- X =TXS™!

hatasdnak invaridns altere. Megmutatjuk, hogy a ¥%(n,n + 1) C V varietas el6all egy
fibralt feloldéas képeként. Ehhez legyen

S = {(W, A) € Gry(C") x V| A, = 0} .
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Y% azonosithaté egy kompakt sokasag feletti sima nyalab totélis terével, hiszen
¢ : 2% — Hom(Q,C"), (W, A) — <A : Cn/W — (C”H)

Grs(C™) feletti nyalabok izomorfizmusa, ahol @ jeldli a trivialis C" és a v* tautologikus
nyalab C"/gamma® hanyadosnyalabjat, C"*! pedig a trivialis vektornyalabot. %* része
a trivialis Grg(C™) x V nyaldbnak, a V-re vett 7y projekcio

<p:ﬂv\in:28—>v

megszoritasa Y5-re képezi. ¢ injektiv a X% = {(W, A) € X% ker(A) = W} Zariski-nyilt
a

részhalmazon, valamint G-ekvivarians, hiszen (S,T) € GL(n) x GL(n+1) a (W, A) € "

elemhez
(S,T)- (W, A) = (SW,TAS™)

part, A: C" / W — C"* homomorfizmushoz pedig
(8, T)-A=TAS: C" /gy — C"H!

leképezést rendeli, ahol S~ : Cn/SV[/ — Cn/w, S7!([a]) = [S~'a] . Megmutathato,
hogy ¢ valédi leképezés, igy £ fibralt feloldasat adja.

14
£ = Hom(Q, ") — ' Gry(C") x V —~ = v
\ l’ffgr
Grs(C™)

Az el6relokésre vonatkozo 5.4 és 5.7 tételek szerint
2] = elle) = mni(le) = mv, [is C Gr(C™) x V]G.

3% G-ekvivarians kohomologiaosztalyanak kiszamitasahoz tekintsiik az alabbi diag-
ramot

& B E = Hom(y*,C"t)
Gry(CM) x V — ¢ Gry(C)
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ahol o(W, A) = (W, A), Aly,), és vegyiik észre, hogy 3% éppen & B zéroszelésének o
altali 6sképe. o transzverzélis 7, E zéroszelésére, igy az Euler-osztélyra vonatkozo jol
ismert tétel szerint

[SS] = ca(m ).

Kompakt iranyitott Grg(C™) fibrumu sima iranyitott nyalabok alabbi diagramja kom-
mutativ,

TGr

Gry(C") x V Gr,(C™)

N lCO

1% ()

igy a karakterisztikus osztélyok és az elérelokeés (5.9 allitas) természetességét kihasznalva
adodik
£ = v (weclE) =cofy | ea(B)
Grs(Cn)

formula, ahol coj, visszahtizas természetes izomorfizmus, igy gyakran elhagyjuk a jelo-
lésbél.

A tovabbiakban jelolje B a trividlis C"* vektornyalabot. A képletben szerepld
eq(Hom(7*, B)) ekvivarians Euler-osztalyt a hasitéasi elv segitségével hatarozhatjuk meg.

6.3. Allitas. Az X feletti A és B vektornyaldbok Hom-nyaldbjinak top Chern-osztdlya,

e(tiom(4,8)) = [[T[ (8 - o).

Itt o = (L) és B = cl(Lf), ahol ®L{ és @Lf az A illetve a B vektornyaldbok
1-nyaldbok direkt 6sszegére felbomlo visszahizottjas.

Bizonyitds. A hasitési elv kimondja, hogy létezik egy f: F — X leképezés, amely altal
a kohomologidkon indukalt f* : H*(X) — H*(F) leképezés injektiv, és melyre A, B
nyalabok f*(A), f*(B) visszahuzottjai 1-nyalabok direkt dsszegére bomlanak.

Hom (f*(A), f*(B)) = Hom (&;L{", ®;LP) = @; @; Hom (L}, LP)
igy a Whitney-szorzatformula szerint

e(Hom (f*(A), f*(B)) = H H e (Hom (L, LP)).

Véges dimenzioés fibrumok esetén Lf ® L;‘l* = Hom (LZA, Lf ), igy az egyenldség tovabb
irhato

e(Hom (f*(A), f*(B) = [[ [[er(LF ® L")
iJ
alakban, igy a bizonyitas befejezéséhez elég belatnunk, hogy ¢i(L*) = —c1(L).
L® L* =2 Hom (L, L) 1-nyalab trivialis, 1évén az identités egy seholsem nulla szelése,

igyOzcl(L®L*) :Cl(L)-l-Cl(L*). L]
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A fenti formula «; illetve 3; valtozoéiban kiilon-kiilon szimmetrikus, igy felirhato elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként, vagyis eleme a hasitoleképezés altal a kohomo-
logidkon indukalt injektiv homomorfizmus képének. Az elemi szimmetrikus polinomok
helyére A illetve B nyalabok megfelel6 Chern-osztalyait helyettesitve megkapjuk a ke-
resett e(Hom(A, B)) € H*(X) elemet. A kapott szimmetrikus polinom megfelel§ alakra
torténd atirasa gyakran bonyolult, nevezetes szimmetrikus polinomokra vonatkozé isme-
reteket igényel, igy az altaldnos eset helyett mi csak egy specidlis, s = 1, [ = 0 esetben,
Gr1(C") = P*~! ekvivaridns kohomologiagytirijében folytatjuk a szdmitast.

Az €l6z6 tétel szerint

n+l
eq (717 B) = H(BJ —0) = Z ai(Bi,. .., Bpst) (—8)" =3,
J =0

ahol o; elemi szimmetrikus polinom C]G(B) € H*(BgP" 1) képe, és igy

e (11, B) = 3 E(B) (-8,

BG = BGL(n) x BGL(n + 1) klasszifikdlo tér Z-egyiitthatos kohomologiagytrtje
Hé =7 [al, N ,an,b1, .. -,bn+l], ahol

a; = mi(ei(Y")) €s by = mi(e;(v")),
ha m4 és mp jeloli BG els6 illetve masodik tényezdjére vett projekciot. A 2.2 részben
lefrtak alapjan H*(BgP" 1) az {1,6,...,0" !} elemek altal generalt szabad H*(BG)-
modulus, ahol § = cf(vl), a modulusstruktirat a p : BogPV — BG nyaldbleképezés

adja, és teljesiil a
n

Zai(—é)n_i =0
i=0
relécio.
A BgP"! feletti Bg B nyaléb éppen p*m(EGL(n + 1) X GL(n+1) Cth), igy 1 = 0
feltételt kihasznalva HZ (P"~!) fenti lefrdsédban

n—+l n
eq(Hom(y', B)) = " bj(=0)" "7 = "(bi — a;)(=0)" "
=0 i=1

BgP" ! Leray-Hirsh nyaldb, P"~! térfogati formaja éppen (—0)"~!, igy 5.8 tétel szerint
— n .
[Z*(n,n)] , = / ) D (i —ai) ()" =b1—ay
Ptz

6.2. Fibralt feloldas képének kohomologiaosztalya

Fibralt feloldas képeként elGéallo varietas kohomologiaosztalyanak kiszamitaséra vonat-
kozo fenti gondolatmenet az aldbbi tétellel altalanosithato.
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6.4. Tétel. Ha o : E —V azY CV G-invaridns affin varietds fibrdlt felolddsa, akkor

Vg =i [ e (V/E).

ahol coy, a coy : V. — {x} konstans leképezés dltal a kohomologidkon indukdlt izomor-
fizmus, V/E pedig az M trividlis V -nyaldbjinak i(E) résznyaldbjdval vett hdnyadosdt
roviditi.

Bizonyitds. A bizonyitas a konkrét esetre vonatkozo szamolassal analég moédon toérténik.
Tekintsiik az M feletti V/E hanyadosnyalab 7y, projekcio altali visszahtizottjanak

c:MxV—=ry(V/E) o(mv) =v+i(Ey)
szelését. Vilagos, hogy 071(0) = i(F), és belathato, hogy o transzverzalis a zéroszelésre,
18y
Vg = w(le) = mvii(le) = mvi [i(B)lg = mnea (my (V/E)) = mvimigec (V/E) .-
Az egyenletbdl 5.9 allitas

MxV M
™ l CcO
coy
4 {x}
kommutativ diagramra valé alkalmazéaséval adédik az allitas. O

6.3. Sima projektiv varietasok feletti kipok kohomoloégiai

Tekintsiink egy p : G — GL(V) reprezentaciot, és legyen Y C V egy G-invarians affin

varietas. Ha
y=J {1
lePY

egy kiup, példaul p képe tartalmazza GL(V') osszes skalarleképezését, tovabba PY C PV
projektiv varietas sima, akkor Y elGall egy G-ekvivarians fibralt feloldas képeként. Sima
varietas feletti kupok G-invarians alterek fontos példait adjak. Leszdmlalési kérdésekben
is ilyen varietasok osztalyédnak vizsgalata lesz segitségiinkre.

6.5. Allitas. HaY C V eqy sima j : PY < PV projektiv varietds feletti G-invaridns
kip, akkor

PV SPY x VY
kompozicio az Y fibralt felolddsa.
6.4 tételt alkalmazva kapjuk, hogy ekkor

[Y]GZ/PYeG(V/j*vl)-

G maximalis toruszanak i : T' — G beégyazasa éltal indukalt Bi : BT — BG leképezés
és ennek Bi: BrV — BgV fibrumtarté felemelése altal alkotott
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BrV = Bi*(BgV) — 2"

BaV

BT Bi BG

diagram kommutativ, 3.2.2 részben lefrtak alapjan Bi'[Y]q = [Y]r, gy attérhetiink a
toruszhatésra, az eredményiil kapott H7-beli elem megegyezik a G-ekvivaridns Euler-
osztaly integraljanak Bi* : Hf, — HJ beédgyazés altali képével.

PY kompakt sokasdg, az indukalt sima T-hatés fixpontjai a V vektortéren vett
toruszhatas sajatvektorai altal kifeszitett egyenesek. Véges sok fixpont esetén alkal-
mazhatjuk az Atiyah-Bott-Berline-Vergne integralformulat. ep(V/j*y') osztaly egy
f € F(PY) fixpontra vett megszoritasa az

ET xr (V/5*9"),

ET x7 {f} = BT

nyalab Euler-osztalya. 4.5 llitas szerint er((5*v!) f) = wy, igy a Whitney-szorzatformulabol

adodo
er(V)
Wi

er ((V/j*vl)f> =

kifejezést az integralformulaba helyettesitve az alabbi tételt kapjuk.

6.6. Tétel. Legyen Y C V T-invaridns varietds eqy sima PY C PV projektiv varietds
feletti kup, és tegyiik fel, hogy T-nek csak véges sok sajdtvektora eleme Y -nak. Ekkor

Yip=er(V) > (wrer(TyPY))~".
FEF(PY)

7. Polinomok tobbszoros gyokokkel

A fiiggvények kompoziciojara vonatkozo gog1(v) = g2 (91(v)) konvencio szerint G =
GL(2) hatasa bal hatas a C? vektortéren. Vy = Pol?(C?) definici6 szerint C2* altal
generalt részgytiri d-edfoku része, igy elemei p : C? — C fiiggvények, és

(9-p)(v) =p(g(v))

GL(2) egy bal hatasat definiélja.
Pol?(C?) GL(2)-invarians varietasainak egy fontos csaladjat alkotjdk a d kiilonbozd
A= (A1,..., \;) particidihoz tartozo

k
Ya=<KpeVyp= H L;‘j valamilyen L; linearis polinomokra
j=1
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affin varietasok. A\ = (1¢1,...,7°") jelolje azon A particiot, ami e; darab 1-est, es darab
2-est,. .., e, darab r-est tartalmaz. Ilyen moédon d minden A = (Aq, ..., A;) particiojanak
megfeleltethetiink egy (e1,...,e,) szam r-est, ahol Y/ ie; =d és > je; = k. Az 4]
jelolés felhasznaldsaval Yy konnyedén elGéllithatd

fr: @y Pol(C%) = Pol(C?), (p1,...,pr) = [] ]
j=1

leképezés képeként.

7.1. Y, fibralt feloldasa

o indukal egy
Pf\ : x)_;PPol% (C?) — PPol?(C?)

leképezést a vektorterek projektivizéaltjain. Belathato, hogy ez a leképezés PY) GL(2)-
ekvivarians feloldasat adja. P Pol?(C?) feletti tautologikus +'(Vy) nyalab Pfy menti
visszahtzottjanak segitségével megadhato Y egy

P

) (%

& = Pfi(v (V) (><§:1 Pvej) ¥ Vi v
\ ™
Xy = ngl PV,
fibralt feloldésa, igy 6.4 tétel szerint
Mla= [ e (Vafe,).
X
T C G torusz hatasanak véges sok Xy-beli ([z“~y"], ... [z*~"ryr]) fixpontja van,

ezek azonosithatoak {1,...,7} halmazon értelmezett 0 < f(j) =i; <e; (j=1,...,7)

fliggvényekkel. Az Atiyah-Bott-Berline-Vergne integralformula szerint ekkor
-1
Yip=er(Va) Y <€T(€A)|f eT(TfXA)> : (2)
f

A formula tovabbi vizsgélatanak egyszertisitéséhez vezessiik be a H*(BT; R) = R[aq, a9]
kohomolégiagytiribeli

u=oa1,v=aéwj,=(e; —k)u+kv

roviditéseket.
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Vg toruszhatésanak sajatvektorai a tér {xd iyti=0,. d} bazisat adjak.

a 0 d—i i d—iyi d—i i
<0 b)x ¥ =a" "'y,

igy T ezen reprezenticidjahoz tartozo sulyainak szorzata 4.5 allitas szerint

d

er(Va) = Cap1 = [ [(d = i)u + iv.
=0

3.21 lemmébol és 4.5 allitasbol az ekvivarians Euler-osztaly f fixpontra vett megszo-
ritasara
er(§\)|; = er(§y) = wy

kovetkezik, ahol wy a T torusz f feletti 1-dimenzidés &y fibrumén vett abrazolasanak
stlya. vy = H;-:l 2I(€ =Ty f0) Kifesziti a € ¢ vektorteret,

<8 2) vy = QSO0

fgy
§Af—ch—2jw]f —du—Z]f (u—v)

Projektiv tér pontbeli érintétere azonosithato a prOJektlv tér ezen pontja koriili tér-
képpel, és igy a megfelel6 egyenesrs]l annak kiegészits alterébe mend homomorfizmusai-
val, és igy

Ty Xy =&}, Ty;PVe, = @}, Hom(< 2~ fDyf0) 5« gei=F @)y FG) S 1y,

Egy Hom-nyalab Euler-osztalyara vonatkozo 6.3 allitas szerint, az el6zGekhez hasonlo

modon
7(TrX)) = H H Wi, — WifG);
j=1 1i;=0

Zj?éf(])

ami wjp—w;; = (k—1)(v—u) és [[j=0(j —5) = (—=1)®s!(a—s)! azonossagok hasznalatéaval
s

@50 =TI T1 G5 - 1) — ) = (~)ZI0w - = [ F6)es - 76))

j=1 1i;=0 j=1
i;7#f(4)

alakra hozhato.
Fenti képleteket (2)-be behelyettesitve kapjuk

Cist Zf( 1
Walr = v_uzejznf W T du— S i)
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formulat, ahol j az 1,...,r értékeket veszi fel. Tudjuk, hogy (3) eleme H7 gytirtinek, és
igy az Osszeg kifejtése sordn a nevezs kiesik. Egy d-edrendd sikgorbe inflexidinak szamat
Y{(1a-3 31y G-ekvivaridns osztaly segitségével hatarozhatjuk meg, igy mi (3)-t csak ebben
a specidlis esetben irjuk fel HJ. elemeként. A tovabbiakban X jelolje d A = (i%, j)
particiojat.

A (3) egyszertsitése soran sziikségiink lesz az alabbi allitasokra.

7.1. Lemma. H}(PPol?(C?)) izomorf HE[x]/(Qa(x)) faktorgyirivel, ahol
Qa(z) = HZ:O (d —k)u + kv + x € H}[x] polinomot azonositjuk HE[x]-beli dsképével.

Bizonyitds. 2.2 fejezetben megmutattuk, hogy a PV projektiv tér G-ekvivarians koho-
mologiagytirtje,

He(PVg) = HEM/(z;clH e k:)

4.5 allitas szerint ¢, = ckG(Vd) = op(wo,...,wq) € H, igy HE(PVy) gytirtt a HE[x]
H7 [x]-beli képének

d+1 d
chde K Hwk +x= H(d— k)u+ kv+x = Qq(x)
k=0
polinom altal generalt ideallal vett faktoraként kapjuk meg. O

7.2. Lemma. Egy g € Hf[x] polinom dltal reprezentdlt [g] € HE(PVy) integrdlja,

B d fg — fu— fv)
/]P’Vd[ - U—Udfzzo f)!

Bizonyitds. A bizonyitast Y) osztalyara vonatkozd (2) egyenlet levezetéséhez hasonlo
modon, az Atiyah-Bott-Berline-Vergne integralformula felhasznalasaval végezziik. P Pol?(C?)-
on értelmezett toruszhatas %%y’ (i = 0,...,d) fixpontjai azonosithatok f = 0,...,d
egészekkel. Az integralformula 6sszeadanddinak nevez§jében szerepl$ Euler-osztaly,

d
T(TPVy) = H (d—= flru+ fo—((d—j)u+ jv)
7=0
J#f
a fenti szamoléssal anal6g moédon

er(TyPVy) = (=) fi(d — £)l(u — v)? (4)

alakra hozhato.

Megmutajuk, hogy a [g] € Hf[x]/Qa(x) elem f fixpontra vett megszoritasat a kifeje-
zésben szereplS x valtozo a reprezentacié wy € H, stlyaval valo helyettesitésével kapjuk
meg. [ fixpontra valé megszoritas definicié szerint az i : {f} — PV, beagyazas altal az
ekvivaridns kohomolégiak kozott indukilt homomorfizmus, igy egy polinomialis kifeje-
zés megszoritottja tagonként illetve tényezdnként szamolhat6. Egy konstans k € H[z]
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polinom a k € Hf, p* altali képe, ahol p : BGPVy — Bg{*} nyalableképezés. pi = id,

g8y
K|, = i*(k) = i*p*(k) = k.

z valtozo Hp(PVy) leirasaban a —§ = —eq(y') € HE(PVy) Euler-osztalynak felel meg,
igy a karakteriszikus osztalyok megszoritasara vonatkozoak szerint

x|, = —eq(v}) = —wp = —(d — flu— fo.

(4)-et és [g]|l; = g(—(d — f)u — fv)-t az integralformulaba helyettesitve addodik az
allitas. O

C € Hf, és g € HE[x] esetén jelolje [C/g] a HE(PVy) azon elemét, melyre
[C/glg=C" (mod Qa(x)),
ha létezik. Ekkor a fenti allitas felhasznalasaval belathato [FNRO6] a kovetkezd lemma.

7.3. Lemma. Ha C € H}, és g € H:[x], akkor

c/1_ 1 (-1)f C
/]Wd[ /s! (v—u)dz_:f!(d—f)!g(—(d—f)u—fv)'

Vezessiik be az

ap) = Jeju—jf(7)(uw—v) € Hg és gy (i) = apy) — iz € Hglwi]

jeloléseket. Ekkor

9y (—eiu+ f(i)(u —v)) = jeju— jf()(u—v) —i(—eu+ f(i)(u —v)) =
(jej +ieu— (if(@) + 5 f () (w—v) =du— Y kf(k)(u—w),

ked{ij}

és igy 7.3 lemma szerint

1 1 - (-1)7® 1
/u»vei [gf(j)(xi)} ICEIE féo F@)ei = fi) du =3 pep;jy kS (k) (u—v)’

vagyis Y) G-ekvivarians kohomolégiaosztalya felirhatd

€j

 Cum (=1)7@) R
e = 5= wm f('z F()Mes = F()! /IP’V [gf(j)(xi)] °

J)=0

alakban.

BePV,, — BG Leray-Hirsch nyalab, a fibrum térfogati formaja az [(x;)%] €
H{ %3]/ Qe, () reprezentansnak megfelels (—0)% € HE(PVL,) elem fibrumra vett meg-
szoritottja, igy 5.8 tétel szerint fP‘/ei [bo(x;) + ...+ be;] = bp. Emiatt az (5)-ben sze-

repl§ integral meghatéarozésahoz elegendd 1 ~(z;) e;-edfokil reprezentansaban zt’
p g g g 9 p i

38



egyiitthatojat kiszamolnunk.

Qe (1) Qe (af.”)

1 (ot svus teo— o) — TT (P2 -+ Fu+ (e~ £Gi)0) -
f(i)=0 f(@)=0

(s~ ﬁ@f“) o () i (o () Ko <
(mi — @) (' +...) + (:Uz — @) (xf"fl —i—) Ki+...+ <33i_ afz.(j)>Kei =

G (e .
Z; == ) (x7" + alacsonyabb foku tagok, )
i

ahol K1,..., K., € Hf. gy(j)(x;) definicidja szerint

0. (MG _; N = g (6 .

1Qe, ; iQe; (i) = gy(j)(w:) (z7" + alacsonyabb foku tagok) ,
és igy HA(PVL,) = Hé[xl]/@el (z;) hanyadosgytiriiben

iQe; (O£(7)/7)

= z7" + alacsonyabb foku tagok.
9f) (fi)

Ekkor [1 / gf(j)(ari)} e;-edfoki reprezentansaban xf* egyiitthatoja,

/]P’Vei [gf(j)l(%J 1Qez(alf )/i)’

és igy Y) osztalya,

Cd+1 €j () 1
y .
We = w—w Z G ( f( INtiq., (jeju—jf(j)(u—“)/z’> o

Speciélis e; = 1, vagyis A = (i, j) esetben (6)

Cir < 1 1 )
Y|ag=- — — — 7
Yo =30 = \ Qe G ~ @ ol "
formulava egyszertisodik, amely P(u,v) kétvaltozos polinom

O(P) = (P(u,v) — P(v,u))/(u — v) osztott differencidjanak bevezetésével tovabb rovi-
dithetd, hiszen Hfzo(k: — )u + lv szimmetrikus az u és v valtozoiban, és igy

Cat1 _ Cyy 1 B 1
8(@61(31]/1)) Cu-—v (Qel(]v/l) Qez(]u/z)>

1 Cay1
e =1 (g7 )

Ekkor
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Cd+1 iei+1 Hg—O(d — k)u -+ k’U eid1 d
_ = e d—k)u+k
Qe o)~ g G et Grap 0 L @Rtk ()
lli7é0j+il

(9) képlet vizsgalatat tovabb sziikitve az ¢ = 1 esetre, d = j + e; egyenlGség miatt a
szorzatban k a 0,...,j — 1 értékeket veszi fel, igy

Yaeiplg =9 (H(d —k)u+ kv) (10)

k=0

Héromszoros gyokkel rendelkezd polinomok A(ja-s 3y varietasanak kohomologiaosz-
talya (9) ismeretében elemi atalakitdsokkal meghatarozhato. A j = 3 helyettesitéssel
adodo

{Y(ld,g’?))] =0 (ﬁ(d — k)u+ kv)

k=0
_ (d® — 3d? + 2d)(u — v)3 + (3d? — 6d)(u*v — uv?) (11)
u—"v
= (d® — 3d® + 2d) (u* + wv + v?) + (3d* — 6d)uv
= (d® — 3d® + 2d) (u + v)? + (=d® + 6d* — 8d)uv

osztaly Hp, elemeként felirva

[Y(ld,a,g)] = (& =3¢ +2d)c} + (~d + 64 — 8d)ey. (12)

8. d-edrendii sikgorbe inflexi6i

Egy d-edrendti X sikgérbe egy homogén d-edfoku f € Pol¢(C?) polinom zérushelyeként
definialt projektiv varietds a P? projektiv sikon. Egy [V] projektiv egyenes definicio
szerint inflexi6, ha az f polinomnak az egyenesnek megfelel6 V' € Gro(C3) altérre meg-
szoritva van haromszoros gyoke.

A GL(2) csoport balrol hat Pol?(C?) vektortéren, igy az EGL(2) — BCL(2) =
Gra(C>) univerzalis GL(2)-nyalab Gry(C3)-re vett megszoritasanak segitségével defini-
alhatjuk a Gry(C?) feletti Pol?(y?) asszocialt nyalabot, ahol 42 a Gry(C?) feletti tau-
tologikus résznyalab. Az Y(1d73731) C Pol?(C?) GL(2)-invarians részvarietas a Pol?(y?)
vektornyalab egy

EGL(2)Gry(c3) Xor() Y(aa-331) C Pol?(7?%)

résznyaléabjat definidlja. Az f polinom megadja a Pol?(y2) — Gry(C?) nyalab egy of,
or(V) = fly szelését. Megmutathato, hogy sima goérbe a résznyalabra transzverzalis
szelést definidl. Ekkor az X sikgorbe inflexiéinak megfelels alterek halmaza pontosan
a fenti résznyalab oy éltali 6sképe, Yiqa-s g1y(07f).

Yja-331y C Pol?(C?) komplex kodimenzidja d — (d — 2) = 2, ami megegyezik
Grz(C?) komplex dimenziéjaval, igy }/(ld73731)(0'f) 0 dimenzios részsokasag, osztalya ele-
me H*(Gry(C3);Z) = Z-nek. Tudjuk, hogy egy pont kohomolégiaosztalya generalja ezt
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a Z-t, valamint hogy a komplex sokasigok kanonikus irdnyitasa miatt mindegyik pont
ugyanazt a generatort definialja, igy

{1/(1(173,31)(‘71‘)} =kel

pontosan akkor, ha X-nek k darab inflexiés egyenese van.

EGL(2)|gyy(co) = 7* EGL(2) EGL(2)
Grp(C3) ! BGL(2)

igy 3.1 tétel szerint [}/(111—3731)(0'f):| = a(EGL(2)|gy,(cs)), ahol o az [}/(1(1—3731):|G €
HE (V) képe a HE(V) = HE, azonositasnal.
Az el6z6 fejezetben kiszamoltuk, hogy

o = (d® - 3d*> + 2d)c? + (—d® + 6d°* — 8d)cy,

ahol ¢; az EGL(2) i-edik Chern-osztalya. Ekkor a karakterisztikus osztalyok természe-
tességébdl adodoan

Yia-s gy (op)| = (d° = 3d* + 2d)ct(v?) + (=d* + 6d” — 8d)ca(v?).

Egy egyeneshez az arra merdleges sikot rendels g : P2 — Gro(C?) fiiggvény homeo-
morfizmus [MS74], igy az altala indukalt

g* - HY(Gry(C?)) — H*(P?)

leképezés izomorfizmus, csoport generatordhoz generatort rendel. g*(72) @~ = P? x C3
trivialis vektornyaléb, igy a Whitney-szorzatformula szerint

(1+a(h) Q+al@* () +ealg* () =1
a & = c1(y!) Altal generdlt H *( 7)) = [ ]/(£€3) hanyadosgytirtiben. A szorzat ki-
fejtésébol c1(g*(v2)) = —¢ és (g ( 2) ca(g* (%) = €2 adodik. &% a H*(P?;7Z)

generatora, amibdl kévetkezik, hogy
() =) =1€Z,

és igy
[Yaamsany(og)| = (@ = 3¢+ 2d) + (~d* + 64 — 8d) = 3d(d - 2),

ami bizonyitja, hogy egy d-edrendi sima sikgorbe inflexivinak szama 3d(d — 2).

41



Irodalomjegyzék

[Tevo1]
[Feh15a]
[FNROG6|
[Mil56]

[Hat02]
[Mit11]

IMS74]
[Feh15b)
[BJ82]
[Hat03]

[Ful97]

[ABS4]

E. A. Tevelev. Projectively dual varieties. 2001. URL: https://arxiv.org/
abs/math/0112028.

Laszlo M. Fehér. Equivariant cohomology. 2015. URL: http://www.cs.elte.
hu/~1feher.

L. M. Fehér, A. Némethi, and R. Rimanyi. “Coincident root loci of binary
forms”. In: Michigan Mathematical Journal 54 (2006), pp. 375-392.

John Milnor. “Construction of Universal Bundles, II”. In: Annals of Mathe-
matics 63 (1956), pp. 430-436.

Allen Hatcher. Algebraic topology. Cambridge University Press, 2002.

Stephen A. Mitchell. Notes on principal bundles and classifying spaces. 2011.
URL: http://www.math.washington.edu/ mitchell.

John W. Milnor and James D. Stashefl. Characteristic classes. Annals of
mathematics studies 76. Princeton University Press, 1974.

Laszlo M. Fehér. Karakterisztikus osztdlyok. 2015. URL: http://www.cs.
elte.hu/"1feher.

T. Brocker and K. Janich. Introduction to differential topology. Cambridge
University Press, 1982.

Allen Hatcher. Vector bundles and K-theory. 2003. URL: https://www.math.
cornell.edu/"hatcher.

William Fulton. Young tableaux. With applications to representation theory
and geometry. Vol. 35. London Mathematical Society student texts. Camb-
ridge University Press, 1997.

M. F. Atiyah and R. Bott. “The moment map and equivariant cohomology”.
In: Topology 23 (1984), pp. 1-28.

42



