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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Katona Gyulanak, hogy segitett
megismerni ezen izgalmas témakor problémadit, és jo néhany alapprobléma
megoldasat. Szeretném tovabbd megkoszonni a keresési szemindrium tobbi
résztvevojének, hogy hétrél hétre ilyen érdekes problémakrol beszélgetiink.
Koziiliik is kiilon szeretném megkoszonni Gerbner Dénielnek, aki az utolsé
két fejezetben ismertetett problémékat alaposan kortljarta és megoldasat
elmondta nekiink. Végezetiil, nagy koszonettel tartozom még csaladomnak,
ismeroseimnek is, akik — bar sokat nem értettek belole — hosiesen atnézték a
dolgozatomat helyesirasi, és egyéb hibakat keresve.
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1. Bevezeto

A szakdolgozatom célja bemutatni néhany kombinatorikus keresési problémat.
Ezeket a problémékat altalaban a gyakorlat veti fel, emiatt a legtobbhoz le-
het mondani egy-egy alkalmazast, vagy legalabb "mesét”, mellyel jobban
megértheté a probléma. Nagy altalanossagban van egy X alaphalmazunk,
abban egy bizonyos (defektiv, rossz vagy ismeretlen) elem, és X bizonyos
részhalmazaira kérdezhetiink ra (vagy tesztelhetiink), hogy benne van-e a
defektiv elem. Célunk hogy, minél kevesebb kérdéssel megtalaljuk az elemet.

A kovetkezo fejezetben bemutatok néhany példat, és ezeken keresztiil
megmutatom, hogy mi alapjan lehet osztdlyozni a problémékat. A réakovet-
kez6 fejezetekben mélyebben elmertilok ezekben a problémakban. A harma-
diktdl a hetedik fejezetig korabban ismert, mondhatni klasszikus problémak
megoldasat from le, a nyolcadik és kilencedik fejezetben viszont egy tel-
jesen ujfajta megkozelitést vizsgalok, amikor az elemek (akikre mondjuk
szamitogépekként vagy emberekként is tekinthetiink) ismerik a vélaszt azok-
ra a kérdésekre, melyekben Ok szerepeltek.



2. A problémak felvetése

Természetesen nincsen pontos definicid, hogy mit is neveziink kombinatorikus
keresési problémanak, de altalaban igaz, hogy van egy X véges alaphalma-
zunk, abban egy (esetleg tobb) bizonyos elem (melyet defektivnek, rossznak
esetleg ismeretlennek nevezziik), és X bizonyos részhalmazaira kérdezhetiink
ra (vagy tesztelhetiink), hogy benne van-e a defektiv elem. Célunk hogy,
minél kevesebb kérdéssel megtaldljuk az elemet.

2.0.1. Példa. A barkochba nevi jdaték: Az eqyik jatékos gondol valamire, mig
a mdsik jdtékos eldontendd kérdéseket tesz fel, amelyek segitségével elobb-
utobb kitalalja, hogy az elso jdatékos mire gondolt.

Ezzel viszonylag sok probléma felmertil. Kezdve azzal, hogy az X alaphal-
mazba elvileg minden beletartozik, vagyis matematikai értelemben még csak
nem is alkot halmazt. Ezt persze a gyakorlatban feloldhatjuk azzal, hogy
az elsé jatékos nyilvan csak véges karaktersorozatra gondolhat (igy X maér
halmaz lesz), s6t valésziniisithet6, hogy amire gondol, az leirhaté mondjuk
legfeljebb 1000 karakterrel, igy mar X véges halmaz lesz.

A masik probléma, hogy a masodik jatékos altal megkérdezheto részhal-
mazokat nem tudjuk leirni. Elvben minden részhalmazt megkérdezhet, de
a gyakorlatban ”értelmes” kérdést kell feltenni, ami nem egy matematikai
fogalom, igy ez a feladat kezelhetetlen a mi szempontunkbdl.

Ezért probaljuk precizebben megfogalmazni a jatékot. A késébbiekben
mar erre fogok barkochba néven hivatkozni.

2.0.2. Példa. Az elsé jatékos gondol egy egész szamra az {1,2,3,...,n}
halmazbol, mig a mdsodik jatékos {1,2,3,...,n} tetszbleges részhalmazdra
rakérdezhet. A cél, hogy barmire is gondolt az elsd jdtékos, legfeljebb t
kérdésbol kitaldlja azt a mdsodik. A kérdés pedig, hogy mi a legkisebb t,
melyre ez még megteheto.

Jelolés. Igazabol mindegy, hogy milyen n elemi halmazt vdlasztunk, mind-
ossze a meghatdrozottsag és a konnyebb hivatkozads érdekében vilasztjuk az
elsé n pozitiv egész szamot. A tovdbbiakban jeldlje [n| := {1,2,3,...n}.
Ennek a hatvdnyhalmazdt, vagyis az [n] részhalmazait tartalmazd halmazt
20" _nel jelolom, mig a pontosan k méretd részhalmazainak halmazdt ([Z]) -val
jelolom.



Ezt a jatékot kétféleképpen is lehet jatszani. Az egyik az ugynevezett
adaptiv, vagyis a masodik jatékos minden kérdésére egybdl valaszol az els6
jatékos (ahogy ezt a sima barkochbdban megszoktuk), igy a masodik jatékos
ezen valaszok ismeretében teheti fel az tjabb kérdéseket. A masik pedig az
ugynevezett nem adaptiv, vagyis hogy az elso jatékosnak elére meg kell
adnia az Osszes kérdést, melyekre a masodik jatékos egyszerre valaszol, és
ebbdl a valaszsorozatbdl kell kitalalni a gondolt elemet.

A kovetkezo fejezetben részletesebben megvizsgalom mindkét jatékmaodot,
és kideriil, hogy mindkét esetben [log n] lesz a valasz. Altalaban viszont eltér
az adaptiv és nem adaptiv valasz.

Szintén érdekes kérdés, hogy mi van akkor, ha nem a legrosszabb eset-
ben vagyunk kivancsiak a kérdések szamara, hanem az érdekel minket, hogy
varhatoan hany kérdés kell. Ehhez persze fel kell tételezni valami eloszlast
[n]-en, és a valdsziniiségszamitas eszkozeit kell segitségiil hivnunk, igy ilyen
irdnyu problémaékkal a szakdolgozatomban nem foglalkozom.

Jelolés. A wvizsgdlt problémdk természetébdl adodoan a log mindig a 2-es
alapi logaritmust jelenti. Amennyiben mds alapra is szikségem lesz, azt majd
kilon jelzem.

[x] jeloli x felsd egészrészet, vagyis a legkisebb egész szdmot, mely nem
kisebb x-nél.

|| jeloli x alsd egészrészet, vagyis a legnagyobb egész szamot, mely nem
nagyobb x-nél.

2.0.3. Példa. Vérvizsgdlat eqy egész hadseregen. Tegyiik fel, hogy egy nagy
létszamai csoport (példaul egy hadsereg) néhany tagja megfertézodott egy bizo-
nyos betegséggel, melynek jelenléte kimutathato a vérbol. Raaddsul a tesztink
olyan, hogy ha tobb mintdt dsszeontiink, és azt tesztelyiik le, a teszt pozitiv
eredményt ad, ha akdrcsak eqy fertézott minta is volt koztiik.

Ez altalanositasa az eléz6 példanak, hiszen itt nem csak egy defektiv
elemiink lehet. Ha nem tudunk a defektiv elemek szamardél semmit, akkor
ez egy nehezen kezelheté probléma. Viszont ha feltessziik példaul azt, hogy
pontosan (vagy legfeljebb) d defektiv elem van, vagy azt, hogy egy elem p
valdszintiséggel lesz defektiv, akkor vannak részeredmények. Elobbirdl a he-
tedik fejezetben fogok néhany ismert eredményt bemutatni, itébbi viszont
szintén egy valdszintiségszamitas témakorébe tartozo probléma, igy nem fog-
lalkozom vele a szakdolgozatomban.

A vérvizsgalattal kapcsolatban egy tjabb érdekes kérdés vetédhet fel.
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2.0.4. Példa. Tudatlan paciensek. Van n személy, akik kozil egynek van
valamilyen betegsége, amely vérteszttel kimutathato. A vérteszt elvégezhetd
ugy 1s, hogy tobb ember mintdjdat osszeontjik, ekkor a teszt alapjan azt tudjuk,
hogy koztik van-e a beteg. A tesztek eredményét az 6sszes benne résztvevd
személynek elkildjik a benne résztvevdk listajaval eqgyetemben. Az orvosoknak
(akik ldtjdk az dsszes teszt eredményét) céljuk, hogy megtaldljdk a beteget.
Lehet-e gy feltenni a kérdéseket, hogy biztosan ne deriljon ki eqyik résztvevd
szamdra se, hogy ki a beteg?

Ezt a problémat a kilencedik fejezetben vizsgdlom, és megmutatom, hogy
nem lehet igy feltenni a kérdéseket. Ugyanakkor a mésik irdnyd probléma
is érdekes: ugy feltenni a kérdéseket, hogy az elemek mind ki tudjak taldlni,
hogy ki a defektiv. Ez a probléma a szamités-technika a vilagabdl érkezett.

2.0.5. Példa. Van n szamitogép, de kozulik egy hibdsan mikodik. Ha
kwdlasztunk néhdny gépet, lefuttathatunk egy tesztprogramot, amely min-
den résztvevd szdmitogép szamdra jelzi, hogy kéztik van-e a hibds. A fel-
adat minél kevesebb kérdéssel megoldani, hogy az 6sszes szamitogép ki tudja
taldlni, hogy melyik a hibds kozulik.

Ezt a problémét a nyolcadik fejezetben vizsgalom. Megmutatom, hogy a
sziikséges kérdések szdma asszimptotikusan clogn, ahol ¢ = m.
Ez utébbi két példa djfajta megkozelitésnek szamit, de van még néhany

klasszikus példa, amit szeretnék bemutatni.

2.0.6. Példa. Van egy kétkari mérlegink, és néhdny pénzérménk, melyek
kozil az eqyik hamis, igy kicsit nehezebb, mint a tobbi. Mérést ugy végezhetink,
hogy a mérleg mindkét oldaldara feltesziink néhdny érmét, miutan a mérleg
vagy eqyensulyban marad, vagy eldol valamelyik iranyba. Elobbi esetben a
defektiv elem a fel nem rakottak kozott taldlhato, utobbi esetben pedig azok
kozott, melyek a nehezebbek voltak.

Mig a barkochbanal két részre oszhattuk fel az alaphalmazt, és tudhattuk
meg, hogy melyikben van a defektiv elem, itt harom részre oszthatjuk, azzal
a megkotéssel, hogy ebbdl ketté mérete (melyeket felrakjuk a két oldara) meg
kell, hogy egyezzen. Emiatt itt a szitkséges mérések szama [logs n] lesz, ahol
logs a 3-as alapu logaritmust jeloli. S6t, itt is igaz, hogy mind az adaptiv,
mind a nem adaptiv esetben ennyi lesz a valasz.

Eddig olyan példakat lathattunk, ahol a megkérdezett részhalmazokra
nem volt szinte semmi megkotés, most lassunk néhany motivaciot arra, mi-
lyen megkotések keriilhetnek elo.



2.0.7. Példa. Ugyanigy mint az elobb, van eqy kétkari mérlegunk, sok
érménk, melyek tomege az [1,1+ 6] intervallumba esik, és egy hamis érménk,
mely nehezebb, hiszen tomege pontosan 1+ €, ahol e > 9.

Ekkor, ha L%J-neﬂ tobb érmét pakolunk fel mindkét oldalra, eléfordulhat,
hogy a defektivvel egytitt csupa 1 tomeglt tettiink fel, mig a masik oldalra
csupa 1 4 0 tomegit, és igy a mérleg utobbi felé dol, hiszen 1 +e+k — 1 <

g

k(1 4 0) teljesiil, amennyiben k > |£|. Ezalapjan felmeriilhet az aldbbi
probléma:

2.0.8. Példa. Barkochba korldtos méreti kérdéssel. Azaz az alaphalmazunk-
ban eqy defektiv elem van, viszont a kérdezett részhalmazok mérete legfeljebb
eqy k szdam lehet.

Ez a megkotés a részhalmazokra eléggé természetes. Ha a vérvizsgalatra
gondolunk, a valésagban elég gyakori az, hogy bizonyos koncentracié alatt
nem lehet kimutatni a betegséget, igy legfeljebb k mintat érdemes 6sszeonteni
a biztos eredményhez. Ezt a példat a hatodik fejezetben vizsgdlom részlete-
sebben. Most viszont még lassunk egy uijabb példat, hogyan lehet korldtozni
a megkérdezett részhalmazt.

2.0.9. Példa. Van eqy nagyon fontos gépezetiink, melyen észrevettiik, hogy
hianyzik eqy anyacsavar, amely korabban egy mara eléggé elrozsdasodott csa-
vart rogzitett. fgy aztan fogjuk a rozsdas csavart, és elmegyink a barkdcsdruhdzba
beszerezni eqy megfeleld méreti anyacsavart hozzd. A barkdcsdruhdzban sze-
rencsére az anyacsavarok dtmérd szerint novekvd sorrendben vannak rendez-
ve, mi pedig kiprobdlhatjuk mindegyiket, hogy belemegy-e a csavar. Mivel a
csavar elég rozsdas, ezért csak annyit tudunk megadllapitani, hogy ramegy-e

a csavar, vagy sem. De szerencsére tudjuk, hogy nekink a legkisebb méreti
kell, mely még ramegy. Tovabbad feltehetyiik, hogy a boltban biztosan kaphato
olyan csavar, ami nekunk kell.

Vagyis van egy elemiink az [n] halmazbdl, és ha megkérdeziink egy k €
[n] szdmot, megtudhatjuk, hogy a defektiv elemiink az {1,2,..., k} (vagyis
rament a csavar), vagy a {k+ 1,k +2,...,n} (vagyis nem ment ré a csavar)
halmazban van. Itt az adaptiv esetben logn a véalasz, mig a nem adaptivnal
n—1, azaz kénytelenek vagyunk mindent kiprébalni. Ezt az 6todik fejezetben
fejtem ki.



3. Barkochba

Mint a legédltalanosabb példa, ez tokéletesen alkalmas lesz a témakorben
hasznélt modszerek bemutatasara.

3.1. Adaptiv eset

3.1.1. Allitas. Ha adaptiv mddon kérdezink, akkor pontosan [logn| kérdésre
van szikségunk, hogy megkapjuk a valaszt.

Bizonyitds. Eloszor megadunk egy kérdéssorozatot, mellyel ennyi kérdésbol
megtalalhato a defektiv elem. Az . kérdés legyen az, hogy a szam hatulrdl i.
jegye kettes szdmrendszerben 0-e, azaz A; = {k € [n] | ji(k) = 0}, ahol j;(k)
jelenti a k szam kettes szamrendszerbeli alakjanak hatulrdl 7. jegyét. Mivel n
egymast kovetd szamunk van, ezért az utolsé [logn] jegye barmely kettének
eltér legaldbb egy jegyben, hiszen n < 2Mlenl, fgy tehat ezen kérdésekre
kapott valaszokbdl egyértelmiien kitaldlhatd, melyik a defektiv elem.

Most pedig lassuk, hogy ennyi kérdésre sziikség is van. Ezt kétféleképpen
is megmutatom, mindketto egy-egy elég gyakori modszer az ilyen problémak
megoldasara. El0szor bevezetjiik a dontési fa fogalmat. Erre gondolhatunk
ugy, hogy a gyokérbél (0. szint) indul ki két él, melyek azt jelolik, hogy
az els6 kérdésre mi volt a vélasz. Aztdn mindkét szomszédjabol (1. szint)
indul ki még (legfeljebb) 2-2 jabb él, melyek azt jelolik, hogy a méasodik
kérdésre mi volt a valasz, és igy tovabb. Ha egy pontban mar nem kell tobb
kérdést feltenni (mert példdul mar megtalaltuk a defektiv elemet), akkor az
egyszeriség kedvéért feltessziik, hogy egy él megy a kovetkezd szintre, csak
hogy minden 1t leérjen az alsé szintre.

Az utolsd, vagyis t. szinten (ha barmely esetben legfeljebb ¢ kérdést
tettiink fel) pedig szerepelnek, hogy az ilyen kapott valaszok esetén mik
johetnek széba, mint defektiv elem. Ha jok a kérdéseink, azaz minden esetben
meg tudjuk taldlni a defektiv elemet, akkor egy alsé szinten 1évG csicsra
nem keriilhet egynél tobb lehetséges elem. Az persze el6fordulhat, hogy egy
alsé szinten 1évo cstucsra nem keriil semmi sem. Ha tehdt minden cstcsra
legfeljebb egy elem kertilhet, akkor legalabb n cstcsnak kell lennie az also
szinten. Ugyanakkor tudjuk, hogy ott 2! cstics van, vagyis 2¢ > n, ami pont
azt jelenti, hogy t > [logn], és épp ezt akartuk belatni.

Ezzel belattuk az allitast, de mint igértem, mutatok egy masik modszert
is, ez pedig a gonosz mand modszere. Ez azt jelenti, hogy tetszoleges kérdésre



elére meghatarozzuk, hogy a gonosz mané hogyan fog véalaszolni, és ez vala-
milyen értelemben mindig a "rosszabb” lehetéség, vagyis amelyik ”kevesebb”
informéciot tartalmaz.

Most ha a masodik jatékos feltesz egy kérdést, azzal az alaphalmazt két
részre osztja az alapjan, hogy mi lesz a vélasz. A tovabbi kérdéseknél te-
kinthetjiik tigy, hogy az alaphalmaz lecsokkent azokra a szamokra, amelyek
minden eddigi kérdésre megfelelnek, és ezt az 1j alaphalmazt osztja két részre
az ujabb kérdés. A gonosz manodnak pedig legyen az a stratégidja, hogy min-
dig a nagyobbat valasztja ezen két halmaz koziil. Ha a két halmaz mérete
egyforma, akkor mindegy melyiket. fgy az els6 kérdés feltevése el6tt még n
lehetséges (vagyis az Osszes) defektiv elem van. Egy kérdés feltevése utan
még mindig van [§] > § lehetséges elem, tjabb kérdés feltevése utdn leg-
alabb [@-‘ > 4, €s igy tovabb: t kérdés feltevése utdn legalabb Z; lehetséges
defektiv elem még mindig van. Ha ¢t < [logn]| kérdést tettiink fel, akkor még
mindig van legaldbb 5 > spm=r > 1 lehetséges defektiv elem, vagyis a
gonosz mano el tudja érni, hogy ennyi kérdésbdl még ne tudjuk megtalalni a

defektiv elemet. Vagyis sziikség van legaldabb [logn]| darab kérdésre.
]

3.2. Nem adaptiv eset

3.2.1. Allitas. Ha nem adaptiv modon kérdeziink, akkor is pontosan [logn]
kérdésre van szukségink, hogy megkapjuk a valaszt.

Bizonyitas. Altaldban is igaz, hogy a nem adaptiv esetben legaldabb annyi
kérdésre van sziikség, mint az adaptiv esetben, hiszen a nem adaptiv kérdéseit
fel lehet tenni adaptiv mdédon, am ez altaldban nem optimalis. Forditva vi-
szont altaldban nem igaz, hogy fel lehet tenni a kérdéseket, de az adaptiv
esetben pont olyan kérdéseket adtam meg, melyek nem adaptivan is felte-
hetdk, és igy [logn] kérdésbdl meg lehet taldlni a defektiv elemet.

O

Bar belattam az allitast az adaptiv esetre hivatkozva, am érdemes egy
masik bizonyitast is megnézni. Ez a nem adaptiv esetben egy elég gyakori
modszer.

3.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az o = {A1, Ay, ..., An} C 2" egy
szepardld halmazrendszer, ha bdarmely i,j € [n] két kilonbézé elemhez létezik
eqy Ax € &, hogy vagy i € Ay, de j & Ay, vagy i & Ay, de j € Ay.
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Vegyiik fel azt az M € {0,1}"™*™ métrixot, melynek i-edik oszlopanak
k-adik eleme pontosan akkor 1, ha i € A, kiilénben 0.

3.2.3. Lemma. Az o/ = {A, Ay, ..., Ay} C 2" halmazrendszer pontosan
akkor szepardlo, ha M barmely két oszlopa kiilonbozo.

Bizonyitds. Legyen i,j € [n] két kiilonbozd elem. A szepardlésdg miatt
létezik egy k € [m|, hogy i € Ag, de j & A, vagy i € Ai, de j € A,
ami pont azt jelenti, hogy a k-adik koordinatdja eltér a két oszlopnak, igy
tehat kiilonbozik a két oszlop.

Hasonldan visszafelé, barmely két oszlop eltér legalabb egy koordinataban,
ami azt jelenti, hogy az adott kérdésben az egyiket megkérdeztiik, a masikat
nem.

[]

3.2.4. Allités. Ha az o = {A], Ay, ... A}y C 20 halmazrendszer sze-
pardld, akkor m > [logn].

Bizonyitas. Mint lattuk, M barmely két oszlopanak el kell térnie. m hosszi
0-1 sorozatbdl pontosan 2™ van, igy legfeljebb ennyi oszlopa lehet M-nek, de
tudjuk, hogy pontosan n van neki, vagyis 2™ > n, tehat m > [logn].

O
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4. Mérleg

4.1. Adaptiv

4.1.1. Allitas. Ha adaptiv mddon kérdeziink, akkor pontosan [logs n| mérésre
van szikségunk, hogy megtalaljuk a nehezebb érmét.

Bizonyitds. Hogy legaldbb ennyi mérésre sziikség van, az konnyen belathaté
példaul a gonosz mané médszerével vagy dontési faval. Az eddig latottakhoz
képest a dontési fandl annyi mdédositast kell végrehajtani, hogy egy szinten
nem feltétleniil ugyanazt a kérdést tessziik fel, de igy is csak 3 él mehet beldle
lefelé, vagyis a t. szinten legfeljebb 3! cstcs lehet. Vagyis legaldbb [logs n]
szintre van sziikség az n érméhez.

Most megmutatom, hogy ennyi kérdésbdl meg lehet taldlni. Jelolje g(k)
a sziikséges kérdések szamat k£ érme esetén. k szerinti indukciéval beldtjuk,
hogy q(k) < [loggn].

k = 1-re nem kell egy mérés se, k = 2-re és k = 3-ra pedig elég 1 mérés.
Most tegyiik fel, hogy minden k < n-re tudjuk, hogy ¢(k) < [log;n].

Az n érmét az elsé kérdéssel harom részre osztjuk fel, ezek mérete le-
gyen: k, k és n — 2k. Ekkor ¢(n) < max{q(k),q(n — 2k)} + 1, hiszen
barmelyik részhalmazban is lesz, azt utdna legfeljebb ennyi kérdésbol meg
tudjuk oldani. (S6t a gonosz mand maédszerét alkalmazva az is lathat6, hogy
q(n) = minj<p<n o max{q(k),q(n — 2k)} + 1, de nekiink ehhez az iranyhoz
elég a felsébecslést megmutatni.)

A feladatunk mar csak egy j6 k vélasztasa. Tegyiik fel, hogy n = 3s+m,
ahol s € N és m € {0, 1,2}, illetve 3! + 1 < n < 3+,

Ha m = 0, akkor k = s esetén % < k < 3!, és mivel k egész, gy
371 +1 < k < 3L, vagyis az indukci6 miatt ¢(k) = q(2n — k) < [logz k], és
igy q(n) < [logzn].

Ha m = 1, akkor k = s, igy n — 2k = s+ 1, tovabba 3/ +1 < n =
35+ 1 < 3" — 2 a harmas maradék miatt, és igy 37! < s < 3! — 1, illetve
37141 < s+1 < 3 emiatt pedig q(k) = q(s) < 1és q(n—2k) = q(s+1) <1,
ahol [ = [logsn| — 1, vagyis ¢(n) < [logs n].

Végiil pedig ha m = 2, akkor k = s + 1, igy n — 2k = s, tovabba 3! +2 <
n = 35+2 < 3! —1 a hdrmas maradék miatt, és igy 3/~ < s < 3! —1, illetve
37141 < s+1 < 3 emiatt pedig q(k) = q(s+1) < 1és q(n—2k) = q(s) <,
ahol [ = [logsn| — 1, vagyis ¢(n) < [logs n].

Ezzel belattuk az indukcios allitast, vagyis megmutattuk, hogy ennyi
mérésbol tényleg meg lehet oldani a feladatot.
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4.2. Nem adaptiv

Az egyszertiség kedvéért most csak n = 3% darab érmével vizsgaljuk a prob-
lémat.

4.2.1. Allitas. Ha nem adaptiv modon kérdezink, akkor pontosan k mérésre
van szikségunk, hogy megtalaljuk a nehezebb érmét.

Bizonyitds. Ekkor a bizonyitas hasonléan megy, mint a barkochbanal. Elo-
szor megadunk k darab felhelyezést, melyekkel meg lehet taldlni a keresett
érmét. Minden érme sorszamat irjuk fel 3-as szamrendszerben. Es "kérdez-
ziink rd” egyesével az utolsé k darab jegyre, azaz rakjuk fel az i. korben
egyik talcara azokat az érméket, melynek hatulrél 7. jegye 1, a masikra
azokat, melyeknek 2, és ne rakjuk fel azokat, amelyeknek 0. fgy mindkét
oldalra 3*~1 érmét raktunk fel, tehdt érvényes a mérésiink. Es ha az egyik
vagy a masik iranyba dol, akkor tudjuk, hogy abban van a nehezebb érme. Ha
pedig nem dél semerre, akkor a lent maradtak kozott. Es fgy megtudhatjuk
a defektiv érme utolsé k jegyét, amibdl egyértelmiien ki tudjuk taldlni, hogy
melyikrdl is van sz6.

Hogy ennyi kérdésre sziikség van, pedig kovetkezik abbdl, hogy az adaptiv
esetben is sziikség volt ennyi kérdésre.

[]
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5. Csavarbolt

Eddig olyan példakat lathattunk, ahol az adaptiv és a nem adaptiv esetben
ugyanaz volt a valasz. Most viszont 1ényegesen el fog térni ez a két szam.

5.1. Adaptiv

5.1.1. Allitas. Ha adaptiv mddon kérdezink, akkor pontosan [logn| kérdésre
van szukségunk, hogy megtaldljuk a megfelelé anyacsavart.

Bizonyitds. Hogy ennyi kérdésre sziikség van, az példaul egy dontési faval
konnyen lathaté. Minden csicesbol két él megy lefelé, vagyis a t. szinten
legfeljebb 2! valaszlehetéség van, vagyis ¢ > [logn] sziikséges ahhoz, hogy
2t > n legyen.

Es most megmutatjuk, hogy ennyi kérdés elég is. Jeldlje megint ¢(n)
a szilkkséges kérdések szamat n csavar esetén. n szerinti teljes indukcidval
belatjuk, hogy ¢(n) < [logn]|

Ha az els6 mérésiinket a k-adik csavarral végezziik, akkor utana biztosak
lehetiink benne, hogy a keresett elem vagy az els6é k vagy az utolsé n — k
kozott van, ezeket pedig meg tudjuk oldani ¢(k) illetve ¢(n — k) kérdésbol.
Vagyis q(n) < max{q(k),q(n — k)} + 1. Mar csak taldlni kell egy alkalmas
k-t. Ez pedig legyen k = |7 ].

Ha n pdros, akkor k = n — k = 7, igy alkalmazhat6 az indukcio, tehat
a(k) = q(n — k) < [log 3] = [logn] — 1, tehdt g(n) < [logn]

Ha n pératlan, akkor k = ”T_l ésn—k= ”T“ Tegyiik fel, hogy 2! + 1 <
n < 21 Mivel paratlan, ezért 2/ 41 <n <241 —1 ésigy 21 <k <201
6s 271 41 < n—k < 2. Igy pedig az indukci6 miatt g(k) < 1= [logn] —1
és q(n — k) =1 = [logn] — 1, igy pedig ¢q(n) < [logn], tehédt beldttuk az
indukcios allitast, ezzel pedig a tételt is.

0

5.2. Nem adaptiv

5.2.1. Allités. Ha nem adaptiv modon kérdezink, akkor pontosan n — 1
kérdésre van szikségunk, hogy megtaldaljuk a megfelelé anyacsavart, vagyis
véqig kell probalni az 6sszes lehetdoséget.

Bizonyitds. Az utolsé anyacsavart folosleges kipréobalni, mivel az biztosan ra
fog menni, hiszen feltettiik, hogy van olyan csavar, amelyik biztosan jé ra.

14



Viszont minden més csavart ki kell prébalnunk, kiilonben ha a k-adikat nem
probaljuk ki, akkor egyik kérdés sem valasztotta el egyméstol a k-adik és a
k 4 1-edik csavart, igy a gonosz mandé a valaszaival elérheti, hogy ne tudjuk,
hogy e kett6 koziil melyik a megfelelo csavar.

O
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6. Barkochba legfeljebb & méreti kérdésekkel

Eldszor is vegyiik észre, hogy egy A C [n] és egy [n] \ A C [n| megkérdezése
ugyanazt az informéciét biztositja. fgy hogy ha k > 7, akkor egy "nagy” A
halmaz (|A| > k) helyett megkérdezhetjiik [n] \ A halmazt, hiszen |[n]\ A| =
n—|[Al<n—-k<n-3=%<k

fgy ezt az esetet visszavezettiikk a kordbban mar vizsgalt problémakra,
tehat kimondhatjuk a kovetkezo allitast:

6.0.1. Allitas. Akdr adaptiv, akdr nem adaptiv médon kérdezink ugy, hogy
a kérdések mérete legfeljebb k lehet és k > %, akkor pontosan [logn| kérdésre
van szikségunk, hogy megtalaljuk a defektiv elemet.

fgy a tovdabbiakban a k < 7 esetet vizsgdljuk.

6.1. Adaptiv

6.1.1. Allitas. /2]
Ha adaptiv modon kérdezink ugy, hogy a kérdések mérete legfeljebb k lehet
és k < %, akkor pontosan v + [log(n — kv)| kérdésre van szikségiink, hogy

megtalaljuk a defektiv elemet, ahol a v = [ﬂ — 2 roviditést alkalmazzuk.

Bizonyitds. Jeldlje qr(n) a sziikséges kérdések szamat. Eloszor is vegyiik
észre, hogy ez n-nek egy monoton novo fiiggvénye. Ugyanis ha n + 1 elemre
meg tudjuk oldani mindig m = ¢x(n + 1) kérdésekkel, akkor a kérdésekbdl
kihagyva példdul n + 1 € [n + 1] elemet, ez a kérdéssorozat megoldja a
problémat az [n] alaphalmazon, hiszen a kérdések megengedettek maradnak,
ugyanis méretiik nem né k 516, Igy tehat beldttuk, hogy gi(n + 1) > gu(n).

Most vegytink egy optimalis kérdéssorozatot n elemre. Az elsé kérdés le-
gyen Ay, éslegyen |A;| =1 < k. A tovébbi kérdéseket elmetszve A;-gyel illet-
ve [n]\ Aj-gyel kapunk egy-egy (nem feltétleniil optimélis) jé kérdéssorozatot
Aj-re illetve [n] \ Aj-re, hiszen a vdalaszt megtalaljuk veliik, mig a kérdések
megengedettek maradnak, hiszen az elmetszéssel nem nétt a méretik k folé.
lgy tehdt gr(n) > 1+ max{g (1), gx(n — 1)}

Mivel | <k < §,{gy I < § =n— 4 <n —1[. Tehat a monotonitds miatt
max{qx(l),g(n — 1)} = qx(n — 1), tovabba qx(n — 1) > qx(n — k) is teljestil,
fgy tehdt kapjuk, hogy gi(n) > 1+ max{gr(l),qx(n =)} =1+ q(n — 1) >
1+ gr(n — k).
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Ezt ismétlejik wu-szor, igy kapjuk, hogy qr(n) > w + qx(n — ku). Ha
n — ku < 2k, akkor mér tudjuk alkalmazni az dltaldnos esetet, vagyis gx(n —
ku) = [log(n — ku)] lesz. A legkisebb ilyen u, melyre n — ku < 2k teljesiil,
épp v = [ %] — 2 lesz. Igy tehét kaptuk, hogy gr(n) > v + [log(n — kv)].

Most megmutatjuk, hogy ennyi kérdés elég is. Legyen az elsé v kérdés (a
kapott vélaszoktdl fuggetleniil): A; = {1,2,...,k} = [k], Ao = {k+ 1,k +
2,...,2k} = 2K\ (K], ..., Ay = {(v = Dk+1,(v—-1k+2,...,0k} =
[vk] \ [(v —1)k]. Legyen B = {vk + 1,0k +2,...,n} = [n] \ [vk]

Ezek utan tudjuk, hogy a defektiv elem az Ai, As,... A,, B halmazok
kozil melyikben van. Ha valamelyik A;-ben, akkor [log|A;|| = [logk]
kérdésbdl meg lehet talalni. Ha pedig B-ben van, akkor [log |B|] = [log(n — kv)]
kérdésbdl. v definicidja miatt n — kv > k, igy legrosszabb esetben is v +
[log(n — kv)]| kérdésre van sziikséglink, és épp ezt akartuk megmutatni.

[

6.2. Nem adaptiv

Az eddig targyalt problémék koziil ez az elsd, ahol nem tudjuk pontosan
a sziikséges kérdések szamat. Csak egy felsé és egy alsd becslést tudunk
mondani, melyek viszont elég kozel vannak egymashoz.

6.2.1. Allitas. Ha nem adaptiv modon kérdezink igy, hogy a kérdések mérete

legfeljebb k lehet és k < 5, akkor legaldbb 1@;&%% kérdésre van szikségiink,

log 2n
log(n/k)

hogy megtalaljuk o defektiv elemet. Ugyanakkor {
lehet taldlnz.

| # hérdésbir meg

Ehhez Katona Gyula cikkébdl [1] fogom ismertetni a bizonyitést.

6.2.2. Definicié. Jelolje S a szepardalo halmazrendszerek halmazat.

S C S legyen azon szepardlo rendszerek halmaza, melyekben minden
halmaz mérete pontosan k.

S, € S legyen azon szepardlo rendszerek halmaza, melyekben minden
halmaz mérete legfeljebd k.

Mint azt a 3.2. fejezetben mér bevezettem, egy &7 = {Ay, As, ..., Ay} €
S szepardlé halmazrendszerhez legyen M € {0, 1}™*" az a métrix, melynek
i-edik oszlopanak j-edik eleme pontosan akkor 1, ha i € A;, kiilonben 0. A
3.2.3. lemmanal lattuk, hogy M barmely két oszlopa kiillonbozo.
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Most Si-beli szeparal6 rendszerekkel foglalkozunk, késobb belatjuk, hogy
igy is ugyanannyi kérdésre van sziikségiink, mintha Sj-beli rendszereket hasz-
nalhatnank. fgy tehat az |A;| = k feltétel teljesill minden A; € & € Sy
esetén, ami a matrixok nyelvén azt jelenti, hogy M minden sordban pontosan
k darab egyes szerepel.

fgy tehat nekiink meg kell hatarozni azt a legkisebb m egész szamot,
hogy létezik egy olyan M € {0, 1}"*" matrix, amelynek nincs két egyforma
oszlopa, és minden sora pontosan k darab egyest tartalmaz. Jelolje ezt a
legkisebb szamot U = U(n, k). Hasonléan U’(n, k) jeldlje, amikor legfeljebb
k darab egyest is megengediink.

6.2.3. Tétel. Legyen m, n, 1 < k < 3, So, S1, ..., S, adotl természetes
szamok. Pontosan akkor létezik eqy M € {0, 1}™*"™ madtriz, amelynek nincs
két egyforma oszlopa, minden sora pontosan k darab egyest tartlmaz, €s a
pontosan i darab egyest tartalmazo oszlopainak szama s; ha a kovetkezd harom
tulajdonsdg mindegyike teljestil:

1. mk = ZZO iSi

2.m=> "8
3. Vis; < ()

Bizonyitds. Ha létezik ilyen M, akkor nyilvan teljesiilnek a tulajdonsagok.
Az 1. azért, mert mindkét oldal az M-beli egyesek szamat jeloli. A 2.-ban
mindkét oldal az M oszlopainak szdma. A 3. pedig azért igaz, mert barmely
két oszlopnak kiilonbozonek kell lennie, és ¢ darab egyest tartalmazé oszlopbol
pontosan (":) van. A maésik irdnyt nehezebb belatni. Ehhez felépitiink egy
ilyen matrixot négy lépésen keresztiil. De elétte bevezetiink par fogalmat.

Jeldlés. Ha @, € {0,1}¥" @, € {0,1}7*% ...Q, € {0,1}*% olyan
mdtrizok, melyeknek ugyanannyi soruk van, akkor [Q1, Qs, ..., Q4| jeldlje azt
az a X 25:1 b; méretd mdtrizot, melyet eqyszeriien Q1, Q2, ...Qq tlyen sor-
rendd eqymas utdn irdsdval kapunk.

Egy Q € {0,1}*** mdtrizra és i < b egész szamra jelolje Q[i] azt a
matirzot, mely Q) elsé i sordabol dll.
6.2.4. Definicié. Egy Q € {0,1}*® mdtrizot megengedettnek neveziink, ha
minden sor ugyanannyi egyest tartalmaz.

Egy Q € {0,1}**® mdtrizot majdnem megengedettnek neveziink, ha az
eqyesek szdma bdrmely két sor kozott legfeljebb eggyel tér el.
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Egy Q € {0,1}2*% mdtrizot tokéletesnek neveziink, ha megengedett és
minden i < b egész szdmra Q[i] majdnem megengedett.

6.2.5. Megjegyzés. Néhdny trividlis megfigyelés, melyeket a késdbbiekben
haszndlni fogunk:

Ha két (vagy tébb) megengedett mdtrizot irunk egymds utdn, az igy kapott
matrix is megengedett lesz.

Ha egy Q, € {0,1}**" megengedett és egy Qo € {0,1}9%b2 tikéletes
matrizot rakunk egymds mellé, akkor tetszdleges by < i < by +by-re [Q1, Q2]]i]
majdnem megengedett.

Ha Ekét tokéletes matrixot irunk egymds utdn, akkor az igy kapott madtriz
15 tokéletes lesz.

Ha dtrendezziik a sorait egy megengedett/majdnem megengedett/tokéletes
matriznak, akkor az tovdbbra is megengedett/majdnem megengedett /tokéletes
lesz. Viszont ha az oszlopiat rendezziik dat, csak a megengedettség és a majd-
nem megendettség marad meg, a tokéletesséq elromolhat.

6.2.6. Allitas. Legyen C € {0,1}™ egy oszlopvektor, Mc pedig az a mdtriz,
melyet ugy kapunk, hogy C' dsszes kulonbozd ciklikus eltoltjdat leirjuk egymads
mellé. Fkkor Mq megengedett.

Bizonyitas. Mg utolsd sorat rakjuk az elso elé, és az igy kapott matrixot
nevezzitk M{-nek. A két métrix csak az oszlopok sorrendjében tér el, hiszen
M/-ben is C ciklikus eltoltjai vannak, nyilvan mind kiilénboz6, és darabra
annyian vannak, mint kellenek.

fgy tehat az i-edik sorban 1év6 egyesek szama Meo-ben és M/ -ben ugyan-
annyi, tehat M¢ i-edik és (i — 1)-edik sordban ugyannyi egyes van. Ez igaz
1= 2,3,...,mra tehat az Osszes sorban ugyanannyi egyes van, vagyis M¢

megengedett.
O

6.2.7. Allitas. Ha D € {0,1}™ az az oszlopvektor, melynek elsé t eleme 1,
a tobbi 0, akkor létezik eqy olyan M* tokéletes matriz, melynek oszlopait épp
D dsszes ciklikus eltoltja adja.

Bizonyitas.

Jel6lés. [m,t] jeloli m és t legkisebb kizos tobbszordsét, (m,t) pedig m és t
legnagyobb kozos osztojat.
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Jelolje D(j) a D j-vel valé ciklikus eltolasat lefelé. Specidlisan D(0) = D.
Legyen M° = | D(0), D(t), D(2t),...,D ((M - 1) tﬂ

t

Ha t = m vagy t = 0, az allitas trividlis, igy feltehetd, hogy 0 < t < m.
Ekkor D(j)-ben mindig van 0 is és 1 is. Jelolje r(D(j)) annak a O-nak a
helyét, amelyik utdn 1 jon, ha j # 0, és legyen r(D(0)) = 0. Maésképpen
fogalmazva r(D(j)) lesz j-nek az m-es maradéka.

Jelolje 0 < r; < m azt a maradékot, amelyre r; = r(D(it)) + ¢t (mod m).
Ekkor i-re valé indukciéval konnyen lathaté, hogy MP[i] elsé r; soraban éppen
eggyel tobb egyes van, mint a tobbiben, vagyis M°[i] majdnem megengedett.

Most nézziik az i = @—1 esetet. Ekkor it = (@ — 1) t= <[Tn—ﬂ — 1) m+
(m —t), vagyis r(D(it)) = m —t, és igy r; = 0. Tehat M° = M°[i] megenge-
dett, vagyis MY tokéletes.

Ha (m,t) = 1, akkor készen vagyunk, hiszen [”;—t] = m és minden oszlop
kiilonbozik, vagyis minden ciklikus eltolt pontosan egyszer szerepel.

Ha (m,t) = d > 1, akkor M°hoz hasonléan legyen i = 1,2,...d — 1

esetén M' = [D(i),D(t +4),D(2t+1),...,D ((M - 1) t+ z)]

t
Mivel M*® megkaphaté M%-bél gy, hogy minden sort i-vel ciklikusan
eltolunk, igy a 6.2.5-0s megjegyzés alapjan M’ is tokéletes, és szintén ezen
megjegyzés alapjan M* = [M° M?', ... M91] is tokéletes.
M* minden sora kiilonboz6, hiszen az at + b minden m[od }m maradékosz-
m,t

télyt pontosan egyszer vesz fel, ahogy a végigfut a 0,1... == —1 szamokon,

b pedig a 0,1...(m,t) — 1 szémokon. Igy tehat D minden ciklikus eltoltja

pontosan egyszer szerepel az oszlopok kozott.
O

6.2.8. Allit4s. Legyen s; olyan egész szam, melyre s; < (T) Ekkor létezik
egqy Ny € {0,1}™*% majdnem megengedett mdtriz, melynek minden osz-
lopaban pontosan t darab egyes van.

Bizonyitds. Vegyiik az 6sszes cikliusan nem egymésba viheté C' € {0,1}™
oszlopvektort, melyekben pontosan ¢ darab egyes szerepel. Ezekhez csinaljuk
meg a 6.2.6.-os allitasban kapott My matrixot, kivéve ahhoz a C-hez, mely-
ben a t darab egyes egymés utan helyezkedik el, mert ahhoz a 6.2.7.-es
allitasban kapott M™* matrixot vegyiik. Legyen ezek matrixot halamza 901.
Mint lattuk, minden M € 9 megengedett, sot M* € 9 még tokéletes is.
Jelolje [(M) az M oszlopainak szamét. Mivel minden ¢ darab egyest tar-
talmazé oszlop szerepel pontosan az egyik métrixban, ezért >, on (M) =
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("), tovébba minden M € M-re (M) < m és I(M*) = m.

Rendezziik sorba 91 elemeit egyediil arra figyelve, hogy M* legyen az
utols6: My, My, ... M, = M*, ahol ¢ = M.

Ha s, < (7), akkor > ;con (M) = (7)) miatt létezik egy i index, hogy
S (M) < s < S U(M).

Ekkor s, — >0 I(M;) < I(Mj1) < m = I(M”), igy az alabbi matrix
értelmes: N; = [Ml,Mz, oo M, M* [st — Z;’:l l(M])” Réadésul épp sy
oszlopa van, s6t a 6.2.5.-0s megjegyzés miatt majdnem megengedett is.

Ha pedig s; = (T), akkor egyszertien legyen Ny = [My, M, ..., M,], mely

ugyanigy teljesiti a sziikséges feltételeket.
O

Ezen allitas altal adott matrixok segitségével most belatjuk a tételt.

Kénnyen ldthaté, hogy ha Q1 € {0, 1}9%% és Q4 € {0, 1}%*%2 két majdnem
megengedett matrix, akkor (), sorait at lehet rendezni igy egy 4 matrixba,
hogy (@1, @%] is majdnem megengedett.

Legyen N| matrix N; sorainak olyan dtrendezése, hogy [Ny, Ni] majdnem
megengedett. Ezutdn rekurzivan ha [Ny, N7, ... N/| majdnem megengedett,
akkor N/, legyen N, sorainak olyan atrendezése, hogy [Ny, N7, ... N{, N/ 4]
is majdnem megengedett. A végén igy kapjuk M = [Ny, V7, ... N/} ] matrixot,
mely teljesiti a tétel feltételeit, ugyanis a konstrukciébodl kovetkezéen minden
oszlopa kiilonboz6, és a pontosan t darab egyest tartalmazok szama s;. Mar
csak azt kell megmutatni, hogy minden sordban k darab egyes van. Tudjuk,
hogy az M-beli egyesek szama ). is;, ez az 1. feltétel miatt oszthaté m-
mel. Ez pedig egy majdnem megengedett matrix esetén azt jelenti, hogy
megengedett is, igy tehat megint csak az 1. feltétel miatt, minden sorban
pontosan k£ darab egyes szerepel, ezzel belattuk a tételt.

O

Most nézzitk meg, hogy miért elég Si-t vizsgalni S}, helyett.

6.2.9. Tétel. Ha k < § és &' = {A},A,, ... A} € S, akkor létezik egy

%:{Al,AQ,...Am} ES}IC

Bizonyitds. Legyen M’ € {0,1}™*" az o/’ métrixa, azaz M’ i-edik sordnak
j-edik tagja pontosan akkor 1, ha j € Al kiilonben 0. Jeldlje s, azon
oszlopok szamat, melyek pontosan t darab egyest tartalmaznak. Ekkor az
el6z6 tételhez hasonléan konnyen beldthaté, hogy (a) mk > > s}, (b)
n=>%1",s; illetve (¢) minden i = 0,1,...m-re s; < (7).

7
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Tegyiik fel, hogy m, sg, s1, ... S, olyan természetes szamok, melyek Kki-
elégitik (a), (b) és (c) feltételeket, rdaddsul gy, hogy > " is; értéke ma-
ximélis (amennyiben m értéke rogzitett).

Ha mk > > is; és valamely [ > l-re 5; < (Tl”) és s;_1 > 0, akkor
M, S0, S15---,81-1 — 1,8 + 1,..., 8, is teljesiti (a), (b) és (c) feltételeket,
rdaddsul S0 2is; + (1 — 1) (s — 1) +1(s; + 1) + Do s > Y0 isg, ami
ellentmond a maximalitasnak.

Tehat vagy mk = )" is;, vagy valamely j > l-res) = §; = -+ = 5;_1 =
0és s; = (TZ”), hai>j+1éss; = )\(T) alkalmas 0 < \ < 1-re. Utdbbi
esetben n = A(T) + 3000 (7) ésmk > j/\(T) + 301 i(7), amik alapjan

b2 A7)+ S0 (7) = AC) + D5 () 2 M ERe ) g
ami ellentmond annak, hogy k < 3.

Tehat mk =Y " is; teljesill, és igy az m, s, s1, . . . S, szémok kielégitik
a 6.2.3. tétel feltétleit, vagyis létezik egy megfelels6 M € {0,1}™*™ matrix,
mely meghatéroz egy {A;, Ay, ... A, } Sk halmazrendszert, és ezzel belattuk

a tételt.

[l
6.2.10. Kovetkezmény. U(n, k) = U'(n, k).

Bizonyitas. U(n,k) < U'(n, k) az el6z6 tétel miatt. U(n, k) > U'(n, k) pedig
azért, mert Sy C S},
O]

Hogy a problémat analitikusan tudjuk kezelni, megprébéljuk elhagyni azt
a feltételt, hogy a valtozok egészek legyenek.

6.2.11. Definicié. Hax € R, és i € N, akkor (%) = Ze=De=2uloitl) |

1!

6.2.12. Lemma. Létezik minimuma azon m valds szamok halmazdnak, mely-
re léteznek sg, 81, ..., S(m] nemnegativ szamok, hogy az aldbbi hdarom feltétel
teljestil

1. mk > ZZ@J i5i,

2. n=3"s,
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Bizonyitds. Ezen m-eknek nyilvan 1étezik infimuma, hiszen példaul a 0 alsé
korlatja a j6 m-ek halmazdnak. Jelolje ezt az infimumot U’. Legyen m/
(7 =1,2,...) egy U'-hoz konvegél6 sorozat, melynek minden elemére U’ <
m? < |U’'| + 1. Legyen az m’-hez tartozé szamok, melyekkel teljesiti az 1.,
2., és 3. feltételeket: sg, s{, e ,S{U,J_H.

Rogzitetett i-re az sg sorozat korlatos, hiszen 0 < sg < (”;”) < (LU/JH).

fgy pedig van egy konvergens részsorozata, melynek hataértéke legyen s;.
Ezt szépen sorban eljatszva minden i-re, kapunk egy részsorozatot, hogy az
(m?, 83, ... 8y 4,) sorozat konvergal az (U, so, ... |p7j+1) vektorhoz.
Minden j-re teljesiilnek az 1., 2. és 3. feltételek, igy (U’,so,...5|u/j+1)
is teljesiti 6ket. Ha U’ nem egész, akkor készen is vagyunk. Ha pedig egész,
akkor még meg kell mutatnunk, hogy s/y7j41 = 0. Am ez nyilvdvalé abbdl,
hogy 0 < SJLU’j+1 < (LUr"jj+1)7 hiszen m; — U’ esetén (LUT,']J'H) — 0. .

6.2.13. Lemma. [U'| =U
Bizonyitds. Legyen U’, sg, s1,. .., sryr olyan nemnegativ szamok, melyek ki-
elégitik az el6z6 lemma feltételeit. Ekkor megmutatjuk, hogy 1éteznek olyan
(U], 50,8, SlfU’W szamok, melyek kiellégitik a 6.2.9.-es tétel bizonyitdsaban
az (a), (b) és (c) feltételeket.
1 U j U )
ﬂ’1+ZLHBD—(iﬂM+ZLLWD6&H%

Z!U/ |si] < n < ZZ o 1[s:], igy létezik egy olyan r, melyre S olsi] +

ZIU;HLSJ = n. Ekkor legyen s, = [s;], ha 0 < i < rés s, = |s], ha

r+1<i<[U']. Ennek koszonhetoen a (b) feltétel automatikusan teljesiil.

Felhasznalva, hogy > /_ O[S 1 + ZET]H lsi] =n= ZEJ si, kapjuk, hogy

Ul r . U
Silo is = Tindlsi] + il ilsi) + Tiilsi — Tsil) + D8 ils: -

U r U

RAIES SATIAES G MRS S ONRI SRS » A AR Y
Sioilsd+ 0 ilsidr (15 s — isglsil = 2L Lsi]) = Sicgifsi)+
S, s = 1% i , ,

Ennek és az 1. feltétel segitségével [U'|k > U'k > ZZEOW is; > ZZEOW is,
vagyis teljesiil az (a) feltétel is.

Végiil (c) a 3. feltételbdl kaphats: 5, <[] < | (7)] < (7).

Ezzel belattuk, hogy [U’] > U. A mésik irdny pedig trividlis, hiszen
az (a), (b), (c) feltételek az 1., 2., 3.-nak speciélis esetei, vagyis U’ < U is
teljesiil, igy pedig [U"] = U.
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O

6.2.14. Lemma. Ha U, sy, 51,. .., sy olyan nemnegativ valds szamok, me-
lyek a 6.2.12. lemma feltételeit kielégitik, és U minimalis, akkor az 1. feltétel
eqyenldséggel teljesiil.

Bizonyitdas. Megmutatjuk, hogy ha az m,sg, s1,..., S, szamok olyanok,
hogy az 1., 2. és 3. feltételt teljesitik, de az 1.-ben nem &ll fenn egyenléség,
akkor m értéke csokkenthetd, vagyis m # U’.
_ _ N ml
Legyen e; = mk — ) ;" is; > 0.
Ha minden r-re s, > (") lenne, akkor k > Solm] L(m) = Solmi=t (" >

=0 m =0 %

2. ;( ) > %, ami ellentmond annak, hogy k < 7. Tehdt l1étezik egy r, melyre
Sp < (T) Legyen g9 = (T) — sr

Legyen §, = min{%, &, 37" \'s; + Z!mjﬂ si}.

1 # r esetén pedig legyen 0 < 9; < s;, ha s; # 0, kiilonben §; = 0, tovabba
o, = Z::_& 0 + Zzﬁ;ﬂﬂ 9; is teljesiiljon. (Ez megtehetd 6, definicdja miatt.)

Az 1j szamaink m — 0%, 59 — dg, 81 — 01, -+, Sp—1 — Op_1,Sr + Op, Spi1 +
Op41,-- - Sfm] — O[m] lesznek. Ezekre ldthatd, hogy a 2. feltétel mdris teljesiil.
Most nézziik, hogyan kaphatjuk 6*-ot.

1 £ 1, s; # 0 esetén legyen o; > 0 olyan, hogy s; — 9; < (ng) Foly-
tonosség miatt van ilyen pozitiv g;, hiszen s; — §; < (T) Ha s; = 0, akkor

= 0. Végiil, ha i = r, akkor legyen o, > 0 olyan, hogy s, + ¢, < (m o).

()=

Ilyen is a folytonossag miatt 1étezik, hiszen ¢, < teljesiil ¢, definicidja
miatt.

Legyen 6* = min{ 5}, min{g; | 0; > 0}}. Ezzel a valasztassal lathaté, hogy
a 3. feltétel is teljesiil.

Végezetiil, az 1. feltétel azért teljesiil, mert (m — 6" )k > (m — )k =

mk—%zzyrng 2> 3 OiSz ZZ T+1@sz+r(sT+5)—r§+%Z

S yisi o)t r(si+) + + S0 (s — 0). §

6.2.15. Lemma. Ha U’ sy, 51,. .., sy olyan nemnegativ valds szamok, me-
lyek a 6.2.12. lemma feltételeit kielégitik, és U' minimalis, akkor valamely r-re
0<i<r—1esetén s; = ([i), ésr+1<i<[U esetén s; = 0.

Bizonyitdas. Megmutatjuk, hogy ha az m, sg, s1,..., S, szamok olyanok,
hogy az 1., 2. és 3. feltételt teljesitik, de s;-k mégsem a lemmaban szereplo
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értékek, akkor léteznek olyan m, i, sy, ..., 3’[m] szamok, melyek szintén tel-
jesitik az 1., 2. és 3. feltételt, de az 1.-ben nem &ll fenn egyenloség, és igy az
el6z6 lemma miatt m nem minimalis.

Feltevéstink miatt létezik egy j, hogy s; < (7;”) és s;41 > 0. Legyen
€= mln{(";) — sj,sj+1}, tovdbba s = s;+¢, st = sjp1—¢€, 881 £ j, j+1
esetén s, = s;.

Ekkor a 2. és a 3. feltétel nyilvan teljesiil, az 1. pedig igy néz ki: mk >

m]

sy = S0y isit+j(s5 )+ (1) (sju1—e) + Sy isite > S i),

1=

azaz szigoru egyenlotlenséggel teljestil, és épp ezt akartuk megmutatni.
m

A 6.2.12., 6.2.14. és 6.2.15. lemmak alapjan valamilyen r > O-ra teljesiil,
hogy U'k = 3205 i(%) +rse,n =315 (7) + 5 650 < s, < (7). Ebbsl

sy-et is el tudjuk tiintetni, igy az alabbi két feltételt kaptuk:
LUk =Ygi() 4 (=25 ()
2 X5 (7) <n <X (7)

1.-re tekinthetiink gy, mint U’-re egy egyenlet. 2. pedig kizar néhany
gyokot.
r—1 ./x r—1 (x
Legyen f-(z) = 3215 i(5) +7 (n =205 (7).

6.2.16. Lemma. Rdgzitett v esetén az 1.-beli egyenletnek (U'-re) pontosan
eqy nemnegativ gyoke van. Tovdbba pontosan eqy darab r van, melyre az
elobbi gyok 2.-t is teljesiti.

Bizonyitds. Pozitiv z-ekre zk monoton né, f,.(x) monoton csokken, és z =0
esetén 0k < f,.(0), vagyis pontosan egy nemnegativ gyok lehet.

A 6.2.12. lemma miatt tudjuk, hogy van egy minimélis U’, ez teljesiti
1.-et és 2.-t is, igy van legaldbb egy j6 r. Tegyiik fel, hogy a ¢-ra kapott xg
nemnegativ gyok is teljesiti 2.-t. Megmutatjuk, hogy ¢ < r esetén ez nem
lehet.

vk = Yoi() +a(n =X () = i i() +r(n =X () -
(r—an— -0 T @) - Xme—0()
U’-re 1.-ben egyenl6ség &ll. A bal oldala a fenti egyenletnek ugyanaz, a

jobbrol pedig megmutatjuk, hogy nem nagyobb nala, emiatt a fenti egyenlet
2 megoldasara xg < U’.
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(r—a)n—(r—a) =1 (1) =Xin =) () = (=) (n = 25 (7)) 2 0
teljesiil 2. miatt. Igy tehdt zy < U’

Ugyanakkor I, = {z € R* | S} (%) <n < Yi, (%)} intervallumokra
igaz, hogy t1 > t9 esetén minden zy € [;,-re és x5 € [},-re 1 < 5. Ez pedig
ti =1, ty =q, 11 = U', x9 = x¢-ra alkalmazva épp azt adja, hogy xo > U’,
vagyis ellentmondast kaptunk.

O

Ezek utdan mar nyilvanval6 a kovetkezo tétel.

6.2.17. Tétel. Ha U a legkisebb egész szam, melyre létezik { Ay, As, ..., Ay} €
Sk, €s U’ gyoke az xk = ZZ:& i(%)+r (n— 2:;& (%)) egyenletnek valamilyen

)

r-re, tovdbbd Y1) (U/) <n<y i, (T), akkor U = [U'].

%

.o , z k(k+1) _ n—1
6.2.18. Kovetkezmény. Ha k > 1 ésn > =5— + 1, akkor U = DMW

Bizonyitds. Ez az eloz6 tétel abban az esetben, ha r = 2. Ugyanis ekkor az

egyenlet xk = x +2(n — 1 — x) lesz, és igy U’ = 22—3.

14U <n<1+U+ W—et kell mér csak ellendrizniink. k& > 1 miatt
1427 < 142251 = n, vagyis a bal oldali teljesiil. A jobb oldalihoz pedig az

k1
gn—lgn-1l_j n— ne1)—

kell, hogy n < 1+2052 4 =) oy < pmel y (0oD@-ZG1)

1< i+ 2 0 o (k4 1)2 < 2(k+1)+2(n—1) = (k+1) & (k+1)k <

2(n—1) < @—1—1 < n. Ezt pedig feltettiik, hogy igaz, igy készen vagyunk.

]

6.2.19. Tétel. Ha {A1, Ay, ..., Ay} € Sy, akkor %log%j‘:ﬁ%’;logﬁ < m.
Bizonyitds. Vegyiik [n]-en az egyenletes eloszlast. Jelolje «; az A; indikator
fiiggvényét. Onmagéban ez egy olyan valdszintiségi véltozé, mely % valoszi-
niiséggel veszi fel az 1-et, és ”T’k valészintiséggel a 0-t. fgy tehdt az entrépidja
H(o;) = Elog % 4 £ log L.

Most nézziik az (v, as, ..., a.,) egylittes eloszlasat. Osszesen 2™ értéket
vehetne ez fel, ugyanakkor ezek kozott legfeljebb n-nek van pozitiv valdszi-
niisége, hiszen ennyi elemi esemény van (hiszen [n]-en vettiik az egyenletes
eloszlast).

Ha i, j € [n] esetén ugyanaz lenne ennek a két vektornak az értéke, akkor
minden Ay halmazra i € A, < j € A;,. Am a halmazrendszer szepardld, igy
sziikségképpen ¢ = j.
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Tehat az (aq, ag, . .., a,,) vektor minden felvett értékét pontosan egy ele-
mi esemény esetén veszi fel, vagyis pontosan n kiilonbozé értéket vesz fel,
mindet L valészintiséggel, igy H((aq, s, ..., ap)) = logn.
Ismert, hogy H(o) + H(as) + -+ + H(aw,) > H((oq,a9,...,am)).[3]
Ebbe behelyettesitve a kiszamolt értékeket, kapjuk a tétel allitasat.
0

6.2.20. K6évetkezmény. k’ﬁj;jj; <m
k

Bizonyitds. Ismert, hogy In(1+ ) < z, ahol In az e alapu logaritmust jeloli.
Ezt dtirva 2-es alapura: log(1 + z) < zloge. Ezt alkalmazzuk z = —*-ra:

log(1+ -£) < L loge & log -2 < - loge & “Elog -2 < Eloge &
Elogh + klog -1 < Elog® + Eloge « Elog 2 + “Flog -2 < Elog <2,
nlogn logn < m.

klog & — %log%-‘r";k log .= —

Ezt felhasznalva:

]

Es ezzel be is lattuk a fejezet elején igért also becslést. Most jojjon a felso
becslés.
6.2.21. Lemma. Legyen i pozitiv egész és x > 2i. Fkkor % (%)Z < (3521)
Bizonyitds. Ha i > j > 2, akkor nyilvan j < 2(5 — 1). I’gy.tehét ij <
2i(j — 1) < z(j —1). Emiatt iz —ij >ix —x(j — 1), és igy Zfﬂ% > 2.
Ha j =1, akkor ”“"1;1 > 5 trividlisan teljestl z > 2 > 2 miatt.
foy tehat L (2)" < z=la=2  ami_ (v71),

7 i i—1 1 i

]

6.2.22. Tétel. Tetszbleges n > 1 és 1 < k < 5 esetén létezik egy olyan

{Ay, Ay, ... Ay} € Sy szerpardld rendszer, melyre m = ch}(g)(gf/r;)-‘ %J )

Bizonyitds. A 6.2.3.-as tételt fogjuk alkalmazni. Mutatunk alkalmas m, s,
S1, ..., Sm szamokat, melyek kielégitik az 1., a 2. és a 3. feltételt.

Legyen ¢ egyelore nem rogzitett pozitiv egész, és 0 < r < k olyan, hogy
in=r (mod k). Legyen s,y =71, s, =n—1rés j#ii+1esetén s; =0,
illetve m = ©=",

Ekkor az 1. és 2. feltétel nyilvén teljesiil, hiszen 7" js; = (i — 1)r +
in—r)=in—r=mkés Y " s;=r+(Mn—r1)=n
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Legyen ¢ = L _‘ 7> 1;;’25”2/’;) miatt n < 5% (?)’ és k = En <

brbee (S2) 7 <= )

A 6.2.21. lemma segitségével: n < %% (%)Z < (’?;1) ésr < k <
e ()7 < (1)), | |

Végezetill: n —r < n < (ml 1) < (%) és r < (1"711) < (ﬁ), tehat a

3. feltétel is teljesiil, igy készen vagyunk.

[gy tehdt m = Hﬁg%ﬂ ”J és épp ezt akartuk beldtni.

]

Ezzel belattuk az igért felsé becslést is.
Végezetill megmutatom, hogy a két becslés megadja a keresett valasz

nagysagrendjét, ugyanis aranyuk korlatos:

[ et | foatrt) 1 2 it
nlogn S logn S logn = 4(1 +10g 6)

klog(en/k) log e+log(n/k) (log e+1) log(n/k)

Kozben felhasznaltuk, hogy log(n/k) > 1, de ez teljesiil, hiszen k < 7.
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7. Vérvizsgalat hadseregen, avagy barkochba
d defektivvel

Ezt a problémét nagyon sokan nagyon sokféleképpen megkozelitették méar. [4]
Ennek ellenére nem ismert pontos valasz mar d = 2 esetén sem. Rengeteg
részeredmény van, én csak néhdanyat mutatok be.

7.1. Also becslés

7.1.1. Allitas. Ha adaptivan kérdeziink, legaldbb ﬂog (Zﬂ kérdésre sziikség
van, hogy biztosan megtaldljuk a defektiv elemet.

Bizonyitds. Egy dontési fa t. szintjén legfeljebb 2¢ csics van. Nekiink pedig
van (5)-féle valaszunk, fgy tehdt [log ()] > ¢ szikséges, hogy 2! > (1)
teljestiljon.

O

7.2. Felso becslés

7.2.1. Allitas. Ha adaptivan kérdeziink, d [logn] kérdésbdl meg tudjuk taldlni
az 0sszes defektiv elemet.

Bizonyitds. A szokésos felezgetos modon keresiink eloszor egy elemet. Eldszor
"elfelezziik” az alaphalmazt (igy hogy egyik részhalmaz mérete se legyen na-
gyobb, mint 2/°¢71=1) " és megkérdezziik az egyiket. Ha igen a valasz, akkor
abban a részhalmazban biztosan van defektiv, igy azt tekintjiik a kovet-
kez6 korben alaphalmaznak. Ha nem a vélasz, akkor a masik részhalmazban
van biztosan, igy az lesz az alaphalmaz. Ezt folytatva [logn] 1épésen beliil
taldlunk egy defektivet. A maradék n — 1 elemben még mindig van d — 1
defektiv. Hasonlé médon [log(n — 1)] 1épésben taldlunk egy masodik de-
fektivet, [log(n — 2)] 1épésben egy harmadikat, és igy tovabb, a d defektivet
megtalaljuk 70 [log(n — )] < d[logn] lépésben.

[

Ez a médszer az alsé becslésnél nagysagrendileg log(d!)-sal tobb kérdést
hasznal.

Most pedig bemutatom Hwang algoritmusat[5], amely az elméleti mini-
mumnal legfeljebb d — 1-gyel tébb kérdésbdl all.
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Az Gtlet az algoritmus mogott az, hogy varhatéan n/d elem kézott van egy
defektiv. Tehat nem egy feleakkora halmazt kérdeziink meg elsére, hanem
egy kisebb méretiit.

1. lépés:

Ha n < 2d—2, akkor teszteljiik le mind az n elemet egyesével, és igy vége
is az algoritmusunknak.

Ha n > 2d — 1, akkor legyen [ :=n —d+ 1 és o := [log(l/d)].

2. lépés:

Kérdezziink meg egy 2% méretii halmazt.

Ha nincs benne defektiv elem, akkor ezek mind jok, igy a tovabbiakban
nem kell 6ket vizsgalni, tehat legyen n :=n — 2%, és ugorjunk az 1. lépéshez.

Ha van benne defektiv elem, akkor a szokasos felezgetos kereséssel talaljunk
egy defektivet. Kozben lehet, hogy néhany elemerdl kideriil, hogy biztosan
nem defektiv, ezek szdma legyen . Oket tehdt nem kell tovdbb vizsgalni,
igy tehat n:=n —1—x,d :=d — 1, és ugorjunk az 1. 1épéshez.

7.2.2. Definicié. Jelslje M(d,n) ezen algoritmus kérdéseinek szamdat a leg-
rosszabb esetben.

7.2.3. Tétel. Legyen | = n—d+ 1, a = [log(l/d)|, p = || — d és
0=1-—2—2%. Ekkor

M(d,n) n han <2d—2
y ) =
(a+2)d+p—1 han>2d—1

Bizonyitds. Az allitast n + d szerinti indukcioval bizonyitjuk.

Ha n < 2d — 2, akkor az algoritmus 1. 1épése miatt készen is vagyunk.

Ha 2d — 1 < n < 3d — 2, akkor o = 0, tehat az algoritmus megint
egyesével vizsgdlja végig az elemeket, vagyis M(d,n) = n. Tovabba 6 = 0,
p=Il—d=n—-2d+1,igy (a+2)d+p—1=2d+n—2d+1—1=n= M(d,n).

Had = 1, akkor [ = n—d+1 = n. Lathatd, hogy han # 2% alaku, akkor az
algoritmus a szokdasos felezgetds kérdéseket teszi fel, tehdt M(1,n) = [logn].
Es gy (0 +2)d+p—1=a+1=|logn|+1=[logn] = M(1,n).

Ha viszont n = 2%, az algoritmus eggyel tobb kérdést tesz fel, ugyanis
elszor megkérdezi a teljes alaphalmazt, vagyis M(1,n) = logn + 1. Es igy
(a+2)d+p—1=a+1=logn+1=M(1,n).

Most nézziik az altalanos esetet, amikor d > 2, n > 3d — 1. Ekkor az
algoritmus 2. 1épése miatt két lehet&ség van, igy M (d, n) = 1+max{M (d,n—
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29), a4+ M(d—1,n—1)}, ugyanis a monotonitas miatt M(d—1,n—1—x) <
M(d—1,n—1). (S6t, a gonosz mané miatt feltehetd, hogy = = 0.)
Az els6 esetben ' =n -2 d =d, I'=n"—-d +1=n—-2*—d+1=
2°d+2%p—1)+0 hap>1
1—20={ 2010 1 20-1(d —2) + 0 hap=0, § <201
207 d+ 2 d - 1)+ (0 —2*') hap=0, 6§ >2"
[gy tehat az indukci6 miatt:
(a+2)d+(p—1)—1 hap>1
M(d,n—2%) =< (a+1)d+(d—2)—1 hap=0, § <2*!
(a+1)d+(d—1)—1 hap=0, 0>2""!
(a+2)d+p—3 hap=0, <2}
(+2)d+p—2 egyébként
A mésik esetben d =d—1,n"=n—-1,1'=n"—-d +1=
2°(d—1)+2%(p+1)+0 hap<d-—3

[gy tehdt M(d,n —2%) =

[ = 2a+1(d—1)+9 hap=d—2
2“*1(d—1)+2a—|—9 hap=d—1
Alkalmazva az indukciét:

(a+2)d—1)+(p+1)—1 hap<d—3
(a+3)(d—1)—1 had—2<p<d-1
(¢+2)d+p—3 hap=d—1
(a+2)d+p—2 egyébként

A két kisebb értéket csak akkor venné fel egyszerre a két eset, ha p = 0 és
p = d—1 egyszerre teljesiilne, de ez d > 2 esetén nem lehet, igy sziikségképpen
M(d,n) = 1+max{M(d,n—2%),a+M(d-1,n—1)} = 1+(a+2)d+p—2 =
(a+2)d + p — 1, ezzel belattuk az &liltést.

M(d—-1,n—-1)=

Esigya—i—M(d—l,n—l):

O

7.2.4. Kovetkezmény. M (d,n)— [log (Zﬂ <d-1,had>2ésn>2d—1.

Bizonyitds. (7)) = <l+‘fl—1) > g — (2ad+i;P+9)‘i > (2“d(1:lr!p/d))d _

24 dl(1 4 p/d)? > 290949p = 2 +DIHP ahol felhasznaltuk, hogy & > 27 és
(1 +p/d)? > 27

Igy tehat M(d,n) — [log ()] < (@+2)d+p—1—((+1)d+p) =d—1.

[l
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8. Szamitogépek

A probléma megfogalmazasabdl adédoan ezt csak nem adaptiv médon fog-
juk vizsgalni. Az adaptiv esetben ugyanis felmeriilne, hogy ki teszi fel a
kérdéseket? Ha egy kiilsé szemléld (aki latja az Osszes valaszt), akkor &
példaul [logn] + 2 kérdésbdl tudatni tudja az Gsszes géppel, hogy melyik
a hibdsan miikodé: elészor elvégeztet [logn] tesztet (egy szepardlé rend-
szert), igy 6 mar tudja ki a defektiv, majd elvégeztet az Osszes j6 géppel
egy tesztet, végiil az egyetlen rossz géppel. Hasonl6an, ha az egyik (el6re
meghatarozott) gép jelolné ki a kérdéseket, 6 is el tudna végeztetni egy
szeparalé rendszert ugy, hogy & az Osszes kérdésben szerepel (példaul 2-es
szamrendszerben kérdezgeti a jegyeket gy, hogy az i-edik kérdésben azokat
a gépeket teszteli, akiknek megegyezik a hatulrdl i-edik jegye az 6vével), igy
tudnd, hogy ki a defektiv, majd két kérdéssel tudatnd a tobbiekkel is. Ez
tehat nem tul érdekes probléma, igy foglalkozzunk a nem adaptiv valtozattal.

Ezt a problémat Hosszi Eva hozta a keresési problémakkal foglalkozé
szeminariumra, és Gerbner Daniel otlete és megoldasa volt, hogy a dualis
halmazrendszert érdemes vizsgalni, mint mindjart latni fogjuk. Szintén az
0 otlete volt a masik iranyu probléma és annak megoldasa, melyet majd a
kovetkezo fejezetben fogok ismertetni.

8.1. Egyszerii becslések

Jelolje a sziikséges kérdések minimalis szamat g(n). A feltett kérdéseknek
mindenképpen szeparald rendszert kell alkotniuk, vagyis biztosan sziikségiink
lesz legalabb [logn|-re. Ugyanakkor konnyti példat mutatni, hogy kétszer
ennyi elég is. Legyenek a halmazok A? = {k € [n]| | ji(k) = a} (i =
1,2,...,[logn],a € {0,1}), ahol j;(k) jeloli a k szdm kettes szamrendszerbeli
alakjanak hatulrol i. jegyét.

Ezek a kérdések jok lesznek, hiszen ha a k. szamitégép hatulrdl i. jegye a,
akkor az A{ tesztben benne van, és annak eredménye alapjan egyértelmiien
meg tudja hatdrozni a defektiv szamitogép hatulrdl i. jegyét. Tehat meg
tudja hatdrozni az 1., a 2., és igy tovabb a [logn]. jegyét is, és ez alapjdn
egyértelmiien tudja, hogy melyik a rossz gép.

Vagyis azt kaptuk, hogy [logn| < g(n) < 2[logn| kozt talalhaté. Kérdés,

q(n)

hogy a oz sorozatrdl tudunk-e valamit mondani. Meg fogom mutatni, hogy

konvergal, és a hatarértékét is meg fogom hatarozni.
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8.1.1. Megjegyzés. A szdmjegyes maodszerrel eqy kicsit jobb felsé becslést is
tudunk adni. Ne kettes, hanem hdrmas szamrendszerben irjuk fel a szamokat,
a kérdések pedig legyenek AY = {k € [n] | ji(k) # a} (i =1,2,...,[loggn],
a € {0,1,2}), ahol ji(k) most a k szdm hdrmas szamrendszerbeli alakjinak
hatulrol 1. jegyét jeloli.

Legyen eqy szamitégép utolsé jegye 0. Ekkor az A} és A3 kérdésckre tud-
ja a vdlaszt. Ha a defektiv utolso jegye 0, akkor mindkét kérédsben benne
volt, ha 1, akkor csak az A%-ben, ha 2, akkor csak az A}-ben. FEzalapjdn
a kiszemelt gépink meg tudja dllapitani a defektiv szamitogép utolso jeqyét.
Hasonloan az dsszes szdmitogép meqg tudja dllapitant az 0sszes jeqyét a de-
fektivnek, igy pontosan meg tudja hatarozni mindegyik, hogy melyik a de-
fektiv. Osszesen 3[logsn| kérdést tettink fel, ami aszimptotikusan jobb, hi-
szen 2logn > 3logsn = 3logy(2) logn ~ 1,89 logn.

8.2. A dualis halmazrendszer

Legyen {F\, Fy, ..., F,} = .F C 2" a feltett kérdések halmaza, és jelolje M
azt az m x n-es 0-1 matrixot, melynek oszlopai az egyes szamitégépeknek,
sorai pedig a teszteknek felelnek meg, és az i. sor j. eleme 1, ha részt vesz a
J. gép a i. tesztben, azaz j € F;, kiilonben 0.

Mit is kell tudnia .#-nek?

1. Barmely a,b € [n] két kiillénbozé elemre kell lennie egy F' € % -nek,
hogy a € F, de b ¢ F. Ellenkez6 esetben minden F' € .%-re melyben a
benne van, b is benne lenne. Tehat igy a nem tudna megkiilonboztetni
azt ha 6 a defektiv attél, hogy ha b. Jeloljiink egy ilyen F-et a|b-vel,
jelezve, hogy mit koveteliink meg, hogy benne van, illetve nincs.

2. Barmely a,b,c € [n] hdrom kiilénb6z6 elemre kell lennie egy F' € %-
nek, hogy a,b € F, ¢ & F vagy a,c € F, b ¢ F. Fz ahhoz kell, hogy
az a-t tartalmazd #-beliek szerparald rendszert alkossanak, vagyis a
meg tudja kiilonboztetni b-t c-t6l. Hasonldéan az elébbihez, jeloljiink
egy ilyen F-et ab|c-vel vagy ac|b-vel.

Konnyen lathato, hogy pontosan ezt a két tulajdonsagot kell tudnia egy
ilyen .# halmazrendszernek ahhoz, hogy a feladatot megoldja.

A 2. tulajdonsdgot vizsgaljuk meg jobban. Barmely a,b,c € [n] hdrom
kiilonbozé elemre kell lennie egy ab|c vagy ac|b halmaznak, egy ba|c vagy
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bcla halmaznak és egy calb vagy cbla halmaznak. Ez ekvivalens azzal, hogy
legaldbb kétféle van az ab|c, be|a, ca|b tipusi halmazokbdl.

Most vegyiik a dudlis halmazrendszert. Ez az a halmazrendszer, melynek
MT a métrixa. Masképpen fogalmazva M sorai helyett az oszlopai alkotjdk a
halmazrendszert. Nézziik, ebben mit jelent az el6z6 két tulajdonsag. Jelolje
a dudlis halmazrendszert 4 = {G1, Gy, ... G} C 2™

1. Barmely A, B € ¢ két kiilonb6z6 halmazra kell lennie egy = € [m]-nek,
hogy = € A, de x ¢ B. Vagyis A € B. Ennek a tulajdonsagnak neve
is van.

8.2.1. Definicid. Spernernek neveziink eqy 4 halmazrendszert, ha se-
melyik két kiilonbozd A, B € 4 elemére nem teljesiil, hogy A C B.[6]

2. Barmely A, B,C' € 4 harom kiilénb6z6 halmazra kell Az alabbi hdarom
koziil legaldabb kettonek teljesiilnie kell:

(a) Létezik x € [m], hogy © € A, B, de = & C,
(b) Létezik y € [m], hogy y € B,C, de y € A,
(c) Létezik z € [m], hogy z € C, A, de z & B.

Ezeket at lehet fogalmazni. Ekkor az aldbbi harom koziil kell legaldbb
kettonek teljestilnie:

(a) ANBZC,
(b) BNC ¢ A,
(¢c) CNAYZB.

8.2.2. Definicié. A ¥ halmazrendszert angolul cancellative-nak neve-
zik, ha barmely A,B,C € 9-re AUB=AUC = B=C.

8.2.3. Definicié. A ¥4 halmazrendszert nevezziik metszet-cancellative-
nak, ha barmely A,B,C € 4-re ANB=ANC= B=C.

8.2.4. Allitdas. A ¥ C 2™ halmazrendszer pontosan akkor metszet-
cancellative, ha a 9" = {[m|\ A | A € 4} halmazrendszer cancellative.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ metszet-cancellative. Vezessiik be a
A =[m]\ A jelolést. Legyen A, B,C € 4, amelyekre AUB =AUC.
Ekkor ANB = AUB = AUC = ANC, ésigy ANB = ANC.
A metszet-cancellative tulajdonsiag miatt igy B = C, tehat B = C.
Vagyis ¢4’ cancellative. A mésik irdnyt ugyanigy be lehet latni. m

8.2.5. Allitas. A Y halmazrendszer pontosan akkor metszet-cancellative,
ha bdrmely hdarom kilénbézé A, B,C € 9-re az (a), (b), (¢) kéziil leg-
alabb 3 teljesil.

Bizonyitds. Rogzitstink harom kiilonbozé A, B, C € ¢ halmazt. Ezekre
megmutatjuk, hogy (a), (b), (c) koziil legalabb 2 teljesiilése ekvivalens
azzal, hogy ANB # ANC, BNC # BNA é CNA # CNB mindegyike
teljestil.

AN B # ANC azt jelenti, hogy az AN B\ C és AN C'\ B halmazok
kozil legaldbb az egyik nem iires. Hasonléan a BNC'\ A és BN A\ C
halmazok koziil is legalabb az egyik nem iires, illetve a C N A\ B és
C'N B\ A halmazok koziil legalabb az egyik nem {ires.

Vagyis ANB#ANC, BNC # BNAé CNA=#CN B mindegyike
teljesiil pontosan akkor, ha ANB\C, BNC'\ A és CN A\ B halmazok
koziil legaldabb ketté nem iires.

AN B\ C # () pedig pontosan azt jelenti, hogy AN B € C, ami pedig
az (a) feltétel volt. Hasonléan kijon a tobbi is, igy ezzel beldttuk az
allitést.

]

Vagyis belattuk, hogy egy halmazrendszer akkor oldja meg a problémat,
ha a dualisa Sperner és metszet-cancellative.

A tovabbiakban bemutatom, hogy egy maximalis cancellative halmaz
méretérél mit tudunk.

8.3. Az asszimptotikusan pontos fels6 becslés

Ebben a fejezetben Frankl Péter és Fiiredi Zoltén cikkének [7] nekiink sziikséges
részét részletezem, illetve javitom ki.
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8.3.1. Definicié. Jelslje G(n) egy mazimdlis méretii o7 C 2" cancellative
halmazrendszer méretét. Tovdbbd jeldlje Gi(n) egy maximdlis méretd o/ C
2l cancellative halmazrendszer méretét, melyben az 6sszes részhalmaz mérete
pontosan k. (Azaz of C ([Z]), masképpen k-uniform.)

8.3.2. Allitas. Ha o7 cancellative, és A € o eqy mazimdlis méretd eleme
(A| = k), akkor | /| < 2"k 4 1.

Bizonyitds. AU B # AU C miatt BN A #Cn A béarmely két kiilonbozé
B,C € o/ \{A}-ra. Vagyis fgy | \{A}| < [A] = 2", tehdt [o/| < 2" "+ 1.
O

8.3.3. Allitas. Han < 2k, akkor Gy(n) = 2",

Bizonyitds. Egy k-uniform cancellative halmazredszer esetén BN A = () nem
fordulhat elé semelyik B € o \ {A}-ra, kiilonében B C A lenne, de mivel
mindkettd elemszdma k, igy mégis A = B lenne. Igy belattuk, hogy Gj(n) <
2"k Az egyenléséghez pedig megadunk egy ilyen halmazrendszert.

Legyen X; = {j € [n] | j =4 (mod k)} (i = 1,2,...k). Ekkor |X;| =
|1 Xo| =+ = |Xnk| =26 | Xppy1| =+ = |Xk| =1, hiszen k < n < 2k.

Legyen o = {A C [n] | Vi < k:|AN X, = 1}. Ez konnyen ldthatéan
k-uniform, cancellative és mérete éppen 2" F.

O
8.3.4. Allitas. Han > 2k, akkor Gy(n) < (})2*/(%).

Bizonyitds. Valasszunk véletlenszeriien egyenletes eloszlassal egy X € ([27;])
2k-elemi halmazt. Legyen oy = &/ N ()k()

Mivel @7-nak részhalmaza, ezért o7 is cancellative, és igy alkalmazhatjuk
az el6z6 allitdst, tehdt | oy | < 22—k = 2k,

Ugyanakkor a varhatéérték kettos leszamlalassal konnyen megkaphato:

2k n
E(larx|) = |</1(3)/ (})-

Mivel a varhatéérték nem lehet nagyobb, mint a valdszintiségi valtozd
maximélis értéke, igy |of \(2,:’) /(}) < 2F, amit dtrendezve megkapjuk a bi-
zonyitando allitast.

O

8.3.5. Lemma. (%) > % '

LA cikkben[7] azt &llitjdk, hogy k > 7 esetén (2kk) > %, és ezt bizonyitjak
lényegében ugyantgy, ahogy én itt leirtam, az indukciét k = 7-t6l kezdve. Sajnos azonban
az allitas nem igaz se k = 7-re, se nagyobb k-ra. Igy inkabb ezt a rosszabb, de igaz becslést

bizonyitom, és haszndlom a tovabbiakban. Mint latni fogjuk, nekiink elég ennyi is.
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Bizonyitds. Ezt k szerinti indukcioval bizonyitjuk. k£ = 1-re mindkét oldal
2, tehat teljesiil az egyenlotlenség. Tegyitik fel, hogy valamely k-ra teljesiil,
megmutatjuk, hogy ekkor k + 1-re is fog. Bebizonyitjuk, hogy a bal oldalt
egy nagobb szammal szorozzuk meg, mint a jobb oldalt, igy az egyenlotlenség

tovabbra is fenn fog allni:
A bal oldal ennyiszeresére no: (215112) / (2:) = (%zﬁggl_‘:; ) — 4::12

92k+2 22k o (2k)1/2 (k(k+1))1/2
A jobb oldal pedig: 5557/ 5nm77 = 22 grrgr = 45
A szdmtani-mértani egyenltlenség miatt (k(k + 1))/2 < k + 1, gy

/ 1
4% 4];% = 4:112, és épp ezt akartuk megmutatni.

O
Végiil ennyi felvezetés utdan mar kimondhatjuk a tételt.
8.3.6. Tétel. G(n) < 2n'/2 (3)".

Bizonyitds. Legyen of C 2" cancellative, és legyen A € & egy maximalis
méretii eleme. Ha |A| > F, akkor az 8.3.2.-ss allitds jobb becslést biztosit, hi-
szen 272 < (3)" ugyanis 2'/? = /2 & 1,4142 < 1,5 = 3. Tehat feltehetjiik,
hogy |A| < %.

Legyen 7, = o7/ N ([Z]) és ap = || ag > 0 azt jelentené, hogy koztiik van
az tres halmaz, de akkor csak |o/| < 2 lehetne, igy feltehetd, hogy ag = 0.
Ekkor tehat |«7| = Y12 ay.

Mivel < egy k-uniform cancellative, igy a; < Gi(n) < (})2"/ (Qk)

Felhaszndlva az elébbi lemmét: a, < (3)2¢/(¥) < ()2%/ 50502 =
(1)27%2(2k)"/2. Végiil felhaszndlva, hogy k < %, azt kapjuk, hogy ay <
(B)27F2(2k)1% < (P)27*2n!/2,

foy tehat || = S0 a) < SR (M2 k2nt 2 < 2nt 20 (M2 k =
onl/? (%)n, és épp ezt akartuk belatni.

Az utolsé egyenléség a binomidlis tétel miatt teljestil: > 7, (2)2*’1c =
2 S ()12 =2 (12— (3)"

fgy tehat beldttuk, hogy egy ¢ C 2™ cancellative halmazrendszer mérete
legfeljebb 2m (%)m Am nekiink a dudlis probléma minimélis megolddsdra
van sziikségiink. Vagyis, hogy melyik az a legkisebb m, hogy n < 2m (%)m
Ezt nem tudjuk pontosan kiszdmolni, de aszimptotikusan m = logs,,n =
log(3/2) logn ~ 1,7095log n.
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8.4. Az asszimptotikusan pontos alsé becslés

Most pedig megmutatom, hogy ez el is érhet6. Ebben a fejezetben Ludo M.
Tolhuizen cikkének[8] nekiink sziikséges részét dolgozom fel. O a kédelmélet
nyelvén fogalmazta meg és vizsgalta a problémat, én is igy fogok tenni. Ehhez
sziikség lesz néhany jabb fogalom bevezetésére.

Az aldbbi modellt bindris szorzd csatorndnak (angolul binary multiplying
channel, roviden BMC) nevezziik. Aliz és Bob a csatorna két végén vannak,
és szeretnének iizenetet valtani. X,Y C {0,1}" a két halmaz, melyekbol
kivalasztjak a kodszavaiakat ugy, hogy Aliz valaszt egy x € X, Bob egy
y € Y elemet, egyszerre atkiildik a csatornan, és mindketten megkapjak az
x -y szorzatvektort, melynek i-edik koordinataja x i-edik koordinatajanak és
y i-edik koordinatdjanak szorzata, vagyis (x-y); = x;-y;. A cél természetesen
az, hogy ezutan mindketten egyértelmtiien dekddolni tudjak a mésik tizenetét
a sajat elkiildott tizenetiik és a kapott tizenet segitségével. Ha ez megteheto,
akkor egy ilyen (X,Y) pért egyértelmien dekddolhatonak (angolul wuniqu-
ely decodable, réoviden UD) neveziink. Tovdbba az (X,Y') par szimmetrikus,
amennyiben X =Y.

Egyaltalan mi koze van a BMC-nek a cancellative halmazredszerekhez?

8.4.1. Definicié. Ha a € {0,1}", akkor jeldlje supp(a) = {i € [n] | a; = 1}
az a vektor tartojdt.

Ha A C [n], akkor x(A) € {0,1}" jeldli azt az egyértelmi vektor, amely-
nek A a tartdja. x(A)-t az A karakterisztikus vektordnak nevezziik.

8.4.2. Allitas. Legyen az (X, X) szimmetrikus UD-par. Ekkor 2" = {supp(a) |
a € X} egy metszet-cancellative halmazrendszer. Es ugyanigy visszafelé, ha
% eqy metszet-cancellative halmazrendszer, akkor (Y,Y) egy szimmetrikus

UD-pdr, ahol Y = {x(A) | Ae #}.

Bizonyitds. Legyen A, B,C € 2 harom halmaz, melyekre A = supp(a),
B = supp(b) és C = supp(c).

EkkorAﬂB—supp()ﬂsupp(b):{ []| =1n{ien | b=
1}={ien]|a=b=1}={i€n]|a - b =1} = supp(a-b). Hasonl6an
ANC = supp(a-c).

Vagyis ha ANB = ANC, akkor supp(a-b) = supp(a-c), vagyis a-b = a-c.
Ez pedig azt jelenti, hogy ha Aliz az a iizenetet kiildené, akkor nem tudna
megkiilonboztetni, hogy Bob a b-t vagy a c-t kiildte, ami csak akkor torténhet
meg, ha b = ¢, vagyis igy B = supp(b) = supp(c) = C, és épp ezt akartuk
megmutatni.
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A mésik irany hasonléan kijon.
O

8.4.3. Definicib. Legyen A C {0,1}" egy kod. Az I C [n] halmazt az A egy
azonosito halmazdnak nevezzik, ha A barmely két elemének eltér legaldbb az
eqyik I-beli koordindtdja.

8.4.4. Allitas. Legyen A, B C {0,1}" két kdd, és jelolje X(A,B) = {a €
A | supp(a) a B egy azonosité halmaza}. Ekkor (X (A, B), X (B, A)) egy UD-
par.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy Aliz az © € X(A, B), Bob az y € X(B,A)
tizenetet kiildi el. Legyen z = z -y. Ekkor minden i € supp(x)-re z; = y;,
vagyis Aliz (aki ismeri z-et és z-t) tudja ezeken a helyeken y értékét. Mivel
y € B, és B-nek azonosité halmaza supp(zx), igy Aliz kiszdmolhatja y-t.
Ugyanigy Bob is meg tudja hatarozni y-bdl és z-bol z-et.

O

Most tehat a célunk a célunk, hogy talaljunk egy ilyen UD-part viszonylag
nagy szamossaggal. Ehhez a kédunk egy [n, k|o-kéd lesz.

8.4.5. Definicié. Legyen q primhatvany és jelolje F, a q elemi véges testet.
Ekkor az [n, kg (linedris) kodban a kédszavak az F} (n-dimenzids) vektortér
eqy k-dimenzos alterét alkotjdk.

Egy k elemi azonositd halmazt az [n, k], kédhoz tartozé informdcics hal-
maznak nevezink.

8.4.6. Lemma. Az, feletti k x k-as invertdlhato matrizok szdma pontosan
I,(k) = 5 (6" — ).

Bizonyitas. Epitsiik fel soronként a matrixot. Az elsd sor a csupa nulla vektor
kivételével barmi lehet, vagyis ¢* — 1-féle lehet. Most tegyiik fel, hogy az elsé
1 sort mar kivalasztottuk. Ekkor az i 4+ l-edik sor nem lehet az altaluk
kifeszitett altérben, de egyébként barmi lehet, vagyis ¢* — ¢* lehetdségiink
van kivalasztani. Ezeket 6sszeszorozva kapjuk I (k) értékét.

m

8.4.7. Definicié. Legyen v, = I132,(1 — ¢7%).

8.4.8. Tétel. Létezik olyan [n, k], kéd, melynek legaldbb ~4(7) informdcids
halmaza van.
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Bizonyitds. Egy G € FI*" métrixhoz tartozzon a C(G) = {mG | m € Fk}
kod.

Egy K € ([Z]) pontosan akkor informdciés halmaz a C(G) kédhoz, ha
invertalhatdo a Gk k x k-as részmatrixa G-nek, melyet gy kapunk, hogy
pontosan a K-beli indexti oszlopokat valasztjuk ki.

Egy adott K € ([Z])—hoz pontosan I,(k)g*" =% olyan G métrix van, melyre
Gk invertalhaté. Hiszen a K-beli oszlopokat lattuk, hogy ennyiféleképenn
véalaszthatjuk, a maradék k(n — k) elemre pedig nincs semmi megkotés.

Most tekintsiik a (G, K) parokat, ahol G € IF’;X", K € ([Z]) és G in-
vertélhatd. Ezen parok szdma (}) I,(k)g* "), Osszesen ¢"* matrix van, igy
tehdt van egy G métrix, amelynek legaldbb (7)1, (k)g*"= ¢k = (T) I,(k)/¢"
= (WIS (L= a7) = (D) .

A tovabbiakban ¢ = 2, ekkor ki lehet szamolni, hogy v, &~ 0,2888, de
ugyse fogjuk hasznalni a pontos értékét.

8.4.9. Definicié. A C [n, k|, kédhoz tartozé egy mellékosztdly legyen egy
{x+c|ceC} halmaz.

Ilyen mellékosztalybdl nyilvan 2"~ van. Tovabba egy C-hez tartozé in-
formacios halmaz azonosité halmaza minden mellékosztalynak is.

8.4.10. Allitas. Legyen C; [n, kila kod, amelynek M; informdcids halmaza
van (i = 1,2). Ekkor létezik eqy A mellékosztalya C-nek és B mellékosztilya
Co-nek, hogy | X(A, B)| > My/2" % és | X(B, A)| > M;/2"*2. Tovdbbd ha
C1 = Oy, akkor vdlaszthato A = B-nek.

Bizonyitds. Ci-nek van 2% mellékosztalya, ezek egyiitt épp M, vektort tar-
talmaznak, melyeknek tart6i mind informaciés halmazai Co-nek. Emiatt van
egy A mellékosztdlya Ci-nek, hogy az legalabb M, /2"~F1 vektort tartalmaz,
melyeknek a tartéi tovabbra is informéacios halmazok Cy-hoz. Hasonléan van
egy B mellékosztélya Ch-nek, hogy abban legaldbb M, /2"~*2 vektor van, és
azok tartéi mind informaciés halmazok C4-hez. Ha Cy = Cy, akkor lathato,
hogy valaszthaté A = B-nek.

Mivel a C;-hez tatozé informéciés halmazok azonosité halmazai az A
mellékosztalynak, igy |X(B,A)| > M;/2"*. Ugyanigy megmutathato,
hogy |X (A, B)| = My/2" "

m
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Az elobbi allitds és az azt megeléz6 tétel nyilvanvalé kovetkezménye a
kovetkezd allitas.

8.4.11. Kovetkezmény. Tetszileges 1 < kq, ke < n hdrom egész szamhoz
taldlhatunk egy olyan (X,Y) n-hosszi UD-part, hogy | X| > o (,?2)/2""“1 és
Y] > (]?1)/2"_’“2. Tovdbbd, ha ki = ks, akkor vdlaszthats X =Y -nak.

8.4.12. Definicié. Az (X,Y) n-hosszi UD-par rdatdja az (R(X),R(Y)) =
(Llog|X|, 2log|Y]) pdr-.

Az (r1,r9) rdta-pdr elérhetd, ha minden ¢ > 0-hoz létezik (X,Y) UD-pdr,
hogy R(X) >1r —e és R(Y) > ry —¢.

Az elérhetd rata-parok halmazdt jelolje Z.

8.4.13. Tétel. {(h(RQ) + R; — 1,h(R1) + Ry — 1) | 1/2 < Rl,RQ < 1} - Z,

ahol h(p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p) az entrdpiafigguény.
Tovibbd, ha 1/2 < R < 1, akkor a (h(R) + R — 1,h(R) + R — 1) pdr
elérhetd szimmetrikus UD-pdrokkal.

Bizonyitds. Ez az el6z6 kovetkezménybdol mar konnyen latszik. Legyen k; =
InR;]. Ekkor a Stirling-formulat felhasznalva és n-nel a végtelenbe tartva:

g (1) = & (108 (Gt +log(o(n)) =

L (nlogn — kilogk; — (n — k;) log(n — k;))+o0(1) = log n—R;(log R;+logn)—

(1—R;)(log(1—R;)+logn)+o(1l) = —R;log R;— (1— R;) log(1— R;)+0(1) =
Igy tehat n — oo esetén R(X) = L log (72 (&)/Qn—h) = h(Ry)—Llog2" M

+0(1) = h(Ry) + RB1 — 1+ o(1). Hasonléan R(Y) = h(R;) + Ry — 1+ o(1).

Es épp ezt akartuk megmutatni.

O

Végil nézziik meg a szimmetrikus esetben mi a legjobb becslés, amelyet
kaphatunk. Ehhez derivaljuk R szerint az el6bb kiszamolt fiiggvényt: (h(R)-+
R—1)=—(RlogR+(1—R)log(l1—R))+1=—(Rlog R+ (1 —R)log(1—
R)+1=—-L(RhR+(1-R)In(1-R))+1=—1(E+InR—-1=E—
In(1-R))+1=—5(nf:) +1=—log £z + 1. A szdmolds kozben In az
e alapu logaritmust jeloli.

0=—logf+1el=lgt=2==-=201-R =R&3R=
2 R= % Konnyen ellendrizhetd, hogy itt a fiiggvénynek maxmimua lesz,

értcke pedig h(2)+2—1 = —2log2—zlogt—1 = —3(2(log 3+1)+log 1 +1) =
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—(log %+1) = —log % = log % Vagyis azt kaptuk, hogy a legnagyobb ratapar,
melyet gy el tudunk érni az a (log g, log %) Vagyis tudunk nagysagrendileg

3

(§)n méretli cancellative halmazrendszert taldlni, pontosabban:

8.4.14. Tétel. G(n) > cn='/2 (2)" alkalmas c konstanssal.

Bizonyitds. Egy v (Z) /2% méret{i halmazrendszert biztosit az el6z6 konst-
rukecio, ahol most k = L%nj lesz. Az alabbi szamoldasban felhaszndlom az
ismert kozelitését nl-nak, miszerint v/2m/n (%)n <n!<eyn (%)n Tovabba
a szamolast konnyitendo feltessziik, hogy %n egész szam (a kiilonbség elnyel-
het6 c¢-ben).

n n— ﬁ n%n
G(n) > (7)) /2% > 7 2vn(2)

() e a5 ()

Var 1 nn 112 61 " i (a \V3
727 V273173 Vi @3T8 20 cn @/3)2(1/3)2 = 8/27

= a2 (3)"

— /2n72n/3 _

]

Ez pedig mar majdnem azt jelenti, hogy az eredeti szamitégépes problé-

maban az log13/2 konstans el is érhet6. Ugyanis lattuk, hogy egy cancellative

(és ugyanigy egy metszet-cancellative) halmazrendszernél ez a felsé- és az
alsébecslés is. Am mint lattuk, ennél tobbet is elvarunk a dudlis halmaz-
rendszeriinktol. Az is kell, hogy Sperner legyen. Ehhez nézziink ré tujra
az elébbi konstrukcidnkra. Egy [n, k]s kod mellékosztalyabdl keriiltek ki a
halmazok. Semmi sem garantédlja, hogy ezek kozott nem lesz kettd, hogy
az egyik tartalmazza a mésikat. Am egy kicsit ritkithatjuk, hogy alkal-
mas legyen. Mégpedig gy, hogy egyforma méretli halmazokat vesziink. Ha
két kiilonb6zo halmaz mérete egyforma, akkor nyilvan nem tartalmazhat-
ja egyik a masikat. A konstrukciéban a halmazaink az [n| részhalmazaibdl
kertiltek ki. Ez azt jelenti, hogy mindegyik halmaz mérete 0 és n kozé esik.
Ez Gsszesen n + 1-féle méret. Vagyis kell lennie egy 0 < [ < n szamnak,
hogy az [ méretii halmazok szdama legaldbb n%lcn_l/ 2 (%)n Az igy kapott
halmazrendszer Sperner, cancellative, és a nagysdgrenden lényegesen nem
rontottunk. Es végiil, hogy teljesen megoldjuk az eredeti problémat: ezen
halmazoknak vegyiikk a komplementereit [n]|-re nézve. Mint lattuk, ekkor
metszet-cancellative lesz a halmazrendszer. Es tovébbra is Sperner, hiszen a
halmazok mérete tovabbra is megegyezik.

42



9. Tudatlan paciensek

Most vizsgéaljuk a masik iranyd problémat: nem az a célunk, hogy az elemek
tudjanak mindent, hanem épp ellenkezoleg: a lehet6 legkevesebbet tudjédk.
Példaul fel tudjuk-e gy tenni a kérdéseket, hogy garantaltan egyik elem
se tudja kitalalni, hogy ki a defektiv azon tesztek eredményei alapjan, me-
lyekben benne volt, de az Gsszes teszt eredménye alapjan egy kiilsé szemlélo
(az orvos) meg tudja taldlni a defektivet (vagyis a kérdezett halmazrendszer
szepardld)?

9.0.1. Tétel. Bdrhogy is teszink fel eqy szepardlo halmazrendszer kérdéseit,
nem tudjuk garantdlni, hogy senki se tudja kitaldlni, hogy ki a defektiv.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mégis sikeriilt {gy feltenni egy .# C 21" kérdés-
sorozatot. Legyen a € [n| egy elem. Jeldlje %, C S azon feltett kérdések
halmazat, melyekben a szerepelt, vagyis %, = {F € Z | a € F}.

Ha a lenne a defektiv, akkor ezt nem tudhatja meg magarol. Ez azt
jelenti, hogy kell lennie egy b € [n] elemnek is, aki szintén defektiv lehet
az O ismeretei alapjan. Ez csak tgy lehet, ha az 0sszes kérdésben, melyben
a szerepelt, b-nek is szerepelnie kellett. Vagyis %, C %,. S6t, mivel .#
szeparald, ezért létezik egy F' € %, melyre b € F, de a &€ F, vagyis %, C %,
is teljestil.

Jelolje a < b, ha .#, C .%,. Ekkor ([n], =) egy részben rendezett halmaz.
Hiszen reflexiv (%, C %, nyilvan), tranzitiv (%, C .%, C Z. = %, C Z.
is trividlis) és antiszimmetrikus (%, C %, és %, C F, esetén F#, = Fy, ez
pedig .Z szeparalésdga miatt csak a = b esetén fordulhat elé).

Réadasul ez a részben rendezett halmaz véges, tehét vehetiink egy a € [n]
maximalis elemét. Mint lattuk, ekkor létezik egy b € [n] elem, hogy %, C
F, vagyis ekkor a < b, ami ellentmond a vélasztasanak. Ellentmondésra
jutottunk, tehat nem lehet ilyen halmazrendszert talalni.

]
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