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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megkoszonni Némethi Andras professzor turnak, hogy a sziikos
hatarido ellenére, és tobb mas szakdolgozdja mellett is elvallalta a témavezetéi mun-
kat, és segitett ezen dolgozat 1étrejottében. Koszondom tovabba a konzultacidkat, az

irdAnymutatast, lektoralast és épito megjegyzéseket.



Eloszo

A kévék elmélete a 20. szazad kozepén kezdett kialakulni, féleg komplex fiiggvényta-
ni és algebrai geometriai motivacioktol hajtva. Az elmélet 6 kidolgozoi kozott olyan
nevek talalhatéak, mint Cech, Leray, Grothendieck, Cartan, Serre és Oka, az egyik
elso teljesen ezzel a témaval foglalkozd konyv pedig Godement nevéhez flizodik.

A kévék jo eszkoznek bizonyultak topologikus terek egyes lokalis tulajdonsagai-
nak megragadasara, egyszerii és altalanos formalizmust nytjtottak ezekhez. Tovab-
ba kohomolégiaik a globdlis tulajdonsagok vizsgalatanak hasznos eszkozei.

Az elmult tobb mint fél évszazadban nagyon szerteagazd kutatasok folytak a
témaban, hatalmas irodalma gytlt 0ssze. Felhasznalasi tertletei foleg a komplex-

analizis, algebrai geometria és a differencialtopologia.

Az én dolgozatom felépitése a kovetkezd.

Az elso fejezetben megismerkediink az alapfogalmakkal. A szokésostél egy kicsit
eltér6 modon definidlom a kévéket, majd a koztilk mend homomorfizmusokat és a
szeléseiket. Majd ratérek a kicsit altalanosabb el6kévék fogalmara és kapcsolatukra
a kévékkel. Néhany a gyakorlatban hasznos példa utan pedig a klasszikus definicioval
valo Osszevetéssel zarom a fejezetet.

A masodik szekcié az algebrai eszkoztar felépitésére szolgal. Felvazolom az al-
gebrai kohomolégiaelmélet alapjait, majd a kicsit bonyolultabb spektralis sorokra
vonatkozo allitasokat. Bemutatom tovabba ezeknek a dolgozatomban eléforduléd {6
felhasznalasi tertletét, a kettos komplexusokra vonatkozo altaldnos allitasokkal.

A harmadik fejezetben 6sszekapcsolom a két érintett témat, és a kévék kanonikus
feloldasan keresztiil definidlom a kéve-kohomoldgiakat. Megismerkediink ezek alap-
tulajdonsagaival, és egy-két, a klasszikus kohomologidkkal analég éllitassal (hosszi
exakt sor, Mayer-Vietoris tétel). Ezek utdn specidlis kévecsaladokkal ismerkediink
meg, illetve alkalmazasukkal a kéve-kohomolégidk szamolasaban. Végiil bemutatom
a kévék tetszoleges exakt sorabdl a kohomolégidkon adédo osszefiiggéseket.

A negyedik szakasz egy (a priori) masik, a kévék segitségével definidlt kohomo-
l6giaelméletet mutat be, a Cech kohomolégiat. Majd belatjuk, hogy elég altalanos
feltételek mellett megegyezik a két elmélet.

Az 6todik szakasz a klasszikus kohomoldgiaelméletekkel valé kapcsolatra foku-
szal, bemutatom, hogy a szimplicialis, szingularis, deRham és Dolbeault kohomologi-
ak mind szamolhatok kévék segitségével, s6t az eddigre belatott allitasok segitségével
példaul a deRham tételre is egysoros bizonyitast adhatunk.

Az utolso, hatodik fejezetben pedig a komplex analizis két hires probléméjara

adok valaszt a kéve-kohomoldgidk segitségével.



A dolgozatban néhol — foleg kitérokben, megjegyzésekben — komolyabb hattér
bemutatasa nélkil hasznalok mas témabdl ismert fogalmakat. Remélem, ez nem
befolyasolja a munka érthetoségét, de forrasmegjelolésekkel, illetve a fliggelék par
pontjaval igyekszem minimalis segitséget nyujtani. Az ezen esetekbe valé komolyabb
belemeriiléshez rengeteg tovabbi informéaciot, tételt, bizonyitast kéne beemelni a
dolgozatba, a f6 témahoz érdemben nem sokat hozzatéve.

Tovabba, mivel a felhasznalt forrasaim angol nyelviiek voltak, s6t magyar nyel-
ven alig fellelhetoek irdsok a témaban, bizonyos fogalmaknal nem feltétlen bevett,
elterjedt kifejezéseket hasznalok — sot, helyenként a sajat forditasaimat alkalmazom.
Itt az egyértelmiiség kedvéért igyekszem leirni a fogalom angol nevét is.

A dolgozat féleg Robert Gunning: Introduction to Holomorphic Functions of
Several Variables, Volume III: Homological Theory [7] konyvét koveti, az elsé négy
fejezet, az elméleti hattér, szinte teljesen az 6 munkajan alapul. Foleg az utolsé
két fejezetben fordulok Gelfand [2], Griffiths & Harris [4] és részben Godement [3]
munkaihoz. Egyes megjegyzések tamaszkodnak tovabba tobbek kozott Hartshorne
[8] és Bott & Tu [1] konyveire is.



1. Altaldnos bevezetd, alapfogalmak

1.1. Kévék

1.1.1. Definicié (Kéve). Az M topologikus tér feletti Abel csoport-kévének (sheaf)
neveziink eqy . topologikus teret eqy 7 : . — M leképezéssel, amelyre

(i) ™ egy szirjektiv lokdlis homeomorfizmus,

(i) YZ € M pontra n=1(Z) egy Abel csoport,

e e

7-t vetitésnek (projection), 771(Z) C .-t pedig a Z folotti szarnak (stalk) nevezziik,
és utobbit gyakran jeloljik . -vel.

Megjegyzés: A definici6 természetes modon altalanosithaté mas algebrai struk-

turakra, beszélhetiink gytirii-, modulus, vektortér-, stb. kévékrol is.

1.1.2. Megjegyzés. Mivel a csoportmiivelet csak a szérakon van definidlva, a (iii)
feltétel magyarazatra szorulhat. Vegyiik az ugynevezett fibralt szorzatot = mentén:
S xS ={(s,t) € ' x :m(s) =7(t)} C . x .7, aszorzattopoldgidval ellatott
S x S tértol orokolt altértopoldgiaval. Ezen definidlhatjuk a o : . x, ¥ — .
leképezést a kovetkezé hozzarendelési szaballyal: o(s,t) == s —t € (). Ekkor a

(iii) feltétel o folytonossdgat koveteli meg.

A késobbi szekcidokban béségesen szolgdlok példakkal, de a konnyebb targyalha-

tosag végett vegyiik elére a legegyszeriibb kévét:

1.1.3. Példa (Trividlis kéve, Zérékéve). Legyen M egy topologikus tér, G' egy Abel
csoport ellatva a diszkrét topolégiaval, és tekintsik a . := M x G halmazt a
szorzattopoldgiaval, valamint legyen 7 : . — M a kanonikus projekcié. Ekkor .
nyilvanvaléan egy Abel-csoport kéve — minden pont feletti szar G — amelyet gyakran
G-vel jeloliink.

Ha G a trividlis csoport, akkor az igy kapott kévét M feletti zérokévének nevez-

zik, és a jele egyszertien O .

1.1.4. Definicié (Megszoritas). Legyen ¥ M feletti kéve, X C M tetszbleges rész-
halmaz, ekkor 7=Y(X) C .7 tekinthetd X feletti kévének a m projekcidval. Ennek
jeldlése S| x.

A téma egy maésik alapvetd fogalma a szelés, mely a legegyszeriibb objektumok
(példaul a null részkéve) definidldsédban is elengedhetetlen segitséget nyujt, igy ér-

demes maér itt bevezetni:



1.1.5. Definicié (Szelés). Legyen & eqy M feletti Abel csoport-kéve m wvetitéssel,
X C M tetszileges részhalmaz. Az f : X — . folytonos leképezést szelésnek
(section) nevezzik, ha mo f : X — X az identitds. A szelések halmazat T'(X, . )-vel
jeloljiik.
1.1.6. Megjegyzés. Legyen az el6z6 definiciéban szereplo jel6lés mellett s € .7,
n(s) = Z € M. Ekkor megfelel6 Uy C . nyilt halmazt véve 7|y, homeomor-
fizmus, {gy (7|y,)~! joldefinidlt leképezés, és teljesiti a definicié feltételeit. Tehét
Vs € . ponton keresztil megy szelés, és lokdlisan minden .#-beli nyilt halmaz
el6all mint egy megfelels U folotti szelés, f € T'(U,.”) képe, f(U). Vagyis az
{fU): fel(U),U C M, nyilt} halmaz . topoligidjanak egy bazisit ad-
ja. Tovabbi fontos észrevétel, hogy ezaltal a szelések nem csak folytonos-, de nyilt
leképezések is.

Tovédbba ha f € I'(U,.”) egy s-en atmené szelés (f(Z) = s), akkor a f meg-
egyezik m~! megfeleld dgaval Z egy kérnyezetében. Tehdt tetszéleges f, g € T'(U,.%)
szelésekre ha f(Z) = g(Z) valamely Z € U pontra, akkor a két szelés Z egy kornye-

zetében is megegyezik.

1.1.7. Megjegyzés. A szarak csoportstruktiuraja csoportmiveleteket definial a sze-
lések halmazan is. Ha f,g € T'(X,.¥) akkor vegyiikk az f — g : X — . leképezést,
melyre (f — g)(Z2) = f(Z) — g(Z) € .S5. Ez trividlisan az f x g : X — . x; ./
Z— (f(2),9(2)) és az 1.1.2 megjegyzésben bevezetett o : .7 x . — .7 folytonos
leképezések kompozicidja, tehat egy szelés. Ezéltal T'(U,.¥) egy Abel-csoport. Mi-
vel tudjuk, hogy tetszbleges Z € M megfelel6 U kornyezetében létezik f € I'(U,.%)
szelés (hiszen azt is lattuk, hogy .7 tetszéleges pontjan atmend szelés is van), ve-
hetjik az f — f € T'(U,.¥) szelést. Ez bizonyitja, hogy a leképezés ami M minden
pontjahoz a folotte 1év szar nullelemét rendeli lokalisan egy szelés, igy a definicio
lokalis volta miatt globdlisan is az. Tetszoleges X C M halmazra ennek a szelésnek
a megszoritasa I'(X,.7) nulleleme, 0 € I'(X,.).

1.1.8. Példa. Az 1.1.3 példaban bevezetett trivialis kéve egy szelése — mivel G-n
a diszkrét topoldgiat vettiikk — egy Osszefiiggé halmaz minden pontja f6lott ugyan-
azt a g € G elemet veszi fel, igy 6sszefiggé X halmazra I'(X,.¥) = G. E miatt
az észrevétel miatt a trividlis kévéket gyakran a lokalisan konstans G-beli fiiggvé-

nyek /fiiggvénycsirak kévéjének is nevezik.

1.1.9. Definicié (Részkéve). A . M feletti Abel-csoport kéve eqy # C . nyilt
részhalmazdt, melyre VZ € M %, < %5 eqy részcsoport, az ./ részkévéjének (sub-

sheaf) nevezziik. Z nyiltsiginak koszénhetden % nyilvanvaldan egy kéve.
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1.1.10. Definicié (Faktorkéve). Legyen % C & részkéve, és definidaljuk a
T = U Iz = U S2/%z halmaz az -tél orokolt hdnyadostopolégidval és a
T fzeﬁ M : WZ(%) = Z projekcioval. Ekkor 7 szintén eqy M félotti Abel-
csoport kéve, ezt az . kéve X szerinti faktorkévéjének (quotient sheaf) nevezzik és

T =5 /R-ként jeloljiik.
1.1.11. Példa.

e Legyen . tetszbleges M-feletti kéve. Ekkor a nullszelés képe 0 € I'(M,.¥)
nyilt részhalmaza .#-nek, igy egy részkéve (Z), a zér6 részkéve. Ebben az
esetben nyilvan . /#Z=..

e Legyen most tovibba U C M egy nyilt részhalmaz, és definialjuk Z-t a kovet-
kez6képpen: Z = |J #z, ahol
ZeM

S ha Z e U
Ky =
0 haZgU

Ekkor (U nyiltsagénak koszonhetéen) Z egy részkévéje .#-nek és a 7 faktor-

0 ha Z e U
yzz{ &

kéve szarai

yz haZgU

Az alap objektumok ismeretében ratérhetiink a koztitk meno leképezésekre:

1.1.12. Definicié (Kévehomomorfizmusok). Legyen . és # M feletti Abel-csoport
kéve. A ¢ : # — & folytonos leképezés kévehomomorfizmus, ha VZ € M pont-
ra §(%z) C Sz, és a megszoritis ¢lg, : Xz — Sz csoporthomomorfizmus. ¢
kéveizomorfizmus, ha létezik szintén kévehomomorfizmus inverze.

A kévehomomorfizmus magja a ¢~1(0) C Z, ahol a 0 az . 2éré részkévéjét
jelol.

A kévehomomorfizmus képe a ¢(#) C . halmaz.

Példa: Részkéve természetes bedgyazdasa # — ., és faktorkéve természetes
projekcidja . — /X is kévehomomorfizmus.

Az, hogy a ¢ : Z — . kévehomomorfizmus magja részkévéje Z-nek kovetkezik
¢ folytonossagabol, de hogy a kép is az .#-ben, ahhoz sziikségiink van a kévetkezo

két észrevételre:

1.1.13. Megjegyzés. Tetszoleges f € ['(X, %) szelés ¢-vel valé kompozicidja .7
egy szelése: ¢ o f € I'(X,.). Azaz ¢ indukdl egy ¢* : I'(X,Z) — I'(X,.Y)

csoporthomomorfizmust tetszoleges X C M részhalmazra.
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1.1.14. Kovetkezmény. Abbdl, hogy egy kéve szelései az 1.1.6 megjegyzés szerint

R

pe szelés, kovetkezik hogy egy kévehomomorfizmus mindig nyilt leképezés. Ugyanis
tetszbleges nyilt halmaz U € Z eléall {f, € I'(Un, #)}a szelések képeinek unidja-
ként, és ¢(U) = U@ o fo(Us), tehat nyilt halmaz.

Ebbdl mar nyilvanvald, hogy a ¢ kévehomomorfizmus képe részkévéje .-nek.
1.1.15. Definicié (Kévék exakt sora). Kévék és homomorfizmusaik egy
NN i A N R

sorozatdt exaktnak nevezzik, ha Im ¢, = ker ¢,,. Specidlisan az exakt sor rovid
exakt, ha
0— %272 7 —0

alaki, ahol a 0 a zérdokéve.
1.1.16. Megjegyzés. A fenti hosszu exakt sor felirhaté mint
00— By 2 S0 2 RBrr — 0
alaku rovid exakt sorok Osszessége, ahol %,, = kero,, és i a bedgyazas.

1.1.17. Definicié (injektiv, sziirjektiv homomorfizmusok).

A ¢ kévehomomorfizmus injektiv, ha a magja a zérckéve, azaz a 0 SNy SR AN
sor exakt, ahol az elsd leképezés a zéro részkéve természetes bedgyazasa.

A kévehomomorfizmus sziirjektiv, ha a képe a teljes kéve, azaz a . 750
sor exakt.

A kévéknél is fenndll, hogy eqy leképezés akkor és csak akkor izomorfizmus ha

injektiv és szirjektiv.

Megjegyzés: Az el6z6ek alapjan a fenti rovid exakt sor felfoghat6 tgy, hogy az
X kéve S egy részkévéje (hisz ¢ injektiv), .7 pedig a faktoruk (hisz ¢ sziirjektiv és
Im ¢ = ker ¢y,).

1.2. Elokévék, asszocialt kévék

A kévéken tul sziikséglink lesz altalanosabb objektumokra is, ezek az elékévék. Mint
latni fogjuk ezen objektumok szorosan kapcsolédnak mind a kévékhez, mind azok

szeléseihez. Kezdjik is a definicidval:



1.2.1. Definicié (elékéve). Abel csoportok egy M topologikus tér folotti el6kévéjenek
nevezzik a { Sy - U C M, U nyilt} halmazat Abel csoportoknak a pyy csoportho-
momorfizmus-csaldaddal, ahol pyy : Sy — S, amennyiben V C U, és pyy = idy,,

valamint pyy o puw = pvw, ha V. C U CW.

Példa: Ha .% egy kéve M felett, akkor . nyilt halmazok feleti szelései a meg-
szoritas operatorokkal elokévét alkotnak.
Precizebben: {1, =T'(U, ) : U C M, U nyilt} elokéve a

pvu :D(U,.9) = D(V,.), feD(U, %) pyulf) = flv € D(V,.7)

megszoritassal. Ez az .-hez asszocidlt elokéve.

A masik irany, az elokévékhez asszocidlt kéve konstrukcidja egy fokkal bonyolul-

tabb, felhasznélja a direkt limes fogalmat (F.1).

1.2.2. Definicié (Asszocidlt kéve). Rogzitsink egy { v} eldkévét. Tetszbleges
Z € M pontra vegyik a Z-t tartalmazé M beli nyilt halmazokat a tartalmazdssal,
és lassuk el ezt a halmazt az U <V < V C U részbenrendezéssel. Ekkor ezt, mint
indexhalmazt haszndlva az Sy Abel csoportok és pyy leképezések direkt rendszert al-

kotnak, és képezhetjik a kovetkezd limest: Sy = hg S, mely szintén eqy Abel
{U:zeU}
csoport. A kanonikus leképezést, ami eqy S -beli elemhez a limesbeli hatarértékét

rendeli jeléljik pyy - Sy — Fy-vel. Legyen tovdbbd & = ZUM Ly, bsm .S — M
a 7(.%y) = Z hozzdrendeléssel definidlva. )

Sziikségiink lesz még a topoldgidra .7 -n, definidljuk ezt a kivetkezd bdzissal: ve-
gyiik a p(fu) = {pzv(fo) : Z € U} C . halmazok halmazdt, ahol fu befutja .Sy
elemeit minden U-ra. Ekkor (y,ﬂ) ezzel a topoldgidval az (Sy, pyvu) elékévéhez

asszocialt kéve.

Persze be kell latnunk, hogy ez egy értelmes definicié, és tényleg egy kévét defi-
nial.
Bizonyitds. Tekintsiik el6szor a topolégiat — lassuk be hogy a p(fy) halmazok egy j6
bazist alkotnak. Ehhez az sziikséges, hogy két ilyen halmaz metszete is el6all ilyen
halmazok unidjaként, legyen tehat s € p(fy) Np(fv) és Z = n(s). Ekkor Z e UNV
és pzu(fu) = pzv(fy) = s, tehat a direkt limes definicidja alapjan IW > Z melyre
U< WV W,azaz W CUNV é pwulfv) = pwv(fv) = fw € . Mivel
pzu = pzw © pwu gy s € p(fw) C p(fv) N p(fv).

A definicié jeloléseivel 771 (Z) = .7 Abel csoport, tehat a kéve definicié (1.1.1)

(ii) feltétele teljestil. A direkt limes és a baziselemek konstrukcidjanak koszonhetéen
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7 lokalisan injektiv és sziirjektiv, valamint folytonos és nyilt leképezés, tehat lokalis
homeomorfizmus (i). Tovabbéd mivel pzy csoporthomomorfizmus, igy p(fv) és p(gu)
pontonkénti kiillonbsége megegyezik p( fy —gu)-val tetszoleges fu, gu € S elemekre,

amibdl a csoportmiiveletek folytonosséga (iii) rogton kovetkezik. O

A kovetkezd természetes kérdés, hogy mi torténik ezen konstrukciék kombinala-
sakor. Az egyik irdny itt is egyszeri:

Ha egy .7 kévéhez el6allitjuk a (I'(U,.¥), pvu) elokévét, majd ehhez az asszociélt
kévét, akkor az 1.1.6 megjegyzésben kifejtettek miatt visszakapjuk az . kévét.

Az el6kévéktol indulva azonban ez nincs altalaban igy. Vegytik a kévetkezo el6-
kévét: legyen .7y = G Abel csoport VU halmazra, és pyy = 0 a zér6 homomorfizmus
minden U # V pérra, és ppy = Ide. Ekkor az asszocidlt kéve .7 a zérokéve (minden
direkt limes 0, hisz a homomorfizmusok mind nulldk), melynek szelései is azonosan
nullék, igy az asszocidlt el6kévére ./ = T'(U, 57 )=0+#GVU.

Elég jo feltételt tudunk viszont szabni, hogy ez az elfajult eset ne allhasson el6:

1.2.3. Definicié (Teljes elokéve). Egy M feletti (S, pvu) eldkévét teljesnek neve-

ztink, ha

(i) Ha U,U; € M nyilt halmazok, U C UU; nyilt fedés és az f € Sy elemre
teljestil, hogy pu,u(f) =0 Vj, akkor f =0.

(ii) Ha U,U; € M nyilt halmazok, U C UU; nyilt fedés és az f; € Sy, elemek-
re teljesiil, hogy pu,nv,.u;(f;) = pu,nveu (fi) Vi, k, akkor 3f € S melyre
puu(f) = f; V5.

1.2.4. Tétel. Eqgy elokéve pontosan akkor eqy kévéhez asszocidlt elokéve, ha teljes.

Ebbdl kovetkezik, hogy a {1} teljes el6kévéhez asszocialt .~ kévére 1ijbol elvé-
gezve a konstrukciot visszakapjuk {77 }-t, hisz az "egyszerii irdny" kovetkeztében a
{Su }-t asszocidlo kéve csakis .77 lehet.

Bizonyitds. A szelésekre igaz mindkét feltétel, tehat egy asszocialt elokéve tényleg
teljes.

Legyen (S, pyu) teljes el6kéve M felett, & a hozzé asszocidlt kéve. Ha U C M
nyilt halmaz, létezik egy természetes homomorfizmus py : .y — T'(U, 57 ), ami
fu € Su elemhez azt a szelést rendeli, aminek képe az el6z6 bizonyitasbeli p( f)
nyilt halmaz (baziselem). Be kell latnunk, hogy p izomorfizmus.

Injektiv: Tegyiik fel, hogy pu(fu) = 0, azaz ¥Z € U pzu(fy) =0 € .y, ami a

direkt limes definicidja szerint azt jelenti, hogy U, C U kornyezete Z-nek, melyre
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pu,u(fu) = 0. Az Uy kornyezetek egy részhalmaza U nyilt fedését adja, igy az (i)
tulajdonsag miatt fy = 0.

Sziirjektiv: Legyen f € I'(U,.#). Mint lattuk a szelések nyilt leképezések, igy
f képe el6all baziselemek unitjaként, azaz tetszbleges Z € U alkalmas Uy kor-
nyezetére f(Uz) = p(fu,). Tehét egy U; részfedéshez léteznek f; = fy, elemek
az elokévében, melyekre py;nu, (PUijk,Uj(f i) = Pu,nU;, (pUjﬂUk,Uk(fk)) (azaz f; és
fr metszetre valéo megszoritasahoz p ugyanazt az elemet rendeli a szelések kozott,
mégpedig az adott baziselemet). De ez p injektivitdsa alapjan implikdlja, hogy
pu,nu, () = pusnuu, (fr) és igy a (i) feltétel miatt 3 fy € A melyre py,u = fj,
azaz p(fu) = f. O

Természetesen az elokévéken is értelmezhetjiik a homomorfizmusokat.

1.2.5. Definicié6  (El6kéve-homomorfizmus). Egy el6kéve-homomorfizmus,
¢ : (Zu,pvv) — (Fu,ovu), két eldkéve kozitt definicio szerint ¢y @ By — Sy
csoporthomomorfizmusok dsszessége, amennyiben ezek kommutdlnak a megszorita-
sokkal, azaz ¢y o pyy = oyyp o ¢y ha V-C U. ¢ izomorfizmus, ha minden ¢y

izomorfizmus.

1.2.6. Definicié. Legyen (S, ovy) elékéve. Ha YU nyilt halmazra Xy részcsoport
Su-ban és oyy(Zy) C Ry, minden V. C U esetén, akkor (Zy,ovy) is elbké-
ve, az ugynevezett rész-elokéve. A részcsoportok bedgyazdsainak dsszessége eldkéve-
homomorfizmust definidl.

Eqgy elokéve-homomorfizmus esetén az eqyes tag-homomorfizmusok magjainak és
képeinek Osszessége rész-elokévéket definidal a megfeleld elokévékben. Ezeket tovabbra
is magnak és képnek nevezziik. (Az hogy ezek tényleg eldkévék annak koszénhetd,
hogy az el6kéve-homomorfizmus tagjai és a megszoritasok felcserélhetdek).

A szokdsos maodon definidlhatoak az exakt sorok is, és az injektivitds, szirjektivi-

tas, izomorfizmus exakt sorokkal valo jellemzése is fenndl.

Mielott ratérnénk a hasznos példak bevezetésére, vizsgaljuk még meg az elokéve-
homomorfizmusok és kévehomomrfizmusok kapcsolatat. Mint latni fogjuk, az ope-
racié mely elokévékhez asszocialja a megfelel6 kévéket exakt funktorként viselkedik,

a forditott irany azonban csak balexakt lesz.

1.2.7. Tétel. A ¢ : (Zy,pvu) — (Lu,0vy) eldkéve-homomorfizmus az asszocidlt
kévék kizitt eqy &« B — . kévehomomorfizmust indukdl. ]dzkfu,ow) = Idy,
(Y o @)* = ¢* o ¢* és elbkévék exakt sora esetén az asszocidlt kévék is exakt sort

alkotnak, azaz

0 — (Zu, pvu) BN (S, ovy) N (T, 7vu) — 0 exakt esetén
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0—%2 7Y F —0 s cuakt.
Bizonyitds. Az &allitds minden része kovetkezik abbol, hogy a direkt limes exakt

funktor. Elemibb és részletesebb bizonyitds olvashaté példdaul [7] A.9-es allitdsa

utan. 0

1.2.8. Tétel. M feletti kévék 0 — Z s U T 5 0 rovid exakt sord-
hoz tetszéleges X C M esetén létezik az X feletti szeléseknek kévetkezo exakt sora:
0 —I'(X,Z2) N I'X,.”) AN ['(X,.7), ¥* azonban nem feltétlen szirjektiv.

Megjegyzés: Annak vizsgalata, hogy a létrejové sor mikor révid exakt a koho-

mologikus megkozelités egyik f6 témaja és motivacidja.

Bizonyitas. Tekintsiink a révid exakt sorra, mint egy beagyazas és egy faktorizalas
egymasutanjara. Ekkor vilagos, hogy a ¢ bedgyazas indukal egy injektiv ¢* leképe-
zést a szeléseken, valamint hogy ennek képe pontosan a faktorizalas altal indukalt
* altal nullaba vitt szelések halmaza.

Vegyiik az M Osszefiiggo sokasag feletti C trividlis kévét, és ebben az Z részkévét,
amelyet a kovetkezéképp definidlunk: A # B € M

B — C haZ+#A Z#B
7z 0 ha Z = A vagy Z = B.

Ekkor a 7 = C/Z faktort a

s 0 mzzaz#B
“71C haZ=AvagyZ=B

képlet irja le, melynek szelései tetszoleges, akar kiilonbozo értékeket vehetnek fel az
A, B pontokban. Ezzel szemben, mint az 1.1.3 példaban lattuk C szelései konstan-
sok, igy a I'(M,C) — I'(M, .7) leképezés nem lehet sziirjektiv. ]

1.2.9. Megjegyzés. Utols6 pontként jegyezziik meg, hogy teljes elékévék kozotti
elokéve-homomorfizmus magja is teljes elokéve, a kép viszont nem feltétlen az. Ez
utobbit mutatja az eléz6 példa is: Egy-egy M \ A és M \ B {6l6tti szelés faktorizaci-
6nél vett képe azonosan nulla a metszeten, M \ {A, B}-n, de felvehet eltérd értéket
A-ban és B-ben. Igy azon szelés, melynek megszoritisa ezeket adja nem lehet a

faktorizacio altal a szeléseken indukalt leképezés képében.

1.3. Példak

1.3.1. Példa (Folytonos fliggvénycsirdk kévéje). Legyen M tetsz6leges topologikus
tér, és vegyiik ezen az elékévét, melyben 6, = C(U, C), az U f6l6tti folytonos, komp-

lex értékii fiiggvények halmaza (Abel csoportja/algebrdja/...), és pyy a klasszikus
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megszoritas. Ez nyilvan egy teljes el6kéve, és a € asszocialt kévét az M feletti foly-
tonos fiigguénycsirdk kévéjének nevezzilkk. A név elég természetes, hisz a €, szar a
Z-beli folytonos fliggvénycsirakbol all. Teljes elokévérdl 1évén sz6, a ¢y = I'(U, %)

azonositas természetesen addodik.

1.3.2. Példa (Holomorf fliggvénycsirak kévéje). Legyen most V' egy holomorf so-
kasig, vagy altaldnosabban egy holomorf varietas (Isd. F.3). Efolott definidlhat-
juk O-t, a holomorf fiigguénycsirik kévéjét, mint a nyilt halmazok feletti holomorf
fiiggvényeknek a megszoritasokkal alkotott teljes elokévéjéhez asszocialt kévét. Ez

megint tekintheté akar algebra-kévének is, valamint a 0y = I'(U, 0) itt is fennall.

1.3.3. Példa (Differencialformak csirdinak kévéje). Legyen M egy n-dimenzids dif-
ferencidlhat6 sokasdg, és az U nyilt halmazokhoz rendeljiik az r-edfoku C'*° diffe-
rencidlformék &7; halmazait, és legyen p ismét a megszoritas. Ekkor minden r-re
kapunk egy-egy teljes el6kévét, igy egy-egy & asszocialt kévét, a C' differencial-
formak csirdainak kévéit. r = 0 esetén megkapjuk a sima fliggvénycsirak & kévéjét,
r > n esetén pedig & = 0. Tekinthetjilk ekkor tovabba a d : &5 — & kiils6
derivalasokat is, melyek Osszessége — mivel felcserélhetéek a megszoritassal — egy
el6kéve-homomorfizmust alkot. Ennek indukélt leképezése a d : & — &1 kéveho-
momorfizmus.

A Poincaré-lemma (F.5) alapjan lokalisan minden zart differencidlforma exakt,
azaz ha df = 0, akkor Jg, melyre dg = f. Tovdbbd a d : &° — &' leképezés — ami
megfeleltethetd a klasszikus derivalasnak — magja R. Ezt a két informaciot foglalja

Ossze a kovetkezd exakt sor:
1.3.4. Definicié (Differencidlforma-csirdk kévéjének deRham exakt sora).
0—R—& Lt Lt Lo L
Megjegyzés: Az elobbi példa értelmezheté komplex értéki differencialformék

esetén is, ekkor R helyét értelemszeriien C valtja ki. Ekkor azonban tovabb is

mehetink:

1.3.5. Példa (Komplex differencialformék, kettds fokt felbontas). Komplex sokasag
feletti komplex értéki differencialformak esetén a kozismert dz és dz felbontast hasz-
nalva p + g = r esetén definialhatjuk az P4 C &" részkévéket, ezeket C° komplex
(p,q) bifoki (bidegree) differencidlforma-csirdk kévéinek nevezziik. Tovabba a kiilsé
derivals is felbonthaté d = 0 4+ 0 homomorfizmusokra, ahol 9 : &9 — &P+,
illetve 0 : &P — &Pt A definicikbdl adéddéan a 0 @ EP0 — EP! leképezések
magja a megfelelé holomorf p-formdk csirdinak kévéje, 0P, specidlisan p = 0 ese-
tén megkapjuk az 1.3.2 példa objektumat. Dolbeault-lemmajéabol (F.6) adéddan

definidlhato a kovetkezd exakt sor:
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1.3.6. Definicié ((p, ¢)-differencidlforma-csirdk kévéjének Dolbeault exakt sora).

Tetszoleges 0 < p < n esetén a kiovetkezo sor exakt

3] d o 3] o
0 , ﬁp@ , gnl , éfm? , gp,i’) Y y LPm s ().

1.4. Megjegyzés a formalizmusrol

A Kklasszikus irodalom nagy része (példaul [8], [4]) kicsit méashogy hasznalja az alap-
fogalmakat. FEzekben a mivekben a kéve definicidja megegyezik az altalam felirt
tereként van bevezetve. Az 1.2.4 tételben megfogalmazott 1-az-1-hez hozzarendelés
alapjan a két kéve-fogalom megfeleltetheté egymasnak, és mindkettonek vannak elo-
nyei és hatranyai is.

Bar az altalam hasznalt definicié sokszor technikaibb, a direkt limes alaptulaj-
donsagait felhasznald érveléseket igényel, a faktorkéve kezeléséhez sokkal természe-
tesebb eszkozt nyujt. Mint korabban mar emlitettem, teljes elokévék faktora nem
feltétlen teljes, igy a klasszikus definiciokkal két kéve naiv faktora nem kéve, csak
elokéve. A tényleges faktorkéve megalkotasdhoz ebben az esetben is at kell térni a

/////

modnunk. Ez az én formalizmusommal automatikusan adédik.

Alljon itt még két példa arra az allitdsra, hogy teljes elékévék faktora nem tel-
jes. Mindkét esetben a teriink az S* C R? kérvonal lesz, vegyiik ennek tovabb4
az Uy, Us nyilt halmazokkal valé fedését, ahol a korivet radidnban paraméterezve
Uy =(—€em+e)ésUy=(m—€2m+e).

Példa: Tekintsiik S'-en a sima fiiggvények {4} el6kévéjét, mely nyilvanva-
l6an teljes, és ebben a konstans egész értékii fiiggvények szintén teljes {Zy} rész-
elokévéjét. Tekintsiik tovabba az f; € €5 fiiggvényt, ami a (—e, 7/3) intervallumon
nulla, a (27/3, ™ + €) intervallumon azonosan 1, és a kett6 kozott sima, valamint az
0 = f2 € 65, azonosan nulla figgvényt.

Ezek {%ﬁo}/{ZU} faktor-beli osztalyaira teljestil, hogy [ f1]|vynvs = [follvynw, = 0,
de nem létezik olyan, a teljes S'-en értelmezett sima fiiggvény, melyet modulo 1 néz-
ve az U; halmazon [f;]-t kapnank (i = 1, 2).

Tehat {65°} / {Zy} megsérti a teljes elékévék (ii) feltételét, igy nem teljes el-
kéve, azaz a klasszikus definiciét hasznédlva nem kéve.

Példa: Most vegyiik S'-en az {Qf;} el6kévét, melyben Qf; az U-n értelmezett
sima 1-formdk tere. Ezzel {Qf} teljes, tovabba a d kiilsé derivalas {€°} el6kévén

vett képe teljes rész-elokévéje. Ekkor az a szog paraméterrel értelmezett da jolde-
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finidlt 1-forma, rdadasul S! minden valédi nyilt részhalmazédn — igy U;, Us-n is —
el6all, mint egy fiiggvény derivaltja. Tehdt az {ZFy} = {Q} / d{6€5} el6kévében
[daly,] =0 € Fy, és [daly,] =0 € Fy,, de a szoget globalisan leir6 sima fiiggvény
hijjan [da] # 0 € Fgi. Ez ellentmond a teljes el6kévék (i) feltételének, tehat a

faktor ismét nem kéve.

En kéve alatt a dolgozatban kovetkezetesen az 1.1.1 definiciéban bevezetett ob-

jektumot értem.
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2. Homologikus alapok

2.1. Elemi eszkozok

A tovabbi vizsgalédashoz sziikségiink lesz a (ko)homoldgiaelmélet alapjaira, sot a
spektralis sorok elméletére is. Ezek alapvetden tisztan algebrai szemlélettel megko-
zelithetd témak, objektumaik altalaban modulusok. Mivel a bevezetés része az egye-
temi torzsanyagnak, ebben a fejezetben nem fogok mindent részletesen kifejteni, és
a bizonyitasok egy részére is csak hivatkozok mas konyvekbol. Mivel a dolgozatban
kés6ébb kohomologiaelméletet hasznalok, és algebrailag is természetesebb, itt ezt ve-
zetem be — a szdmomra topologiai megkozelitésbdl kézenfekvobb homoldgiaelmélet

helyett.

2.1.1. Definicié (Koldnc-komplexus, kohomol6gia modulus). Kolanc-komplexusnak
nevezziik R-modulusok és modulus-homomorfizmusok A° —2s A1 —%5 A2 %5 ... 5o
rozatat, amennyiben dod = 0. Ezt a koldnc-komplexust A-val, vagy A*-gal jeloljik,

d-t néha kohatar-leképezésnek hivjuk.

Az ehhez tartozé n-edik kohomoldgia-modulus H"(A*) := {x € A" : dv = 0} /dA"!,
azaz 'kerd/Imd". (A H° modulus {x € A : dx = 0}-ra egyszerisidik).

Megjegyzés: A homologiaelmélet algebrailag 1ényegében annyiban kiilénbozik,
hogy a lanckomplexusokban csokkené indexekkel szerepelnek a modulusok. Szem-
léletesen nézve a (ko)homolégidk azt mérik, hogy a megfelel6 (ko)lancok mennyire

nem exaktak.

2.1.2. Definicié (Kolanchomomorfizmusok). Legyen A, B két kolanc-komplexus
(ugyanazon gyird feletti modulusokbdl). Egy koldnc-homomorfizmus ¢ : A — B
definicio szerint ¢, : A" — B™ modulushomomorfizmusok gyiijteménye, melyre

do ¢, = ¢ppy10d, azaz ¢ tagjai kommutdlnak a kohatdr-leképezéssel.

Tovdbbd a kohomoldgia funktoridlis a {koldnc-komplezusok, koldnc-homomor-

e /0y

¢r : H"(A*) — H"(B*) homomorfizmusokat, és (Ida)* = Idgn(a=), (¥ 0 ¢)* = * o ¢*.

A szokéasos médon definidlhatod kolanc-komplexusok exakt sora: Minden n-re a
tagok sora legyen exakt. Tehét egy rovid exakt sorozat példaul az alabbi kommutativ

diagrammal abrazolhato:
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d
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d’n—l ¢n ¢n+1

_ d d
L S pr S prfl > ...

-~ —> B"
wn—l wn 1/’n+1

d
s s 0 S 0 s

ahol az oszlopok exaktak.

2.1.3. Tétel. Koldinc-komplezusok 0 — A* 2y Br Y 0F — 0 rovid exakt

sordhoz létezik a kohomologia-modulusok kovetkezo exakt sora:

0 — H°(A") 25 HO(B*) 28 o0y - HY(A7) s
Ly HY(BY) 2 HM(CY) <2 HMPH(AT) T

Bizonyitas. Mivel az allitas altalaban része az egyetemi kerettantervnek, itt nem
részletezem a bizonyitast. A modszer egyszert diagramvadaszat, elolvashato példaul
itt: [7] C.4-es allités. O

2.2. Spektralis sorozatok

R4 is térhetiink a kevéshé elemi fogalmak megtargyalasara. Fébb eszkozeink a filt-

ralasok, kettés komplexusok és a spektralis sorozatok elmélete lesznek.

2.2.1. Definicié (Filtralds, gradalt modulus). Az A R-modulus egy (leszalld) filtra-
ldsdn (descending filtration) az FPA C A részmodulusok csaldadjdt értjik, amennyi-
ben FPHLA C FPA teljesiil.

Az ehhez rendelt gradalt modulus (graded module) E(A) a tagok faktorainak
direktisszege, azaz E(A) =Y, EP =Y FPTTA/FPA.

A filtrdlds véges, ha Im, M € Z amelyre FPA=A és FIA=0Vp<m < M <gq
esetén. Ekkor az E(A) direktisszeg véges.

Megjegyzés: Az E(A) gradalt modulusra gondolhatunk mint A-nak egy leegy-
szerlisitett verzidja. Informaciét tartalmaz A bizonyos részeirdl, de a bévitéseket

trivialisra cseréli.
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2.2.2. Definicié (Kolanc-komplexus filtralasa). Az (A,d) komplexus filtrdldsa az
A™ modulusok filtrdldsdbol tevédik Gssze, amennyiben d(FPA™) C FPA™HL,

A filtrdlds véges, ha ¥n-re az.

2.2.3. Megjegyzés. Egy kolanc-komplexus filtralasa természetes médon filtralast
indukal a kohomolégia-modulusokon is. Ennek konstrukcidjdhoz a kovetkezo észre-

vételeket kell tenni:

Rogzitett p esetén az {FP A"}, sorozat kolanc-komplexust alkot, igy definidlha-
téak a H"(FPA*) kohomol6gia-modulusok.

Az i, : FPA" — A" bedgyazasok koldnc-homomorfizmust alkotnak, igy indu-
kalnak iy : H"(FPA*) — H"(A*) leképezéseket. Legyenek ezeknek képei a H™(A*)
filtralasanak tagjai, azaz FPH"(A*) := i5(H"(FPA*)) € H"(A*).

Az ippq @ FPTLA™ — FPA™ bedgyazasok is koldnc-homomorfizmust alkotnak,
rdadésul iy 0 iy i1 = ipy1, igy az indukdlt @5 ., + H*(FPHA*) — H"(FPA*) leképe-
zésekre igaz, hogy i%ois . =i*,,. Ezdltal tényleg FPT'H"(A*) C FPH™(A*).

2.2.4. Definicié (Kohomolégidkon indukalt filtralas). A fenti { FPH™(A*)}, filtrdlds
a H"(A*)-n indukalt filtralas.

Az asszocialt gradalt modulusok kohomoldgiai és az eredeti gradalas kozotti kap-

csolatot a spektralis sorozatok irjak le:

2.2.5. Definicié (Spektralis sorozat). Az Ej spektralis sorozat elemei az EPY,
p,q,7 € Z, p > k modulusokbdl, és a koztik mend d, : EP? — EPYHL homomor-
fizmusokbdl dllnak, melyre d, od, = 0 és EVY, = {x € EP?: d,x = 0}/d, EP~"at" 1
(azaz az ENY, modulusok a megfeleld indexii elemekbdl dllé kolanc-komplexus koho-
molégia-modulusaz).

Y

A spektrdlis sorozat konvergens, ha Vp,q IM = M (p, q) melyre E5f = EYf = ---.

Ekkor az E2 = EV modulust a spektrdlis sorozat limesének nevezzik.

Sokat segit a megértésben az aldbbi diagram, ami példaképp az F3™ tagokat
mutatja be (az atlathatosidg kedvéért csak péar ds leképezést rajzolok be, nyilvan

minden tagbdl indul, és mindbe érkezik pontosan egy):
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0,2 1,2 2,2 3,2 4,2 5,2 6,2
Eg . E; Ej E; _ Eq E, E;

0,1 11 ds 121 3,1 41 ds 5.1 6,1
ESY gl gt g gt g

0,0 1,0 2,0 A 3,0 4,0 5,0 " 6,0
E37 . E37 E39 E39 ' E37 E37 E37

0,—1 1,:'1'-..,d3 2,—1 3,—1 4,:'1'--._d3 5,—1 6,—1
By EylEYT BT ETTUEYT B

0,—2 1,-2 2,-2 3,—2 4,—2 5,—2 6,—2
Ly Ly Ly Ly Ly Ly Ly

2.2.6. Tétel. Az (A,d) kolanc-komplezus tetszdleges véges filtrdldsihoz létezik eqy
természetes modon indukalt Eq konvergens spektrdlis sorozat, melynek EP1(A) tag-
jaira fenndll E5Y = FPAPTY | FPTYAPYA ¢g FP9 = FPHPYI(A*) /| FPHLHPYI(AX).

Bizonyitds. A bizonyitas meglehetésen technikai, igy itt csak a f6bb Otletet irom le.
A teljes bizonyitas megtaldlhaté példaul [7] C.8-as tételében.

Definialjuk a kévetkezo modulusokat:

ZP9(A) = {x € FPAPY: dg € FrivArtatl)
BPU(A) = FPAPYI qFpoT Apta-]
BO(A) = {Z2U(A)+ PP AT (B (A) + FrAY,

Ekkor felhasznalva, hogy
dFPAP T = BEY(A) C -+ C BRI(A) € Bpfy(A) € -+ C BRI(A) C
C ZB3(A) C -+ C Z20,(A) C ZB9(A) C - C Z3I(A) = FP AV
megkapjuk az allitast. m

2.2.7. Megjegyzés. A spektralis sorozat elsé tagja definici6 szerint
EV® = HPTI(FPA* | FPTA*).

A maésodik tagot kicsit jobban megvizsgalva adddik, hogy a megfeleld E5? modu-
lusok a ({HPTI(FPA*/FPTtA*)},,0) kolanc-komplexus kohomoldgia modulusainak
felelnek meg, ahol § : H"(FPA*/FPHLA*) — H" L (FPTIA* JFPT2A%) a

0 — FPHLA"JFPE2AT o FPAT [ FPT2 AT FPA™ [ FPTLAT ()
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rovid exakt sorozathoz tartozé koholomogikus hosszt exakt sorozat atkoto leképe-

zése.

Megjegyzés: Filtralt komplexusok kozott is értelmezhetéek a homomorfizmu-
sok (amennyiben ¢, (FPA™) C FPB™), és ezek a fenti spektralis sorozat EPY tagjain

a d, leképezéssel kompatibilis homomorfizmusokat indukalnak.

Filtralas leggyakrabban az iigynevezett kett6s komplexusokkal kapcsolatban for-

dul el6, és ebben a dolgozatban is ez lesz a legfontosabb alkalmazasuk.

2.2.8. Definicié (Kett6s komplexus). Kettds kolanc komplexusnak (double cochain
complex) nevezziik AP? R-modulusok csalddjdt (p,q > 0) a O : AP9 — APTLA és g
Q2 API — APIHL [elépezésekkel, amennyiben (i) 00 = 0, (ii) 00 = 0 és (i) 00 +
90 = 0.

[smét egy diagram mutatja be legjobban a helyzetet:

0 0 0 o
A2’0 9 A2 1 9 A2’2 9 A2 3 d
4] 0 0 o
Al,O 9 Al 1 9 A1’2 9 Al 3 d
o 0 o 0
400 g 401 g 402 g 403 9

Itt a sorok (oszlopok) klasszikus értelemben koldnc-komplexusokat alkotnak, igy
vehetjiik a kohomologia modulusaikat, melyeket a kohatéar-leképezést hangsulyozan-
dé jeloljiink HI(AP*)-vel (H5(A™?)). Ekkor a (i) alapjan 0-re (0-re) tekinthetiink
a sorok kozotti koldnc-homomorfizmusnak, igy a kohomolégidkon indukalodik egy
0* (0*) leképezés, amivel (H3(AP*),0") ismét kolanc-komplexus. Ennek kohomolé-
gidiként adédnak a Hj(HZ(A**)) (HF(HE(A**))) modulusok.

Masrészt egy ilyen kettos komplexushoz asszocidlhatunk egy sima kolanc-komp-
lexust (az tigynevezett totdlis komplezust), ahol A» = Y AP4, d = 9+ 0, kohomo-
l6gidit pedig H(A*) jeloli. Bevezetheté ezen tovébbépgg{ Zermészetes véges filtralas
(FPA" = S AW és o FPAM = Y AW,

i+j=n,i>p i+j=n,j>p
Ekkor az asszocidlt gradalt modulus tagjai  EP(A") = (FPA" /| FPT1 A" = Apn—P

és o EP(A™) = A" PP azaz lényegében visszakapjuk az eredeti modulusokat.
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2.2.9. Tétel. Tetszdleges (AP, 0, ) kettds komplexushoz létezik két természetesen
asszocidlt konvergens Eo spektrdlis sorozat 1 EP1(A) és o EPI(A), melyekre
1E51(A)
LEB9(A)

(Ha(A™)) hap,q=0

HE(HE(A™)) o Ey*(A) = H,

p
B
0 2 EYI(A) =0 ha p vagy q < 0.

Es az A" komplezus kohomoldgiamodulusokon indukdlt filtrdldsdra a graddlt modu-
lusok az ;EY1(A) limestagokbdl épiilnek fel:

1E(HG(AY) = >0 1 BLI(A) oE(HF(AT) = Y »ERN(A)

pt+q=n p+q=n

Bizonyitds. Az allitas kovetkezik a 2.2.6 tételbol és a 2.2.7 megjegyzésbdl, bévebben
Isd. [7] C.12. O

2.2.10. Kovetkezmény. Az el6z6 jelolések mellett 1éteznek természetes homomor-
fizmusok ; Ey°(A) — ;FPHP(A) C H?(A*). Raadasul p = 1 esetén ezek a homomor-
fizmusok injektivek is, igy ;Ey°(A) =, F*H'(A).

Bizonyitds. Az eléz6 spektralis sorozatot alaposabban megvizsgalva, és a 0 modu-

lusokat figyelembe véve kovetkezik az allitas. O

2.2.11. Megjegyzés. Kettos komplexusokon is értelmezhetéek a homomorfizusok
(a feltétel, hogy mindkét kohatér-leképezéssel kompatibilis legyen). Egy ilyen ho-
momorfizmus homomorfizmusokat indukal a spektralis sor megfelel6 tagjai kozott,

melyek kompatibilisek a d,. leképezésekkel.

Ezek az éllitasok viszonylag nehezen hasznalhaténak tiinnek, de elég "ritka" (azaz
sok 0 modulust tartalmazd) spektralis sorozatokndl gyakran nagyon leegyszertisodik

a szamolds. Az alkalmazdsok nagy részében el6fordul példdul, hogy E5? = EP4.
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3. Kéve-kohomolodgiak

3.1. A konstrukcio

Most, hogy az alap definicidk, és az algebrai eszkozok rendelkezésiinkre allnak, ra-
térhetiink az igazan érdekes rész targyalasara. Ez a fejezet a kéve-kohomoldgiak
absztrakt elméletével fog foglalkozni, a kovetkezékben pedig latni fogjuk, hogy kap-
csolodnak ezek méas kohomologikus médszerekhez.

Az algebrai topolégidban t6bbszor eléforduld eszkoz, hogy egy objektumot "egy-
szeriibben kezelhetoekkel megkozelitiink". Ilyen példaul egy modulus injektiv, pro-
jektiv illetve lapos feloldasa, melyekbdl az Ext és Tor csoportokat szarmaztatjuk.
A kéve-kohomoldgidk (itt ismertetett) definicidja is ezen alapul, definidljuk tehat
egy kéve kanonikus felolddsdt. Kohomolégiakat altalaban modulusokra szamolunk,

ugyhogy most tekintsiink egységelemes R-modulus kévéket.

Legyen . M feletti R-modulus kéve, és tetszéleges U C M nyilt részhalmazhoz
tekintsiik a ['(U,.#) R modulust, mely az U feletti nem feltétlen folytonos szeléseket
tartalmazza (azaz az Osszes olyan f : U — % leképezést, melyre m o f = Idy).
Ezen modulusok Osszessége a megszoritasokkal nyilvanvaldan teljes elokévét alkot
M felett, jeloljiik az ehhez asszocidlt kévét «7°(.#)-val. Ekkor a teljeség miatt
(U, &/°(.7)) = T(U,.7).

Tovébbé a természetes D(U,.7) — D(U,.7) bedgyazasok Gsszessége injektiv
el6kéve-homomorfizmust alkot, mely az 1.2.7 tétel szerint indukal egy szintén injek-
tiv . — @) bedgyazast. A faktort () = &°(F)/.S-ként jelélve kaptuk

kévék kovetkezo rovid exakt sorat:
0— . — () — B(S) — 0.

Ez a konstrukcié megismételhetd . helyére B'(7)-et téve, majd ezt iteralva
adddnak Vn € N-re

0— B"(S) — Fd"(S) — B"S) — 0 (3.1)

rovid exakt sorozatok. Itt @/"(S) = &%(B"(S)), B"T(S) = ()| B"(S) és
mint elébb I'(U, (7)) = (U, B'(.L)).

3.1.1. Definicié (Kanonikus feloldéds). A 3.1 rovid exakt sorozatokat dsszetéve ado-
do
0— & — () — dNS) — d*(S) — -

hosszi exakt sor az . kanonikus vagy Godement felolddsa (canonical resolution).
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3.1.2. Megjegyzés. A nem feltétlen folytonos szelések nagy elénye, hogy exakt
funktorként viselkednek. Azaz kévék rovid exakt sordhoz a tetszéleges nyilt halmaz
feletti dltalanos értelemben vett (azaz nem folytonos) szelések sora is rovid exakt lesz.
Ehhez az 1.2.8 tételhez hasonldéan csak a 2. leképezés sziirjektivitasat kell belatni,
ez pedig teljestl, hisz a faktor adott f szelésére minden .7, szaron fiiggetleniil véve

az f(Z) elem egy reprezentansat, kapunk egy altaldnos szelést .#-ben.

Tekintve a kanonikus feloldés szeléseken indukalt leképezéseit, az 1.2.8 tétel alap-

jan kapjuk a kovetkezo sorozatot
T(M, () =5 T(M, o' (S) 5 T(M, (7)) =%, (32)
mely bar nem exakt, egy kolanc-komplexus.

3.1.3. Definicid. Az M tér . egyiitthatos kohomoldgiamodulusai, vagy kevésbé pre-
cizen az . kéve-kohomolédgidi, a 3.2 komplexus kohomoldgidi, azaz

(M, ) = H"(D(M, 7" (7))).
3.1.4. Tétel. A kéve-kohomologidakra érvényesek a kovetkezo dllitasok:
(i) H'(M,.) =T(M,.7).

(ii) Funktoridlis, azaz eqy ¢ kévehomomorfizmus ¢ (vagy néha H"(¢)) homo-

morfizmusokat indukdl a kohomolégia modulusokon, és Id%, = Idgn,.),

(o) =4rogn.

(iii) Kévék tetszbleges rovid exakt sordhoz rendel a kohomolégiaknak egy hosszi ex-

akt sordt:
0% 7% 7 0 esetén
0 — H(M, %) 25 HO(M, ) 2% HOM, 7) =5 H\(M, %) 25 -+ exakt.
Bizonyitas.

(i) H(M, ) = {x e T(M, &°(S)) : dv = 0} =T (M, 7).

(i) A ¢ leképezés nyilvanvaléan tetszéleges U nyilt halmazra indukal
ou : (U, %) — T'(U,.#) homomorfizmusokat, ezek Gsszessége pedig el6kéve-homo-
morfizmust alkot. Az asszocialt kévéken indukalodik tehat egy ¢p : 7 °(#) — F°(.S)
kévehomomorfizmus, melyre ¢g|lz = ¢ (ami értelmes, hisz Z C «/°(#)). Vehetjik
tehat a ¢} : BYX) — B () faktorizalt leképezést mely B (Z) > [f] = [+«
elemhez (f € o/°(#), v € Z) a ¢\ ([f]) = [po(f) + ¢(2)] = [¢o(f)] € B'(S) elemet

rendeli.

22



Az eljarast ¢)-re iterdlva kapunk Vn-re ¢, : &/"(Z) — A"(Y) leképezéseket,

melyekre a kovetkezé diagram kommutativ

0 4 ANR) —> IR —> A*(R) —> -

IR

00— —> NS> () > T (S)—> -

Igy a globélis szeléseken indukalt ¢ : T'(M, o/™(#)) — T'(M, o™ (%)) homomorfi-
zusok kolanc-homomorfizmust alkotnak, igy az algebrai elmélet szerint értelmezhe-
téek az ezaltal a kohomoldgidkon indukéalt H™(¢) leképezések a megfelelé tulajdon-
sagokkal.

(iii) A 3.1.2 megjegyzésben kifejtettek alapjan a rovid exakt sor az &ltalanos
szelések modulusain is révid exakt sorokat indukal, melyek egytitt elokéve-homo-
morfizmusok rovid exakt sorat adjak. Az asszocialt kévéken ez tovabba is exakt

sorokat indukdl 1.2.7 szerint, azaz

0 — % (RB) 2% A(F) L F°(T) — 0 illetve iterdci6 utan
0 — F"(B) 2% "(F) L d™(T) — 0 exakt.

Tovébbé, mivel a konstrukciébdl adédéan T'(M, o/™(RZ)) = T(M, B™(R)) és
ugyanigy . és 7 esetén is, igy

0 — T(M, Z™(R#)) 2 T(M, Z"(F)) 2 T(M, /™(T)) — 0

is exakt 3.1.2 szerint. Tehat a ¢* és 1)* leképezések kolanc-komplexusok rovid exakt
sorat adjak, melyre alkalmazhat6 az altalanos algebrai eszkoztar, a 2.1.3 tétellel

megkapjuk az allitast. m

Megjegyzés: Mint a tétel is kimondja, a 0. kohomologia-modulus a globa-
lis szeléseket adja, ezaltal a kéve-kohomologia jo eszkoz a lokalis tulajdonsagokbol
globalisakra koévetkeztetni. Az 1. kohomoldgia pedig azzal van koézvetlen Osszeflig-
gésben, hogy a szelések vétele mennyire exakt funktor: ha H'(M,Z) = 0, a fenti
hosszu exakt sor alapjan a 1* leképezés a globalis szelések szintjén sziikségszeriien

sziirjektiv.

Erdekes és nem nagy kitéré a Mayer-Vietoris sorozat kéve-kohomoldgigkra:

3.1.5. Tétel (Mayer-Vietoris kévékre). Legyen . R-modulus kéve M felett,
U, Uy, C M nyilt halmazok, melyekre Uy U Uy = M. FEkkor létezik a kovetkezo

hosszu exakt sor:
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0 H'(M, ) % 5O, ) @ HO(U,, ) %)

0 1
T8 g, N U,,.7) =5 BO(M,.7) 9 ...

Bizonyitas.

Tekinthetjﬁk Vn-re a an(f) - f|U1 D f‘Uz és wn(fl S f2) = f1|U10U2 - f2|U1ﬂU2
leképezéseket, melyekkel a

0— T(M, B"(7)) 2% T(U, B(7)) @ (Us, B" (L)) L= T(UNUs, B'(F)) — 0
o

sorok nyilvanvaléan exaktak. Ekkor az T'(., #"(.)) = I'(., &/™(.)) azonositds miatt a

0 — D(M, "(F)) 25 DU, o"(F)) BT (Us, " (F)) 5 D(U,NUs, /™ (F)) — 0

sorok is azok, és ezek egytitt koldnc-homomorfizmusokat, és kolanc-komplexusok ro-
vid exakt sorat alkotjak. Az ehhez rendelt kohomologikus hosszi exakt sor megadja
Eszerint ugyanis a nyilt részhalmazok folotti megszoritott kévék feloldasai pont a
teljes feloldas megszoritasai, és ekkor a hosszu exakt sor tagjai megfelelnek az alli-
tasnak. m

3.2. Ernyedt-, Puha és Finom feloldasok

Bar mar tudjuk a definiciokat, sét az elébb lattunk egy segédeszkozt a kohomoldgiak
szamolasara, altalanos esetekben ez még mindig bonyolult feladatnak bizonyulna.
De mint sok méas (ko)homologikus elméletben, a kévék esetén is eléfordulnak a célnak
megfeleld, de egyszeriibben kezelhetd "kozelitések', feloldasok. Ezeket altalanositva

a kovetkezo tétel irja le, és a késébbiekben latunk majd példakat is rajuk.

3.2.1. Tétel (Altaldositott deRham-tétel).

Tekintsiik R-modulus kévék 0 — . — /0 — St — ... hosszi exakt sordt, ahol
HP(M,9) = 0Vp > 0,q > 0 esetén. Ekkor H"(M,.”) szamolhatd az indukdlt
(M, — (M, ') - I'(M,?) — --- komplezus kohomoldgidiként, azaz
H™"(M,%) = H"(I'(M,.*)).

Bizonyitas. Bontsuk fel az exakt sort rovid exakt sorokra,
0 — R — S — FT — 0

ahol ¢ > 0 esetén Z7 jeloli a 7 — #9111 leképezés magjat, és #° = .. Ekkor a

kovetkez6 indukalt kéve-kohomologikus hosszi exakt sorok jelennek meg;:
oo — HP(M,.#%) — HP(M,%""") — HP"Y (M, %) — HPTH (M, S9) — - -
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A két sz¢8186 tag p > 1,q > 0 esetén 0, {igy HP(M,#9) = HPTY (M, #1), melyet
iterdlva H™(M,.) = H"(M,%°) = H'(M,#" ') adédik. Ez pedig — a hosszi

exakt sor elejét tekintve:
0— I(M, %" = T(M, ") & (M, #") — H' (M, Z"") — H' (M, ™).

Az utols6 tag n > 1 esetén 0, igy H' (M, 2" ') = T'(M,%Z")/¢l (M, " 1). A
szelésekre 4ttérés balexaktsdga miatt ['(M,.#™) — T'(M,.#"t!) leképezés magja
(M, %") igy T(M,%")/¢T' (M, 1) = H*(T'(M,.*)), ezzel belatva az allitast.

[

A tétel alkalmazasdhoz talalnunk kell megfelel6 kévéket, melyek pozitiv foku
kéve-kohomolégiai mind nulldk. Az egyik ilyen csoportot azon kévék alkotjak, mely-

ben minden lokalis szelés kiterjesztheto globalissa:

3.2.2. Tétel (Ernyedt kévék). Ha . M feletti R-modulus kévére teljesil, hogy
a természetes megszoritis I'(M,. ) — I'(U, ) szirjektiv VU C M nyilt halmazra,
akkor H"(M,.”) = 0 Vn > 1 esetén. Az ilyen kévéket ernyedtnek (flabby) nevezziik.

Bizonyitds. A bizonyitas 3 részbol all:

I. Belatjuk, hogy ha a 0 — # s 7 Y5 7 —5 0 rovid exakt sorban
Z rendelkezik a tétel tulajdonsagaval, akkor a globédlis szelések is rovid exakt sort
alkotnak, azaz 0 —s [(M, %) -5 T(M,.) 5 T(M, 7) — 0 is exakt.

Mint eddig, most is csak * szirjektivitasa kérdéses, ehhez vegyiink egy
feTl(M,T) globélis szelést, és tekintstik az (U, g) parokat, ahol g € T'(U,.¥) és
¥*(g) = flu. Mivel tetsz6leges szar el6all a szelések gytirtiinek direkt limeseként, és
Y szurjektiv, igy lokdlisan minden pont kéril taldlhatunk megfelel6 (U, g) part.

Ezek kozott a Zorn-lemma szerint létezik egy (Up,go) maximélis elem az
(U,9) <(U',¢) < UCU', ¢|y = g részbenrendezésre. Ha Uy = M, kész vagyunk,
ha pedig A & Uy akkor az A korili (Uga, g4) par miatt ellentmonddasba titkoziink a
maximalitasal:

Ekkor ugyanis g = go|vynv, — 9alvenu, € ker*, hisz ¢*(golvonvs) = floonva =
= *(galvenr,). Igy a 0= DUy N U Z) 25 T(Uy N U, ) 5 DU N U, T)
sor 1.2.8 tételben belatott exaktsdga miatt Ih € T(Uy N Uy, Z), melyre ¢*(h) = g.

De h a feltétel miatt kiterjed h € I'(M, Z) globalis szeléssé, és tekinthetjik ekkor
ag=gat+ o (h)|u, € T'(Ua,.”) szelést. Ekkor

§|U00UA - gA|UoﬂUA + ¢*(}_l) = 90|U00UA7

igy mivel a metszeten megegyeznek, g kiterjeszti go-t Uy U Up-ra, megszegve U

maximalitésat.
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IT. Majd sziikséges, hogy a feltételiink zart a faktorképzésre, azaz ha a rovid
exakt sorban Z és .7 teljesiti a feltételt, akkor .7 is.

Ha f € I'(U, 7), akkor az 1. pont szerint (M helyett az U halmazra alkalmazva)
dg € T(U, ), melyre ¥*(g) = f. Ezt kiterjesztve g € T'(M,.) globélis szeléssé
Y*(g) kiterjeszti f-et.

III. Az 4llitas belatasahoz vegytik észre hogy a kanonikus felolddsban az o/™(.%)
kévék mindig teljesitik a feltételt, és a tétel .#-re is megkoveteli azt, igy I1. szerint
(indukcidval belathatéan) a megfel$ faktorok, %" (.7)-ek is. Ekkor I. szerint a sze-
lésképzés exakt funktorként viselkedik, igy a 3.2 kolanc exakt, tehat H™(M,.7) = 0.

O

Egy masik nagy csalad bevezetéséhez sziikséges egy kikotést tenni az M térre
vonatkozolag is. Emlékeztetoiil egy topologikus tér parakompakt, ha minden nyilt
fedéséhez talalhaté lokélisan véges finomitas (azaz minden pont korili megfelel6
kérnyezetet a finomitas csak véges sok tagja metsz). Ez nem til nagy megszoritas,
példaul tetszoleges sokasag vagy varietas teljesiti a feltételt. Sziikséges észrevétel to-
vabba, hogy egy Haussdorf parakompakt tér normélis, azaz diszjunkt zart halmazok

elvalaszthatbéak benne nyiltakkal.

3.2.3. Definicié (Puha kévék). Az M tér feletti ¥ R-modulus kéve puha (soft), ha
minden zdrt részhalmaza feletti szelés kiterjeszthetd globdlis szeléssé, azaz K C M

zart esetén a természetes megszoritas I'(M,.) — I'(K,.7) szirjektiv.

3.2.4. Tétel. Ha .7 puha R-modulus kéve az M Haussdorf és parakompakt tér felett,
akkor H*(M,.”) = 0 ¥n > 1 esetén.

Bizonyitds. A bizonyitas az ernyedt kévékhez hasonlé logikaval zajlik, de az I. 1épés
kicsit méas megkozelitést kivan.

I. Belatjuk, hogy a szokésos jelolések mellett egy rovid exakt sor altal a globalis
szeléseken indukalt sor szintén exakt, azaz 1* sziirjektiv, amennyiben % puha.

Legyen f € T'(M,.7), és az eléz6 bizonyitdshoz hasonlé médon A € M esetén
vegyiik az (Uy, ga) parokat, ahol g4 € I'(Uy,.%) és ¥*(ga) = flu,-

Az {Uas}a fedéshez M parakompaktsiga szerint vehetjilk ennek egy lokalisan
véges finomitasat, melyre az (U,, go) parok még mindig rendelkeznek a fenti tulaj-
donsigokkal. S6t, M normalitdsa miatt vehetéek nyilt V,, C V,, C U, halmazok,
amik még mindig fedik M-et. Ha a K halmaz ilyen V,-k tetsz6leges unidja, akkor a
lokalis végesség miatt K zart.

Vegytk a (K,g) parokat, ahol K mint fent, és ¥*(g) = f|x. A természetes

részbenrendezésre alkalmazva a Zorn lemmét, megint kapunk egy (Kjy, go) maximalis
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part. Ismét azt kell belatnunk, hogy Ky # M nem lehetséges, ez pedig a korabbival
megegyezéen megy, (Ua, g4) helyett az egyik kimaradé (V,, g,) part hasznalva.

Innentol a II. és III. 1épés lényegében megegyezik a korabbival, belathaté hogy
a puhasag oroklédik a faktorra, és igy a kanonikus feloldas tagjaira, exakt kolanc-

komplexust eredményezve a szeléseken. O]

Ennek a csoportnak a kovetkez6 alcsoportja igazan érdekes:

3.2.5. Definicié (Finom kévék). Az M tér feletti ¥ R-modulus kéve finom (fine),
ha minden lokdlisan véges fedéshez ({Ua}a) létezik a kévének a fedés ald rendelt
egységosztasa, azaz n, : . — & homomorfizmusok, melyekre n,(%z) =0 a M\ U,
halmaz egy nyilt kornyezetében, és Y, No = Idy (a fedés lokdlis véges volta miatt ez

minden pontban véges dsszeg).

3.2.6. Példa. Itt gyakorlati példakat is tudunk mondani, a klasszikus egységoszta-
soknak koszonhetéen a folytonos fiiggvénycsirak &', és a sima differencialforma-csirdk
& és &P kévéi finomak, azonban a trividlis kévék vagy a holomorf fliggvénycsirdk
kévéje nem azok.

Valéjdban ha . modulus egy M feletti Z finom gytiriikéve felett (azaz 1étezik egy
S X R — & kéve-homomorfizmus mely a szarakon modulus-struktirat definial),
akkor # finomsaga o6roklédik .#-re is. Ugyanis az % egységosztasaval valo szorzas
egységosztast indukal .-n is.

Ezt felhasznélva lényegében minden . kéve, ahol a szelések csoportjai zartak
a tetszéleges/folytonos/sima fiiggvényekkel val6 szorzasra, kovetkezésképp finom, a
megfelel6 fliggvényosztaly egységosztasait felhasznédlva. Ez a megfigyelés bizonyitja
a differencialforma-csira kévék finomsagat, de példaul késébb az 5.2.1 tételben is

hasznat vesszik.

3.2.7. Tétel. Ha . finom R-modulus kéve az M Haussdorf és parakompakt tér
felett, akkor puha is, és igy H"(M,.) =0 Vn > 1 esetén.

Bizonyitdas. Legyen K C M zart, f € I'(K,.%). Tetsz6leges A € K pontra taldl-
hatéak megfeleld Uy kornyezetek és fa € T'(Uy, ) szelések melyekre falu,nx =
floang. Az {M\ K}U{Ua}ack halmazok M nyilt fedését adjak, amihez a parakom-
paktsag szerint rendelhet6 egy {U, }, lokdlisan véges fedés a megfelel6 f,, szelésekkel.
Ekkor egy {1 }a egységosztashoz vehetjik az 1) (f,) szeléseket, melyeket U, komp-
lementerére 0-val kiterjesztve kapjuk a globdlis g, € I'(M,.”) szeléseket. Legyen
g = Y o 9a, mely a lokalis végesség miatt pontonként véges Osszeg, igy jolértelme-

zett, valamint g|x = f|k, ezzel megadva [ kiterjesztését. ]
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3.3. Kévék exakt soranak kohomolégiai altalaban

Lattuk, hogy trivialis kohomologidkkal rendelkez6 kévék exakt sora segit a kéve-

kohomolégidk kiszamolasaban. Ennek tekinthetjiik egy altalanosabb verzidjat is:

3.3.1. Tétel. Tekintsiik M feletti R-modulus kévék exakt sordt, és a kohomologidakon

indukdlt homomorfizmusok kolanc-komplexusdt:

0— .7 — 70 Lyt 0y 92 0,

HU(M,.7°) -2 H(M, ") 25 HI(M, %) 25 -

Ekkor létezik eqy konvergens Ey spektralis sorozat, melynek kezdotagjai

o ={ HE(HI(M,.#*))  hap,q>0

ha p < 0 vagy q <0,

és melynek limestagjai a H"(M,.”) modulus asszocidlt filtraldsihoz tartozd gradalds

tagjai, azaz E(H"(M,Y)) = Y. EPA.

ptg=n
Megjegyzés: A tétel kimondasaban és a bizonyitasban is tul sok az indukalt

leképezés, igy ezekrdl az egyszerliség kedvéért lehagyom a x-ot.

Bizonyitds. Minden g-ra vehetjiik a .79 kéve kanonikus feloldéasat:
0= (7 L (79 L (70 Ly

és vezessik be a AP? = T'(M,o/?(.77)) jelolést. Ekkor a 0 leképezések
J' : AP — APt19 homomorfizmusokat indukalnak, melyre &9’ = 0. A 0 leképezések
pedig 0 : AP? — AP9t! homomorfizmusokat indukalnak a 3.1.4 tétel bizonyitasa-
ban latott médon, melyekre 00 = 0 és &0 = 00'. Bevezetve a 9 : AP4 — AP+l
leképezést melyre 0 = (—1)PT90" az (AP4,0,0) objektum egy kettds lanckomplexus
melyre alkalmazhaté a 2.2.9 tétel, megkonstrudlhaté tehat a két konvergens spekt-
ralis sorozat.

Réadasul mivel @7?(.#?) folytonos szelései val6jaban ZP(.7?) altalanos szelései-

nek felelnek meg, a kovetkez6 sorok exaktak:
0 — T(M, #?(.7)) -1 D(M, a?(°)) -2 T(M, /(1)) -2 -+ igy

r M7 AP (S h =0
HI(AP) = HYD(M, arr(7))) = | L L&) had

0 ha ¢ > 0.
Ezaltal az altaldnos tétel kezdétagja (az elsé filtralast hasznalva) jelen esetben a

HP(M,.#) hagq=0

EY? = HP(HL(A™Y)) =
s ol 6< ) {O ha ¢ > 0.
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formulédra egyszertisodik. Mivel az Fs racsban egyetlen oszlop elemei kiilonboznek a
nulla modulusoktol, a spektralis sorozat mar itt stabilizalédott, azaz | E5Y = | EP4
és | E(HWAY) = ¥ 1ERt = By = H'(M,.7). Mivel a gradaldsnél lathatéan
semmi informéciétp;(]ez;; veszitettiink, ezért H}(A*) = H"(M,.7) is teljesiil.

A maésodik filtraldst tekintve HE(A*P) = HE(T'(M,o/*(S?))) = HYM,./P)
definici6 szerint, igy ekkor o E5? = HE(HS(A™)) = HE(HY(M,*)). Tovédbba a
konvergenciabdl o E(H™(M,.7)) =9 E(H}(A*)) = o EPA. O

3.3.2. Kovetkezmény. M feletti R-modulus kévék 0 — ¥ — 0 — 1 — ...
exakt sorahoz léteznek H?(I'(M, .#*)) — HP(M,.7) természetes homomorfizmusok,

mely p = 1 esetén injektiv is.

Bizonyitas. Mivel p < 0 vagy ¢ < 0 esetén EP? = 0 a spektralis sorozatban, igy ha
r>2ad,: EP® — EPtrom+1 g nulla homomorfizmus. Ezaltal © > 2 esetén EFY; az
EP? modulus fakotra, és a természetes faktorleképezések kompoziciéja megadja az
EPY — EPY — ... — EPO leképezést.

Tovdbbd p = 1 esetén a d, : 0 = E}7""~1 — E0 leképezés is a nulla homomor-
fizmus, igy annak képével (0-val) faktorizalva injektiv leképezéseket kapunk, ezzel

bebizonyitva az allitast. O]
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4. Cech kohomolégia

4.1. Alapok

Egy mésik, a kévékkel szorosan osszefiiggd kohomoldgiaelmélet a Cech kohomolé-
gia. Ez — mint latni fogjuk — a priori masképp van definialva, de megfeleléen szép
terek esetén végeredményben ugyanazokra a kohomoldégiamodulusokra vezet. Ezt
felhasznélva a kovetkezo fejezetben Gsszekapcesolhatjuk az osszes klasszikus és az itt
bemutatott kohomoldgialméletek eredményeit. A Cech kohomolégia konstrukcidja
a kovetkezo:

Legyen . R-modulus kéve az M topologikus tér felett, és legyen U = {U, }, egy
nyilt fedése M-nek. Jeloljiikk tovabba a 4l elemeibdl alkotott rendezett (p+ 1)-eseket
Urt-gyel, ennek egy eleme pedig legyen UPt! 5 o = (Up,, Uays - . ., Uy, ). Vezessiik be
0 < j < pesetén az Uy, elhagydsaval nyert 4 3 0; = (Ung, -+ -, Uay_1,Uajurs -5 Usy)
p-seket, és a |o| = N); U,, jelolést is. Ekkor nyilvan |o| C |oy].

Tekintsiik a I'(|o],.) R-modulusok (|o| = 0 esetén legyen ez a 0 modulus) direkt
szorzatat: CP(U,.7) = [I T(|o]|,-7), melyet az U fedéshez tartézo . egyiittha-

t6s p-kolancok modulusé(}lez;l;}llivunk. Ekkor tehat f € CP(U,.7) az f(o) € ['(|o|,.7)
szelésekbol all.

Mint altalaban, a p, := poo, : I'(|oj],-7) — I'(|o],#) megszoritdsok most is
joldefinialt modulus-homomorfizmusok.

Ezeket az informacidkat osszetéve definialhatjuk a koldncokon a kohatar leképe-

zéseket: 0 : CP(U,.#) — CPH(U.Y), ahol f € CP(U,.) képe §f a
+1 .

df(o) = pZ (=1)'psf(0;) tagokkal van definidlva.
=0

7=

4.1.1. Lemma. A kohatdr leképezésekre teljesiil, hogy 6 0 = 0, igy a
COy,.7) -5 CM 4, =5 CP(Y, ) 25 - (4.1)
sorozat eqy kolanc-komplexus.

Bizonyitds. Legyen o € UPT3, és j # k esetén vezessiik be a o-bdl az Ua; ¢s Uy,

halmazok elhagyasaval keletkez6 (p + 1)-esre az o;, jelolést. Ekkor

(0)) Ojk ha0<k<j<p+2
Ve =
’ oikn ha0<j<k<p+l.

Ekkor definicié szerint

56 (e) = & (pZ(—l)jpaf(Uj)) =S (1Y pesfloy) =

Jj=0



A (=1) s (pZ(—l)kpojf((Uj)k)) =

j=0 k=0
= > (1o foh) + D (=1)"*po f(041) = 0.
k<j k>j

]

4.1.2. Definicié (Az U fedés Cech-kohomoldgiai). A 4.1 koldnc-komplerus kohomo-
logiait  hivjuk az U fedés . egylitthatéos kohomoldgia-modulusainak,
H™(, ) = H"(C*(U,.7)).

Tovdbbi jelolések: 6 : CP(U,. ) — CPTYU, ) esetén kerd = ZP(W, %) eleme-
it p-kociklusoknak, Tm¢§ = BPYL(U, ) elemeit pedig p + 1-kohatdroknak nevezziik.
Ekkor nyilvan H"(U,.7) = Z™(U,.7)/B"(U,.7).

4.1.3. Megjegyzés. A kolancok egy nevezetes részmodulusa a ferdén-szimmetrikus
kolancok.
Ezek bevezetéséhez tekintsiik az S,y szimmetrikus csoport hatdsat a rendezett

(p + 1)-esek UP*! halmazan:

70 = T(Uay, Uays - -1 Us,) = (U,

aﬂ-(()) Y

Unrrys -+ Ung))-

Ekkor az f € CP(U,.7) elem ferdén szimmetrikus, ha f(wo) = signw - f(0),
és ezek alkotjdk a CL(U,.”) C CP(U, ) részmodulusokat. Ellenérizhetd, hogy
a d:CP(U, ) — CPH(YU, ) homomorfizmus megtartja a ferde szimmetrit, igy
a megszoritasa eredményez 0 : CH(4, ) — C%(U,.#) homomorfizmusokat. Az
igy el6dllo kolanc-komplexus kohomoldgidiként definidlhatéak a HE (U, .”) ferdén-
szimmetrikus Cech-kohomolégia modulusok, és az eléz6 definicié tobbi objektuma-
nak ferdén-szimmetrikus megfelel6je is. SOt a késébbi tételek nagy részének analég

valtozata is kimondhaté rajuk.

4.1.4. Megjegyzés. Megint érdemes megvizsgalni az alacsony fokt kohomoldgia-
kat.

Egy 0-kolanc f € C°(4,.%) megadhaté a tagjaival: f(U,) € T'(U,, ), és ekkor
a o f elemet az U,, Uz halmazok felett a

(0/)(Ua; Up) = puanus f (Ua) = puanu, f(Us) € T(Ua N Up, &)

képlet adja meg. Eszerint f pontosan akkor kociklus, ha a metszeteken vett megszo-
ritasai megegyeznek, ekkor azonban a tagok dsszeragaszthatdak egy globalis szeléssé.
oy HO(Y,.7) = Z°(U, ) = T(M,.7).

Az 1-kolancokra vonatkozo feltételek is viszonylag természetesek és mas témak-
hoz is kothetoek, de ettdl a kitérotdl most eltekintek.
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4.1.5. Megjegyzés. Egy ¢ : # — & kévehomomorfizmus, a szeléseken indukalt
leképezések révén indukal ¢* : CP(U, Z) — CP(U, ) homomorfizmusokat is, melyek
nyilvanvaléan kompatibilisek a kohatar-leképezéssel. Ezaltal a Cech-kohomoldgia is
funktorialis, indukalodnak ¢* : HP(U,Z) — HP(U,.”) homomorfizmusok, és az

indukalas tartja az identitast valamint a kompozicidkat.

Az eddigi targyalasban latszolag lényeges volt M fedése, 41 , ami felveti az ilyenkor
szokasos kérdéseket. Fiigg a konstrukcio a fedés valasztasatol? Lehet-e csak a tértol
fiiggo invaridnsokat létrehozni ezzel az eszkozzel? Sajnos az elsé kérdésre nem lehet
teljes dltalanossdgban tagadd valaszt adni (a kés6bbiekben latni fogjuk, hogy a térre
és a fedésekre megkovetelt bizonyos feltételek mellett azért megfogalmazhatjuk a
kohomoldgidk figgetlenségét), de a masodik kérdésben szerencsénk van.

Tekintsitk M egy il = {U,}, fedését, és ennek egy finomitdsdat, a B = {V,}a
fedést. Ez azt jelenti, hogy létezik egy (nem feltétlen egyértelmi) A : B — i
finomito leképezés, amely egy V., € ‘B elemhez hozzarendeli a AV, = Uy, € U
elemet, melyre V,, C Uy(q).

Ekkor ez a leképezés kiterjesztheté A : BPFL — §PH! leképezésként is, és o € BPH!
esetén |o| C [Ao|. Ekkor a CP(U,.7) 5 f — A\ f € CP(B,.) hozzarendelés — ahol
XN f(o) = pof(No) € T(|o|,), és p, a megszoritas, mint eddig — definiél Vp-re egy-
egy \* : CP(U,.7) — CP(*B,.) homomorfizmust. Ezen homomorfizmusok kom-
patibilisek a Cech-kohatar leképezésekkel, igy indukalédnak H (A), vagy A* jelolésii
HP (U, ) — HP(*B,.#) homomorfizmusok is.

4.1.6. Lemma. Legyen . rigzitett R-modulus kéve az M topologikus tér felett,
oaz M eqy fedése, B pedig Y eqy finomitdsa. FEkkor a finomitds dltal indukalt
HP(U,.”) — HP(*B,.”) homomorfizmus figgetlen a konkrét A finomitd leképezés

valasztasatol.

Bizonyitds. Legyen A, pu két finomité leképezés, és vezessiik be a ¢y, : BPFL — 4p+2
leképezéseket (0 < k < p), ahol 0 = (V,, ..., Va,) € BT esetén

¢k0— = (U)\(ao)7 R U)\(ak)> U,u(ak)a Tt Uﬂ(ap))'

Ekkor |o| C |¢ro|, tovabba mint korabban legyen o; € B a V,, elhagyasaval o-bdl
kapott p-s. Tovabba

(¢r0)j1  haO<k<j<p
(¢h10); haO<j<k<p-—1.

or(of) = {
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Ezek segitségével definidljuk a ¢ : CPT(4U, ) — CP(B,.#) homomorfizmuso-
kat, amire f € CPT(U,.7) képe ¢ f € CP(B,.) a 0 € BPT! (p+ 1)-esen a

p

Uf(o) = (=1)"ps f(dr0) € T(|o],-7)
képlettel van megadva. A kévetkezd diagram segithet a megértésben:

L v l(uy)%cpuy %cpﬂuy

L orl(B,.7) »Op%y L o, ) s

Belatjuk, hogy v kolanc-homotopia p* és \* kozott, azaz 1Yo + 6 = pu* — A*. Ek-
kor ugyanis, ha f kociklus, azaz 0f = 0, akkor ovf =pu*f — \*f, ezaltal
(W f1=[A"f] € HY (B, ).

Ehhez f € CP(U, ) és o € BPT! esetén tekintsiik a kovetkezd két kifejezést:

P

(W3f) (@) = (/) () = >_(=1)*ps(0)(dr0) =

k=0

I
B

p+1
(=1)*pq (Z(—l)jpaf((cbw)j)) =

J=0

ol
Il
(en)
3
+
—

(=1 po f((¢10);)

I
NE

e
Il
o

~
I
o

09 f) (o) = (6(¢f))(0) (=1 po(¥f)(0) =

(_1>jpa (p

—1)j+kpgf(<bk(aj)) = Z cee Z R

I
| .
U M@
o

I
NE

—1)kpaf(¢k(0j))> =

0

<.
Il
o

7
—
Il

I
NE
]

Jj=0k=0 0<k<j<p 0<j<k<p-1
p—1 p p—1p—1
=3 (=1 f((9k0)j1) + DD (=1 p, f(Pr110);) =
k=0 j=k+1 J=0k=j
p—1 p+1
= (=17 oo f(dr0);) +Z Z 17 o, f((610);)
k=0 j=k+2 3=0k=j+1
a kettot Osszeadva:
p p )
Wf) (o) + (60 f)(o) = > (=17 paf((00);) + Do (=17 Fpsf((¢r0);) =
k=0,j=k k=0,j=k+1

p
= > 0o (Uao)s - -+ Uniap—1)s Una)s - - - » Une))) =
- p
= P f(Unao)s - > Untan)s Upanin)s -+ > Upap))) =
k=0
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= Pof (U(ao)s - - -+ Untap))) = Pof(Un@o)s - - - Un(ay))) =
=u flo) = A" f(o).

Tehét [ f] = [\*f] € HP(*B,.¥), azaz a finomitas altal indukélt H?(U, .) — HP(*B,.¥)

homomorfizmus joldefinialt. m

A lemmat felhasznalva az M 6sszes nyilt fedésén bevezethetiink egy részbenren-
dezést, melyben i < B akkor és csak akkor, ha B az i egy finomitasa. Ekkor a
HP (4, ) kohomolégia-modulusok a finomitasok altal indukélt leképezésekkel erre
a részbenrendezésre nézve egy direkt rendszert alkotnak, és definidlhatjuk a direkt

limest:

4.1.7. Definicié (Cech-kohomolégia modulusok). Az M félétti . R-modulus kéve

esetén az M .7 egyiitthatés Cech-kohomolégia modulusai a H(M,.7) = lim H" (U .7)

{u
modulusok.

4.2. Kapcsolat a kéve-kohomologiakkal

Mint lattuk HO(U, ) =2 T(M,.) = H(M,.7), sbt, egy kis meggondolds utdn a
direkt limes alapjan HO(M,.#) is beilleszthets a sorba. Azonban a hasonlésagok
itt nem allnak meg, a fejezet végére belatjuk, hogy megfeleld feltételek mellett ezek
a kohomolégidk minden dimenziéban izomorf modulusokat adnak. Kezdjiink egy

masik specidlis esettel:

4.2.1. Tétel. Legyen . R-modulusok finom kévéje a parakompakt és Hausdorff M
tér felett. Ekkor M tetszdleges 3 nyilt fedésére és ¥p > 0 esetén HP(U,.7) = 0.
Nyilvin ekkor HO(M,.#) = 0 is teljesiil.

Bizonyitds. A tér parakompaktsidga miatt a U = {U,}, fedéshez taldlhatunk egy
lokalisan véges B = {V,}, finomitast A finomité figgvénnyel. Tovabbéd a kéve
finomsdgabodl adoddan 1étezik .#-hez a B ald rendelt egységosztas {1, }.

Ha & > 0 = (U, ...,Uy,_,), akkor egy rogzitett V, € B esetén vegyiik a
0% = (Ux(a), Ungs - - - - Un,_,) € U elemet. Ekkor [0%| = Ux) N o] 2 Vo N o] és

(0%); =

o ha0=j
(O'j_l)a ha 0 < j

Egy f € ZP(U,.Y) = 0 kociklus esetén a 7, kévehomomorfizmus szeléseken
indukalt leképezése az f(o®) € I'(|o?],.) szelést a i f(o®) € I'(|Jo%|,.7) szelésbe
viszi, mely V,, N |0%| egy zart részhalmazén kiviil 0 a |0®| halmazon, igy nulldval

kiterjeszthetd g, (o) € T'(|o|, ) szeléssé. Ezt a konstrukeiét megismételve Vo € 4P
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elemre kapunk g, € CP71(4, %) koldncokat, valamint a lokalis végesség miatt ezek
Osszege g = >, Jo 18 joldefinidlt (p — 1)-kolanc.

Ha 7 € 4P akkor a V,, N |7| halmaz pontjai f5lott a kiterjesztés miatt
p ) p )
0ga(T) =Y _(=1) galrj) = D_(=1)mf (7))
J=0 Jj=0

Mivel f kociklus, igy a kévetkezo is teljesiil:

0= 81(") = (-1 (),) -
p+1 p
— 4 (0% = ) = 1P F())

Tehét V, N |7| halmazon n’(f(7)) = n <§: (—1)jf((7'j)a)> 0o (T), és mivel

7=0
ezen kivill mindkét oldal 0, igy az allitds igaz a teljes |7|-ra is.

lgy f=Sami(f) = Xa0ga = g, tehdt 0 = [f] € HP(U,.7) V[ esetén. O
A tovabbi vizsgalédashoz vezessiik be a kovetkezd fogalmat.

4.2.2. Definicié (Leray fedés). Az M tér U = {U,}, nyilt fedése Leray fedés az .7
R-modulus kévéhez, ha Vp > 0,Yo € UPTt mellett H(|o|,.#) =0 q > 1 esetén.

4.2.3. Tétel (Leray). Legyen . R-modulus kéve az M parakompakt Hausdorff tér
felett, és b = {U,}a tetszdleges nyilt fedés. Ekkor léteznek HP (U, .) — HP(M,.7)
homomorfizmusok ¥p > 0 esetén. Ez izomorfizmus a p = 0 esetben, injektiv, ha
p =1, tovabbd Leray-fedés esetén Vp-re izomorfizmusok.
Bizonyitas.
Tekintsiik . kanonikus feloldasat: 0 — . — &°(F) 2 Z1(F) 25 ... Ek-
kor Vp,q > 0 indexekre D indukal D* : C?P(U, «/9(.)) — CP(U, &9 (#)) homo-
morfizmusokat, melyek kommutdlnak a Cech-kohatar leképezéssel. fgy az
AP = CP(U, /(7)) modulusok a 0 = § : AP? — APTLA és a 0 = (—1)PHID*
AP — APa+l homomorfizmusokkal kettés komplexust alkotnak, melyekre alkal-
mazhaté a 2.2.9 tétel, megkonstrualhato a két konvergens spektralis sorozat.

A mésodik filtralas tagjaira az &7/9(.7) kévék finomsagabdl és az el6z6 tételbdl

adddodan teljestil, hogy

HY(A™") = HY(Y, /7(F)) = { I(M, 27())  hal=g¢

0 ha 0 < q.
lgy
HP(M,¥) halO=gq

EBI(A) = HE(HE(A™)) =
L5 (4) = HY(H(A™) {O oy
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Mivel az o Fs spektralis sorban csak egy oszlop elemei kiillonboéznek a 0 modu-
lustdl, igy o EY? = o EP1 teljesiil és igy (a 3.3.1 tétel bizonyitdsdban leirt médon)
H™(A) = B = H"(M,.7).

Az els6 filtralast tekintve AP? = CP(U, &79(.)) = II T(lo|, &), igy

ceyptl
HE(AP*) = I H(|o|,), specidlisan

ceyptl

Hy(A») = I H(lel,.7)= ]I T(ol,7)=C"(,.7).
oeyurtl oeurtl

Ezéltal  E?°(A) = HY(HJ(A**)) = HP(4, ), és a 2.2.10 kovetkezményben sze-
replé 1 EY°(A) — HP(A*) homomorfizmusok jelen esetben HP(U,.7) — H?(M,.7)
leképezéseket adnak.

A p = 0 esetben lattuk, hogy H°(U,.) =X I'(M, ) = H°(M,.), a p = 1 eset
injektivitasa pedig adodik a 2.2.10 kovetkezménybol.

Ha i Leray fedés, akkor ¢ > 0 esetén

1EFU(A) = Hy(HG(A™) = H" | [] H'(jo].7)] =0,
oestl
fgy 1By = | EP9. Egzdltal H(A) = | Ey° = H™(,.), és ezt 6sszevetve a masodik
filtrélas limesével H"(M,.) = H"(U,.7) addodik. O

Lattuk, hogy egy fedés finomitasa a Cech-kohomoldgia modulusokon joldefinilt
homomorfizmusokat indukal, most belatjuk, hogy ezek a homomorfizmusok kompa-

tibilisek az el6z6 tétel leképezéseivel.

4.2.4. Tétel. Legyen . R modulus kéve az M parakompakt Hausdorff tér felett, U
M nyilt fedése, a B fedés i egy finomitdsa, \ eqy finomito leképezés. Ekkor az elézd

tétel homomorfizmusait ¢-vel, illetve -vel jeldlve a kovetkezd diagram kommutativ:

HY.S)
)\*J/ T H"(M, %)
H"(*B,.Y)

Ha L és B is Leray-fedés, akkor \* izomorfizmus.

Bizonyitds. Tekintsiik . kanonikus felbontasat az </9(.7) kévékkel, és vegyiik
az el6z6 tételhez hasonléan az AP4(U) = CP(U, &/1(.S)), API(B) = CP(B, F1(S))
kettés komplexusokat. Ezeken a finomité leképezés indukal A* : AP9(Ll) — AP9(B)
homomorfizmusokat, melyek a 2.2.11 megjegyzés szerint A* homomorfizmusokat in-
dukalnak az asszocialt spektralis sorok tagjai kozott.

Vegyiik észre, hogy a korabbi allitdsok alapjan

36



o Az el8z6 tétel bizonyitasdban lattuk, hogy H"(A(.)) = o E%°(A(.)) = H*(M, %),
ahol . helyére 8 vagy B frhatd, és igy az indukalt H"(\) : H"(A(U)) — H"(A(*B))
leképezésre teljesiil, hogy H™(X) = Idgn ().

o Az elsé filtralasra léteznek a ¢ EyP(A(Y)) — (EMO(AY) és a
W 1 EPY(A(B)) — 1 ETO(A(B)) leképezések (Isd. 2.2.10).

o (EM0(A()) =1 F"H"(A())/1F" T H™(A(.)) = 1F"H"(A(.)) € H"(A(.)), mivel
1 F" T H(A())) = 0 (definiciok szerint). A H"(A(.)) = H"(M,.¥) azonossag
szerint igy 1 E0(A(.)) € H"(M,.7).

e Az el6z6 bizonyitasban latott médon 1 B3 °(A(.)) megegyezik a megfelels H™(.,.%)

Cech-kohomoldgia modulussal.

Ezeket az észrevételeket a kovetkezo diagram foglalja ossze

H™MY, %) = By (A)) 2> B0 (A(Y)) = H™(M,.7)

H™(B,.7)=1 By *(A(B)) 5 | EX2(A(B)) > H"(M..7),
melybdl a megfelel6 6sszevonasok utan megkapjuk az allitast.
Ha 4 és B is Leray-fedések, akkor ¢ és v izomorfizmus, igy \* = ¢! o ¢ is
az. O

4.2.5. Kovetkezmény. A tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy léteznek
H(M,.?) — H"(M,.#) homomorfizmusok is, hisz a finomité leképezésekkel kom-

patibilis ¢ a direkt limesen homomorfizmust indukal.

A fejezet {6 tételében belatjuk, hogy e homomorfizmusok kell6en szép (parakom-
pakt Hausdorff) terekre valgjaban izomorfizmusok, de ehhez sziikséges lesz még egy
kis elokésziilet.

Egyrészt vegyiik észre, hogy a Cech-kolancok CP(4,.#) modulusaihoz csak a
I'(|o], ) modulusokra, és a megszoritds operatorokra volt szitkségiink. Ezek meg-
felel6i adottak egy elékéve esetén is, definidlhatjuk a CP(4U, {#}) modulusokat
melynek elemei a {7} elékéve-egyiitthatos p-koldncok. A kohatar leképezéseket az
eredetivel megegyez6 mdédon definidlva megkapjuk a megfelel6 kolanc-komplexust,
melynek kohomolégiai a H? (4, {.7,}) modulusok.

A finomitésok altal a kohomolégidkon indukalt jéldefinialt homomorfizmus léte-
zéséhez (4.1.6 lemma) sem hasznéltuk fel a kévék tulajdonsagait, igy definidlhatéak

a H"(M {S}) = lim 11 (U, { S }) eldkéve-egyiitthatés Cech-kohomolégia modu-

{uy
lusok is.
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4.2.6. Lemma. Legyen {1} R-modulus elékéve a parakompakt Hausdorff M tér
felett, melyre az asszocidlt kéve a zérékéve. Ekkor H™(M,{.y}) = 0 Vp > 0 esetén.

« sz

f e H"(M,{S}) elem reprezentalhaté egy f € CP(U, {7y }) kociklussal, elég fi-
nom U = {U,}, fedés valasztasaval. A fedést esetleg tovabb finomitva feltehetjik,
hogy I lokalisan véges (hisz M parakompakt), és vehetjiik egy B = {V,}, finomi-
tédsat, amire Vo esetén V,, C V, C U, teljesiil (M parakompakt és Hausdorff, igy
normalis).

Mivel a direkt limesként el6all6 asszocialt kéve a zérdkéve, igy tetszéleges o € UPF!
(p + 1)-esre és Z € |o| pontra az f(o) € .S, elem Z egy alkalmas Wy, kérnye-
zetére val6 megszoritdsa a Sy, nullelemét kell hogy adja. Az U fedés lokalis
végessége miatt adott Z pont csak véges sok |o| halmazban lehet benne, igy Z
megfeleld kornyezetére — a W = N,Wz, halmazra — teljesiil, hogy a megszoritas
pw, ol (f(0)) =0 € HAy,, Yo € P! esetén, amennyiben Z € |o|.

A Wy halmazokra (esetleg tovabbi sziikitéstikkel) feltehetd, hogy a.) W, C V, ha
ZeVy,ésh) ZeU,haWyNV, # 0. Az a.) pont miatt ezen halmazok Osszessége, a
20 fedés, B egy finomitésa. Jelolje a finomité leképezést ), tovabba ennek a B — 4
finomitassal vett kompozicioja legyen A : 20 — Ll

Tekintve egy 6 = (Wz,, Wz,,...,Wz,) € Q0P+ (p+1)-est, ennek képei legyenek
T =N&) = (Vag, Vary -+ Vi) € B4 650 = N(3) = (Ung, Uays - - -, Us,) € PH Ek-
kor, ha |G| # 0 akkor a |6 = N;Wyz, C |o| = N;V,, dsszefiiggés miatt Wz, NV, # 0
igaz Vi, j parra, igy a b.) tulajdonsag szerint Z; € U,,. Tehat fenndll, hogy Z; € |o]|
és mivel pWZj’|U|(f(a)) = 01gy p;10(f(0)) = 0 is teljestl.

Tehéat a finomitas altal indukalt \*f € CP(20,{}) kociklusra teljesiil, hogy
(V)\*f)v(@ = Pis1o([(A(G))) = P\&|,|g\(fv(0)) =0, igy az [ Adltal reprezentalt
f e H'(M,{y}) elem nulla, tehdt H"(M,{}) = 0. O

A masik sziikséges eszkoz a H (M, Cech-kohomolgia modulusok egy mésik
ekvivalens definicidja.

Vegytik M 6sszes nyilt fedésének azt a € alosztalyat amelyben az U = {Uz}z
fedés elemei M pontjaival vannak indexelve, és Z € Uy a Z pont egy nyilt kornyezete.
Ekkor %-n bevezethet6 a finomitasok &ltal definidlt részbenrendezés,
U<SB&V, CU,VZ e M. Tovabba létezik egy kanonikus finomité leképezés,
mely 8 > Vjz-hez az azonos ponttal indexelt U > Uz-t rendeli. Ekkor a finomi-
tas altal indukalt leképezéssel maguk a CP(LU, ) modulusok is direkt rendszert
alkotnak, igy bevezetheték a CP(M,.7) = lim C7 (U, .) direkt limes modulusok.

%
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A finomitassal nyilvan kommutéalé & Cech-kohatar leképezések a direkt limese-
ken 0 : C?(M,.7) — CP*1(M,.s) homomorfizmusokat indukélnak, melyekkel a C?
modulusok koldnc-komlexust alkotnak. Ennek kohomolégiit jelolje H?(C*(M,.7))
de ezek bizonyithatéan izomorfak a H?(M,.%) modulusokkal.

Ugyanis, ha az [f] € H”(é*(M, 7)) elemet az f € C’p(M, ) elem reprezentalja
(melyre 6f = 0 € CPH(M,.7)), akkor a direkt limes definiciéjabol adédéan f pedig
egy fu € CP(U, ) kolanccal reprezentalhat6. Esetleg megfelelé finomitésra attérve
adfy=0¢eCrri(u ) is teljesil, igy [fu] € HP(4,.¥), amit tekinthetiink a direkt

limesben egy elem reprezentdnsanak is..

4.2.7. Lemma. A kapott ¢ - H*(C*(M,.%)) — H™"(M,.?) hozzirendelés jéldefini-

alt izomorfizmus.

Bizonyitds. Sziikséges hogy ¢ fliggetlen a reprezentdnsok valasztasatol, valamint
injektiv és sziirjektiv. Mindharom feltétel egyenes szamolassal leellendrizhet6.

A ¢ hozzarendelés fiigghetne f és az fy reprezentdansoktol. Az utébbitol vald
fiiggetlenség kovetkezik a direkt limesek konstrukecidjabol, az elébbi vélasztas lényeg-
telenségét pedig a kovetkezd érvelés mutatja: Ha [f] = [f'] € H?(C*(M,.”)) akkor
f—f'=dge C’p(M, ), és megfelel6 fedést valasztva fy — fi = dgy € CP(U,.7).
Bkkor [f] = [f4] € H7(8L,.),

Ha az [f] € H?(C*(M,.?)) elemre ¢([f]) = 0 € H?(M,.?), akkor megfeleld fe-
désre [fy] =0 € HP(U,.%), azaz fy = dgy € CP(U,.). Ekkor f = dg € CP(M,.%),
azaz [f] = 0 € H?(C*(M,.%)).

A sziirjektivitas még trividlisabb, H "(M,.) egy [f] elemének elég olyan i fedés

ekkor [fy] € H?(C*(M,.%)). O

Megjegyzés: Ez a konstrukcié is miikodik kéve egyiitthato helyett elokévékkel
is.
4.2.8. Tétel. Ha . az M parakompakt Hausdorff tér feletti R-modulus kéve akkor
a H*(M,.?) — HP(M,.%) természetes homomorfizmusok izomorfizmusok.

Bizonyitds. Vegyilka0 — .7 — &°(.%) 25 &'(.#) 25 - kanonikus feloldast,
és tekintsiik az A4 = CP(M, «/9(.)) modulusokat a & = § : AP? — APt1a &g
d = (—1)PraD* . Ara — Apatl Jeképezésekkel. Ekkor (AP, 8, 8) kettds komplexust
alkot, tekinthetjiik a két asszocialt spektralis sorozatot.

A maésodik filtralas esetén az «7%(.) kévék finomsdgabdl a korabbi tétel alapjan
kovetkezik, hogy
I'(M,a/?(”)) halO=gq

HY(A?) = HY(C*(M, (%)) = HY(M, #(.7)) = { 0 ha 0 < g
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18y
. . D _
LBE(A) = () = { S
A korébbi bizonyitasokhoz hasonléan ezek alapjén o E54(A) = ,EP4(A) teljesiil és
gy H"(A) =, EL(A) = H"(M, %)
Az elsé filtralas tagjainak leirdasahoz vegytik észre, hogy létezik a kovetkezo ter-
mészetes izomorfizmus: ) = HY(I'(U, o*(7)) = HY(U,.”) jelolés mellett a di-
rektszorzatos definicié miatt HY(CP (U, «7*(7)) = CP(U, {4} }v). Ekkor a kordbbi

konstrukciéval analég médon definidlhatéak a CP(M,{47}) = lim C7 (44, {7}
{43
modulusok, és ezekre Hg(fvlp’*) = HY(CP(M, /(%)) = CP(M,{"}). Tehat

1E3(A) = HY(HY(A™)) = HP(C*(M, {4})) = HP (M, {7}).

Mivel ¢ = 0 esetén J4° = H(U,.) = T'(U,.), igy {7} a .#-hez asszociélt
elékéve { A}, és igy HP (M, {A0Y) = HP(M,{S}) = H(M,.7).

Mésrészt ¢ > 0 esetén a S]] a zérékévét asszocidlja, a kovetkez6 érvelés szerint:
Mivel &/ () széarai eléallnak szelések direkt limeseként, és a kanonikus feloldas
kévék exakt sorat adja, igy Vm-re minden Z € M pontra valaszthatéo megfeleléen

kis U C M nyilt halmaz, melyre a
s U, NS)) - TU, () = T(U, " S)) — -

sor is exakt, igy s = H™(IT'(U, &*()) = 0. Tehat a " halmazok direkt
limeseként el6allé szarak mind nulldk az asszocialt kévében. A 4.2.6 lemma szerint
ekkor H?(M, {61}) =0

Az eseteket dsszevonva

H?(M,5) ha0O=q

EYU(A) = HY (M, {41}) =
1B27(A) (M, {A7}) {o ha 0 < g

ad6dik, melyb8l 1 ESU(A) = | EP9(A) teljesiil és igy H™(A) = 1 E0(A) = H(M,.%).

Tehét H"(M,.7) = H"(M,.7).

Hogy a ¢ : H*(M,.”) — H"(M,.7) természetes homomorfizmus maga izomor-
fizmus az kovetkezik a konstrukciébol. Ugyanis ¢ a Leray tételben (4.2.3) beveze-
tett, finomitasokkal kompatibilis ¢y : H"(U,.) — H"(M,.”) homomorfizmusok
altal a direkt limesen indukalt leképezés, melyek az ottani bizonyitas alapjan az
VEO(Ay) — H™(Ay) homomorfizmusbél adédtak.

Ha AP9-t az ARY = CP(4, &77(.)) modulusok direkt limeseként fogjuk fel, akkor
az p: Ay — AP% homomorfizmus az asszocidlt spektralis sorozatok megfelel6 tagjai

kozott p* homomorfizmust indukal. E mentén a ¢y-bdl keletkezd leképezés egyrészt
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pont a EyY(A) — H™(A) éltal adott H"(M,.?) —» H"(M,.?) izomorfizmus,

masrészt p definiciéja miatt maga ¢. A szemléletesség kedvéért ugyanez diagramon:

H"(U,.9) =1 B3 (Ay) 2% H"(M..7)
&* &*
H™(M,.%)=E3Y(A) = H"(M, ).
]

Megjegyzés: Az ebben a szekcioban bemutatott allitasok jo részének spektralis
sorozatokat nélkiiloz6 alternativ bizonyitasait kaphatjuk Bott & Tu Tic-Tac-Toe

lemmajat alkalmazva ([1] 12.1 lemma).
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5. A klasszikus kohomoldgiak szamolasa kévékkel

Ebben a fejezetben bemutatom, hogy lehet Osszekapcsolni a klasszikus kohomolo-
giaelméleteket az eddig targyaltakkal. A szimplicidlis-, szingularis-, deRham- és
Dolbeault-kohomolégidk kévék feloli megkozelitését fogom felvazolni. Ehhez elen-
gedhetetlen par sorban bevezetni az adott kohomoldgia-fajtakat, de mivel ezek &al-
talaban részei az egyetemi tanulmanyoknak, a bevezetoket sziikre fogom, és az alap

tételek bizonyitasat sem fogom részletezni.

5.1. A szimplicidlis kohomolégia

A szimplicialis kohomoldgia a szimplicidlis homolégia dudlisaként van definidlva, a
preciz részletek megtaldlhaték példaul [2] els fejezetének §2 részében, a lényeg a
kovetkezo:

Standard szimplexek oldalakon val6 ragasztdsaval X topologikus teret (igyneve-
zett szimplicialis komplexust) kapunk, melyre definidlhatbak a
C2(X,Z) = C,(X,Z) halmazok. Ezek elemei — a ldncok — az n-lapok linearis
kombindacioi, igy nyilvan Z-modulusok. Egy A € C,(X,Z) szimplexre vehetjilk az
i =0,...,n-edik hiperlapot, az i indexti cstcs elhagydsaval nyert A* € C,_1(X,Z)

szimplexet. Ennek segitségével a modulusok kozott definialhaté a hatarleképezés

d=d,: Co(X,Z) = C,_1(X,Z), melyre d (Z aaAa> = Zaa (i(—l)lAf)) ,
o a =0
mellyel (C.(X,Z),d) ellendrizhetéen lanckomplexus. Ennek homoldgii a szimplici-
4lis homolégidk, H> (X, Z).
A lanckomplexusok mas egyiitthatoval is definidlhatoak, tetszoleges F Abel-
csoportra Cp (X, F) = C,(X,Z) ®z F. Ha F gylri (amit mostantél tegytnk fel),
akkor igy F-modulusokat kapunk.

Tekinthet6k e modulusok dudlisai, a C% (X, R) = C™(X, R) = Homz(C,(X,Z), R)
R-modulusok, azaz egy f € C™(X,R) kolanc minden A € C,(X,Z) szimplex-
hez R egy elemét rendeli ( f(A) = ra € R ), és linearis. A hatarleképezés
dudlisa a d = d" : C"(X,R) — C""(X,R) kohatér-homomorfizmus, mely a
(df)(D) = 7%1(—1)7(&1') képlettel adhaté meg, és mellyel (C™"(X, R),d) koldnc-
komplexus. Z;IOZ(X, R)=H"(X,R) = H"(C*(X, R)).

Alapvet$ (bar nem trividlis) tétel, hogy a szimplicidlis (ko)homolégia nem fiugg
a szimplicidlis felosztas finomsagatol — szimplexeket alkalmas médon tovabb osztva

a (ko)homolégia modulusok nem valtoznak.
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5.1.1. Tétel. Az M szimplicidlis komplezusra H2 (M, R) = H™"(M,R) = H"(M,R),

ahol R a trividlis kévét jeloli, melynek minden szdra az R-modulus.

Bizonyitds. A Griffiths& Harris konyv [4] bizonyitdsat kovetem (3. fejezet).

Egy szimplicialis komplexus parakompakt és Hausdorff, tehat a Cech-kohomoldgia
definidlasaval nincs gond, és a méasodik izomorfizmust mar belattuk.

Az els6 izomorfizmushoz vegytk Vv, € Co(M, R) csicsra (0-dimenziés szimp-
lexre) az S(v,) nyilt halmazt, mely az Osszes olyan szimplex belsejének uniéja,
melynek v, csucsa. Ez a v, csillaga, és a csillagok egyiitt fedik M-et, legyen
U={Us} = {S5(va)}-

Tetszéleges 0 = (Uay, - .,Ua,) € UP esetén |o| # 0 pontosan akkor teljesil, ha

A Vgg, - - -5 Ua, PONtOK egy p-szimplex csticsai, ekkor viszont |o| Gsszefiiggd is. Igy

I'(lo|,R) = -
0 egyébként.
Tehat a ¢ : CP(4U, R) — CR% (M, R) homomorfizmus, amire f € CP(, R) esetén

R ha a v,, csticsok egy p-szimplexet feszitenek ki,

(¢sa o = (Usy,-..,Us,) melletti A, = Span < vq,, ..., v, > jelolést alkalmazva),
(o(f)(Ay) = f(o) € I'(|Jo],R) = R valdjaban izomorfizmus.
Tovabba
p+1
(00f)(D0) = B(0f(Ag)) = 0f(0) = 3 (=1)'f(0) =
p+1 i p+1
= 3 (D/0f(Bn) = S(-1'01(8L) = (o) (Ao,

azaz ¢pd = d¢, igy a kolacok is izomorfak, C*(U,R) = CL (M, R). Ezaltal a koho-

moldgia-modulusok is azok, H" (U, R) = H} (M, R).
Meggondolhaté, hogy a Cech-kohomoldgidhoz csak szimplicidlis finomitdsok men-
tén véve a direkt limest ugyanarra a eredményre jutunk, igy H"(M,R) = H% (M, R).
[

5.2. A szingularis kohomolégia

Rogzitsik Vn-re az R" O A" = {zx € R": ¢ < x; < 1, Y x; = 1} kanonikus szimple-
xet. Mint az el6z0 fejezetben, vehetjilkk az ¢ = 0, ..., n-edik cstcs elhagyasaval nyert
(A™); lapokat, melyek azonosithatéak a A" szimplexszel.

Legyen M topologikus tér, és definidljuk a
C5™(M,Z) = Spang{f : A" — M, f folytonos}
Abel-csoportokat, valamint az R gyfirti esetén a C5"9(M, R) = C™(M,Z) ®z R

R-modulusokat, melyek elemeit szingularis lancoknak, az egyes f : A" — M leképe-
zéseket pedig szingularis szimplexeknek nevezzik. A d : C579(M, 7)) — CS™/(M, Z)

n—1
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hatar-homomorfizmusok, melyekre f — df = ( 1) fl(an), ekkor teljesitik a
=0
dod = 0 osszefiiggést. Az igy definialt lanckomplexus a szinguldris lanckomple-

zus, homoldgidi a szingularis homolégidk H™ (M, R).

Ezek dudlisai a C7, (M, R) = Hom(C;™(M,Z), R) modulusok, a d homo-
morfizmus d : C%, (M, R) — Cut (M, R) dudlisat pedig a kovetkezd képlet fr-
jale: Ha ¢ € Smg(

1

(do)(f) = o(df) = S (=1)'¢(flan+1),) € R. Ismét dod = 0, és a szingularis
=0

kolanc-komplexusok kohomolog1a1 a HZ. (M, R) modulusok.

sing

M,R), és f € C¥W(M,Z) egy szinguldris szimplex, akkor

5.2.1. Tétel. Ha M eqy parakompakt Hausdorff topologikus tér, melynek minden
pontjanak létezik pontrahizhato kornyezete, akkor HZ. (M,R) = H™(M,R), ahol

sing

R ismét a trividlis R-szdru kéve.

Ez az allitas és bizonyitasa Godement [3] konyvén alapul, a II. fejezet 3.8.1-es

példaja foglalkozik a témaval.

5.2.2. Lemma. Ha M minden pontjanak létezik pontrahizhato kornyezete, akkor
megkonstrudlhatok a €"(R) kévék, melyre I'(M,€¢"(R)) = CI (M, R), és a

sing
0—-R—=%°R) = FYR) —
sorozat kévék exakt sordt adja.

Bizonyitds. Az R jelolését elhagyva legyen VU C M nyilt halmazra €7 = CF,, (U),

ekkor V' C U esetén a pyy @ €7 — 6y megszoritds az ¢ : V — U tartalmazasbdl

adédik. Ugyanis ha ¢y € C7, (U), akkor az f € C3™9(V) szinguldris szimplexre
(pvwov)(f) = du(eo f) megfelel a kovetelményeknek.

Ekkor a ({€}}}, p) objektumok el6kévék, rdadasul kénnyen lathatéan teljesek is,
igy az asszocidlt €™ kévékre teljestl, hogy I'(M,€") = €}, = C.,. (M, R).

sing

A sor exaktsdgahoz az sziikséges, hogy VZ € M pontra a szarak
syt Gy T —

sora exakt legyen (n > 1), ez pedig azt koveteli meg, hogy megfelel6 U > Z koérnye-

zetre az elokévében
._>Cg”1_>Cg”_>%"l_>...
U U U azaz

= oY U) - on, (U) = CiilU) — - -

sing sing sing
exakt legyen. Ez a feltétel értelmében 1étez6 pontra hizhaté U kornyezet valaszta-

saval teljesiil, hisz ekkor HZ, (U) = 0.

sing
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Azn = 0 esetet nem art kiilon vizsgalni, itta0 — R — C% (U) — CL (U) — -

sing sing

sor exaktsaga a kérdés, ami pontrahizhaté U-ra a HY, (U, R) = R képletbdl ado-

sing

dik. ]

A tétel bizonyitdsa. Belatjuk, hogy a lemméban szereplé €™ (R) kévék finomak, ek-
kor a 3.2.7 szerint Vp > 0 esetén HP(M,€¢"(R)) = 0, igy az altalanositott deRham-
tétel (3.2.1) alkalmazhato. Azaz

H"(M,R) = H"(I'(M,¢*(R))) = H"(C,,.(M,R)) = H... (M, R).

sing sing

A kévék finomsagdhoz pedig a elég a 3.2.6 példaban leirtak alapjan, hogy €™
modulus az M — R fiiggvénycsirak .# kévéje felett. Ez teljesiil a kovetkez6 egyszerii
konstrukciéval.

Rogzitsiink egy P € A™ pontot, és ¢ € CF, (U, R) koldnc, o € C3™(U,7Z)
szingularis szimplex és F' € F(U, R) fuggvény esetén (F - ¢)(o) := ¢(0) - F(a(P)).
Ez a szorzas kompatibilis a megszoritasokkal, igy az asszocialt kévéken is megfelel6en
mikodik, és egy R értékll egységosztas csiraival vald szorzas egységosztast ad €™

kévéken, bizonyitva finomsagukat. O]

5.3. A deRham kohomolégia

Egy n-dimenziés sima sokasagon vehetd Vp esetén az p-edfoki C'*° R-értéki differen-
cidlformak Chp(M,R) = QP(M,R) R-vektortere, mely a lokélis térképeket, lokalis
koordinatakat hasznalva a QP(M,R) = {IZ frdx! : f; € C>=(M, R)} alakot Olti.
Itt I = (i1,...,i,) esetén dz’ = dx;, A dmi: ‘ -p~ - Adx; -t jeloli. Ezek kozott a kiilsé
derivilas d : Oy, — ChE', d(frda!) = 3, 9 Ldz; A do’ kohatér-leképezésként funk-
cional, és az igy definialt kolanc—komplexus (a deRham komplexus) kohomolégiai a
HY5(M,R) deRham kohomolégidk.

Az egész konstrukceid kévésithetd (Isd. 1.3.3 példa) és igy adddik a kévék az 1.3.4

definiciéban szereplo
0—R—& Lgt 4. . Len L

deRham exakt sora, aminek &” tagjai a 3.2.6 példaban latott médon finomak. Igy

rogton adodik a kovetkezo tétel:

5.3.1. Tétel. Egy n-dimenzics M sima sokasigon Y0 < p < n esetén
HY(M,R) = HP(M,R), ahol a mdsodik kohomoldgia a trividlis R-kéve kohomo-
logiait jelols.
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Bizonyitas. A sor exaktsagabol és a kévék finomsagabdl az altalanos deRham tétel

alapjan

H"(M,R) = H"(I'(M, &")) = H"(Cjp(M,R)) = Hj(M,R).

Es a korabbi alfejezetek alapjan ennek kovetkezménye deRham hires tétele:

5.3.2. Tétel (deRham). Egy n-dimenzids M sima sokasigon Y0 < p < n esetén

sing

Megjegyzés: Az eredeti tétel allitasa kicsit tobbet mond, ott az izomorfiz-
mus konkrétan meg van adva, mint a differencialformak integralasa a szimplexeken.
Viszont a bizonyitas is sokkal technikaibb, a topologikus Stokes tételt hasznalja
( fo=] dd)).

daMeg;egyzés: Az egész konstrukeié és a tétel allitasa is fennall holomorf soka-

sagokra és C értéki differencialformakra.

5.4. A Dolbeault kohomolégia

Egy n dimenziés komplex sokasagon a fent targyalt deRham kohomologiandl rész-
letesebben is vizsgalhatjuk a C°° differencialformakat. A lokalis koordinatak szo-
kasos z; = Rz; + iz, = x; + iy; felbontasabol definidlhatjuk a dz; = dz; + idy;
és dz; = dx; —1dy; 1-formakat, amik a kotangensnyalab egy bazisat adjak. Ezek

segitségével definidlhatd az m-formak terének

Q"= P 1= P { > fI,szIAdzJ}

pa=m pra=m \|I|=p.|7|=q

felbontésa, a tagokat a (p,q) tipusi differencidlformak terének mondjuk. Itt a ma-
sodik egyenloség megint lokalis koordinatakat hasznalva értendo.
Definidlhatéak a 0 : QP9 — QPFLI és 9 - QP9 — QPat! Jeképezések, ahol

O(frsdz" NdzT) =3 ag;J dzj A dz' A\ dz és
j j
3 I =J\ __ afI,J _ I _J
O(frydz" Ndz”) = Zaizdzk/\dz Adz”.
k

k

Ezekre teljesiil, hogy a kiilsé derivélas d = 9+0, valamint hogy 0% = 92 = 90 4 90 = 0.
Roégzitett p mellett a C24(M,C) = QP9 C-vektorterek a 9 homomorfizmussal
kolanc-komplexust alkotnak, ezek kohomolégiai a Hz?(M, C) Dolbeault kohomolégia-

modulusok.

46



Kiilénosen fontosak az OP holomorf p-formak, a Cauchy-Riemann egyenletek
alaldnositasaként ezek azok a (p,0) formék, melyekre 9 = 0. Specidlisan az el6bbi
eszkozzel megfogalmazva OF = H g’O(M ,C)

A konstrukeié megint kévésitheto, igy addédnak az 1.3.5 példaban felvazolt kévék,
és azok 1.3.6-ban felirt

0— 6P — gt Ly gr2 0, 0, oon Dy
exakt sora.
5.4.1. Tétel (Dolbeault). Az M komplex sokasdgra H(M, OP) = HE*(M,C).

Bizonyitds. Az allitas kozvetlen alkalmazéasa az altalanos deRham tételnek, ugyanis
a &P kévék finomak a 3.2.6 példa alapjan. O

5.4.2. Kovetkezmény. Az M komplex sokasagra létezik egy Fs spektralis sorozat

(az Ggynevezett Frohlicher spektrdlis sorozat) melynek kezdétagjai

o { HY(HY(M, 67))  haap>0,q20
2 pummy

ha p < 0 vagy q <0,

és az BP9 limestagokra H"(M,C) = > EPRA.

pt+q=n

Bizonyitds. Az (AP = T(M,&P9), 0, 0) kettds komplexusra alkalmazva az altalanos
elméletet a E3? = HH(HI(A**)) = Hy(HY(M, O7)) = Hj(HY (M, O?)). Masrészt
mivel a totalis komplexus az (A" = I'(M, &™), d), vagyis az n-formak a kiils6 deri-
valassal, igy H"(A*) = H"(M,C) a deRham tételbdl.

Az éltaldnos E(H"(A*)) = EP1 képlet itt tehét

ptq=n

H"(M,C)=E(H"(M,C))= > EPI

pt+q=n

alakot olt, ahol az elso egyenléség a C-egyiitthatos kohomoldgidk vektortér volta

miatt all fenn. O]

Megjegyzés: A kettos komplexus altal a kohomolégiakon indukalt filtralast

Hodge-filtraldsnak hivjuk, és tobb teriileten is hasznos eszkéznek bizonyul.
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6. Cousin problémak

Az utolsé fejezetben nézziik a kéve-kohomoldgia két komplex-fiiggvénytani alkal-
mazasat. Mindkét probléma meromorf fliggvényekkel kapcsolatos, arra keresnek
valaszt, hogy egy adott térben milyen feltételekkel 1étezik meromorf fiiggvény meg-
adott polusokkal. Valojaban az elsé probléma 1-dimenziés valtozata volt a kéveko-

homolodgia-elmélet egyik elsé motivacidja, igyhogy ezt kiilon ki is mondom:

Tétel (Mittag-Leffler). Legyen U C C nyilt halmaz, és F C U ennek egqy diszkrét

Laurent-sor. Ekkor létezik f € M(U)NO(U\ F) meromorffdggvény, melyre f — p,

holomorf a-ban is.

n(a)
zart részhalmaza. Legyen adva Ya € F pontra az p,(z) = > (z%)k eC [ 1 } véges
k=1

Bizonyitds. A bizonyitds kovetkezni fog az altalanos elméletbol, de kozvetlen bizo-

nyitas olvashaté példdul a [4] konyvben (0. fejezet 3. rész). O

6.1. Cousin els6 problémaja
A Mittag-Leffler kérdés altalanositasa a kovetkezd, Cousin nevéhez kot6do probléma:

6.1.1. Kérdés (Cousin I). Legyen V' egy holomorf varietds, {U;} egy nyilt fedése, és
legyenek adva f; € M(U;) meromorf figgvények, melyekre f;— fi, holomorf az U;NUj,
halmazon. Az ilyen (Uj, f;) pdrok csalddjdt Cousin-I csaladnak/eloszlasnak (Cousin-
I distribution) nevezziik. A kérdés, hogy tetszéleges Cousin-1 csalddhoz létezik-e

globdlis f meromorf fiiggvény V -n, melyre f — f; holomorf U;-n.
A kérdés atfogalmazhaté a kévék nyelvére.

6.1.2. Definicié (Meromorf fiiggvénycsirdk kévéje). Tetszdleges U C V' nyilt hal-
mazra tekintsik az U-n definidlt meromorf figguények My = M(U) gyiiridjét, me-
lyek a p megszoritissal elékévét alkotnak. Az asszocidlt M kévét, nevezzik a me-

romorf fiiggvénycsirak kévéjének.

Mivel a meromorf fiiggvények az értelmezési tartomanyuk egy stirti nyilt halma-
zan leirhatéak egy holomorf fliggvénnyel, és ha az az azonosan 0 fiiggvény, akkor
a meromorf fuggvénytink is az, igy a ({ 4y}, p) el6kéve teljes. Ezaltal .# kévére
teljestl, hogy I'(U, #) = My = M(U).

Réadasul a holomorf fiiggvények O(U) C M(U) bedgyazasa injektiv homomor-

fizmust indukal az asszocidlt kévéken, mely —a faktort &2-vel jelolve — a
0 — 00— M — X —0

rovid exakt sorral irhaté le.
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6.1.3. Definicié (Principalis részek csirdinak kévéje). A & = M |0 kévét hivjuk
a principélis részek (principal parts) csirdinak kévéjének. Egy p € T'(U, &) szelést

nevezink principalis résznek.

6.1.4. Megjegyzés. Az 1-dimenzids esetben a meromorf fiiggvények lokalisan le-
irhatoak a Laurent-sorukkal, a holomorf fliggvények pedig a Taylor sorukkal. Ezek
szerint egy principalis rész lokalisan megfelel egy csak negativ kitevojii tagokkal
felirt véges Laurent-sornak, tehat & egy &, szara megfeleltethet6 az ilyen sorok
additiv csoportjanak.

Tovabba a € V megfelel6 U, kérnyezetére a faktor definiciéja miatt a p € I'(U,, &)
szelések elballnak egy U,-n értelmezett meromorf és egy holomorf fiiggvény kiilonb-
ségeként, tehdt — mivel 1 dimenziéban a szingularitasok izoldltak— p(a) € 2, tet-
szOleges, és Vz € U, \ {a} esetén p(z) =0 € Z,.

Tehét a Mittag-Leffler tétel p, sorai meghataroznak egy p € I'(U, &) szelést,
melyre a € F esetén p(a) = p, és az a € F pontokra p(a) = 0. Es ekkor a tétel
allitasa, hogy a I'(U, #) — T'(U, &) leképezés sziirjektiv U C C nyilt halmazokra.

6.1.5. Megjegyzés. Magasabb dimenziéban egy p € I'(V, Z?) szelésrél a kovet-
kez6k mondhaték. Tetszéleges a € U pontra a p(a) € &2, csirdt reprezentald, a
egy megfelel6 U, kornyezetén értelmezett f meromorf fiiggvényre f jo reprezentansa
p(z) € P,-nekis z € U, esetén. Tehdt —a varietasok Mo tulajdonsigét felhasznalva—
V-hez talaltunk egy {U,} fedést, és f; € M(U,) meromorf fiiggvényeket, amik rep-
rezentaljak p-t. Es mivel az U; N Ui, metszeten f; és fi, ugyanazt a principélis részt
reprezentélja, igy f; — fi szikségszertien holomorf, azaz a p € I'(V, &) szelések

megfelelnek a Cousin-I csaladoknak.

6.1.6. Tétel. Egy V warietisra létezik a
0 — D(V,0) = TV, ) 25 T(V, 2) 25 HY(V, 6)
exakt sor, igy a Cousin-I probléma megolddsdnak obstrukcidja HY(V, 0).

Bizonyitds. Az alitas kozvetlentl adédik a kévék rovid exakt sorahoz asszocialt ko-

homologikus hosszt exakt sorbol. O]

Megjegyzés: Az elozd tételbol rogton kovetkezik a Mittag-Leffler tétel, hisz
YU C C nyilt halmazra H'(U,0) = Hy'(U,C) = 0. Ez pontrahtizhaté U hal-
mazra kovetkezik a 0-Poincaré lemméabdl (F.6). Nem egyszeresen Gsszefliggé hal-
mazra azonban kicsit mélyebb indoklast kivan, kovetkezik példaul a ténybol, hogy
C minden nyilt részhalmaza egy holomorfia-tartomany, és hogy C" holomorfia-
tartomanyaira Hg’q = 0,VYq > 0. Errél bévebben olvashatunk [5] G.9. tételében

és a G. fejezet utolsé par soraban.
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6.2. Cousin masodik problémaja

Az el6z6 kérdésnek megfogalmazhaté egy multiplikativ valtozata is.

6.2.1. Kérdés (Cousin II). Legyen V' egy holomorf varietds, {U;} egy nyilt fedé-
se, €s legyenek adva f; € M*(U;) figgvények a meromorf figgvények multiplikativ
csoportjabol, melyekre f;/ fi, holomorf és sehol sem eltiiné az U; N Uy, halmazon. Az
ilyen (Uj, f;) pdrok csalddjat Cousin-1I csaladnak/eloszlasnak nevezzik és keressiik
a feltételt ami megadja hogy adott Cousin-II csalddhoz létezik-e globdlis f meromorf

figgvény V -n, melyre f/f; holomorf és nem nulla U;-n.

Kévékkel megfogalmazva, vehetjiik a &' kévében a szarak multiplikativ csoportja-
inak unidjat, ami egy nyilt részhalmaza &-nak, és az 6rokolt topolégiaban a szorzas
ellendrizhetoen folytonos miivelet, igy megkapjuk az &* Abel-csopot kévét. Ugyan-
ezzel a médszerrel kapjuk a meromorf fiiggvénycsirak multiplikativ kévéjét, .#*-t,

melynek 0* nyilvan részkévéje. A faktort Z*-ként jelolve adédik a
0 — 0" — M — " —0
exakt sor.

6.2.2. Definicié (Cartier divizorok csirdinak kévéje). A * = .4 * | 0* kévét hivjuk
a Cartier divizorok csirdinak kévéjének. Eqgy D € T'(U, 2%) szelést neveziink Cartier

divizornak.

Megjegyzés: Egy varietas reguldris része felett (igy egy sokasdg egészén) a
Cartier divizorok megfeleltethetéek a mashonnan ismerhet divizor fogalomnak (Isd
F.4), de szingularitdsokndl elébbiek sziikebb halmazt alkothatnak. Ez a téma azon-
ban nagyon messzire vezetne, igyhogy nem részletezem, a [7| konyv kicsit részlete-

sebben kifejti.

« /ey

divizorhoz talalhatunk {U;} fedést, és f; € M*(U;) reprezentansokat. A metszete-
ken pedig f;/fr holomorf nem elting, azaz Cartier divizorok a Cousin-II csalddok

megfelel6i a kévés megfogalmazasban.
6.2.3. Tétel. Egy V warietisra létezik a
0 — T(V,0%) — T(V,. ") — T(V, 2%) < H'(V, %)
exakt sor, igy a Cousin-II probléma megolddsdnak obstrukcidja H(V, 0*).
Bizonyitas. Mint az el6bb. O]
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Vizsgaljuk meg kicsit jobban az obstrukciot. A ¢ leképezés a D € T'(V, 7%)
divizorhoz a HY(V, 0*) = HY(V, 0*) azonossig alapjan egy g € C'(4, 0*) kocik-
lust rendel. Erre a dg = 0 feltétel miatt — g(U, N Up) helyett gqp-t irva — teljesiil,
hogy gay = 9ap9sy, ami a komplex vonalnyaldbok elméletébdl lehet ismerds, a ra-

gaszt6 fliggvények formuldja. Rdaddsul [g] = [¢'] € H'(U, %) pontosan akkor, ha
Jos fa\UamUB
9op  Tluanug
labok sziikséges feltétele.

egy [ € C(U, 0*) szelésre, ami pedig pont az ekvivalens vonalnya-

ley H LV, 0*) azonosithaté a V feletti vonalnyaldbok halmazdval, és a § egy
Cartier divizorhoz egy vonalnyaldbot asszocial. (A ¢ konstrukciéjdba belegondolva
lathat6, hogy ez 6sszhangban van a szokésos divizorokhoz asszocialt nyaldbokkal.)
Tovabba tekintsik az exp : O — O™ leképezést, mely az f figgvény altal repre-
zentalt f, € O, csirdhoz az e*™/ csirajat rendeli. Ennek magja a folytonossag miatt
a konstants egész értéki fiiggvények halmaza, képe pedig minden szaron az 0*, szar

tehat Osszességében 0. Azaz létezik a
0—7Z—0B 0"—0

rovid exakt sor, aminek kohomologikus hosszt exakt soranak
H\(V,0) — H\(V,07) - H2(V, )

részébol adédik a ¢ homomorfizmus.

Egy L vonalnyaléb esetén a c(L) € H?(V,Z) elemet az L (els8) Chern-osztdlydnak
nevezziik, és ezek vizsgalata egy nagyon hasznos és nagy irodalommal rendelkez6 te-
rillet. Tovabba c-t a d-val komponalva megkapjuk a Cartier divizorokhoz rendelt
Chern osztalyokat. Lathato, hogy egy nem trivialis Chern osztalyu divizor semmi-
képp nem tartozhat egy globélis meromorf fliggvényhez, ezzel egy sziikséges (de nem
feltétlen elégséges) feltételt nyerve a Cousin-II probléma megoldhatdsagara.

Megjegyzés: Ezen osztalyokat egy masik konstrukcioval is megkaphatjuk — bar
ez az allitas komoly indoklast kivanna, itt csak tészavakban felvazolom a kapcsolatot.
Egy Cartier divizorra mint altaldanos divizorra, azaz 1 komplex kodimenziés igy 2
valos kodimenzids részvarietasok linearis kombindcidjara tekintve belathatd, hogy
definidl egy fundamentalis osztalyt a (top — 2) dimenziés homolégiamodulusban.
Ennek Poincaré duélisa pont a divizor Chern osztdlya H?(V,Z)-ben.

Megjegyzés: Ha tovabba H'(V, &) = 0, akkor a kohomologikus sor exaktsaga-
bdl ¢ injektiv, igy kapunk egy

0— D(V,0%) — D(V, . ") — T(V, 7%) <% H2(V,Z)

exakt sort, igy adott Cartier divizorra a Cousin-II probléma megoldhatdsdganak

feltétele pontosan a divizor Chern osztalyanak trivialitdsa.
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Réadésul kicsit erésebb feltételek mellett (ha az a & kévének minden & tgyne-
vezett koherens idedl részkévéjére H'(V, %) = 0 — definicié [7] B fejezet, az &llitas
bizonyitasa ugyanott a K.5-6s tétel), a ¢ leképezés sziirjektiv is, és ¢ izomorfizmus,

igy az elobbi exakt sor kiegészithetd
0 — I(V,0%) — D(V, (") — T(V, 7*) <% H*(V,Z) — 0

exakt sorrd. A Cousin-II probléma ekkor tehat pontosan akkor megoldhaté minden
divizorra, ha H?(V,Z) = 0, tisztan topolégiai obstrukciét adva a komplex fiiggvény-
tani kérdésnek.

A fenti feltételt teljesitd varietdsokat Stein varietdsoknak nevezzik, és elméletiik

szintén szertedgazo téma.
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F. Fiiggelék

F.1. Definicié (Direkt limes). Legyen (I, <) egy irdnyitott halmaz, azaz egy részben

rendezett halmaz, melyben tetszoleges o, 5 € I elemekre 3y € I melyre a < 7 és

B < 7. Legyen tovabba A = { A, }aer azonos tipusi algebrai objektumok (csoportok,

gytiriik, R-modulusok, stb) halmaza, és o < (3 esetén legyenek adva fs, : Ay — Ap

homomorfizmusok, melyekre i.) foo = Ida,, és b.) a < < v esetén f,o = f15/sa-
Ekkor A-t direkt rendszernek nevezziik, és definidlhat6 a direkt limes:

@Aa = UAQ/N,

acl acl
ahol A, 3 a, ~ ag € Az pontosan akkor, ha 3y > «, § melyre f,,(an) = fy5(ag).

Tovabba li_ngAa ugyanolyan tipusiu algebrai objektum mint az A,-k, és Vo in-
a€el
dexre az ekvivalencia indukal természetes A, — hg A, homomorfizmusokat.
acl

dulusok direkt rendszereinek rovid exakt sorozata esetén a direkt limesek is rovid

exakt sorozatot alkotnak.

F.3. Definicié (Varietds). Az F = C vagy R test folott V' C F™ egy analitikus
(holomorf) részvarietds, ha lokélisan el6all véges sok F™ — F' analitikus (holomorf)
fliggvény kozos nullhelyeként.

Az f:V — F figguény analitikus (holomorf, meromorf) ha V minden a € V
pontjanak létezik a € U, C F™ kornyezete a befoglald térben és egy f, : U, — F
analitikus (holomorf, meromorf) figgvény, melyre f,|v.nv = flu.av. Ennek segitsé-
gével definidlhaték a V' — W részvarietasok kozotti sima (holomorf) figguények —
melyek koordinatanként azok — és a diffeomorfizmusok (biholomorfizmusok) is.

Ezekkel az eszkozokkel az analitikus (holomorf) sokasdgok mintajara definidl-
haté altalaban egy V warietds: Egy My Hausdorff topologikus tér mely lokalisan
homeomorf W, C F™ részvarietasokkal, melyekre a metszeteken az attéréstiggveé-
nyek bianalitikusak (biholomorfizmusok).

Egy varietas RV reguldris része a sima pontok halmaza, ahol egy pont sima,
ha alkalmas kornyezetében V' lokalisan bianalitikus (biholomorf) F"-mel. RV egy

sokasag, ennek dimenzidja legyen definici6 szerint V' dimenzidja is.

Megjegyzés: Specidlisan minden sima (holomorf) sokasdg varietas, hisz lokali-
san bianalitikusak (biholomorfak) F-mel, ami az azonosan nulla fiiggvény nullhe-
lyeinek halmaza.

Bévebben és precizebben foglalkozik a témaval példaul a [6] konyv A fejezete,

vagy [4] is.



F.4. Definicié (Divizor). Legyen V egy varietas, ekkor V' 1-kodimenzids részvari-

etasainak formalis lokdlisan véges linedris kombinécidit nevezzik divizoroknak.

A holomorf illetve meromorf fiiggvényekkel valamint a kévékkel valé kapcsola-
tukrél, tovabba a hozzdjuk rendelt egyenesnyaldbokrdl bévebben példdul [4] 1.1.
fejezetében lehet olvasni.

A dolgozatban megjelené Cartier-divizorok ennek a fogalomnak specidlis esetei,

azon divizorok, melyek lokalisan leirhatok 1 meromorf fiiggvénnyel.

F.5. Lemma (Poincaré-lemma). R" tetsz6leges pontrahtizhaté U részhalmazén

minden zart 1 < p-forma exakt, azaz HY,(U) = 0.
Bizonyitds. Megtalalhat6 a [1] konyv 1.fejezet §4. szakaszédban. O

F.6. Lemma (0-Poincaré lemma). Egy A C C" policilinderre HEY(A) = 0, ha

q > 1. Tehét holomorf sokasdgokon lokalisan minden zart (p, ¢)-forma exakt.

Bizonyitds. Megtalalhat6 a [4] konyv 0.2. fejezetében. O

i
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