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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom célja a graf 3-sokasdgok néhany invaridnsanak és ezek
osszefiiggéseinek bemutatdsa, valamint a definidlasukhoz sziikséges eszkozok
rovid szambavétele. A graf 3-sokasdgoknak csak toredék részével, az
iranyitott negativ metszési matrixi sokasagokkal foglalkozom. Elsodleges
célom olyan modszerek bemutatdsa, amelyek kozvetleniil a csévezeték gratbol
adjak meg az invaridnsokat.

A 2| fejezetben tisztazom a dolgozatban sziikséges alapfogalmakat.

A graf 3-sokasagok megkiilonboztetésére el6szor megvizsgalom a homo-
l6giat mint invarianst . fejezet). Megmutatom, hogy a dekordlt grafbdl
hogyan kovetkeznek a homoldégiacsoportok, majd néhany specialis esetben
kiszamolom a konkrét homoldgiakat.

A dolgozat tovabbi részében abban a specidlis esetben vizsgalom a 3-
sokasagokat, amikor a sokasag raciondlis homoldgiai a gombével egyeznek. E
vizsgaldodas soran a masodik egészhomoldgia-csoport metszési formaval vald
kiegészitésével definialok egy récsot, és e racs tulajdonsiagainak targyalasakor
eljutok a dualis racs fogalménak megalkotdsahoz. A dudlis récs és az
"eredeti” racs hanyadosa megadja az els6 egészhomoldgia-csoportot (amely
raciondlishomoldgia-gomb esetén véges).

A tovabbi invaridnsok targyaldsa szintén racionalishomoldgia-gombok
esetében torténik (4 fejezet). Elészor a Casson-invaridnst definidlom,
ez az egészhomologia-gombok esetében ad egy invaridanst. Megemlitem a
Casson-invarians sejtést, amely a Casson-invaridns és a szignatira kozotti
Osszefiiggésre mutat rd, majd leellen6rzom egy konkrét példan. Bevezetem
a Casson-Walker-invaridans fogalmat, amely a Casson-invarians kiterjesztése
racionalishomoldgia-gombokre; a mélyebb megértés érdekében megnézek
néhany példat.

A szakdolgozat [l fejezetében a Turaev-Reidemeister-torzidval foglal-
kozom, amely egy ujabb, racionalishomolégia-gombokre definialt invaridns.



Rovid elméleti bevezetés utan a csovezeték grafbol torténo kozvetlen szami-
tasi modot from le, majd a képletek hasznalatat mutatom be néhany pél-
daban. A torzié fogalmanak bevezetését az teszi indokoltta, hogy a Casson-
Walker-invarians és a Turaev-Reidemeister-torzié egy linearis kombindcié-
jaként definialhaté a Seiberg-Witten-invarians, amely racionalishomolédgia-
gombokre ugyanazt az Osszefliggést sejteti, amit a Casson-invaridans sejtés
egészhomologia-gombokre sejtetett. A Seiberg-Witten-invarians sejtés a Sei-
berg-Witten-invarians és a szignatura kozti linearis osszefliggést fogalmazza
meg.

A dolgozat elkészitésében legfontosabb forrasom Némethi Andras elo-
késziiletben 1évé konyve [8] volt. Az alapfogalmak tisztdzasahoz sajat BSc-s
szakdolgozatomat [4] és egyetemi jegyzeteimet hasznaltam fel. A t6bbi forras
a hasznélati helyénél kiilon fel van tiintetve.



2. fejezet

Alapfogalmak

A dolgozatban irdnyithato sokasagokkal foglalkozunk. Amig ezt kiilon nem
jelezziik, addig minden sokasdgrol feltessziik, hogy irdanyithato.

2.1. Graf 3-sokasagok definicidja

Definicié 2.1.1. Legyen ' eqy grdf, melynek minden v csiucsahoz eqy g,
nemnegativ egész €s eqy e, egész szam tartozik. Az igy kidekordlt grdfot
hivjuk csovezeték grafnak.

Definicié 2.1.2. A T' grdfhoz rendeljik hozzda az I(T') metszési formdt,
amely a kovetkezé modon van definidlva:

() = { u €s v kozt mend élek szama ha u # v (2.1.3)

€y, @V csucs Fuler-szama hau =v.

A T paramétert el fogjuk hagyni, amikor az egyértelmd.

Az I metszési formdra tudunk gy tekinteni mint eqy |¥'| X | ¥ | mdtrizra,
melynek sorai és oszlopai a grdf csucsainak felelnek meg. Az i-edik sor j-edik
eleme pedig Iy,

Definicié 2.1.4. A T csévezeték grafhoz hozzarendelhetd eqy P(T") peremes
4-sokasdyg, és ennek pereme OP(I') = M(I") grdf 3-sokasdg. A csévezeték
szerkesztés adja meg a pontos hozzdrendelési szabalyt, melyet [J] cikkben
taldlhatunk meg. Az eqyszeriséq kedvéért a 4-sokasdgot P-vel, a 3-sokasdgot
M -mel fogjuk jeldlni.

Megjegyzés 2.1.5. A ' csovezeték grdfhoz rendelt P és M sokasdgok
eqyértelmiek diffeomorfizmus erejéig.



2.2. Graf 3-sokasagok csovezeték ekvivalenci-
adja (Plumbing calculus)

A csévezeték grathoz vald 3-sokasiag rendelése nem injektiv. Az Gsszefliggést
a csévezeték ekvivalencia adja meg, melyet [I0] alapjén frunk le. A
dolgozatban alapvetéen negativ definit metszési forméju csoévezeték grafokat
fogunk vizsgalni, ezért csak ezek ekvivalencidjanak leirasat tessziik meg.

Tétel 2.2.1. Legyen I'y és I's negativ definit metszési formdju osszefiggo
csovezeték graf. A hozzajuk rendelt 3-sokasdgok pontosan akkor diffeomorfak,
ha a kévetkezo lépésekkel el lehet késziteni I'y-bol T'y-t:

1. csucs felfugasa vagy lefijdsa,

2. €l felfujdsa vagy lefujdsa.
Definicié 2.2.2. 1. Csucs felfiijjasa vagy lefajasa. A grdfban a
kovetkezoképpen jelenik meg:

~ e — €y — ]_ _1
T e — L e e
—~ 7 94 — 7 g4 [0]

Definicié 2.2.3. 2. El felfajasa vagy lefujasa. A grdfban a kovet-
kezoképpen jelentk meg:

~ €y Cw _ —
e -
- [QU] [gw] ™~
— e—1 1 ew—1
: —e . - i
= 94 [0] (9] ~

Az altalanositott csévezeték ekvivalencia tovabbi két 1épését is ismer-
tetjlik, a tovabbiakban ezeket is hasznalni fogjuk.

ElGjeles csucs felfiijasa vagy leftijasa. Legyen € = +1 vagy —1. Egy
csucs felfijasa a kovetkezoképpen is realizalodhat a csovezeték grafban:

~ €y ~ €y + € £
— 7 94 — 7 g4 [0]



Elgjeles él felfiijjasa vagy lefajasa. Legyen ¢ = +1 vagy —1.
Tetszoleges él felfujasa és lefujasa a kovetkezoképpen is realizalodhat a
csovezeték grafban:

™~ &y Cw
:_ e M T

- (9] [w] ~
T~ — .
P e * < i

— ol 0] 9w ™~

Ezeknek a lépéseknek a segitségével fogjuk megmutatni két graf ekvivalen-
cigjat a példaban.

2.3. Link

Legyen X egy komplex analitikus halmaz, és o € X egy izolalt szingularitasa.
Legyen U az o egy olyan kornyezete, amelyre U \ {o} sima. Ekkor létezik
egy p: U — [0,00) valds analitikus fliggvény, melyre p~1(0) = {o}. Minden
S C [0, 00) halmazra jelolje X5 = p~1(.9).

A kovetkezo tétel a link definicidjanak egyértelmiiségéhez vezet, ennek
bizonyitdsa megtaldlhaté [5] konyvben.

Tétel 2.3.1. Létezik eqy elég kicsi g > 0, hogy minden 0 < ¢ < gp-ra
pt({e}) egy C=-sokasdy.

Az (Xjog, Xiey) homeomorfizmus tipusa figgetlen e wdlasztdsdtol és
megegyezik (cone(Xysy), Xiey) homeomorfizmus tipusdval, ahol cone(Y') az
0-bol 'Y -ra vett valos kip.

Az (X0, X{3) homeomorfizmus tipusa fiiggetlen p vdlasztdsdtol.

Definicié 2.3.2. Az X irdnyitott diffeomorfizmus tipusdt az X halmaz
o-nal vett linkjének nevezziik, és Lx szimbolummal jeloljik.

Példa 2.3.3. Ha (X,0) sima és n-komplez-dimenzids, akkor Lx = S*"~1.

2.4. Lanctortek, Dedekind osszegek

Definicié 2.4.1. Legyen I' csovezeték graf I metszési matrixzszal. Definicio
szerint legyen det(T') = det(—1I). Ha T' = ) dires grdf, akkor konvencid szerint
det(0) = 1.



Allitas 2.4.2. Tegyuik fel, hogy a T' csdvezeték grdf eqy fa. Legyen az
e = uw € & az eqyik éle. Az e €l elhagydsdval keletkezd két komponens
legyen 'y, és T, aszerint indezelve, hogy melyik csics van benne. Jeldlje I a
[y grifot az u csics elhagydsa utdn, és ehhez hasonldan I a T',-bdl elhagyva
v-t. Ekkor fenndll a kovetkezd egqyenldség:

det(T") = det(T,) - det(T",) — det(T"}) - det(I"}) (2.4.3)

Definicié 2.4.4. A T' csovezeték grdfot bambusz csovezeték grdafnak hivjuk,
ha osszefiiggd, minden csucsa legfeljebb kétfokiu, minden génusz nulla, és a
—b1,...,—b; Euler-szamokra igaz, hogy b; > 2 minden 1 < 1 < [-re. Ezt a
csovezeték grdfot tovabbiakban jelolje T (by, ..., by).

—by —by b —b—1 —by
[0] [0] [0] [0] [0]

Megjegyzés 2.4.5. AT =T (by,...,b) bambusz csévezeték grafra M(T') =
L(n,q) lencsetér, ahol %= [b1,...,b)], ahol a Mjelélést haszndljuk.

2.4.A. Hirzebruch féle negativ lanctort

Definicié 2.4.6. Két n,q relativ prim pozitiv szamhoz rendeljik hozzd a
kovetkezo negativ ldnctortet:

1
b > 1by. b > 2 (2.4.7)

n
E:[bla"'vbl]:bl_bz_

Definidljuk a parcialis lanctort fogalmat. Ez legyen minden 1 < i < j < [-
hez a ZTJ] = [b;,...,b;] tort, ahol n;; > 0, n; és q;; relativ primek. Legyen
tovabbd n; ;-1 =1 ésn;; =0, ha j <1 —1. A képletbol ldthatoak a kévetkezd
osszefuggések a parcidlis lanctortek szamldloira és nevezdire:

(“) qij = MNit1j

(iii) nij = binit1; — Nitaj hai <j  (24.8)
(’L’U) ng; = bjnm-,l — N2 ha 1 S j

(U) nN-Nip15-1 = Ni41,0 " N1j—-1 — N1 - N1i—1 hai < j.

Azn = mny; és ¢ = ngy. Legyen ¢ = ny 1. A (v) egyenlete alapjdn
(i = 1,7 =1 helyettesitéssel) q¢' —1 =mn-ngy_1, tehdt q¢’ =1 (mod n).



Allitds 2.4.9. [br, ..., b = Somg=gl.

Bizonyitds: Indukcioval. Az [ = 1 eset vilagos: by = by. Az [ = 2 eset:
[b1,bo] = by — & = b=l — det(T(b1b2)) -~ A 4ltaldnos eset:

b2 by det(T'(b2))
[b1, ..., 0] Ibl—ﬁ:
b3-T T
o 1 b det(T(bs b)) —det(C(bon b)) det(T(or, oy (2-410)
— V1 det(T(ba,..b)) det(T(ba,...,b;)) T det(T(bz,...,.by))

Az utolsé egyenloségnél a determinans kifejtési tételét hasznédljuk. B

2.4.B. Dedekind-0sszeg

A kovetkezokben bevezetjiikk a Dedekind-szimbdélum és a Dedekind-6sszeg
fogalmét [I1] és [§] alapjan.

Definicié 2.4.11. Legyen ((x)) a Dedekind-szimbdlum:

{e} =3 hazeR\Z
((=)) :{ 0 ha x € Z.

Itt {x} jelolés az x tortrészét jelenti.

Definicié 2.4.12. Definidljuk (q,n) pdrhoz a kévetkezd dsszeget, melyet
Dedekind-osszegnek hivunk:

Megjegyzés 2.4.13. Dedekind reciprocitas tétele.
A Dedekind-dsszegre fenndll a kéovetkezd eqyenldség:

n+¢¢+1 1
s(¢,n) +s(n,q) = T ong 1

Megjegyzés 2.4.14. Az euklideszi algoritmust, indukciot és Dedekind recip-
rocitds tételét haszndlva osszekapesolhato a Dedekind-osszeq a negativ lanctort-
tel:

, l
12-s(qg,n) = L4 3 (b; —3). (2.4.15)
=1

10



Megjegyzés 2.4.16. A Dedekind-szimbolumnak €és a Dedekind-osszegnek

trigonometrikus alakja:
i 1 1+¢
() =a I
En=1¢

Ll kg lse 1 1 L
wm =g D e 2 g e
(2.4.17)

Példa 2.4.18. A Dedekind-osszeg eqy felhaszndldsa.

Az R3 térben a (0,0,0),(a,0,0),(0,b,0) és (0,0,c) rdcspontok dltal
kifeszitett tetraéder belsejében lévo racspontok szama a kovetkezo:

— (s(be, a) + s(ca, b) + s(ab, ¢)) + sabc + 1 (be + ca + ab) + T (a+b+c) +
%(%+%+%b)+122b0_2‘

2.5. Csillag alakt csGvezeték grafok (star sha-
ped graphs)

Definicié 2.5.1. A T" csévezeték grafot csillag alakiunak hivunk, ha van egy
kézponti vy csicsa, melyre I'\ vy graf v > 0 darab bambusz csévezeték grafbdl
all, ezeket labaknak hivjuk. Minden ldb az eqyik végén eqy éllel csatlakozik
vo-hoz. Ez a vy nem feltétlenil egyértelmi. Haszndljuk a kovetkezd jelolést.
A vy cstucshoz tartozé Fuler-szdam —by és génusza g > 0. A j-edik ldb i-edik
cstcsdt jelolyik vi-vel (1 < j <w), Euler-szdma legyen b;; > 2. A j-edik ldb a
vy cstcshoz csatlakozzon v -ben. Az Euler-szamokat meghatdrozzdk az egyes

ldbakhoz tartozo Z—j = [bj1,...,by,| szdmok, ahol a; és w; relativ primek, és
0 <w; <ay.
—b11 —b1a —b1,1, -1 —b1,
..... ﬁ]
—b21,—1 —ba 1,
..... s o
—by i, -1 —bu,
..... i 3




Ezen grdafokhoz tartozo 3-sokasdgokat Seifert 3-sokasdagoknak hivjuk. Egy
ilyen sokasdgot egyértelmien meghatdrozzdk a (bo, g; {(aj,w;)}._,) szdmada-
tok, melyeket ezért a sokasdg Seifert invariansainak nevezzik.

(A Seifert 3-sokasdgok rendelkeznek eqy S'-hatdssal, de ezt a tulajdonsd-

gukat itt nem targyaljuk.)

Ha g > 0 vagy v > 3, akkor v cstcs egyértelmii. A kovetkezokben tegytik
fel, hogy ez fenndll. Ha g = 0 és v < 2, akkor a bambusz csévezeték graf
esetrdl van sz6, amelyet lefrtunk a definiciéban.

Legyen a az aq,...,q, szamok legkisebb kozos tobbszorose. Legyen e
v
virtudlis Euler-szdm, amit a kovetkezéképpen definidlunk: e = —by + »_ =2,
j=1"

Megjegyezziik, hogy e < 0 akkor és csak akkor, ha I metszési matrix
negativ definit.

Az altalanositott csévezeték ekvivalencia [10] megadja, hogy a —TI csillag
alaki grafnak a Seifert invaridnsa (v — e, g; {(aj, a; —wj)};;l). Viszont
ha I' egy I negativ definit metszési formaval jellemezhetd, akkor még az
altalanositott csévezeték ekvivalencia lépéseit hasznalva sem irhato le —I'

negativ definit metszési forméju csillag alaku graffal.

Megjegyzés 2.5.2. A eqyenldség analdgja csillag alaki csévezeték
grafok esetében a kovetkezd:

2 (2x(8) =00) - (I, + 2 (EZ+3) =
veY veY

(2.5.3)

v

<. (2—29—1/+ Z;) +e+3—-12- ) s(wj,ay).
j=1

j=1"7
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3. fejezet

Invariansok

3.1. Homoldgiak

Egy I' csovezeték grafhoz rendelt M graf 3-sokasag homologidit megkaphat-
juk a csovezeték grafbdl. Ezt vizsgdljuk a kovetkezokben.

3.1.A. Egy cstcsu csOvezeték graf

Tegyiik fel, hogy I' csovezeték graf egy csticsbol all. Ennek a csicsnak génusza
g ¢és Euler-szdma e. Ekkor a P sokasdg egy S, felillet feletti D?-nyaldb,
melynek Euler-szama e.

D> —— P
Sg

Tehat P homolégiatipusa megegyezik S, homoldgiatipusaval, ezért

Z haq=0
7% haq=1

HQ(P; Z) = HQ(SQ;Z) = 7, ha q= 2 (311)
0 ha g > 2.

Ekkor H,(P,0P;Z) a H,(P;Z) Alexander-dudlisa, tehat létezik a kovet-
kez6 nem degeneralt bilinearis forma:

Hy_,(P,0P;Z) ® H,(P;Z) — 7. (3.1.2)

13



Igy megkapjuk H,(P,0P;Z)-t

Z haqg=4
7Z* haqg=3
(P,0P;Z) 7 hau_o (3.1.3)
0 hag#234.
Jelolje b; = rank(H;(M)) a Betti szamokat. Ekkor

Z hag=0
Z" @ Tors hag=1

H,(M:Z) = H,(OP;Z) = { 7" ha ¢ = 2 (3.1.4)
7 hag=3
0 ha ¢ > 3.

A kovetkezokben megadjuk by és by értékét és a Tors véges csoportot.

A Poincaré-dualitasbdl (melyet Bott és Tu konyvében [1] megtaldalhatunk):
b; = baim —i- A Ho(P;7Z) generétora legyen S, és Hy(P,0P;Z) generatora le-
gyen D. A homoldgikus hosszu egzakt sorbol:

0 Z
— (8P;Z) — Hy(P;Z) — Hy(P,0P;Z) —
0 729
— Hy(0P;Z) — Hs(P;Z) — Hy(P,0P;Z) —
Z(S) . Z{D)
— Hy(0P;Z) — Hy(P;Z) 5 Hy(P,OP;Z) — (3.1.5)
z%9 0
— 1(8P;Z) — H(P;Z) — Hy(P,0P;Z) —
Z 0
— (8P;Z) — Hy(P;Z) — Hy(P,0P;Z) — 0.

Ha e = 0, akkor 0P = S, x S, tehdt H,(0P;Z) = Z* ® Z és Hy(OP;Z) =
729 © 7, mert a -e leképezés a 0 leképezés. Tehdt by = by = 2g + 1, Tors = 0.

Ha e # 0, akkor Z -5 Z injektiv, ezért Hy(OP;Z) — Ho(P;Z) -5
Ho(P,0P;Z), amibdl Hy(OP;Z) = Z%*. A -e leképezés képe Z/eZ = 7.
véges csoport, ezért a homoldgikus egzakt sorbdl H,(OP;Z) = Z. ® Z*. Ez
a Z. csoport lesz a H(OP;Z) = H,(M;Z) torzidja.

Ebbdl kaphatjuk, hogy egy egy csicsu I' csévezeték grafra OP(I') akkor
és csak akkor egészhomoldgia-gomb (ZHS?), ha g =0 és e = +1.

A racionalis homoldgidk hasonléan kiszamithatoak. Ekkor a Tors trividlis
csoport lesz, tehat csak a szabad része marad meg az egész homoldgidknak.
A rangok megegyeznek. Tehdt egy I' csévezeték grafhoz rendelt OP(T") 3-
sokasdg pontosan akkor raciondlishomoldgia-gomb (QH S?), ha by = by = 0.

14



3.1.B. Tetszoleges I' csovezeték graf

TetszOleges T' csévezeték graf esetén OP(I") homotdpiatipusa megegyezik

J S, homotopiatipusédval, ahol S, a v csicshoz rendelt feliiletet jeléli. Ebbol
veEY
kovetkezik a kovetkezd éllitas. Legyen by(I') a I' cs6vezeték graf fiiggetlen

koreinek szama (a graf elsé homoldgidjanak rangja).

Allitas 3.1.6. A T csévezeték grafhoz rendelt P peremes 4-sokasdg homo-
logiai:

Y/ haq=0
7 Zﬂy29v+b1(l“) b 1
7Y — ve aq=
H,P;Z) = _— haq—2 (3.1.7)
0 ha q > 2.

Az Alexander-dualitasbol kaphatjuk meg a csicshoz hasonléan a relativ
homolégiakat.

Allitas 3.1.8. A ' csbvezeték grafhoz rendelt P peremes 4-sokasdg és OP
3-sokasag relativ homologiai:

Y/ haq=4
> 2gu+b1(I)
H,(P,oP;Z) ={ L7 hag=3 (3.1.9)
yAld haq =2
0 ha q # 2,3, 4.

Ebbol méar a homoldgikus egzakt sorbdl megkaphatjuk az M 3-sokasag
homolégiait.

Allitas 3.1.10. A T csévezeték graf metszési mdtriza legyen I. Ekkor a T’
csovezeték grafhoz rendelt M = OP 3-sokasdg homoldgidi:

(7, hagq=10
> 2gu+b1(T)
Lver @ cokerl haq=1
H,(M;Z) = Zvezwzgﬁbl(r) hag=2 (3.1.11)
Y/ haq =3
0 ha q > 3.

\
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Bizonyitds: frjuk fel a homolégikus hoszzu egzakt sort P-re és 0P-re.

0 0 Z
0 — Hy0P;Z) — Hy(P;Z) — Hy(P,0P;Z) —

— H3(0P;Z) — H3(P;Z) — H3(P,0P;Z) —
ied 7 AR 12
— Hy(0P;Z) — Ho(P;Z) = Ho(P,0P,Z) — (3.1.12)

ez;t/ng‘H?l(F)
A

0
— H(0P;Z) — H((P;Z) — H(P,0P;Z) —
Z 0
— Ho(0OP;Z) — Hy(P;Z) — Hy(P,0P;Z) — 0.

Az egzakt sorbdl azonnal megkaphaté, hogy Hy(OP;Z) = Z és H3(OP;Z) =
Z. A H,(P;Z) generatorai a S'-ek, melybél minden g, nemnulla génuszi
felilletre kapunk 2 - g, darabot, és a I' fiiggetlen koreibdl is egy-egy S*
generatort. Ezeknek a p : OP < P bedgyazas inverzével vett képeik
alkotjak a Hz(P,0P;7) generdtorait. A Hy(P;Z) = Z"l generdtorai S,-
k. A Hy(P,0P;Z) generatorai a D, lemezek. A két csoport kozti leképezés

pontosan az I metszési matrix szerint realizalédik. Feltehetjiik, hogy I nem
> 2gu+b1 ()
degenerdlt, ekkor a -I leképezés injektiv, ezért Ho(OP;Z) = Zve” o
4 > 2gv+b1(T')
cokerl = 7" JimI. Tehdt H,(0P;7) = 7 @ coker]. ®

A fentiekbol konnyen lathatdak az egészhomoldgia-gomb és a
racionalishomoldgia-gomb feltételei.

Kovetkezmény 3.1.13. A ' csdvezeték grafhoz rendelt M 3-sokasdg pon-
tosan akkor raciondlishomoldgia-gomb (QHS?) a det(T) # 0 feltétel mellett,
haVv € ¥-re g, =0 és by (I') = 0. AT csbvezeték grdf ekkor S?*-k fdja.

Kovetkezmény 3.1.14. A T' csévezeték grafhoz rendelt M 3-sokasdg pon-
tosan akkor egészhomoldgia-gomb (ZHS?) a det(I') # 0 feltétel mellett, ha
Yo e ¥V-re g, =0, by(I') =0 és cokerl = 0.

Megjegyzés 3.1.15. A cokerl = 0 feltétel ekvivalens det I = £1 feltétellel.

3.2. Racs és dualis racs

3.2.A. Definicio

Ebben a részben tegytik fel, hogy M racionalishomolégia-gomb . Tehat I’
csOvezeték grafra Vo-re g, = 0 és by (I") = 0. Ekkor H;(M;Z) véges csoport.
Definidlunk I'-hoz egy L récsot.
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Definicié 3.2.1. Legyen L rdcs a Ho(P;7Z) homolégiaosztdly kiegészitve az
I metszési formdval. Jelélje (.,.) a metszési formdt.

Tekintsiik a Hy(P;Z) 4 Hy(P, M;Z) leképezést a homoldgikus hosszi
egzakt sorbol. Az S, generdtor képe: S, — I,,D, + > D,. Az ezzel vett
(u,v)e&
faktor képe lesz a Hy(M;Z). Ezt S, osztalyok képei generdljék, a relaciékat
pedig a faktorizdcié adja. Ebbdl kapjuk a kovetkezd képletet Hy(M; Z)-re:

cokerl = H{(M;Z) = <DU, ve ¥V | I,D,+ Z D,=0, Yv e ”//>.

(u,w)e&
(3.2.2)
Példa 3.2.3. Legyen I' csovezeték graf a kovetkezd:
—2 —2 -2
[ 4 L 4 L J
[0] [0] [0]

Ekkor M = M(T") 3-sokasdgra:

—2D1 + D2 - O
Hl(M,Z) = <D1, DQ,Dg —2D2 + D1 + D3 == 0> .
—2D3+ Dy =0
Ebbél a H(M;7Z) = Zy izomorfizmust kapjuk.
Példa 3.2.4. Legyen I' bambusz csévezeték grdf. Az M(I') elsé homoldgidjdt
megkaphatjuk a fenti modszerrel. Legyen I' a kévetkezo grdf:

—by —by b —b—1 —by
[0] [0] [0] [0] [0]

Ebb6l megkaphato a Hy(M;Z), melynek kommutativ prezentdcidja:

<l)07 . --Ds+1 ’ _lez +Di71 —|—DZ'+1 = O,Z € {1, .. ,l},DO == Dl+1 = 0>
(3.2.5)
A relaciokbol kapjuk:
—btDi+Dy = 0 = Dy = biDy
—boDy+D1+D3 = 0 = D3 = (blbg — 1)D1
Ezt folytatva azt kapjuk, hogy Vi-re D; = det (D (b,...,bi—1)) D1 a [2.4.1]
definicioban leirt det fligguénnyel.

(3.2.6)

A fentiekbdl lathatd, hogy egy I' bambusz cs6vezeték grafhoz tartozé 3-
sokasdg els6 homoldgiacsoportja a Z,, ciklikus csoport, ahol n = det(T").
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3.2.B. Az L racs dualis racsa

A tovabbiakban az egész homoldgiak hosszi egzakt soranak a kovetkezo
részletét vizsgaljuk:
Hy(P;Z) —X— H,(P,0P;Z) —2— H\(8P;Z) — 0
A raciondlis homoldgidk megkaphatoak az egész homologidkbol a (Q-val
valé tenzorszorzassal.

Hy(P;Z) —X— H,(P,0P;Z)

[@Q [@@
Hy(P;Q) —'— Hy(P,0P;Q)

Tudjuk, hogy L = Hy(P;Z) = Z(S,) és Ho(P,0P;Z) = Z(D,). A
Hy(P,0P;Z) — Hy(P;7Z) ® Q = L ® Q bedgyazast vizsgaljuk.

Terjessziik ki az I : Hy(P;Z) ® Ho(P;7) “Y 7 metszési formét Ip :
Hy(P;Q) ® Ho(P;Q) (Q>Q Q metszési formara. Ezt a kovetkezd modon
jeloljiik: (., .)g.

Vegyiik a Lefschetz metszési format Ho(P;Z) ® Ho(P,0P;Z) — 7Z, amely

az (Sy,Dy)r = { é izz;z képlettel irhaté le. Ekkor a kovetkezd

diagramot vizsgaljuk:

Hy(P:Z) ® Ho(PiZ)—) 7

lm lz
Hy(P,Z) ® Hy(P,0P;Z) -7
H(PiQ) © H(P;Q) —25Q

Az L = Z{(Sy) ey €8 L ® Q = Q(Sy),cy - A Hy(P,0P;7Z) homoldgiat
generaljak az L béaziselemeinek L ® Q-beli dualisai, melyeket jeloljon D,,.

Definicié 3.2.7. Legyen L' az L ® Q azon elemei, amelyekre a metszési
forma egészet ad: L' = {ve L®Q| (v,L) €Z}. Ezt az L rdcs dudlis
racsanak hivjuk.

Példa 3.2.8. Legyen I' csovezeték graf a kovetkezo:

—2 —2
[0] [0]
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Legyen I = <_12 _12) a metszési mdtriz.  Jeloljik o Ho(P;7Z) —
Hy(P,0P;Z) leképezést j-vel. Ez az I-vel vald szorzdsnak felel meg.

Vizsgaljuk a kovetkezd egzakt sorrészletet:

7.2 J y 7.2 cokerl

7 <Sl, Sg> % 7 <D1, D2> e Zg

Ekkor j(S1) = —2Dy + Dy és j(S2) = Dy — 2Dy. A cokerl = Zs,
mert a alapjin Dy = 2Dy, és D1 = 2Dy = 4D;, amib6l 3D; = 0.
Ekkor L = 7Z,(S1,52) és L ® Q = Q(Sy,5,). A Lefschetz metszési formdra
(Si, D), = dij. A Dy-et Hy(P;Q)-ban felirva legyen Dy = 1Sy + 1252. A
metszési formdbol: (S;, 1151 4+ r252) = d1;. EbbAL kapjuk, hogy —2r; + 15 =1

és 2ry — 4ry = 0. Az egyenletrendszert megoldva r1 = —2 és ry = —% lesznek

3
a megoldasok. Igy D1 = —%Sl — %82. Ugyanigy Dy = —%S %SQ. A

L —
L — L' — L®Q bedagyazdsokbdl lathatd, hogy L'/L = Zs = H,(M;Z).

o "o Te "o e
o "o "o "o e

Itt feketével jeléltik az L rdcsot és pirossal az L' rdcsot.
Definicié 3.2.9. Legyen {S,},., halmaz az L rdcs generdtorai. Ekkor az
{Si},ey halmaz generdlja L'-t, ahol (S,,S;) = —0uy,. A késébbiekben ldtni

fogjuk, hogy miért szerencsés ebben a definicioban ez az eldjel valasztds.

Példa 3.2.10. Legyen I csovezeték graf a kovetkezo:

—2 —3
[0] [0]

-2 1
_ [ 72
Ekkor’L—<Z,<1 _3>>
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A példdban leirthoz hasonlé médon kiszdmitjuk L' generdtorait:
3. 1. 1. 2
Sl = 551 + 552 es 52 = 531 + 582

Ekkor az L és L' rdcsot dbrdzolva:

o0 "0 "0 Te,
.‘*737 77.7“77.7“77.7 -

Lathatd, hogy itt L' /L = Zs = H,(M;Z).

Allitas 3.2.11. Tegyiik fel, hogy |l € L®Q esetén (1,5,) < 0 mindenu € ¥

esetén. Legyen |l = > r,S,. Fkkor:
veY

1. minden r, > 0,

2. hal # 0, akkor minden v € ¥ -re r, > 0.

Bizonyitds: 1. Legyen | = a — b, ahol a = S 1S, és b =
VEY 1y >0
> —r,S,. Tehat azt kell bizonyitani, hogy b = 0. Legyen r =
VEY 1y <0

> rySy. Ekkor jelélje |r| = supp (r) az {S, |7, # 0} halmazt. Vegyiik
veV
azon v € ¥-ket, melyre S, € [|b]. Ezekre (b,5,) > 0, mert (b,S,) =

(a—1,5,) = (a,S,)— (I, S,) > 0. Osszegezve az Osszes v-re 1, egyutthatoval:
> (b,1yS,) = (b,b) > 0. Mivel (., .) negativ definit, ezért b = 0.

veE|b|
2. Tegyiik fel, hogy |l| # U“//SU' Ekkor legyenek wu,v olyanok, hogy
ve

ro = 0,7, > 0 és u és v kozt van él. fgy (a,S,) =ry, >0, ami ellentmondaés.

Allitas 3.2.12. Legyen U csillag alaki csovezeték graf. Tegyiik fel, hogy az
L negativ definit metszési formdval rendelkezd rdcsot hatdrozza meg. Az S,
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generdtorokat a csicsokhoz hasonld médon indexeljik. Az (I71),, = (S&,S%)
képletbol megkaphatjuk a kovetkezo egyenldségeket.
(55,55) = e
<SS7S;lj> (eaj)il
< i} *> B {(60@6@)1 hai# j

. o -1 ! . .
() =% hai=j

(3.2.13)

ahol 0 < w} < v, wiw, =1 (mod ;) és 1 <i,j <.

Legyen H = Tors (H, (M (T);Z)) = L'/L. Jeloljik hj-vel az [S;ZJ
osztélyt minden j-re és hg a [S}] osztdlyt H-ban. A egyenléségekbdl
kapjuk (jeloljiik felsé j indexszel a j-edik labhoz tartozo lanctort szamléléjat),

hogy [S%] = [ngﬂ’ljs;;j} a H-ban. Ezért ho,...,h, generdljik H-t. A
relaciok a kovetkezok lesznek:

bOhO = ijhj és Oéjhj = h() (] = 1, R ,V) . (3214)
j=1

Az elsé relaciék méatrixanak determinansabdl kapjuk a kovetkezd egyenloséget:
|H| = ai---a,le|.

Legyen 7 a hg rendje H-ban. A 0 — (W1,...,0) <> Zgy, X -+ X Ly, —
H/ (hg) — 0 egzakt sorbdl kapjuk:

T=alel.

A H, (M(T);Z) szabad része Z*9, mert a by (T') = 0.

3.2.C. A fundamentalis csoportrol

Tétel 3.2.15. Mumford tétele [7].

Legyen L egy linkként eloallo grdaf 3-sokasag, melynek I csévezeték
grafja fa alakid csovezeték graf, melyben minden csics génusza 0. fgy M(T)
raciondlishomoldgia-gomb (QHS?). Jelolje a metszési formdjdat I. Ekkor
létezik m(L)-nek a kévetkezd prezentdcidja:

<%v€”f/

YoYu = YuYo, ha (u,v) € &, Hm{“’“ =1, Ve 7/> . (3.2.16)

u
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Bizonyitds: A csOvezeték szerkesztésbol minden v csucsra egy B, — 9,
fibraldst kapunk S! fibrummal. Ez minden v-re 71(B,) egy v, generdtorat

adja. Tovabba 71(B,) = <%

%{”’”> , mert a bazis tér S, = S?. Hagyjunk el

minden v-vel szomszédos u csicsra a ragasztdsnal egy D, x S kornyezetet,
az igy kapott tér legyen Lx N B,. Ekkor m (Lx N B,) fundamentélis csoportot

a {7u | Iou # 0} halmaz generdlja, a kovetkezd relacioval: [[ya"" = 1. Van

u
Kampen tételét hasznalva kapjuk, hogy vuve = Voyu, ha (u,v) € &, mert az
LxNB,NB, metszet egy térusz kommutativ fundamentalis csoporttal. A Van
Kampen tétel alkalmazéasanal az 6sszekoto utak valasztasa némi gondossagot
igényel, de megvalaszthatéak b;(I") = 0 miatt. H
Nemnulla génuszi csticsok hozzavételével jabb generatorokat és relacié-
kat kapunk. Ezt a kovetkezo tétel foglalja Gssze.

Tétel 3.2.17. Legyen T csévezeték graf fa rendezett csicshalmazzal (a
génusz dekordciok nem feltétlenil nulldk). Ekkor mi(M(I')) fundamentdlis
csoportot a kovetkezo halmaz generdlja:

{wlve?}Uu{a,b,i|1<i<g, ve?}.
A reldcidk a kovetkezdk (ahol jeldlje [a,b] az a ésb generdtorok kommutdtordt):

[Yus Yo] = 1 ha (u,v) € &
[Yos @il = Yo, boi] = 1 Voe¥ és1<i<g,e&

[av,la bv,l] e [@v,gva bv,gu] : H,yiv,u =1 Ywev.
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4. fejezet

Casson-invarians és
Casson- Walker-invarians

4.1. Casson-invarians

Tegyiik fel, hogy I' Osszefligg6 csOvezeték graf negativ definit I metszési
formaval. A hozzd rendelt 3-sokasdgot jelolje M(I'). Grauert tétele [3]
miatt M (I") el6éll szingularitas linkjeként. Feltessziik tovabba, hogy M (I")
egészhomologia-gomb (ez ekvivalens azzal, hogy det(I') = 1).

A X Casson invaridns minden M egészhomolégia-gémbhoz hozzarendel
egy A(M) egész szamot. Casson bizonyitotta a kdvetkezd tételt.

Tétel 4.1.1. Minden M iranyitott 3-sokasdghoz, mely egészhomoldgia-gomb ,
létezik eqy jol meghatdrozott A(M) egész szam, mely teljesiti a kovetkezd tu-
lagdonsagokat:

(a) A(S%) = 0;
(b) M(=M) = =A(M);
(¢) Ha N(M) # 0, akkor m(M)-nek van nemtrividlis SUs-reprezentdcidja;
(d) A(M#M3) = A(My) + A(Ma).
A XNM) szdmot az M sokasdg Casson-invaridnsdnak nevezzik.

Definicié 4.1.2. Tegyik fel, hogy M sokasdig egy U'-hoz rendelt grdf 3-
sokasdg, amely eqy szingularitds linkjeként eldall és egészhomoldgia-gomb.
Ekkor a Casson-invaridnst definidaljuk a kovetkezd maodon:

—24-NM) =) (SF43)+ ) (2-6,)- (S5, 55), (4.1.3)

veY veY
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ahol a 9, a v csiucs fokszama T' grdfban.

Példa 4.1.4. A legismertebb egészhomoldgia-gomb, ami nem homotdpikusan
ekvivalens S3-mal, a Poincaré-homoldgiagomb.  Jelolje ezt Eg.  Ennek
csvezeték grdfja a kovetkezd (a g, génusz minden csucsra 0):

—2 —2 —2 —2 —2 —2 —2

-2
A T csévezeték graf metszési madtriza I. Az I mdtrix inverzének minden
eleme negativ elojeld, ennek —1-szeresét irjuk le.

1 —I!
-2 1 0 0 0 0 0 O 2 3 4 5 6 4 2
1 21 0 0 0 0 O 3 6 8 10 12 8 4
o 1 -2 1 0 0 0 0 4 8 12 15 18 12 6
o o0 1 -2 1 0 0 O 5 10 15 20 24 16 8
o o o 1 -2 1 0 1] 6 12 18 24 30 20 10
o o o o 1 -2 1 O 4 8 12 16 20 14 7
6o 0 o o o0 1 -2 0 2 4 6 8 10 7 4
o o0 o o 1 0 0 =2 36 9 12 15 10 5
Innen megkaphatjuk a a4.1.3) képletbdl, hogy —24-A(Eg) = > (E?+3)+
veY
Y (2—=0,) (ENE)=8+1-(—2)+(-1)-(=30)+1-(—4)+1-(-8) =24,

vey
amibdl kévetkezik, hogy A(Eg) = —1.

Megemlitjiik, hogy ebbdl is megkapjuk kovetkezményként, hogy Eg és S3
nem homotopikusan ekvivalens terek.

Példa 4.1.5. Ha M Seifert 3-sokasdg (és emellett egészhomoldgia-gomb),
akkor a dallitasbal és a egyenldségbdl kapunk egy képletet \(M)-

re az ottani jelolést haszndlva:

1 1 =
— 20 A (S () = - (2—u+2$> tet+3—12-) s(wj, )
j=1 j=1

(4.1.6)

Az wj kiszamithato a kovetkezd képletbdl: w; - [[ay, = —1 (mod «;).
ki

Az s(wj, ;) = s(w), ;) = —s (Hak,ozj> és et = [Jag. Al2.4.15 tételt
ktj k=1
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hasznalva lathato, hogy 1 < 7 < v — 1-re:

AE(ag,...,q)) =

4.1.7
)\(Z(al,...,aj,aj+1---ay))—1—)\(2(041---ozj,ozjﬂ,...,a,,)) ( )

Ebbol a képletbol ldathato, hogy elég a v < 3 dgu csillag alaki csovezeték
grafok Casson-invariansat ismerni ahhoz, hogy a Seifert 3-sokasdgok Casson-
invaridnsdt meghatdrozhassuk.

Megjegyzés 4.1.8. Tegyiik fel, hogy f : (C?,0) — (C,0) egy 0 € C?
kornyezetében definialt holomorf figguény, amelynek izoldlt szingularitdsa
van az origéban. Ezt nevezzik hiperfelilet-szingularitisnak. Legyen (V,0) =
(f71(0),0). Jelslje S. a 0 kdozépponti e sugari gombit az R® ~ C3-ban, B.
ennek belsejét.. Legyen K =V N S.. Ha e-t elég kicsinek vdlasztjuk, akkor a
V topologikusan eqy kip K felett. Tovdbbd legyen F = f~1(8) N B, amely
nem fiigg & és € megudlasztdsdtol, ha 0 < § <K e. Az F eqy irdnyitott
2-komplex-dimenzios peremes sokasdg. FEzt nevezzik f Milnor-fibrumdnak.
Az is beldthatd, hogy OF = f~1(8) N S. izomorf K-val. Tehdt F egy valds
iranyitott peremes 4-sokasag. A Ho(F;7Z) ® Ho(F;7Z) — 7 metszetforma
szignatirdajat jelolje o(F).

A Brieskorn-szingularitas esetében fogunk latni egy bizonyithato Ossze-
fiiggést a Casson-invarians és a szignatira kozott példa). Tovéabbi
szamitasok is adottak voltak hozza, hogy Neumann és Wahl leirjdk a
kovetkezd altalanos hipotézist.

Sejtés 4.1.9. Casson-invaridns sejtés (Casson invariant conjecture).
Tegyiik fel, hogy (X,0) egy 2-dimenzids izoldlt hiperfelilet-szingularitds,
melynek az Ly linkje egészhomoldgia-gomb (ZHS?). Legyen o(F) a hiper-
feliilet-szingularitds F' Milnor fibrumdnak szignatirdja. Ekkor :

o(F)
T

MLx) =

3
Példa 4.1.10. Jeldlje o(aq, az,a3) a {Zzo"' = 0} Brieskorn-szingularitds
i=1

szignaturdjat, ahol aq, s, g pdronként relativ primek. Megjegyezzik, hogy
ekkor létezik eqy I csillag alaki csévezeték graf, melyre M (T') = X(aq, ag, ag).
Ekkor a kovetkezd osszefiiggést kapjuk a szignatira és a Casson-invaridns
kozott:

o (0417042,043)

)\(E (al,ag,ag)) = 8

(4.1.11)
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Megjegyzés 4.1.12. A Brieskorn-szingularitis F Milnor-fibrumdnak szig-
natirdja kiszdimolhatd o(aq, ag, az) = 0o — 01 + 02 alakban, ahol

o= # {(]ﬁ;j%]ﬁ)

3 .
0<jk<ock(1§k§3),i<zj—k<z'—|—1}.
(073
k=1
(4.1.13)

A szignatira még egy értelmezését megadjuk. Legyen C' a kovetkezo

halmaz: {0 <z; < «;,i=1,2,3}, és legyen C ennek belseje. A C' kocka
minden v csucsa meghataroz egy 7T, tetraédert, melynek cstcsai: v és a
harom vele szomszédos csics. Jelolje #, a T, N C racspontjainak szamat.
Ekkor #, fiiggetlen v megvalasztasatél. Az élek mentén Osszehasonlitva cket
lathat6, hogy megyeznek. Példaul (j1,72,73) <> (o1 — J1,72,J3) leképezés
izomorfizmust ad T{o,0) €s T(a,,0,0) tetraéderek racspontjai kozott.
Jelolje T' a kovetkez6 4 csics altal meghatérozott tetraédert: (aq,0,0),

(0, 2,0),(0,0, c3), (g, g, cv3). Ennek belsé racspontjainak szama legyen

4 (T N 5) . Ekkor

3

3
0=00—01+09 = 200+202—H(ai—1) = 4-#—H(az~—1) = —# (Tﬂ C’) .
i=1

i=1
A (3(aq, a0, 3)) és az SU, reprezentacié kapcsolata.

Allitas 4.1.14. A1, = m, (X(a1, ag, a3)) fundamentdlis csoport SUy repre-

# (T05>
-

Bizonyitds: A m csoportnak egy reprezenticidjat a tétel szerint
kaphatunk. Jelolje a I' kozponti cstcsdhoz tartozé reprezentanst ~yy. Legyen
p : m — SU, egy irreducibilis reprezentacio. Mivel vy centrélis elem, ezért
p(v0) = £1. Tudjuk, hogy SUg/il = SO;3. Emiatt a p egy p : 7r/ Ny =M1

zentacioinak konjugalt osztdlyainak szama véges és pontosan

SO5 reprezentaciot indukal. fgy kapunk egy izomorfizmust a m; — SU; és
a T — SOj3 irreducibilis reprezentaciok kozott. A ¥ = X(aq, as, az) tér
egy K(m,1) Eilenberg-MacLane-tér, ezért a G-nyaldbok (a G = SU; és a
G = SOj esetet hasznéljuk majd) laposak, tehdt meghatarozza ket egy
m — G reprezentacié. Az SU, = Sping, igy wo Stiefel-Whitney osztaly
adja meg azt az obstrukciot, hogy egy m; — SOj3 reprezentaci6 felemelheto-e
w1 — SUj reprezentaciova. A Hy(X;7Z) = 0, ezért ez az obstrukcié eltiinik.
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Tegytik fel, hogy p egy irreducibilis SOs-reprezentacidja a kovetkezd 7y
csoportnak:

., — a1 Qg as __ —
1= (X1, X9, 3 | 2" = 25? = 25° = ryw0x3 = 1)

A p(z;) egy a; rendii forgatdsa S?-nek. Ennek a forgatasnak a fixpontjai
legyenek P=. A {PZjE ‘ 1=1,2, 3} fixpontok 8 haromszoget hataroznak meg,
a szimmetria miatt ez 4 parba rendezédik. Legyen egy S2-beli hdromszog
tipusa (j1, J2, j3), ha a szogei <
hogy a négyféle (egymassal nem feltétleniil szimmetrikus) haromszogeknek a
tipusa a kovetkezo:

JiT Jom j3m

e il B Az x12913 = 1 relaciobdl kapjuk,

(41,72, J3) » (01 — ji, 2 — Ja, Js) , (a1 — J1, J2, 3 — J3) , (J1, 2 — Ja, 3 — Jjs) ,

ahol 7j1, 792,73 a p-tol fiiggnek. Ezen kiviil a haromszogek tertilete 7- nel

nagyobb, igy a fenti 4 radcspont benne van T' N C’ ben. Valéjaban a T'N C’
racspontjain adott egy természetes Zs X Zo-hatds, melynek egy palyédja lesz a
fenti 4 harmas a haromszogeknek megfeleléen. Egy ilyen orbit egyértelmtien
meghatarozza a reprezentaciét, emiatt az irreducibilis SOs-reprezentaciok

o —#(TﬁC)
szama # ( TN C ) . A|.1.11 egyenldséghdl kapjuk, hogy A = § = ——=.

Ebbol a kovetkezd egyenloséget kapjuk:

1
A= —5 {Trreducibilis SUs-reprezentéciok konjugalt osztélyainak szama} .

4.2. Alexander-polinom és mitét formula

A kovetkezékben roviden definidljuk az Alexander-polinomot [2] alapjén,
utana pedig a Casson-invarians miitét formulajat mutatjuk meg egy esetben.

Definicié 4.2.1. Legyen M egy 3-sokasdg, mely ZHS®. Legyen benne egy
K C M csomé (K ~ S'). Jelolje My az M \ K-t. A Mayer-Vietoris
sorbdl megkapjuk, hogy Hy(My;Z) = Z = Z(t). Vegyik a 7 : My —
My univerzdlis Abel-fedését My-nak. FEkkor a t hat Hy (MmZ) -n, ezért
tekintsink Hy <M0; Z) -ra mint Z [t,t~']-modulusra.

Vegyiik H, (MO; Z> -nek mint Z [t,t™]-modulusnak n darab generdld ele-

mét és ezek kozt fenndllo m darab reldciot. Ekkor létezik a kévetkezd egzakt
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sor:

Zm —2A 5 7n H{(My;Z) — 0 (m=n-—1),

ahol A mdtriz jeleniti meg a t elemmel vald hatdst a bdziselemeken. Legyen
Ey = {Az A mdtriz (n — 1) X (n — 1) minorjai} . Definicic szerint a K
csomo A Alexander-polinomja az Ey legnagyobb kozos osztoja legyen.

Legyen M sokasag egy egészhomoldgia-gomb, és legyen benne K C M
csomé. Legyen T'(K) a K csom egy tubuldris kérnyezete, tovabbé legyenek
A és pu S'-gorbék OT(K)-n a kovetkez6 egyenletekkel definidlva:

Lk(\, K) =0,
Lk(p, K) =1,

ahol Lk a hurkolédasi egyiitthatét jeloli.  Jelolje My az M sokasaghdl
elhagyva T(K)-t. Ekkor OM, = S' x S'. Ragasszunk be az elhagyott
kornyezet helyére egy S!' x D? tomor téruszt a hatdron gy azonositva,
hogy az a = {egy pont} x 9D? C S' x D? zart gorbe a H, (0T;Z)-ben
a pi + g\ elemet reprezentalja valamilyen p és ¢ relativ prim szdmokkal. A
K iranyitasanak megvaltoztatdasa vagy az « zart gorbe megvaltoztatasa egy
elojelvaltast eredményezhet p-nél és g-nal, de csak egyszerre. De ekkor a
p/q raciondlis szam nem véltozik, és a ragasztott 3-sokasdgunk is ugyanaz
marad. A kapott 3-sokasdgot jelolje M;’/q(K). Ez a sokasig csak p/q €
QU{ oo} értékétdl fiigg, amit Dehn-miitétegyiitthaténak hivunk. A oo Dehn-
egylitthatds miitét a trividlis ragasztds (ez olyan, mintha nem véltoztattunk

volna M sokasdgon). A H, (M,f’/q

p/q egész, akkor egész miitétnek hivjuk.

A fentiekbél ldthatd, hogy az M egészhomoldgia-gdmbon végzett p/q €
Q U {0} egylitthatés miitét akkor és csak akkor marad egész homoldgia
gémb, ha p = 1.

Jelolje A4(t) a szimmetrizalt Alexander-polinomot, amely normalizalt
(Ag(1) = 1) és Ay(t71) = A,(t). Casson beldtta, hogy a kovetkezd megjegyzés
igaz a Casson-invariansra.

(K) Z) csoport izomorf Z, csoporttal. Ha

Megjegyzés 4.2.2. Mutétformula.
Jelolje A7 a Ag szimmetrizdlt Alezander-polinom mdsodik derivdltjat.

Ekkor: .
N (M () = A (Mygg(K) = SAY(1),
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Megjegyzés 4.2.3. Legyen M eqy csévezeték szerkesztéssel kapott 3-sokasdg.
Legyen T’ negativ definit csévezeték graf, melyre M = M(T'). A K ¢ M
csomdt reprezentalja egy v csucshoz tartozé nyil. (A nyil hozzdrendelése
dltaldnosabban: [§]) Jeldlje d = det(I"). Legyen I'°(—k) 1j csévezeték grif,
melyet a I' grdafvool kapunk a nyil helyére eqy 1 —d — k FEuler-szdami cstcsot
hozzdvéve, amely eqy éllel csatlakozik v-hez. Ekkor igaz a kovetkezd hdrom
allitdas:

(@)  det (I*(=k)) =k,

(b)  T°(—k) negativ definit, feltéve, hogy k > 0,

() M(I(—k)) = M_,(K).

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a miitét formula (4.2.2) fenndll egy
példaban.

Példa 4.2.4. Az Eg Poincaré-homoldgiagomb ellentettje, —Eg megkaphato
az S gombbsl a K = T(3,2) térusz csomd mentén vald k = —1 Dehn-
egyttthatoju maitéttel.

A csbvezeték grdafokban a [0] génusz jelolését elhagyjuk. A csovezeték
szerkesztés alapjdn az My = S gomb T grdfja felirhaté a kovetkezé mddon
(a K torusz csomdt eqy nyillal jeloljik):

-3 ~1

-2

Ebbél af.2.5 szerint a mitéttel kapott My (K) sokasdg I" csévezeték grifja
a kovetkezo:

-3 -1 -5

-2

Ennek ellentettie —1" (az Euler-szamok eldjelvdltasdval kapott graf)
a szerint ekvivalens Eg grdfjdval.
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2
1
1 -1 -2 —2 —2 —1 3
—2I
19y folytatva:
-2 —2 —2 -2 -2 -2 —2

A T(3,2) tirusz csomo szimmetrizalt Alexander-polinomgja: Ag(t) =t
14 1. Ennek elsé derwdltja: AL(t) = 1— 5. Mdsodik derivdltja: AL(t) = 25%.
Igy A7(1) = 2.

Felirva a[4.2.9 miitét formuldt (tudjuk, hogy A(S®) =0 és A(Eg) = —1):

A1) = A(Mac) = M(~Es) ~ A(S%) =1-0=1=_ - AL(1).

4.3. Casson-Walker-invarians

A Casson-invarianst egészhomoldgia-gombokre tudtuk definidlni. Szeretnénk
ezt kiterjeszteni altaldnosabb esetekre is Walker nyoméan [14]. A kovet-
kez6 definicié kiterjeszti a Casson-invaridnst negativ definit QHS® graf 3-
sokasagokra.

Definicié 4.3.1. Tegyiik fel, hogy H = H (M (T), Z) véges. Ekkor az M graf
3-sokasdgra definialjuk \(M) Casson-Walker-invaridnst a kévetkezdképpen:

24
— T MM = DUEI+3)+> (2-6,) (B, E). (4.3.2)
|H] = =
Példa 4.3.3. Legyen M eqy Seifert 3-sokasdg QHS®, melynek Seifert-
invariansai (eq, 0, {(aj,w;)}_,). Ekkor a#.].ﬁ példdhoz hasonloan a Casson-

Jj=1 ‘
Walker-invaridnsra a kovetkezd kifejezést kapjuk:

—24 1 ‘1 z

j=1
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Példa 4.3.5. Az L(n,q) lencsetérre a Casson- Walker-invaridns a kévetkezd:

n-s(q,n)‘

ML(n, ) = =2

(4.3.6)
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5. fejezet

Turaev-Reldemeister-torzio

5.1. Véges lanckomplexus torzigja

Rogzitsiik az F testet. Legyen c és ¢ egy F-vektortér két rendezett béazisa.
Az &ttérési matrixuknak determindnsat jelolje [c/d] € F* = F \ {0}. Két
bézist ekvivalensnek mondunk, ha [¢/c] = 1.

Legyen C, = (Cy,0,) : Cy, — -+ — (Cy véges lanckomplexus, ahol C;
véges dimenziés minden i-re. Legyen minden Cj-ben rogzitve egy c¢; bézis.
Ehhez hasonléan tegyiik fel, hogy minden H;(C,) homolégiacsoportnak van
egy béazisa. Legyen h; a Ker (0; : C; — C;_1) vektorainak egy rendezett
halmaza, amely kifesziti a Ker(9;)-t. Legyen b; a C; vektorainak egy rendezett
halmaza, melyre 0;_1(b;) bazis Im 0;_;-ben. Ekkor minden i-re a 0;(b;y1)h;b;
a C;-nek egy bézisa, tehat osszehasonlithaté c;-vel.

Definicié 5.1.1. A C, véges ldinckomplexus torziojdat definidljuk a kovetkezd
modon:

m

7(C.) = (=1 [T 10:(bis )i /) ™Y

=1

j diij) : (idim(Hj(C*))) .

i+1

e F, (5.1.2)

J

ahol |C| = f: (

1=0

Ez csak a C; és H;(C,) bézisainak ekvivalenciaosztalyatol fiigg, és fliggetlen
b; és h; valasztéasatol. Ha C, aciklikus, akkor |C] = 0, és ekkor 7(C,) =

ﬁ [ai(biﬂ)hz‘bi/ci](_l)m )

=1
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5.2. Reidemeister-torzio

Rogzitsiink le egy Y véges 0Osszefigg6 CW-komplexust. Legyen H =
H,(Y;Z). Rogzitsiink tovabba egy p : Z[H] — F gytirthomomorfizmust,
amely a Z [H| egy reprezenticidja. Legyen Y az univerzalis fed6tere Y-nak
a természetes CW-komplexus struktirdval. A H csoport meghataroz egy
hatdst Y*n, amely a cellik permutaldsaban jelenik meg. Ezért a C.(Y*, Z)
elemei tekinthetéek Z[H]-modulusnak. Tekintsiink F-re mint jobboldali
Z [H]-modulusra az f - h = fp(h) képlettel. Legyen CP(Y) a kovetkezd
lanckomplexus: F ®z;y) Co (Y, Z). A H,(CP(Y')) homoldgiat az Y p-csavart
homolégiajanak hivjuk.

Nevezzik az Y cellahalmazanak egy W részhalmazat fundamentdlis
cellahalmaznak, ha Y minden celldja felett pontosan egy cella van W-ben.
(Létezik W < Y B Y injekiv leképezés.)

We——Y®

N

Y

Vegyiikk Y* egy W fundamentalis cellahalmazat. Ennek rogzitsiikk egy
tetszbleges iranyitasat és rendezését. Ekkor W a C,(Y* Z) komplexusnak
egy Z[H] felett szabadon generdlé halmaza, és bazisa C*(Y) komplexusnak
F felett.

Definicié 5.2.1. Ha C? aciklikus, akkor definidljuk T(CP(Y*,Z)) torzidjdt
az definicioban leirtak szerint. Ha mds fundamentalis cellahalmazt és
rajtuk mas irdnyitdst vagy rendezést vdlasztunk, az eqy £p(h) ambiguitdst
jelent valamely h € H elemmel. Ha C? nem aciklikus, akkor legyen
T(C?P(Y* Z)) = 0. Definidljuk a 7°(Y') Reidemeister-torzidt a kévetkezd képlet
szerint:

T(Y) = £p(H) - 7(CHY)) €F/ 2 p(11)

Megjegyezziik, hogy az igy definidlt torzié az Y cellafelbontasatol fiiggod
invarians.

Megjegyzés 5.2.2. Kommutativ gytri torzidja A fenti tdrgyaldsban F-
et kicserélhetjik eqy A kommutativ gyirire (az A* jeldlje az A invertdlhato
elemeinek halmazat). A (Cy,0.) kicserélhetd szabad A-modulusok komple-
zusdra €s a p reprezentdcio eqy Z [H| — A gytrihomomorfizmusra. Ekkor a
7°(Y) Reidemeister-torzié A* +p(H) eleme lesz.
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Két kilonbozé p; : Z[H] — A;i = 1,2 reprezentdcid esetén két
kilonbozé torziot kapunk. Ha py = 1 o py wvalamilyen ¢ : Ay — A,
gytrithomomorfizmussal, akkor a kovetkezo osszefiiggést kapjuk a két torziora:

Y (TPH(Y)) = 772 (Y). (5.2.3)

5.3. Az univerzalis Abel-torzid

Legyen Y tovabbra is CW-komplexus és H = Hi(Y;Z). Jelolje Q(H)
a Z[H] hényadosgylirijét. A természetes Z[H|] — Q(H) bedgyazist
tekinthetjiilk mint egy p® homomorfizmust. Altaldban C?" nem aciklikus,
igy ezt modositanunk kell ahhoz, hogy egy aciklikus C'? komplexust kapjunk.

Példa 5.3.1. Tegyiik fel, hogy H = Z,,. Ekkor Z[H] = Z[T] / (T —1)- Ek-
kor a Q(H) hdnyadosgyirinek van néhdny nem kivint tulajdonsdga. Példdul,
hogy T — 1 egy nemtrividlis nullosztd, vagy a Q(H) =! Q(H) részkomplexus
nem aciklikus. Vegyiik ezért a Q(H) = Q(H)/ 1+T+-+T" qutirit és
az ehhez tartozé p* : Z(H) — Q(H) homomorfizmust. Ennek a gytirinek az
elonye, hogy ebben T'— 1 és T9 — 1 invertdlhatoak, ha n és q relativ primek.
(Beldthatd, hogy Q(H)-ban (T —1)(1+2T+- - -4+nT"") = n.) Igy Q(H)-ban
a torzid lehet nemnulla, még akkor is, ha Q(H )-ban nulla volt. Megjegyezziik,
hogy Q(H) ~ Q(H) ® Q, ahol a direkt dsszeq mdsodik tagja miatt lesz nem
aciklikus Q(H).

A fenti példa alapjan lathatd, hogy sok esetben a gytrit érdemes direkt
Osszegre bontani és az egyes komponenseket egymastél fiiggetleniil vizsgalni.

Tegyiik fel, hogy Q(H) testek véges direkt 6sszege. Legyen ennek torzidja
T = Tors (H). Legyen x : T" — C* karakter. Ez kiterjed p, : Q[T] — C
homomorfizmussd, ahol K, = Im p, C C egy korosztasi test. A x; és
X2 karakterek ekvivalensek, ha K,, = K,,. Ekkor a p,, homomorfizmus
elédll a p,, és a K, test egy Galois-automorfizmusdnak kompoziciéjaként
(5.2.3| egyenl6ség). A karakterek ekvivalenciaosztélyainak egy teljes osztédlya

legyen {x;}._,. Ezek meghatdroznak egy (x1,...,xn) — Q[T] — éKxi
i=1

izomorfizmust. Ekkor Q(T') = Q[T]
Legyen a H szabad része Fr = H/T. Ekkor Q[H] = (QI[T]) [Fr] =

éng‘ [Fr]. Mivel K,,[Fr| integritdsi tartomény, igy a Q[H] egy eleme
i=1

akkor és csak akkor nemnulla divizor, ha minden GnaKXi [Fr]-ba meno
i=1
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projekciéja nemnulla. Ebbél lathatd, hogy Q(H) = o F;, ahol F; a K,, [Fr]
i=1

héanyadosteste.

Definicié 5.3.2. Legyen p; a kovetkezd kompozicio: Z[H| — Q(H) — F;.
Ekkor az dltalanos Abel-torzio a kévetkezo:

oY) = zn}m(Y) S (é%lFi*) / {i(ié%p")( H)} (5.3.3)

Példa 5.3.4. Lencseterek torzidja. Legyen L(n,q) = S*/ 7., lencsetér,
ahol a Z, csoport T generdtordval valé hatds az S® = {|z1]| + |2| = 1}
gombon: T(z1,2) = (£21,89%), ahol € = e*™/™ n-edik egységgyok. Az
L(n,q) lencsetér elédll CW-komplexusként, egy reprezentdcidja a kovetkezd
négy cella:

(Z) € = (1,0),

(i) e = (),

(ii7)  es = (21,4/1— |21,
(iv) s = (z1,e"\/1— ]2

ahol 0 < t < 2 és |z] < 1. Az {e; | 0 < i <3} fundamentdlis celldk a
Ci(L(n,q)*, Z) komplexust szabadon generdljik Z[Zy) felett. A O hatdrreld-
ciok a kovetkezok:

661 = (T — 1)60,
des = (1L+T+---+T" ey,
des = (T7 —1)ey, ahol q¢ =1 (mod n).

Tegyiik fel, hogy a p : Z[Z,] — C reprezenticic T-t a & # 1 n-edik
egységgyokbe képezi. Ekkor {e; | 0 <i <3} bdzist képez CP(L(n,q))-ban C
felett és a reldcick: Oey = (€ — 1)ey, Deg = 0, des = (€7 — 1)es, gy a
komplexus aciklikus. Ekkor a torzio:

T(L(n,q)) = (=17 (€7 =1)7! (mod &),

ahol a k tetszbleges egész szam. Ha p(T) = 1, akkor 77 = 0.
A fentiekbdl kapjuk, hogy p* : Z[Z,] — Q(Z,) reprezentdciora:

—a /

™ (L(n,q)) = (T — 1)~ - (T7 —1)™"  (mod £T%).

Legyen L(ni,q1), L(ng, g2) egymdassal homotdp lencseterek. A funda-
mentalis csoportjuk izomorfidjabol kapjuk, hogy sziikségszeriien n; = ns.
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Whitehead bizonyitotta ([15]), hogy L(n,q;) és L(n,qs) akkor és csak akkor
homotépok, ha létezik egy r € Z*, melyre ¢ = ;7% (mod n).

Két CW-komplexus kombinatorikusan ekvivalens, ha léteznek olyan
felosztasaik, melyek szimplektikusan izomorfak.

A lencseterek targyalasanak Osszegzése a kovetkez6 megjegyzés, melyet
Reidemeister konyvében [12] taldlhatunk meg.

Megjegyzés 5.3.5. A kovetkezok ekvivalensek:
1. L(n,q1) és L(n,qz) kombinatorikusan ekvivalensek,
2. A 1° Reidemeister-torzioik (ldsd|5.3.4) megegyeznek,

3 g e{q, —q,d, 4}

5.4. Turaev el6jelmoédositott torzidja

Tekintsiik az[5.2.1|{definiciéban targyalt 7°(Y) = +p(H)-7(C2(Y)) € F*/ +p(H)
torziot. Ennek kétféle ambiguitasa van: az elbjele, és egy h € H elemre
p(h)-val val6 szorzas. Az eldjelt eltlintetjiik bevezetve az Y homolégikus
irdnyitasat, mely egy w irdnyitasa @H;(Y;R) valds vektortérnek. Vegyiink

egy fundamentalis cellahalmazt részhez hasonléan), és irdnyitsiik ket
tetszOlegesen. Rogzitsiink egy p : Z[H] — F homomorfizmust. Az
szerint kapunk egy 7 (C?(Y)) troziét. A fundamentdlis cellahalmaz bijek-
cioban all Y cellaival, igy Y cellain kapunk egy rendezést és egy iranyitast,
igy C.(Y;R) egy bazisat is. Rogzitsiik le h; bazist H;(Y;R)-ben ugy, hogy
ho, hi,... ugyanolyan irdnyitdst adjon mint w. A C,(Y,R) ldnckomplexus
a{h;|1=0,1,...} béazissal 7(C.(Y,R)) torziét adja. Legyen ennek elGjele
7 € {£1}. Ekkor 7°(Y,w) = 77(C?(Y)) € F* definiciéval kapott 7/ tor-
716 p(h)-val valé szorzas erejéig egyértelmii lesz. Az igy kapott 7°(Y,w) €
p(H)F* torziét eléjelmodositott torzidnak hivjuk.

Ha M irdnyitott m-dimenzids sokasig, melyre OM = () és m pératlan,
akkor minden rogzitett irdnyitas indukal egy w homoldgikus irdnyitést. (Ezt

meghatdrozza @ H;(M;R) egy bézisa és az ebbdl Poincaré-dualitdssal ka-
<m/2

pott @ H;(M;R)-beli bazis.) Tehdt specidlisan a 3-sokasdgokon tekint-
i>m/2
hetjiik a kanonikus w homoldgikus iranyitassal kapott el6jelmodositott tor-
zi6t.
A p(h) ambiguitas eltiintetését ebben a dolgozatban nem térgyaljuk.
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5.5. Turaev-Reidemeister-torzié graf 3-soka-
sagokra

Turaev altalanositotta a Reidemeister torziot, és ezt fogjuk megvizsgélni graf
3-sokasagok esetében.

Legyen M graf 3-sokasag negativ definit I' 6sszefliggd csdvezeték graffal.
Tegytik fel, hogy raciondlishomolégia-gomb (igy a kovetkezmény miatt
g, = 0 minden v-re és b;(I') = 1), és haszniljuk az eddig megszokott
jeloléseket, tovabba legyen H = Hy(M(T');Z) = L'/L, errdl tudjuk, hogy
véges csoport.

A torziot a Fourier-transzformalt segitségével fogjuk definidlni, ezért
sziikség van az alabbi fogalmak bevezetésére.

Definicié 5.5.1. Legyen H a H dudlis csoportja:
H= {X H — St homomorﬁzmus} .
Az elemeit karaktereknek hivjuk.

Megjegyezzik, hogy a H mint csoport izomorf H-val.

Definicié 5.5.2. Az f: H — C fiigguény ]/“\: H— C figguényt az f Fourier-
transzformdltjanak nevezziik, ha kielégiti a kovetkezd feltételeket:

-~

FoO = S fx(h),  f(h) = 7 2 FOOx(R). (5.5.3)

heH el

AT :H — Ctorzi6 T : H— C Fourier-transzformaltjat fogjuk
definialni.

A definiciéban lefrtak szerint L = Z (S, |v € ¥). A definicié-
ban leirtak szerint legyenek definidlva S generatorok, melyek L'-t generdljék.
Megjegyezziik, hogy definicié szerint (S, S)) = —0u-

Ekkor L'/L-t generélja a kovetkezd halmaz: {[S¥] |v e ¥}.

Ezért a H elemei realizdlédnak ugy mint ¥ — C fiiggvények.

Definicié 5.5.4. Legyen x € H karakter. Jelolje v csucs fokszdmat 6,.
(a) Ha x =1 trividlis karakter, akkor definicié szerint legyen ’7\'(1) = 0.
(b) Ha x([Sk]) # 1 minden olyan v-re, melyre §, # 2, akkor a kévetkezd
képlettel definialjuk T -ot:

T =[Ta—xasm==.

veY
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(¢) Ha a eset nem dll fent, tehdt x([Sk]) = 1 wvalamely v-re, melyre
0, = 2, akkor definidljuk a torziot a kovetkezoképpen:

~

700 =lim[] @ —x(qsy]em))™2,
veY

ahol my, = —(S%,S%)o.

Példa 5.5.5. Lencseterek torzidja. Haszndljuk a definiciéban
leirtakat az L(n,q) lencsetér leirdsihoz. Megjeqyezzik, hogy ekkor % =
[b1,...,b)], tehdt n = det(I'(by,..., b)), ¢ = det(I'(ba,..., b)) és ¢ =
det(F(bl,l, ce 7b1))-
A csévezeték grdfja a kovetkezo:
—b —by —bs . —b—1 —b

Ekkor x # 1-re tegyiik fel, hogy x([S7]) =& A példdban leirtakhoz
hasonléan kapjuk, hogy [ST] generdlja H = Z,-t, igy &" = 1. A grdfon
abrazolva a x karekter értékeit:

f §b1 é‘blbg—l gdet(l“(bl ,,,,, bi—2)) gq’
—by —by —b3 —bi_1 by

Innen ldthatd, hogy a karakterek bijekcioban dllnak a {£ | " = 1} halmazzal.
Ekkor az[5.5.4 definiciébdl kapjuk, hogy x karakterre:

~

. 1
TOO = gy

A Fourier-transzformdcids képletbdl kapjuk meg T (h) torzidt (|H| =

: _ 1, &
h#0: Tih) =5 gn:% L, 1-90-¢D
—0- 1. 1
h=0: TO =5 én:%#(l—a(l—sq’)

A Dedekind-dsszeq trigonometrikus alakjdbal a kévetkezd képletet
kapjuk:
n—1
0 "'n) =

amibél T(0) = 222 —s(¢', n).

(5.5.6)

Példa 5.5.7. Legyen I' a kovetkezd grdf és jeloljiik a csiucsokhoz tartozo
generdtorokat a jobb oldalt taldlhato modon szdmozva:

38



S

So

So Ss

Az S} generdtorok realizdlddnak a grdfon a kévetkez6 mddon: (S;, ST) = —dij,
melyet a grdfon dbrdzolva i =1 és i =0 esetekben:

1

1 1
2 2

Tehdt példdul S; = So+S1+ 352+ 3S5. Ekkor (S;, So+S1+ 3924 353) = 01
A H=17Zy®Zy. A H izomorf H-val, ennek elemeit a grafon jelolyik:

1 -1 -1 1
1 1 -1 1 1 -1 -1 -1
X0 X1 X2 X3

Itt ldathatjuk, hogy szikséqg lesz reqularizdldsra a T definicidjihoz. Az
definicio pontja szerint a kovetkezéképpen kaphatjuk meg T -t:

-~ . 3 * s (Sj—2
70w = T (1= x([5)em)
Ebbol kapjuk, hogy 1 = 1,2,3-ra
~ 1—1-¢ 1
T(xi) = lim =5

=101 ()OI — (-1 2
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A Fourier-transzformdcio képletébol:

0 =4+ (T + S0 ) =4+ 0435 = &

i=1

5.6. Seiberg-Witten-invarians

Legyen M graf 3-sokasig az részben leirtak szerint. Tegytik fel, hogy
M racionalishomoldgia-gomb. Leirtunk egy sejtést a Casson-invarians és a
szignatura kozti osszefiiggésre . Egy ehhez hasonlé sejtésre mutatunk
ra, mely a Seiberg-Witten-invarians és a szignatura kozti Osszefliggést
mutatja meg. A Turaev-torzié 7 : H — C leképezés volt. Ehhez hasonléan
vezetjiikk be a Seiberg-Witten-invaridanst a kovetkez6 definicioban.

Definicié 5.6.1. Definicio szerint legyen az stvo : H — C Seiberg- Witten-
mvarians a kovetkezo:

sto(h) = T(h) - ,—;’ACW,

ahol A\ew a képletben felirt Casson- Walker-invaridns.

Sejtés 5.6.2. A Seiberg-Witten-invaridns sejtés. Legyen (X, 0) anali-
tikus halmaz, melynek o-ban izoldlt hiperfelilet-szingularitisa van. Tegyuk
fel, hogy az Lx linkje raciondlishomoldgia-gomb. Jellje sw(0) az Lx link
Seiberg- Witten-invaridnsdt, és o(F) az (X,0) F Milnor-fibrumdnak szig-
naturdjdat. Ekkor fenndll a kovetkezd linedris dsszefiiggés:

A kovetkezd példa azt szemlélteti, hogy az fennall az ismert
esetekben.

Példa 5.6.3. Az f(z,y,z) = 22 +y?+ 2" Brieskorn-szingularitds Ly linkje
k > 1 esetében egy graf 3-sokasdg, melynek I' csévezeték grafja a kovetkezo:

U1 U2 U3 Vk-1 Uk
-2 -2 -2 -2 -2
FEkkor * = [2,2,...,2] = k“ Azn =k+1, igy H= H\(Ls;Z) = Zj41.
Szamol]uk ki elészr a Casson Walker—mvamanst a[{-5.9 képletbdi:
—fAew = X (B +3)+ X (2 6)(E}, EY)
o veY Ueqf/]&fk
~tAow = k42 (- k+1) = kLl
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A torzi6 kiszdmitdsa. Legyen x € H egy dltaldnos karakter, melyre x([S5]) =
€, ahol E¥*1 = 1. Ekkor a x karakter értékei dbrdzolva I grifon:

E 52 53 é-kfl gk
9 9 e 9

Az képlet alapjan szamoljuk ki T(0)-t (haszndljuk, hogy ((r+1)) =
((r)), a Dedekind-szimbolum jelentését és dsszegzési képleteket):

oy =0 =3 () (7)) -

=§2((%;1))-<<£—f;)>=-§; () -

oy (Y Bk
B S\k+1 2 o 12(k+ 1)
Ebbél a kovetkezd képletet kapjuk T (0)-ra
k koK -k K42k

0)=—F————s(k,k+1) = = )
TO =107 W)= ey - 26+
fgy megkaptuk a Seiberg- Witten-invaridnst:
1 k* + 2k k* —k k
— N P =
sw(0) =TO) = =7 Aew =55 Y g~ 8

Az F Milnor-fibrum szignatirdjdt a alakbol szdmoljuk ki. Haszndljuk
az ott leirt jelolést (0(2,2,k + 1)) = 0g — 01+ 02). A o0 = 02 = 0 mert a
racspontok elsé két koordindtdja egyarant 1, igy az i < 3 —|— —|— <141

T
egyenletnek 1 = 0 és i = 2 esetén nincs 0 < j3 < k + 1 megoldasa, A oy
kiszamitdsa:

. 1 J

= 1.1 4= —
01 #{( ) 7]3) 9 2 k+1 }
= # 4 (1,1,53) 2 = #{(11js) |0 < js <k+1} =k,
k+1

Tehdt 0(2,2,k + 1) = —0y = —k. Igy kapjuk, hogy
—0
w(0) = —
si0(0) =

Ezzel a példdval szemléltettiik, hogy a Seiberg- Witten-invaridns sejtést.
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Koszonetnyilvanitas

Ezuton is szeretném kifejezni koszonetemet Némethi Andrasnak, témaveze-
tomnek, aki minden lehetoséget megragadott, hogy tamogasson, biztasson
és segitséget nyujtson szakdolgozatom elkészitésében. Hélas vagyok a sok
konzultacioért, melyekre mindig tudott id6t szakitani — a tobbi szakdolgozdja
mellett is.

Koszonettel tartozom tovabba Sziics Andrasnak, aki a topoldgia elméleti
anyaganak elsajatitasaban volt nagy segitségemre — enélkiil a dolgozat
anyaganak feldolgozasa komoly akadalyokba iitkozott volna.

Koszonom évfolyamtarsaimnak, hogy folyamatos tamogatasukkal jelen
voltak mellettem. Es koszonom csaladomnak, hogy mindvégig kitartottak
mellettem, és segitettek stilisztikailag formélni az anyagot.
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