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Ko6sz6netnyilvanitas

Koszonetet szeretnék mondani Dr. Némethi Andras egyetemi tanarnak, témaveze-
tomnek, aki felkeltette érdeklodésemet a téma irant, segitett a szakirodalom kiva-
lasztédsaban, és munkamat gondosan atnézve hasznos tandcsokat adott mind a hibak
kijavitasaban, mind a tartalom megvalasztasaban.

Ugyancsak koszonettel tartozom mindazoknak, akik a dolgozatban felhasznalt
szabad szoftverek fejlesztésében részt vettek. A dolgozat XUbuntu operaciés rend-
szeren, Emacs szovegszerkesztével, BIEX nyelven irédott. Az abrak elkészitéséhez a
TikZ programot hasznaltam.
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1. Bevezetés

A szingularitasokkal val6 ismerkedést 2015 6szén kezdtem, témavezetém Dr. Némethi
Andras tobb kurzust is tartott a témaval kapcsolatban.

Az 1920-30-as években két téma volt legfékébb a topolégusok érdeklodésének
kozéppontjaban. Egyrészt a csoméelmélet, ahol az tjonnan felfedezett topoldgiai
eszkozoket lehetett alkalmazni. Rengeteg 1j tételt bizonyitottak, akkoriban fedezték
fel tobbek kozott az Alexander-polinomot is. Masrészt az algebrai geometria, ahol a
szingularis komplex algebrai feliileteket akartak megérteni. A két témat K. Brauner
kapcsolta 6ssze 1928-ban, amikor megmutatta, hogy egy komplex gérbe szingularis
pontjait le lehet irni egy csoméval. Késobb az 1960-as években E. Brieskorn hasonlé
Osszefiiggéseket talalt magasabb dimenzidkban, torusz csomodk altalanositasat vizs-
galva. fgy a szingularitdsok elmélete meghatarozé lett, és szamos geométert izgat
azota is.

A dolgozatban szingularitasok kérnyezetének topolégiajat mutatom be. A meg-
értéshez szitkség van az algebrai geometria, algebrai topolégia, differencidltopologia
és differencidlgeometria alapvet6 fogalmainak és tételeinek ismeretére, a [2] Fejezet-
ben azok a tételek és definiciok lettek felsorolva, melyekre kozvetleniil sziikség van.
A [3] Fejezet hiperfeliilet szingularitdsokrdl sz6l. A hiperfeliiletet elmetssziik egy kis
sugaru gombbel, mely kozéppontja egy szingularis pont, igy kapjuk a szingularités
linkjét. Milnor mutatta meg, hogy a link gémbbeli komplementere egy lokalisan tri-
vialis fibralds St f6l6tt, a fibrumot Milnor fibrumnak nevezziik. Ennek a segitségével
tobb tételt bizonyitunk a fibrumok és a link topologikus tulajdonsagairol.

Végiil a[dl Fejezetben normélis feliilet szingularitasokat vizsgalunk, definidljuk a
rezoluciét, a rezoluciéhoz tartozé rezoliuciés grafot és racsot, latunk példat konkrét
szingularitdsok rezoliciés grafjara. A plumbing konstrukcié segitségével megmutat-
juk, hogyan kaphatunk a rezoliciés grafbol egy 3-sokasagot, D. Mumford bizonyi-
totta, hogy az pont a szingularitas linkje lesz. Végiil definidlunk egy topologikus
és egy algebrai Z(t), illetve P(t) sort, és egy konkrét példan megmutatjuk, hogyan
kapcsolhatdak Gssze.

A két f6 fejezet alapja két konyv: John Milnor [1] miive Fejezet), valamint

Némethi Andras [6] konyve (4l Fejezet). Ezeket kiegészitendd tébb forrast is hasz-
naltam, ezek listaja az irodalomjegyzékben megtalalhato.



2. A sziikséges el6ismeretek Osszefoglalasa

2.1. Varietasok

Legyen K = R vagy K = C test.

2.1.1. Definicié [[13], 1,2. o.]. Jeloljitk A = K[z, ..., z,)-nel a K feletti n-valtozés
polinomgytrtt. Tetszoleges A-beli polinomot tekinthetiink egy K" — K fiiggvény-
nek: f € Aés P = (ay,...,a,) esetén legyen f(P) = f(ai,...,a,). gy minden
f € A polinom esetén beszélhetiink a V(f) = {P € K™ : f(P) = 0} halmazrdl, az
f nullhelyeirdl. Altalaban tetszoleges T' C A halmazra definidlhatjuk 7' nullhalma-
zat, mely a T-beli polinomok ko6zos nullhelyeinek halmaza. Jeltlése:

V(T)={Pe K" : f(P)=0VfeT}.

2.1.2. Definicié [[1], 3. o.]. Ha f € K]Jz,...,2,] nem konstans polinom, akkor a
Z(f) pontok halmazéat komplex hiperfeliiletnek nevezziik.

2.1.3. Definicié [[13], 2. o.]. Egy V' C K™ halmaz affin algebrai halmaz, ha létezik
T C A, melyre V =V(T).

2.1.4. Definicié [[13], 3. o.]. Tetsz6leges V C K™ halmazra legyen
IV)={f € K[n,.., 2] - f(V) =0},

2.1.5. Tétel [Hilbert bazistétele|. [[16], 5.6.9.] Ha R egységelemes (kommutativ) No-
ether gytirii, akkor az R[x] polinomgylirii is az. Specidlisan ha K test, vagy euklideszi
gyltirt, akkor a K|[z1,. .., 2, gyliri minden idedlja végesen generalt.

Ebbdl régton kovetkezik, hogy minden V' algebrai halmaz véges sok polinom-
egyenlettel definialhato.

2.1.6. Kovetkezmény [[13], 1.4.7.]. Tetszéleges Vi D Vo D V3 D ... sorozata al-
gebrai halmazoknak véget ér vagy stabilizalodik (V; = Viy = ... ) véges sok 1épés
utan.

Kénnyen igazolhat6 ([[13], 1.1.]), hogy két algebrai halmaz uniéja is algebrai
halmaz és algebrai halmazok tetszoleges csaladjanak metszete algebrai halmaz. Az
iires halmaz és az egész K™ tér algebrai.

2.1.7. Definicié [[13], 3. o.]. Egy nemiires algebrai halmazt irreducibilis algebrai
halmaznak, masnéven affin varietdsnak neveziink, ha nem lehet felirni két valodi
algebrai részhalmazanak unidjaként.

Szintén konnyl megmutatni, hogy egy V' algebrai halmaz pontosan akkor irre-
ducibilis, ha I(V') < K[z, ..., z,) primideal ([[L3], 1.4.]).



2.1.8. Definicié [[13], 4. o.]. Legyen V varietds. A Klz,...,2,]/I(V) integritdsi
tartomanyt a V' koordinatagytirtijének nevezziik és Ay-vel jeloljiik. Ennek a ha-
nyadostestét a V folotti raciondlis fiigguények testének hivjuk. Ennek a testnek a
transzcendenciafoka K {olott a V' algebrai dimenzidja K {616tt.

Az [[1], 10. o.] szerint, ha W val6di részvarietasa V-nek, akkor dim W < dim V.
Legyen V' C K™ tetsz6leges algebrai halmaz és (f1,..., fr) = [(V). Minden x € V
pontra tekintsiik a k x n-es (0f;/0x;(x)) métrixot. Legyen p a maximalis rang, amit
a matrix elér a V' pontjaiban.

2.1.9. Definicié [[1], 10. o.]. Az z € V nem szingularis, vagy egyszerd pont, ha
(0fi/0x;(z)) rangja p. Kiilonben az = szinguldris pont. A V szinguldris pontjainak
halmazat ¥(V')-vel jeloljiik.

Ez a definicié nem fiigg az fi, ..., fr polinomok valasztdsatél. Ugyanis, ha hoz-
zavesziink egy 1j fr41 polinomot, melyre g1 f1 + - - - + gi fx, akkor a matrix 4j sora a
régi sorok linearis kombinaciodja.

Az alédbbi két tétel mindegyike Whitney tétele. A bizonyitasok a [[4]] konyvben
megtalalhatok.

2.1.10. Tétel [[1],2.3.]. A V algebrai halmaz nem szinguldris pontjainak V — %(V)
halmaza nemiires, K-analitikus sima sokasag, K-dimenzidja n — p. Irreducibilis V
esetén V — X(V) dimenzidja egyenlé a V' algebrai dimenzidjaval.

2.1.11. Tétel [[1], 2.4.]. Tetszbleges V O W parra V — W -nek véges sok topologikus
komponense van.

2.1.12. K6vetkezmény [[1], 2.2]. A V varietds szinguldris pontjainak (V') halma-
za valodi algebrai részhalmaza V -nek.

Legyen M sima sokasag, jelolje M™ azt, hogy az M dimenzidja m.

2.1.13. Definicié [[17], 14.2.1.]. Legyenek M™ N™ sima sokasagok, m > n és legyen
f: M™ — N7™ tetszoleges differencidlhaté fiiggvény. A p € M reguldris pontja az
f-nek, ha az f rangja a p pontban n. Kiilonben a p kritikus pontja f-nek. Ha g € N
és minden pont az f~!(q) halmazban regularis, akkor q reguldris érték, egyébként q
kritikus érték.

2.1.14. Lemma [[1], 2.5.]. Legyen V egy algebrai halmaz, melyet f(z) = 0 definidl,
ahol f irreducibilis polinom. Ekkor minden polinom, ami eltiinik V-n benne van
(f)-ben. Igy V irreducibilis és Y(V) az f kritikus pontjai halmazdnak és V-nek a
metszete.

2.1.15. Kévetkezmény [[1], 2.6.]. Tetszéleges V' algebrai halmaz felirhato véges
sok My, ..., M, halmaz diszjunkt uniojaként, ahol az M;-k véges sok komponensbdl
allo sima sokasagok. Hasonléan, V — W is felirhato igy, ahol V, W varietasok.



Bizonyitds. Legyen My =V — X(V), My = X(V) — X(2(V)), és igy tovabb. A
VOX(V)DXEXE(V)D...
sorozat véges sok 1épés utan véget ér, a[2.1.11] Tétel miatt mindegyik M;-nek véges
sok komponense van és V' az M; halmazok diszjunkt uniéja. Az M; — (W N M;)
halmazt jelolje M!. Ekkor M/-nek véges sok komponense van és
V-W=MuU.. UM,
0

2.1.16. Lemma [[I], 2.7.]. Legyen V algebrai halmaz, M, = V — %(V) és g po-
linomfiiggvény K"-en. Legyenek fi,..., fi az I(V) idedl generatorai és legyen W
azon x € V pontoknak a halmaza, melyre a

dg/0xy ... 0g/0x,
8f1/8x1 Ce 8f1/8l‘n
C = : . .

matrix rangja x-ben legfeljebb p. Ekkor a g| M kritikus pontjainak halmaza M; W .

Bizonyitds. Az M, tetszoleges pontjanak kornyezetében tudunk wuq,...,w, lokalis
koordinatédkat valasztani K™-en ugy, hogy M; azon pontok halmaza legyen, melyre
Uy = -+ = = 0. Ekkor w,41,...,u, lokdlis koodrinatdk M;i-en. Mivel az f;
eltiinik M;-en, ezert minden x € M, pont és j > p+1esetén 0f;/0u; = 0. Jelolje X

a (0f;/0u;) matrixot. Ekkor X oszlopekvivalens a D = (0f;/0x;) matrixszal, emiatt
az X rangja is p és igy az X els6 p oszlopa linearisan fiiggetlen. Az

dg/0uy ... 0g/0u,
8f1/0u1 . 6f1/8un
Y = : , .
Ofe/O0ur ... Ofx/0uy
matrixnak pontosan akkor lesz p a rangja, ha
dg/0upi1 = -+ = 0g/0u,, =0,

vagyis ha az adott pont kritikus pontja a g|M; fliggvénynek. Az Y maétrix pedig
oszlopekvivalens a C-vel. O

2.1.17. Kovetkezmény [[1], 2.8.]. Egy g polinomfiiggvénynek My =V — %(V)-n
legfeljebb véges sok kritikus értéke lehet.

Bizonyitds. A g|M; kritikus pontjainak halmaza W — X(V'), emiatt felirhat6 véges
sok sima sokasdg unidjaként:

W —S(V)=MU...uM,



ahol mindegyik M/-nek véges sok komponense van. Minden = € M/ kritikus pont-
ja g|Mi-nek, emiatt kritikus pontja g|M/-nek. Mivel M/ minden pontja kritikus
pont, ezért g konstans M! mindegyik komponensén. Igy g(M!) véges halmaz. Vi-
szont g(Mj)U. ..U g(M,) éppen g|M; kritikus értékeinek halmaza. O

2.2. Kommutativ algebra
Az A gytri alatt végig kommutativ gylrit értiink, a primidealjainak halmazat

Spec(A)-val jeloljiik.

2.2.1. Definicié [[14], 4. 0.]. Az A gytiri lokdlis, ha pontosan egy maximélis idedlja
van.

2.2.2. Definicié [[14], 120. o.]. Egy p € Spec(A) magassdga
sup{n : po C p1 Cp2 C ... C pn, pi € Spec(A), pn = p},
height(p)-vel jeloljiik.
2.2.3. Definicié [[13], 6. o.]. Az A gytirt Krull-dimenzidja
sup{n : dp € Spec(A), height(p) = n},

jelolése: dim A. Itt C alatt szigoru tartalmazast értiink.

2.3. Topoldgia
2.3.1. Definicié [[15], 130. o.]. Tetsz6leges X topologikus tér n-edik Betti-szdma
rk(H,(X)).
2.3.2. Allitas [Mayer-Vietoris sor]. [I5], 149. o.] Legyen X topologikus tér, vala-
mint A, B C X alterek, melyekre
X =Int(A) U Int(B).

Ekkor a

s Hon(X) S Hy(ANB) " Hy(A) @ By (B) S HL(X) -
sor egzakt, ahol

1: ANB— A, j: ANB— B, k: A= X,l: B> X

beagyazasok.

2.3.3. Allitas [Alexander dualités). [15], 3.44.] Ha K C S™ kompakt, lokalisan
pontrahiizhato, nem tires, valodi részhalmaza S™-nek, akkor minden i-re

H;(S" — K) = H" " (K).



2.3.4. Allitas [Poincaré dualitas]. [[I5], 3.30.] Ha M™ n-dimenziés irdnyithaté so-
kasag, akkor

H*(M) = H,_(M).
2.3.5. Tétel [Poincaré sejtés]. [[15], 390. o.] Egy zart, egyszeresen Osszefiiggs 3-

dimenziés sokasdg homeomorf S3-mal.

2.3.6. Tétel [Whitehead tétel|. [[15], 4.5.] Legyenek (X, xq) és (Y, yo) CW komple-
xusok, valamint f : X — Y folytonos, melyre f(xo) = yo. Ha az f altal induk&lt

f*n : 7Tn()(a l’o) — Wn(}/a yO)
leképezés izomorfizmus minden n-re, akkor az f homotopikus ekvivalencia.
2.3.7. Tétel [Hurewicz tétel]. [[15], 4.32.] Ha X topologikus tér, n > 1 és minden
i < n-re m(X) =0, akkor m,(X) = H,(X).

Legyen X 2n-dimenzids irdnyitott, sima sokasag, a hatdra bd(X), « relativ n-
ciklus, és 3 abszolit n-ciklus, [[7], 12. o.] alapjan ezeknek definidlhaté az algebrai
metszete, amit («, §)-val jeloliink. Ez pedig indukal egy

(,): Hy(X,bd(X),Z)® H\(X,Z) = Z

leképezést, melyet metszet parositisnak neveziink. Ugyanigy bevezethet6 az ellenté-
tes metszet parositas,

() : H(X,Z)® H,(X,bd(X),Z) — Z,
ekkor
(o, 8) = (=1)" (8, ).
A metszet pérositds nem-elfajuld, és H,, (X, bd(X), Z)-t azonositja
H,(X,Z)" = Homy(H,(X,Z),Z)-vel

a kovetkez6 médon: ha a € H,(X,bd(X),Z), akkor az [«a] osztdlyhoz tartozé leké-
pezés legyen (o, .).

Ha a4, ap abszolit ciklusok, azoknak is lehet definidlni az algebrai metszetét. Ez
pedig indukalni fog egy

(,): H,(X,Z)® H,(X,Z) - Z
leképezést, amit metszetformdanak hivunk. Erre is teljesiil, hogy
(o, ) = (=1)"(B, ).
Létezik egy j : H,(X,Z) — H,(X,bd(X),Z) természetes bedgyazds, ami pont a
b: H,(X,Z) — H,(X,Z)", b(B)=(P,.)
leképezéssel azonosithato.

A b leképezést ki lehet terjeszteni H, (X, Z)-r6l H,(X,Z) ® Q-ra és H,(X,Z)*
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azonosithat6 azon I’ € H, (X, Z)®Q elemekkel, melyekre tetszéleges | € H, (X, Z)-re
(l, l,)Q € 7.

2.3.8. Definicié [[3], 508. o.]. Legyen M sokaség, az érinté nyalabjat jeloljiikk T-vel,
az M folotti trividlis vonalnyaldbot pedig el-gyel. Az M sokasig S-parallelizdlhatd,
ha T @ ! trividlis nyaldb. A T @ ¢! nyaldbot az M stabil érinté nyaldbjanak hivjuk.

2.3.9. Lemma [[3], 3.4.]. Egy M &sszefiiggd sokasdg, melynek pereme nem iires
pontosan akkor parallelizalhato, ha S-parallelizalhato.

2.3.10. Lemma [[2], 2.2.]. Legyen M" sokasdg és f : M — R sima fiiggvény,
melynek p € M nem-elfajuld kritikus pontja. Ekkor létezik egy U kérnyezete p-nek,
és abban egy lokalis uy, . .., u, koordindatarendszer, melyre u;(p) =0V 1 <i < n, és
minden z € U-ra

f2) = fp) —ui(u) = = ui(2) + w3 (2) + - +up(2).
Ezt a X szamot az f indexének nevezziik a p pontban.

2.3.11. Definicié [[2], 12. o.]. Legyen M sokaség, rajta f sima valds értéki fiigg-
vény. Ekkor
M* = fY(—o0,a).

2.3.12. Tétel [|2], 3.5.]. Ha M sokasag, f : M — R differencidlhaté fiiggvény,
melynek egy kritikus pontja sem elfajulo, és mindegyik M sokasag kompakt, akkor
az M homotépiatipusa megegyezik egy CW-komplexuséval, ahol minden X\ indexti
kritikus ponthoz egy A-dimenzids cella tartozik.
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3. Hiperfeliilet szingularitasok

Legyen f(z1,...,2n41) €gy (n+ 1)-valtozos komplex egyiitthatés polinom, és legyen
V ={zecC" : f(z) =0}. AV egy komplex hiperfeliilet, aminek a topolgidjat
akarjuk megérteni egy tetszéleges 2 € V pont kdrnyezetében.

Eldszor rogzitiink néhany jelolést. Tetszoleges z € C™ pontra jeldlje S.(z) a
z kozéppontu e sugaru gombot és B.(z) a z kozépponti e sugart golyét (ekkor
a B.(z) goly6 hatédra, bd(B.(z)) = S.(z)). Ha egyértelmt, hogy melyik z pont a
kozéppontja a gombnek, illetve a golyénak, akkor az egyszertiség kedvéért a z-t
elhagyjuk a jelolésbél. Tetszéleges H € C™*! halmazra jelolje CI(H) a H lezartjat.
Két vy, vy € C" vektor hermitikus skaldris szorzatét jelolje (vy,vy). TetszOleges ¢
komplex szam szoge legyen arg(c). Azt, hogy az M, N sokasdgok diffeomorfak tugy
fogjuk jelolni, hogy M ~ N. A homologiacsoportokat mindig Z folott tekintjiik.

3.1. Lokalis kip struktara

El6szor altaldanos komplex varietasokra bizonyitunk par allitast.

3.1.1. Allités [[1], 2.9.]. Legyen V C C"*! algebrai halmaz és z° € V nem szingu-
laris pont, vagy izolalt szingularitasa V-nek. Ekkor létezik egy 9 > 0 valds szam,
hogy minden ¢ < gg-ra S.(2°) NV sima sokasdg.

Bizonyitas. Tegyiik fel el0szor, hogy V' valds algebrai halmaz, legyen az r: V — C
az a fiiggvény, melyre r(z) = ||z — 2°||?. Ha & kisebb az r|(V — X(V)) fiiggvény
osszes pozitiv kritikus értékénél, akkor €2 reguldris érték, emiatt

rTH(E) NV =2(V) = S.(2") N (V = (V)
egy sima K sokasdg. Mivel 2" vagy nem szinguldris pont, vagy izoldlt szingularités,
ezért létezik g9 > 0, hogy minden ¢ < gg-ra S.(2°) NS(V) =0, igy K = S.(:°)NV.
A bizonyitést azzal az észrevétellel fejezziik be, hogy minden V' C C"™' komplex
varietds tekinthetd valds varietdsnak R2™Y ben. O]

3.1.2. Megjegyzés. A bizonyitasbdl az is kijott, hogy S.(z°) és V transzverzdlisan
metszik egymast.

3.1.3. Definicié [[1], 18. o.]. Legyen M C C"** tetszéleges sokasdg. Ekkor
Cone(M) = M x [0,1]/(m1,0) ~ (m2,0)

az M feletti valds kip, az (m,0) pontok [m,0] ekvivalenciaosztalya a kip csicsa. Ha
K C 5.(2°), akkor a Cone(K)-t lehet realizdlni B.(z")-ban, mint a

th+(1 -1 (0<t<1)

szakaszok unidja, ahol k € K. Jelolése Cone,o(K). Ha egyértelmfi, hogy melyik 2°
pontot nézziik, akkor elhagyjuk a jelolésbol.
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3.1.4. Tétel [[1], 2.10.]. Ha e > 0 elég kicsi, akkor V N B.(2°) homeomorf Cone(K)-
val. Ha ismerjiik a K — S.(2°) bedgyazdst, akkor a (V N B.(z°), B.(z°)) par homeo-
morf a (Cone(K), Cone(S.(z"))) pdrral.

Bizonyitas. Most is elég lesz valds varietasra bizonyitani az allitast. Mostantol le-
gyen S.(2%) = 5., S.(2°) = B. és M; = V — 3(V). Az M; komplex dimenzidja a
2.1.10L Tétel alapjan n+ 1 — p, valés dimenzidja 2n + 2 — 2p. Legyen €y > 0 rogzitett
valés szam, melyre minden € < gp-ra B.-ban legfeljebb egy szingularis pont van, a

20 és az r| M, fiiggvénynek nincs z°-n kiviil kritikus pontja.

Elészor konstrudlni fogunk egy sima v(z) vektormez6t a B. — 2" halmazon, melyre
a kovetkezdk teljesiilnek. Minden z € B, — z%ra (v(2), 2 — 2°) > 0, valamint minden
z € My-re v(z) € T, M.

Elészor lokalisan konstrualjuk meg a vektormezét, vagyis minden 2 € B, — 2°

pont egy U* kornyezetében konstrudlunk egy v*(z) vektormezét, mely az el6irt két
tulajdonsagot teljesiti. Ha 2* ¢ V', akkor az U® kérnyezetét valasszuk ugy, hogy ne
messe V-t és minden z € U* pontra legyen

v*(2) = 2z — 2°.

Ekkor z & My, és (v(z2),z — 2°) = (2 — 2%, 2 — 2% = ||z — 2°|]2 > 0.

Ha 2* € V, akkor az ¢ < gy miatt z¢ € M;. Ekkor a kovetkez6t csinaljuk.
A 2% pontnak létezik olyan U® kornyezete, melyben tudunk olyan valds lokalis
Uy, - .., Uz, ro koordindtarendszert valasztani, hogy az M; pontosan azokbol a pon-
tokbdl élljon, melyekre u; = - -+ = ug, = 0. Legyen r(2) = ||z —2°||>. Mivel a 2 # 2°,
igy nem kritikus pontja az r|M; fiiggvénynek, ezért a

Or [Ougp11(2%), ..., Or [Qusnia(27)

vektorok koziil legaldbb az egyik nem 0. Tegyiik fel, hogy Or/du(z%) # 0. Ekkor van
egy U® C U 6sszefiiggd kornyezete z*-nak, melyben 0r/0uy, # 0. Legyen tetszoleges

z € U%ra
v¥(2) = £(021/0uy, . . ., 0zapnt2/0uy,),

ahol az el&jel pontosan akkor negativ, ha dr/0u, < 0. Nyilvan minden z € M;-re
v¥(z) € T, M, tovdbbd minden z € U%-ra

2 (v*(2),z — 2°) = Z 2(z; — 2 = Z(@r/@zi)(iﬁzi/ﬁuk) = £0r/0uy > 0.

Tehat igy tényleg minden z® pont egy U® kornyezetében van egy a feltételek-

nek megfeleld v* vektormezd. Ezutdn legyen {\*} egy sima egységosztds a B. — 2°

halmazon, melyre suppA® C U®. Ekkor
v(z) =D A*(2(2)

vektormez6 megfelels lesz a B, — z° halmazon.
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Tetszbleges z € B, — z°-ra legyen

w(z) =v(2)/(2(z = 2%), v(2)).

Olyan p: [, 8] = B. — 2% «, 8 € R, a < 8 sima gorbéket keresiink, melyekre

dp(t) fdt = w(p(t)) Vi € [0, ]
Ha p(t) egy megoldés, akkor az r(p(t)) fiiggvényre

drfdt =y (9r/0z)wi(p(t)) = (2(z = 2°), w(p(t)) = 1,

mivel p(t) € B. — 2°. Tehdt r(p(t)) = t + ¢ valamilyen ¢ € R konstansra. Feltehetd,
hogy ¢ = 0, emiatt
t=r(p(t)) = llp(t) — 2°|I".

Beldthatd, hogy minden p fiiggvény, amire a fenti teljesiil kiterjeszthetd a (0, &2
intervallumra, és egyértelmiien meghatdrozza a p fiiggvényt az 2 helyen felvett
értéke, ami egy pont S.-ban. Legyen

P(a,t): S. x (0,e%] = B, — 2°
az az egyértelmii megolddsa a differencidlegyenletnek, melyre p(e?) = a. Ez a P fiigg-
vény egy diffeomorfizmus S. x (0,€%] és B. — 2° kozott. Tudjuk, hogy tetszdleges
z € Myj-re w(z) € T, M, ezért minden olyan megoldds, aminek valamelyik pontja
benne van Mj-ben, teljesen benne van M;-ben. Emiatt a P fiiggvény a K x (0, %] és

VN (B, —2) terek kozott is diffeomorfizmus. Mivel P(a,t) t — 0 esetén egyenletesen
tart 20-hoz, ezért a

ta+ (1 —1)2" = P(a,te®) (0<t < 1)
hozzérendelés egyértelmiien kiterjed egy Cone(S.) — B. homeomorfizmussa, mely

Cone(K) és V N B, kozott is homeomorfizmus. O

3.1.5. Definicié. A K =V N S, halmazt a szingularitas linkjének hivjuk.

A szakasz tovabbi részében a V' algebrai halmaz nem szinguldris pontjainak kor-
nyezetét fogjuk vizsgalni.

3.1.6. Lemma [[I], 2.12.]. Ha V algebrai halmaz és 2° nem szinguldris pontja V-
nek, akkor létezik 0 < ¢y € R, hogy minden 0 < € < gg-ra a K =V N S, trivialisan
beagyazott gomb S.-ban.

Bizonyitds. Megint legyen My =V —%(V) és r(z) = ||z—2°||2. Az r|M; fiiggvénynek
nem-elfajulé kritikus pontja a 2°. Igy az [2.3.10l Lemma miatt léteznek az M;-nek a
2% kérnyezetében valés lokélis koordindtai ui, . . . , Ugnt2—2p, Melyre

r(z) =ul+ -+ Uy,
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Ebbél régton kovetkezik, hogy K =V N S, diffeomorf az uf 4 - -+ + u3,,5 o, = €
gémbbel.

Az . Lemmét lehet az M; C R*™ pérra altaldnositani, mely a kovetke-
z6t mondja ki. Léteznek wi, ..., usnio lokdlis koordingtdk az R*™-ben a 20 egy
kornyezetében, melyre

r(z) =uj+ -+ us, o,

és V' az Ugpi2-2p+1 = -+ = Uznt2 = 0 pontok halmaza. Ebbdl kovetkezik, hogy az
(S., K) péar diffeomorf a (Dy, Dy) pérral, ahol Dy az uf + -+ + u3, , = € gémb és
Dy az uj + -+ + Uj, o o, =€ gomb. O

Most azt a specidlis esetet fogjuk vizsgalni, amikor V = f~1(0) ¢ C"*! komplex
hiperfeliilet, melynek z° nem szinguldris pontja. Tovdbbra is legyen S.(z°) = S.,
legyen a @ : S, — K — S fiiggvény a ®(z) = f(2)/|f(2)| képlettel definidlva,
valamint legyen

Fob=o'(1)=f1'R,)NS..

3.1.7. Lemma [[1], 2.13.]. Ha az S. gomb 2° kézéppontja reguldris pontja f-nek,
akkor Fy diffeomorf R*"-nel.

Bizonyitds. A[2.3.10, Lemma 4ltaldnositésat fogjuk alkalmazni a V C f~}(R) parra.
Ekkor 20 egy koérnyezetében kapunk f~!(R)-hez uy, ..., us,11 valés lokalis koordi-
natakat, melyre

|z — ZO||2 = u% + e +u%n+17

és V azon pontok halmaza, melyekre u; = 0. Ekkor a ®~!(1) halmaz az aldbbi nyfilt

félgombnek felel meg

2 2 2
u1>0, u1+"'+u2n+1:€,

ami nyilvan diffeomorf R*"-nel. ]

A szakasz héatralevo részében egy lemmat bizonyitunk, ami sziikséges lesz tobb
késébb szereplé allitas bizonyitasahoz. A tovabbiakban V' C R™ valds algebrai hal-
maz és U C R™ nyilt halmaz, ami a kévetkezoképpen van definidlva:

U={zeR": g(x)>0,...,q(x) >0},

ahol g1, ..., g valés egyiitthatos polinomok.

3.1.8. Definicié [[1], 26. o.]. Legyen f valds egyiitthatds polinom, x € R™. Ekkor
df (z) = (0f /01 (x),...,0f/0xm(z)) € Homg(R™, R).

3.1.9. Lemma [Gorbe kivélasztasi lemmal. [[1], 3.1.] Ha 0 € CL{UNV), akkor létezik
egy p: [0,e) = R™ valds, analitikus gérbe melyre p(0) =0 és p(t) € UNV Vt > 0.

15



Bizonyitds. Eloszor azt az esetet nézziik, amikor dim V' > 2. Konstrudlni fogunk egy
Vi C V valédi algebrai részhalmazt, melyre 0 € CI(U N 'V;). Ezutan ezt az eljardst
iteralva kapunk egy V, algebrai halmazt, melyre dimV, <1 és 0 € Cl(U NV,).

Ha V = W; U W,, ahol Wi, Wy C V valddi algebrai részhalmazai V-nek, akkor
barmelyik W; (i = 1,2) j6 valasztds Vi-nek. Emiatt feltehetjiik, hogy V irreducibilis.
Ha nincs olyan n > 0, melyre az origd D,, kérnyezetében U NX(V) N D,, = 0, akkor
Vi = 3(V) megfelel6 lesz. Tehat azt is feltehetjiik, hogy van olyan n > 0, melyre
Unx(V)ynb,=0.

Az I(V) idealt generédlja fi,..., fr. A (V) definicidja alapjan (V') pontosan
azokbdl az x € V pontokbdl all, melyekre a {df(z), ..., dfr(x)} vektorrendszer rang-
ja kisebb, mint p, ahol dim V' = m — p. Legyen

r(z) =llzl*, g(z) = gi(2) - ... qu(@),
valamint
V' ={z eV : {dfi(x),...,dfr(x)} rangja legfeljebb p + 1}.
3.1.10. Allitas [[1], 3.2.]. 0 € C{U N V).

Bizonyitds. A feltételek miatt 1éteznek tetszolegesen kis sugart 0 kozéppontd S.
gombok, melyek metszete U N V-vel nemiires és U N S. N 3(V) = . Legyen

K={zeVnS.:gzx)>0,...,9(x) >0},

mely egy kompakt halmaz. Mivel g folytonos fiiggvény, a maximumat a K-n eléri
egy 2’ pontban, nyilvan 2’ € U. Megmutatjuk, hogy 2’ € V.

Az UNV NS: halmaz egy sima m — p — 1 dimenzids sokasag, melynek minden
x pontjara

rk{dfi(x),...,dfx(z),dr(x)} = p+ 1.

Valamint g|U NV NS, kritikus pontjai pontosan az U NV N S. NV’ halmaz pontjai.
Mivel a g|U NV N S; fiiggvénynek a’-ben maximuma van, ezért x’ kritikus pontja,
vagyis 2’ € V. O

Igy, ha V' valédi részhalmaza V-nek, akkor V; = V' j6 valasztds. Tehdt maradt
a V = V' eset. Ha a fenti konstrukciéban a ¢ fiiggvény helyett az x;g fiiggvényt
hasznaljuk, akkor a

Vi={z eV 1k{dfi(z),....dfe(2),dr(z),d(z:9)(x)} < p+ 1}
halmazra hasonléképpen meg lehet mutatni, hogy 0 € CI(U N V).

Tehat haa V =V'=V/ =... =V egyenléség valamelyike nem teljesiil, akkor
talaltunk egy megfelel6 V; halmazt.
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3.1.11. Allitas [[1],27. o.]. Ez az eset csak tigy dllhat fonn, ha dimV =m — p = 1.

Bizonyitds. Tudunk egy olyan 2’ € U NV pontot valasztani, melyre

{dfi (@), ., dfy(2'), dr(a')} = p+ 1.
Ha V =V’ akkor 2’ € V', és igy

dg(x) € [ (@), ..., dfu (&), dr(z')).

Hasonloképpen ha V' = V! akkor
dag) () € [Ah(@). ... dfu (o), dr(x')).

Mivel d(x;g9) = (dx;)g + z;(dg) és ' € U, ezért g(z') # 0, és igy

dz;(2") € {dfi(2'), ..., dfx(2)),dr(z)).
Tudjuk, hogy dx, ..., dz,, egy bazisa az x’-beli differencidlok vektorterének. Emiatt

(dfy(2), ..., dfy(2"), dr(z')) = (dxy(2), ..., de,(2"),

tehat p+ 1 =m. O

Vagyis mar csak az 1-dimenzios varietasokat kell megvizsgalni, melyeknél az alab-
bi lemma irja le, hogy lokalisan milyen tulajdonsagiak. Nem bizonyitjuk.

3.1.12. Lemma [[1], 3.3.]. Legyen 2° egy nem izoldlt pontja a valés (vagy komplex)
egy dimenziés V varietdsnak. Ekkor az 2° egy megfeleléen vélasztott kornyezetében
V véges sok gérbe unidja, melyek egymdst csak x°-ban metszik. Mindegyik gérbe
homeomorf a valos szamok egy nyilt intervallumaval (vagy a komplexek egy nyilt
korlemezével), a homeomorfizmust a

p(t) = 2%+ art + agt® + . ..

hatvanysor adja, mely konvergens |t| < e-ra.

Most mar be tudjuk bizonyitani a gorbe kivalasztasi lemmat. Tegyiik fel, hogy
dim V' =1 és a 0-hoz tetsz6legesen kizel vannak pontok UNV-ben. A3.1.12] Lemma
miatt a 0 egy kérnyezetében a V' véges sok gorbe unidja, tehat az egyikben a 0-hoz
tetszolegesen kozel vannak U-beli pontok. Legyen

p(t), |t] <e

ennek az dgnak egy valés analitikus parametrizaldsa. Mindegyik ¢; polinomra tel-
jesiil, hogy egy (0,¢’) intervallumban végig ¢;(p(t)) > 0, vagy g;(p(t)) < 0. Vagyis
elég kis €’-re p(0, ") vagy benne van U-ban, vagy diszjunkt t6le. Hasonléan p(—¢’,0)
vagy benne van U-ban, vagy diszjunkt téle. Viszont p(—e, ¢) tartalmaz U-beli pontot
tetszélegesen kozel 0-hoz. Emiatt p(0,¢’) és p(—¢’,0) koziil az egyik benne van az
U-ban. O
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3.2. Milnor-fibralas

Egy komplex analitikus g(z1,. .., z,4+1) fliggvény gradiensét a kovetkezéképpen de-
finidljuk ([[1], 33. 0.]):

grad(g) = (09/0z1,...,09/0zp11),

ahol a feliilvonas a konjugalast jelenti. Azért ezt a definiciot valasztjuk, mert igy a
lancszabaly a kovetkezo alaki lesz:

dg(p(t))/dt = (dp/dt, grad(g)).
Vagyis tetsz6leges v vektor esetén a g fiiggvény v irdnymenti derivéltja (v, grad g(2)).

Legyen f € Clz1, ..., zn41]. Jelolje Se a 0 kozépponti, e sugari gombot és K az
f nullhelyeinek és S.-nak a metszetét. Legyen

O: S.—K— S ®(2)=f(2)/|f(2)]
Azt fogjuk belatni, hogy ez egy lokélisan trividlis fibralas.

3.2.1. Lemma [[1], 4.1.]. A ® fiiggvény kritikus pontjai pontosan azon z € S. — K
pontok, melyekre van olyan A € R, hogy

i-gradlog f(z) = Az.

Bizonyitds. Lokélisan a logaritmus definialhaté egy értéki fiiggvénynek, és a gradi-
ense

gradlog f(z) = (grad f(2))/f(2).
Legyen 0 : S. — K — [0,27], melyre f(2)/|f(2)| = ). Ekkor

i0) = log(f/|f]) = log f —log|f],

tehat
0 = —ilog f +ilog|f],

gy
6 = Re(—ilog f).

Ezt derivalva egy p: R — S, — K gorbe mentén azt kapjuk, hogy
dO(p(t))/dt = Re(d(—ilog f)/dt) = Re(dp/dt, grad(—ilog f)) =
= Re(dp/dt,i - gradlog f).
Vagyis a 0(z) fiiggvény v = dp/dt iranymenti derivaltja Re(v, i - grad log f(2)).

A Hermite-féle C**! vektortérre gondolhatunk tgy, mint egy valés, 2(n + 1)-
dimenzids euklideszi vektortérre, ahol az euklideszi skalaris szorzatot Re(a, b) defini-
alja. Ekkor tetsz6leges v vektorra pontosan akkor teljesiil v € T,S., ha Re(v, z) = 0.
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Ha van olyan A € R, melyre
i-grad(log f(2)) = Az,
akkor minden v € TS, vektorra
Re(v,i - gradlog f(z)) = 0.

Igy = kritikus pontja ®-nek. Mésrészt, ha i - grad log f(z) és z linedrisan fiiggetlenek
R folott, akkor létezik egy v vektor az euklideszi vektortérben, melyre

Re(v, z) = 0,
Re(v,i - gradlog f(z)) = 0.

Vagyis v € T,5,, és a f-nak a v szerinti irdnymenti derivaltja nem 0, tehat z nem
kritikus pontja ®-nek. ]

Mostantdl feltessziik, hogy f(0) = 0. Azt akarjuk belatni, hogy a ® fiiggvénynek
egyaltalan nincsenek kritikus pontjai, ha e elég kicsi. A [3.2.1, Lemma alapjan a
kovetkezdt kell bizonyitani.

3.2.2. Lemma [[1], 4.2.]. Létezik £y > 0, hogy minden z € C"*' —V pontra, amire
|zIl < eo, 2z ési-gradlog f(z) linedrisan fiiggetlenek R f516tt.
Ehelyett egy erosebb allitast fogunk bizonyitani.

3.2.3. Lemma [[1], 4.3.]. Tetszéleges f polinomhoz, amire f(0) = 0 Iétezik egy
g0 > 0, hogy minden z € C"*' —V-re, amire ||z| < e, vagy z és gradlog f(z)
linearisan fiiggetlenek C folott, vagy gradlog f(z) = Az, ahol 0 # A € C, melyre
|arg(A\)| < 7/4.

Ez valéban erésebb, mint az el6z6 lemma, ugyanis ha A-ra teljesiilnek a[3.2.3 Lem-
ma feltételei, akkor Re A > 0, tehét Im(i\) > 0. Ha z és gradlog f(z) linedrisan fiig-
getlenek C folott, akkor nyilvan z és i - grad log f(z) linedrisan fiiggetlenek R folott.
Ha pedig a masik eset all fenn, akkor ¢ - gradlog f(z) = i\z, és Im(i\) > 0 miatt
megint linedrisan fiiggetlen R folott z és i - gradlog f(z).

A 3.2.3l Lemménak a bizonyitdsa a Lemman és az aldbbin mulik.
3.2.4. Lemma [[1], 4.4.]. Legyen p : [0,¢) — C"*" olyan valés analitikus fiiggvény,
melyre p(0) = 0, valamint minden t > O-ra f(p(t)) # 0 és gradlog f(p(t)) = A(t)p(t),
ahol \(t) € C. Ekkor arg(A(t)) — 0, hat — 0.
Bizonyitds. Legyen
p(t) = aopt™ + art*™t 4 apt* T ...,
f(p(t)) = bgtﬁ + b1t5+1 + b2t5+2 + ...,

grad f(p(t)) = cot” + "™ 4 et 4L
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Mivel f(p(t)) # 0, ha t > 0, ezért p(t) és f(p(t)) nem azonosan 0, vagyis ag # 0
és by # 0. Mivel df /dt = (dp/dt, grad f), ezért grad f(p(t)) sem azonosan 0, vagyis
cop # 0. Nyilvan v > 0 és mivel p(0) = 0, ezért a« > 1, § > 1. Legyen &' > 0 1gy
vélasztva, hogy |t| < &’-re mind a harom sor konvergens legyen. Minden ¢ > 0-ra
gradlog f(p(t)) = A(t)p(),
tehat
grad f(p(t)) = A()p(t) f(p(1)),
vagyis

C()t’y + .= )\(Tf)(@ob_otcwrﬁ + ... )

Emiatt A(¢) két valés analitikus fiiggvény hanyadosa, ezért Laurent sorba fejtés utan
a kovetkezo alaki:

ME) = Xt TP (L4 eyt + kot? + .. ),

ahol ¢y = Noaobo. Igy a df /dt = (dp/dt, grad f) azonossagot atirva Taylor sor alakba
azt kapjuk, hogy

Bbotﬁil 4+ ..o = <aa0to‘*1 + ..., )\anb_ot’y + .. > = OCHCL()Hz/\_(Jbota71+7 + ...

A f8egyiitthatokat osszehasonlitva 8 = al|agl|?Xo adédik. Emiatt A\ pozitiv valés
szam, tehat
lim A(8) /[A(8)] = 1,

t—0

vagyis val6ban arg(A(t)) — 0, ha t — 0. O

Most mar be tudjuk bizonyitani a|3.2.3] Lemmat. Tegyiik fel, hogy vannak olyan
z € C"" —V pontok tetszélegesen kozel 0-hoz, melyre

grad log f(z) = Az # 0,
ahol |arg A| > /4. Vagyis a A benne van a Re((1+7)A\) < 0 és Re((1 —i)A) <0
félsikok unidjaban.
Legyen
W ={z€ C"" : grad f(z) és z linedrisan osszefiiggdek}
pontosan akkor lesz z € W, ha

2j(0f)0z;) = 2,0f J0z; V1 < j, k <n+ 1.

Legyen z; = z; + 1y;. A fenti egyenletnek valds és képzetes részét véve valés poli-
nomegyenleteket kapunk, x;,y; valtozékkal. Emiatt ez a W valds algebrai halmaz.

Ha z € C""' —V, akkor z € W pontosan akkor teljesiil, ha
(grad f(2))/f(2) = Az, A€ C.
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Ezt megszorozva f(z)-vel, és skaldris szorzatot véve f(z)z-vel azt kapjuk, hogy

(grad f(2), f(2)z) = Allf(2)z]]*.
Legyen
N(z) = (grad f(2), f(2)2).
Mivel ||f(2)z||> pozitiv valés szam, ezért arg(\) = arg(X\). A X nyilvan komplex
értékii polinomfiiggvény az x;,y; valtozékban.
Legyen
Up ={z € C"" : Re((1£4)N(2)) < 0}.

Az volt a feltevésiink, hogy léteznek z pontok tetszoélegesen kozel az origohoz, me-
lyekre z € W N (UL UU-). Igy a Lemma miatt 1étezik egy p : [0,¢) — C"
fiiggvény, melyre p(0) = 0 és

p(t) e WNUL YVt >0, vagy p(t) e WNU_ ¥Vt > 0.
Mindkét esetben azt kapjuk, hogy minden ¢ > 0O-ra
gradlog f(p(t)) = A()p(t),
ahol |arg(\(t))| > 7/4, ami ellentmond a[3.2.4, Lemmanak.

A bizonyitassal ezzel még nincs kész, ugyanis fenn allhat, hogy léteznek olyan
2z, € W — (V. N W) pontok, melyekre ||z,]| — 0, ha n — oo és XN (z,) = 0, vagy
|arg(N'(z,))| = m/4. Ez az eset hasonléan bizonyithatd.

3.2.5. Kovetkezmény [[1], 4.5.]. Létezik olyan 0 < gy € R, hogy ha € < ¢y, akkor
a ® leképezésnek nincsenek kritikus pontjai.

Bizonyitds. A és Lemmakbdl rogton kévetkezik. O

3.2.6. Definicio [[1], 40. o.]. Tetsz8leges € € S'-re legyen Iy = ®~!(e) C S.— K.

A Kovetkezménybél azt kapjuk, hogy minden ¢ € Sl-re az Fy egy sima
2n-dimenzids sokasag. A fibracids tétel bizonyitasahoz még két segédlemmara van
sziikségiink.

3.2.7. Lemma [[1], 4.6.]. Ha € < ¢y, akkor az S. — K sokasdagon létezik egy sima v
értintévektormezo, melyre minden z € S, — K-ra

((2), i - gradlog f(2)) # 0.
|arg((v(2),i - gradlog f(2)))| < 7 /4.

Bizonyitds. Megint elég lesz lokélisan, egy z* € S, — K pont kérnyezetében meg-
konstrualni a vektormezot.
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Ha 2 és grad log f(2®) linedrisan fiiggetlenck C folstt, akkor 1étezik egy v € C™*
vektor, melyre
(v,2%) =0, (v,i-gradlog f(z%)) = 1.
Az els6 egyenldség miatt Re(v, z*) = 0, igy v € T,a 5.

Ha gradlog f(2%) = Az®, akkor legyen v = iz®. Nyilvdn Re(iz®, z%) = 0, és a
3.2.3. Lemma miatt

|arg((i2*,4 - gradlog f(2%)))| = | arg(A[|z|*)] < 7 /4.
Mindkét esetben van egy v®(z) vektormezd a z* egy kornyezetében, melyre

v (z%) = . Az
|arg(v?(2),1 - grad log f(2))] < /4
egyenlotlenség a 2% egy kornyezetében is teljesiil. Az egységosztas tételt alkalmazva

kapunk egy megfelel6 globdlis vektormezot S. — K-n. O

Legyen
w(z) =v(z)/ Re(v(z),i - gradlog f(2)).
Ekkor egy sima w vektormezot kapunk S. — K-n, melyre
Re(w(z),1 - gradlog f(z)) = 1,
és
| Re(w(z), gradlog f(2))| < 1.

3.2.8. Lemma [[I], 4.7.]. Tetsz6leges z € S. — K pontra létezik egyértelmiien egy
p: R — S. — K sima fiiggvény, melyre p(0) = z és kielégiti a

dp/dt = w(p(t))

differencialegyenletet.

Bizonyitas. Lokalisan 1étezik egy p megoldasa a differencidlegyenletnek, ami a valds
szamok egy maximalis nyilt intervalluméara kiterjeszthet6. Legyen ty € R tetszoleges.
Elég azt belatni, hogy t — ty esetén p(t) nem tart K-hoz, tehat, hogy t — t, esetén

f(p(t)) #4 0, vagyis Relog f(p(t)) / —oo. Mivel
dRelog f/dt = Re(dp/dt, gradlog f) = Re(w(p(t)), grad log f),

és | Re(w(z), gradlog f(z))| < 1, ezért valéban f(p(t)) # 0. O
Legyen ®(z) = €(). Mivel
df(p(t))/dt = Re(dp/dt,i - gradlog f) = 1,

ezért O(p(t)) =t + ¢, ahol ¢ konstans. Nyilvdn a p(t) a t és 2° folytonos fiiggvénye.
Legyen
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Ekkor minden t-re hy : S. — K — S. — K diffeomorfizmus, melyre hy(Fp) = Fyy.
Most mar be tudjuk bizonyitani a fibracios tételt.

3.2.9. Tétel [[1], 4.8.]. Minden ¢ < gg-ra ® : S. — K — S' lokdlisan trivialis
fibrélds.

Bizonyitds. Legyen e € S! tetszbleges, ¢ > 0 konstans,
U={zeS":z=e9 ahol|t| <c},
bs U: U x Fp — @7 1(U), melyre
(0 2) = hy(2).

Az el6z6 lemmék miatt U egy diffeomorfizmus. fgy ® valdban lokalisan trivialis
fibralas. O

3.3. A fibrum és a link topolégijja

Eloszor az Fy fibrumokrol, majd a linkrol bizonyitunk egy-egy tételt.

3.3.1. Tétel [[1], 5.1.]. Minden F, fibrum parallelizdalhaté, és a homotdpia tipusa
megegyezik egy n-dimenziés CW komplexuséval.

Ezt a tételt ugy bizonyitjuk, hogy az | f| | 7, sima valds értéki fiiggvényre alkalma-
zunk Morse-elméletet. El6szor meg kell talalnunk a kritikus pontokat. Kényelmesebb
lesz az |f| figgvény helyett az ag: Fy - R ésa: S. — K — R fiiggvényeket vizs-
galni, ahol

ag(z) = a(z) = log|f(z)].
Nyilvan az |f| kritikus pontjai S. — K-n ugyanazok, mint az a kritikus pontjai és
| f| kritikus pontjai Fy-n ugyanazok, mint ay kritikus pontjai.
3.3.2. Lemma [[I], 5.3.]. A sima, valos értékii ay(z) = log|f(z)| fiiggvény kritikus
pontjai pontosan azok a z € Fy pontok, melyekre gradlog f(z) és z Osszetiiggd
vektorok C folott.

Bizonyitds. Legyen v tetszoleges vektor. A
log|f(z)| = Relog f(2)
fiiggvény v szerinti iranymenti derivaltja

Re(v, gradlog f(z)).

Tehat z € Fp pontosan akkor lesz kritikus pont, ha gradlog f(z) merdleges Fy-ra a z
pontban. Az Fy C C"™ normalterének valés dimenziéja 2 és a linedrisan fiiggetlen
z, i - gradlog f(z) vektorok generdljdk. Vagyis a z pontosan akkor kritikus pontja
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ag-nak, ha a z, gradlog f(z) ési-gradlog f(z) vektorok osszefiiggék R folott. Ekkor
nyilvén gradlog f(z) és z Osszefiiggd vektorok C folott. O
3.3.3. Megjegyzés. Legyen z € Fy kritikus pontja ap-nak. Ekkor

T.Fy={veC" : (vz) =0}
komplex vektortér ([[1], 5.4.]).

Bizonyitds. Hai-gradlog f(z) és z linearisan 6sszefiiggék C folott, akkor v pontosan
akkor val6s ortogondlis z-re és ¢ - grad log f(z)-re, ha komplex ortogondlis z-re. [

Legyen z kritikus pontja ag-nak, v € T, Fy. Legyen p : R — Fj sima fliggvény,
melyre dp/dt = v és p(0) = z. Tudjuk, hogy ekkor

dj = dag(p(t)) /d’
a t = 0-ban kifejezhet6 a v vektor egy H kvadratikus fiiggvényeként.

3.3.4. Lemma [[1], 5.5.]. Az ay(p(t)) fiiggvény masodik derivaltja t = 0-ban a ko-
vetkez6 alakra hozhato:

a5 (p(t)|mo = D _ Re(bjvjur) — cllolf?,

ahol (bjx)7y—y € C"™ és0 < ceR.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy {p(t) : t € R} C Fy, az Fp-n f/|f| = € konstans. Emiatt

ag(p(t)) = log|f(p(t))| = log f(p(t)) — if.
Ezt derivalva azt kapjuk, hogy
ay = dlog f/dt = (dlog f/0z)(dp;/dt),
még egyszer derivalva pedig
dy = Y _(0log f/0z))(d%p;/dt*) + Y (0%log /0z;02) (dp;/dt) (dpy/dt).
Innentol legyen t = 0 rogzitett, az egyszeriiség kedvéért nem irjuk ki, de a bizo-

nyitasban mostantél mindegyik derivalt alatt t = 0-ban vett derivaltat értiink. A
3.3.2, Lemma miatt I\ € C, melyre gradlog f(z) = Az. Legyen

Djx = 0 log f/02;0z.
Ekkor ay a kévetkez6 alakba irhatd:
ag = (p", \z) + Z Djyvjvg.
Mindkét oldalt szorozzuk meg A-val és vegyiik a valos részét. Az ay valés, ezért azt

kapjuk, hogy
ay Re(A) = [A*Re(p”, 2) + Z Re(ADjxv;vy).
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Tudjuk, hogy

(p(t),p(t)) =c,

ahol ¢ konstans. Ezt kétszer derivalva azt kapjuk, hogy

Re(p”, z) = —|lv]*.
Emiatt
ay Re(\) = [M]> + > Re(ADjzv;05).
A Re A > 0-val osztva kapjuk az allitést. m

Most mar meg tudjuk becsiilni az ay egy kritikus pontjanak Morse-indexét.

3.3.5. Lemma [[1], 5.6.]. Az ap: Fy — R fiiggvény Morse-indexe tetszéleges kriti-
kus pontban legalabb n. Igy az a : S, — K — R fiiggvény Morse-indexe tetszéleges
kritikus pontnal szintén legalabb n.

Bizonyitds. Legyen z € Fy ésv € T, Fy. A
H(v) = 3 Re(byees) o

kvadratikus fiiggvény I Morse-indexe [[2], 5. 0.] szerint annak a maximélis linedris
altérnek a dimenzidja, ahol H negativ definit. Ha v # 0 olyan, hogy H(v) > 0, akkor
H(iv) < 0, mivel H(v)-ben az elsé tag eldjelet valt és a mésodik tag nem véltozik.
Mivel T, Fy komplex vektortér, ezért v € T, Fy.

Legyen T,Fy = Ty & 11, ahol H negativ definit Ty-on, és pozitiv szemidefinit
Ti-en. Nyilvan

A fentiek miatt a H negativ definit iT}-en is. Ezért
I > dim(i77) = dim Ty = 2n — 1,
emiatt I > n.
Nyilvan az a fliggvény tetszoleges z kritikus pontja valamelyik ag fiiggvénynek is

kritikus pontja, és az a indexe a z-ben legaldbb akkora, mint az ay indexe z-ben. [

3.3.6. Lemma [[1], 5.7.]. Legyen 0 rogzitett. Ekkor létezik egy ng > 0 konstans,
hogy az ag kritikus pontjai a {z € Fy : |f(z)| > ne} kompakt halmazban vannak.
Hasonloképpen létezik egy n > 0 konstans, hogy az a fiiggvény kritikus pontjai
benne vannak a {z € S. — K : |f(z)| > n} halmazban.

Bizonyitds. A [3.1.9] Lemmat alkalmazzuk. Tegyiik fel, hogy léteznek az ay fiige-
vénynek olyan z; (i =1,2,...) € Fy kritikus pontjai, melyekre lim; (| f(z;)|) — 0.
Mivel S, kompakt, ezért a z; pontok sorozatanak van egy konvergens részsorozata,
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legyen a hatarérték z,. Ekkor létezik ' > 0 és egy sima
b: (07 5/) — F@

fiiggvény, melyre minden ¢ € (0, &)-re p(t) kritikus pont és lim;_,o p(t) = zo. Mivel az
ag konstans az Fy-n, ezért az p(t) figgvény mentén is konstans. Emiatt | f(p(t))| = ¢
valamilyen ¢ # 0 konstansra, viszont ekkor

0= 1f(0) = lim |f(p()] = .

ellentmondas. [l

A [3.3.1] Tétel igazoldsa elott még egy lemmara lesz sziikségiink, melynek bizo-
nyitdsa itt megtaldlhaté: [[1], 50,51. o.].

3.3.7. Lemma [[1], 5.8.]. Létezik egy sg : Fy — R, sima fiiggvény, melynek mind-
egyik kritikus pontja nem-elfajulé, a Morse-indexe legalabb n, és Iétezik € > 0, hogy
ha a z € Fy pontra |f(z)| < e, akkor sp(z) = |f(z)|. Hasonloképpen létezik egy
olyan s : S. — K — R, fiiggvény, melynek minden kritikus pontja nem-elfajuld,
Morse-indexe legaldbb n és s(z) = |f(2)|, ha |f(z)| elég kozel van 0-hoz. A kritikus
pontok izolaltak és egy kompakt halmazban vannak, igy csak véges sok kritikus pont
van.

Most bebizonyitjuk a |3.3.1} Tételt.

Bizonyitds. Legyen g : Fy — R,

9(z) = —log s(2).
Ekkor a g nem-elfajulé, és mivel
{Z e Fy: 89(2) > B_C}
kompakt, ezért {z € Fp : g(z) < ¢} kompakt.
Legyen z € Fy kritikus pontja sy-nak, az indexe legyen I > n. Ekkor ez a z a log sy
fiiggvénynek is kritikus pontja, az indexe szintén I a z pontban. Emiatt a —log sg
indexe a z-ben 2n — I < n. fgy az |2.3.12| Tétel alapjan az Fy homotdpiatipusa

megegyezik egy legfeljebb n-dimenziés X CW komplexus homotépiatipusaval, ahol
az X cellai mind a g egy-egy kritikus pontjahoz tartoznak.

Mar csak azt kell megmutatni, hogy az Fy parallelizalhatd. Egyrészt az Fy pe-
remes sokasag. Mésrészt az Fy be van adgyazva az S. gombbe, és igy C"*-be is, a
normélnyalédbja trividlis. Emiatt az F, S-parallelizdlhaté, és {gy az [2.3.9] Lemma
miatt parallelizalhato. O]
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3.3.8. Tétel [[1], 5.2.]. A K =V NS, tér (n — 2)-0sszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen 0 < n € R, és Uy(K) = {z € S. : |f(2)| < n}. Ha n elég ki-
csi, akkor U, (K) sima peremes sokaség. Az [3.3.7 Lemméban haszndlt s fiiggvény
értelmezve van az S; — Int(U,(K')) halmazon. Ez alapjan az S. gémb homotdpiati-
pusa megegyezik egy CW komplexus homotdpiatipusaval, melyet igy kapunk, hogy
az U,(K)-hoz hozzaragasztunk véges sok celldt. Mindegyik cella az s egy kritikus
pontjahoz tartozik, egy I > n indext kritikus ponthoz egy I-dimenziés cella tartozik.

Nyilvanvald, hogy egy legalabb n-dimenziés cella hozzaragasztasa nem valtoz-
tatja meg a legfeljebb n — 2-dimenzids homotépia csoportokat. Emiatt

mi(Uy(K)) = m(S:) =0 (1 <n—2).

Ha 7 elég kicsi, akkor a K algebrai halmaz deformacids retraktuma az U, (K)-nak.
Emiatt m;(K) =0, hai <n— 2. O

Az utolsé tétel, amit ebben a szakaszban bizonyitunk, egy alternativ leirdsat adja
a fibrumoknak.

3.3.9. Tétel [[1], 5.11.]. Létezik 0 < g9 € R, hogy ha 0 # ¢ € C és ||c|| < e¢, akkor
f~Y(c) N B. sima sokasdg, és diffeomorf Fy-val.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz két segédlemmara. Az elsot nem bizonyitjuk,

hasonléan lehet beldtni, mint a[3.2.7] Lemmét.

3.3.10. Lemma [[1], 5.9.]. Létezik a B. —V halmazon egy sima v vektormezd, hogy
minden z € B, — V-re

(v(2), gradlog f(2)) > 0
valos, és Re(v(z), z) > 0.

3.3.11. Lemma [[1], 5.10.]. Létezik 0 < gy € R, hogy ha 0 # ¢ € C, melyre ||c|| < &g
és c/|c| = €, valamint

Hy={z€Fp : [f(2)] > ]},
akkor f~'(c) N B. ~ Hy.

Bizonyitas. Legyen v az el6z6 lemmaban megkonstrualt vektormezo. Tekintsiik a
dp/dt = v(p(t)) differencidlegyenlet megolddsait a B. — V' halmazon. Abbdl, hogy

(dp/dt, gradlog f(p(t)))

valds és pozitiv, rogton kovetkezik, hogy arg(f(p(t))) konstans, és | f(p(t))| szigorian
monoton. Mivel

0 < 2Re(dp/dt, p(t)) = d||p(t)|]*/dt,

ezért ||p(t)|| szintén szigorian monoton fiiggvény.
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Vagyis tetszéleges z € Int(B. — V') pontbdl az egyik trajektérian elindulva egyre
tavolodunk az origétdl, amig el nem ériink egy 2’ € S, — K pontot, melyre

FEONFE = F)/1f ()]

Nyilvan a z — 2’ hozzéarendelés egy diffeomorfizmust ad a két halmaz kozott. m

A Tétel ebbél mar konnyen kovetkezik, ugyanis ha |c| elég kicsi, akkor
Hg ~ F, 0-

3.4. Az izolalt szingularis pont esete

Ebben a szakaszban azt is feltessziik, hogy az f(z1,...,2,41) (n > 1) polinomnak
nincsen kritikus pontja az origd egy kornyezetében, kivéve esetleg magat az ori-
gbt. Vagyis V = f1(0)-nak az origd vagy egy izolalt szinguldris pontja, vagy nem
szinguléris pontja.

Korabban mar lattuk, hogy ha e elég kicsi, akkor K = V' N S, sima (2n — 1)-
dimenzids sokasag. A kovetkezo lemma ezt élesiti.

3.4.1. Lemma [[1], 6.1.]. Létezik ¢y > 0, hogy ha e < e, akkor az Fy fibrum Cl(Fy)
lezdrtja S.-ban sima, 2n-dimenziés peremes sokasag, melyre Int(Cl(Fy)) = Fy és

bd(CL(F)) = K.

Bizonyitds. Elészor is azt latjuk be, hogy az f } s C fliggvénynek nincsenek kriti-
kus pontjai a K-n, ha ¢ elég kicsi. A . Lemmat alkalmazzuk. Az f ‘ s fliggvény
kritikus pontjai azok a z € S. pontok, melyekre grad f(z) = Az valamilyen A € C
komplex szamra. Legyen

p:[0,&) —Ct

olyan leképezés, melyre minden t € [0,&’)-re p(t) kritikus pontja f|S.-nak, tovdbba
p(0) =0 és f(p(t)) = 0. Ekkor

(dp/dt, grad f) = df (p(t))/dt = 0,

tehat
2Re(dp/dt, p(t)) = d|lp(t)]|*/dt = 0.

Emiatt p(t) = 0, ellentmondaés.

Az 4llitast csak az Fy = ®~!(1) fibrumra fogjuk beldtni, tetszdlges masik Fy
fibrumra a bizonyitds hasonld. Legyen z° € K tetszdleges. Legyenek uy, ..., Ugpit
valés lokdlis koordindtai S.-nak a 2° egy U kornyezetében tigy, hogy

f(z) = wi(z) + iua(z), Vz € U.
Egy u € U pontra pontosan akkor teljesiil, hogy v € Fp, ha u; > 0 és uy = 0. Vagyis
CI(F())mU:{UEU . u120,u220}.
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Ez nyilvan egy 2n-dimenziés peremes sokasag, melynek a belseje FyNU és a pereme
KnU. m

3.4.2. Kovetkezmény [[1], 6.2.]. A CI(Fp) kompakt peremes sokasag gy van be-
agyazva Se-ba, hogy ugyanaz a homotopiatipusa, mint az S. — Cl(Fy) komplemen-
ternek.

Bizonyitds. Az S.—Cl(Fy) komplementer egy lokdlisan trividlis fibralds az S*—{e®}
pontrahtizhaté sokasdg folott. Emiatt minden 6 # #-ra az Fy fibrum deformaécios
retraktuma S, — Cl(Fp)-nak, azaz a homotdpiatipusuk megegyezik. Azonban Fy
diffeomorf Fy-val, emiatt a homotdpiatipusa ugyanaz, mint Cl(Fjy)-nak. ]

3.4.3. K6vetkezmény [[1], 6.3.]. Tetszlleges Fy fibrumra teljesiil, hogy Hy(Fy) = Z
és minden 0 < k < n-re Hy(Fp) = 0.

Bizonyitds. Jelolje H; az i-edik redukélt homolégiaosztalyt. Az Alexander dualités-
bol kovetkezik, hogy

Hy(S: — Cl(Fp)) = H*"*(CI(Fy)),
és a m Tétel miatt H?>"*(C1(Fy)) = 0 minden k < n-re. O

Az elobbi kovetkezménynél erésebb is igaz:

3.4.4. Lemma [[1], 6.4.]. Az F}y fibrum (n — 1)-sszefiiggd.

Bizonyitds. A [B.4.3] Kovetkezmény miatt elég azt bebizonyitani, hogy Fp egysze-
resen Osszefiiggd, ha n > 2. A B.3.7 Lemméban konstrudlt —s, Morse-fiiggvényt
tekintve a Cl(Fy)-n azt kapjuk, hogy a Cl(Fy) sokasdgot fel tudjuk épiteni egy D2"
goly6bdl kiindulva, és egymas utan egy-egy legfeljebb n indexti fiilet hozzaragaszt-
va. A ragasztasokat el tudjuk végezni az S. gémbon beliil. Tudjuk, hogy S. — DZ"
egyszeresen Osszefiiggd és legfeljebb dim(S;) — 3 = 2n — 2 indexii fiilek ragasztasa
nem valtoztatja meg a komplementer fundamentalis csoportjat. Emiatt S. — Cl(Fy)
szintén egyszeresen Osszefiiggd, ha n < 2n — 2. A[3.4.2] Kévetkezmény miatt készen
vagyunk. O]

Ezen allitasokbol kapjuk a kovetkezo tételt.

3.4.5. Tétel [[1], 6.5.]. A fibrumok homotdpiatipusa megegyezik S™ \V ...V S™ ho-
motopiatipusaval.

Bizonyitds. A H,(Fyp) homoldgiacsoport szabad Abel-csoport, mert minden torzié
elem egy n+ 1-dimenziés kohomoldgiaosztélyt adna, ami ellentmond [3.3.1] Tételnek.
Feltéve, hogy n > 2 a Hurewicz tétel miatt m,(Fp) ~ H,(Fy), tehéat m,(Fy) szabad
Abel-csoport. Vagyis tudunk vélasztani véges sok

(S™,8) = (Fy, fo) (s € S™, fg € Fy bézispontok)
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leképezést, melyek ekvivalenciaosztdlyai egy szabad generatorrendszert alkotnak.
Ezekbdl kapunk egy
p:S5"V...VvS" = Fy

leképezést, ami egy ¢* izomorfizmust indukal a homolégiacsoportokon. A Whitehead
tétel miatt ¢ homotopikus ekvivalencia. O]

Ha n > 2, akkor ennél tébbet is tudunk mondani, nem bizonyitjuk.

3.4.6. Tétel [[1],6.6.]. Han > 2, akkor C1(Fy) diffeomorf egy handlebodyval, melyet
tigy kapunk, hogy a D** gémbhoz egymds utdn pontosan n indexti fiileket ragasz-
tunk.

3.5. Egy ekvivalens fibralas

Az irodalomban két fibraldast is Milnor-fibralasnak neveznek. Az egyik az, amit a
8.2l Szakaszban bemutattunk. Ebben a szakaszban ismertetjiik a mdasikat.

Most az f polinomnak legyen izolalt szingularitdsa a 0-ban. Korabban megmu-
tattuk, hogy ha ¢ > 0 elég kicsi, akkor az f~!(0) transzverzalisan metszi az S.
gémbot, vagyis f~1(0) h S..

3.5.1. Lemma [[5], 2.6.1.]. Létezik egy § > 0, melyre f~*(¢) M S. minden t € Ds-ra,
ahol most D5 a 0 € C koriili § sugari kérlapot jeloli.

Bizonyitds. Azonositsuk C"-et R*_vel, és C-t R*-vel a szokasos médon. Ekkor

az f-nek megfelel egy (fi, f2) : R**? — R? leképezés. Legyen z, € f~1(0) N S..
Ekkor a z, reguldris értéke az f komplex polinomnak, és igy az (f1, f2) leképezésnek
is. Emiatt dim Ker df (z,) = 2n. Jelolje g az f fiiggvény megszoritdsat S.-ra. Ekkor

FH0) M S, a zy-ban <= Kerdf(z,) ¢ 1..5. <= dimKerdg(z,) =2n—1 <=
<= ¢ regularis z,-ban.

Megmutatjuk, hogy a g regularis a z, egy kornyezetében is. Legyenek x1, ..., To, 0
lokalis koordinatdk a z, egy kornyezetében tgy, hogy az S. az {ra,,2 = 0} hiper-
siknak felel meg, z, pedig 0-nak. Ekkor zi,..., 25,1 lokdlis koordinataja S.-nak,
tehat az a feltétel, hogy a ¢ regularis a z, pontban azzal ekvivalens, hogy a

(0fi/0r;)1<i<21<j<on+1

matrix nem szingularis a O0-ban. Ez azt jelenti, hogy a matrixnak van egy 2 X 2-es
részmatrixa, aminek nem 0 a determinansa. Mivel a determindns fiiggvény folytonos
és R —{0} nyilt, ezért ennek a 2 x 2-es matrixnak a determindnsa nem 0 az origd egy
kornyezetében. Vagyis ez azt jelenti, hogy létezik egy U, kornyezete a z, pontnak,
melyre a g fliggvény regularis az U, N S, halmazon. Emiatt minden z € U, N S.
pontra ha t = f(z), akkor f~1(¢) h S..
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Minden z, € f~1(0) N S. pontra megkonstrualjuk ezt az U, kérnyezetet, legyen
U = U,U,. Azt kell megmutatni, hogy létezik egy o > 0, hogy

fH(Ds)NS.cUNS..

Tegyiik fel, hogy nincs ilyen 6, azaz létezik egy t,, € R? (n € N) sorozat, mely 0-hoz
tart és minden n € N-re
ft,)NS. ¢ UNS..

Ekkor kapunk egy (z,)nen sorozatot, melyre z, € S. — U és f(z,) = t, minden n-re.
Mivel S. — U kompakt, ezért ennek a z, sorozatnak van egy konvergens részsorozata,
ami egy z € S. — U ponthoz tart. Mivel f folytonos, ezért ¢, — f(2), és emiatt
f(z) =0. Vagyis

z€ f10)NS. cUNS.,

ellentmondas. Vagyis 1étezik egy ilyen 9. m

A kovetkezo tétel Ehresmannhoz flizodik, nem bizonyitjuk.

3.5.2. Tétel [Ehresmann tétel]. [[3], 2.6.2.] Legyenek E, B peremes sokasagok, p :
: E — B valodi szubmerzié. Ekkor a p egy lokalisan trivialis fibralds. S6t, ha A C E
olyan zart részhalmaz, melyre a p-t megszoritva szintén szubmerziét kapunk, akkor
a trivializdciét meg lehet 1igy valasztani, hogy az f~1(U)NA az U x (f~1(b)N A)-ba
képzédjon. Igy ap az (E, A) par lokalisan trivialis fibrdlasa a B folétt.

3.5.3. Allitas [[5], 2.6.3.]. Valasszuk az ¢ > 0 és 6 > 0 konstansokat igy, hogy
kielégitsék a[3.5.1] Lemma feltételeit. Legyen
E = Cl(B.) N fY(Ds — {0}) és B = Ds — {0}.

Az f megszoritasat E-re jeloljiik 1-vel. Ekkor a 1) egy lokalisan trivialis fibralasa az
(E,bd(FE)) parnak a B folstt.

Bizonyitds. A tétel miatt elég azt megmutatni, hogy a 1 leképezés valddi
szubmerzid, és 1|pq(p) szintén szubmerzid.

Legyen V C D;s — {0} kompakt halmaz. Ekkor zdrt, igy (V') is zart. Azonban
=1 V) C CI(B.), tehdt korlatos, igy kompakt. Emiatt kompakt halmaz &sképe
kompakt, tehat a ¢ leképezés valddi.

Legyen x € E—bd(F) tetszéleges. Ekkor az = egy kérnyezetében ¢ = f. Azonban
az f szubmerzié az origd kivételével mindeniitt, emiatt a ¢ szubmerzié az z-ben.
Most legyen

r € bd(E) = f1(Ds —{0})N S..

Ha y = f(z), akkor a[3.5.1 Lemma miatt f~!(y) M S. az z-ben, emiatt az f (és igy
a 1) szubmerzié marad, ha megszoritjuk bd(E)-re. O
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Belathaté, hogy a 0-t egy kisebb §'-re cserélve ekvivalens fibraldst kapunk. Ha
a -t megszoritjuk a bd(Cl(Dy)) = Ss 6sképére, ahol 0 < §' < § és elhagyjuk a
bd(Cl(B.)) hatért, akkor egy

Y: B.NfH(Sy) = Sy = S

lokalisan trividlis fibralast kapunk. Ezt is Milnor fibralasnak hivjak, be lehet latni,
hogy ez ekvivalens a Szakaszban leirt fibréldssal.

3.6. A fibrum ko6zépso Betti-szama

3.6.1. Definicié [[1], 59. 0.]. Az f(z1,. .., zns1) komplex polinom egy 2 izoldlt kriti-
kus pontjat nem-elfajulénak nevezziik, ha a (92 f)(2°) Hesse-méatrix nem szingularis.
Kiilénben azt mondjuk, hogy a 2° elfajuld kritikus pont.

Definialni fogunk egy ps leképezést, ami minden kritikus ponthoz hozzarendel
egy egész szamot, ami azt fogja mérni, hogy a 2" kritikus pont mennyire elfajuld.
Ehhez eloszor sziikség lesz egy definiciéra.

Legyenek ¢1(z),...,gn11(2) tetszbleges n + 1 komplex véltozds analitikus fiigg-
vények és legyen 2° izoldlt megolddsa a

91(2) =+ = gn1(2) =0

egyenleteknek. Ezt roviden tigy fogjuk mondani, hogy a 2° pont izoldlt nullhelye a
g : C""' — C"! figgvénynek, ahol a g fiiggvény i-edik koordinatafiiggvénye g;.
Legyen

hi Se = S1(C™), h(z) = g(2)/llg(2)].

3.6.2. Definicié [[1], 59. o.]. A g fiiggvény 2° izolalt nullhelyének r,(2°) multiplici-
tasa a h leképezés foka.

Ha egyértelmii, hogy melyik fiiggvényrdl van szé, akkor az alsé indexet elhagyjuk.
Most definidljuk a pif leképezést.

3.6.3. Definicié [[1], 59. o.]. Legyen 2° izolélt kritikus pontja az f polinomnak.
Ekkor legyen

ILLf(ZO) = ’V”‘gradf(’zo)'
Lefschetz tétele ([[1], 7.1.]), hogy a p17(2°) multiplicitds mindig pozitiv egész szdm,
nem bizonyitjuk.

Mostantél megint feltessziik, hogy az origd izolalt kritikus pontja és nullhelye az
f(z1,...,2n11) polinomnak. Vagyis a

Of )02 = -+ = Of J0zps1 = 0
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egyenleteknek z = 0 izolalt megolddsa. Legyen p = 114(0). A {6 eredmény ebben a
szakaszban a kovetkezo:

3.6.4. Tétel [[1], 7.2.]. A kozépsé Betti-szdma az F, fibrumnak egyenld p-vel. Igy
H, Fy egy p rangt szabad Abel-csoport.
Mivel a Lefschetz tétel alapjan p > 0, ezért ebbol a tételbol kovetkezik az alabbi.

3.6.5. Kovetkezmény |[[1], 7.3.]. Ha az origé izolalt kritikus pontja f-nek, akkor
az Fy fibrumok nem hiizhatéak pontra és K = V NS, nem trividlisan beagyazott
gomb S.-ban.

Bizonyitas. Ha a K topologikusan egy trividlisan bedgyazott gémb lenne, akkor
S. — K homotopiatipusa megegyezik egy kor homotépiatipusaval. Felirva a fibralas
homotopikus egzakt sorozatat

oo = Tag1 (ST = T (Fy) = (S — K) — ma(SY) — ...

azt kapjuk, hogy m,(Fp) = 0, ami > 0 miatt ellentmondaés. ]

Miel6tt a[3.6.4] Tételt bebizonyitanank, sziikségiink lesz még egy segédlemmara,
nem bizonyitjuk. Legyen M C S* ¢ R*™ kompakt k-dimenzids sokasdg sima pe-
remmel. Minden p € bd(M)-re legyen n(p) a befelé mutaté normélvektor, vagyis az
az egyértelmli egységhosszi vektor, mely érinti S*-t, normalis M-re a p pontban
és M-be mutat. Az M Euler-karakterisztikdjat jelolje x(M).

3.6.6. Lemma [[1], 7.4.]. Hav: S* — S* sima d-fokii leképezés, melyre
1. a v leképezés minden fixpontja az M belsejében van,
2. nincs olyan p € M, melyre v(p) = —p,

3. minden p € OM-re (v(p),n(p)) > 0,

akkor x(M) =1+ (—1)*d.

Most mér be tudjuk bizonyitani a [3.6.4 Tételt. Legyen
M ={z€S. : Ref(z) >0},

vagyis

Nyilvanval6, hogy ekkor
OM =F_; UK UL
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sima sokasdg. Az M-nek ugyanaz a homotépiatipusa, mint Fp-nak, s6t Int(M) egy
lokalisan trivalis fibralas egy nyilt félkor f6lott, Fy fibrummal. Legyen v : S, — 5.,

v(z) = ¢ - grad f(2)/| grad f(z)]-
Megmutatjuk, hogy ez a v leképezés teljesiti a[3.6.6] Lemméban mindhdrom feltételt.

A 2z € S, pontosan akkor fixpontja v-nek, ha létezik 0 < r € R, melyre
grad f(z) = rz.
Viszont ekkor a . Lemma bizonyitdsa alapjan azt kapjuk, hogy f(z) # 0 és
grad f(2) = c2/F(2).
A Lemma miatt Re(c/f(z)) > 0, viszont ekkor Re f(z) > 0, igy z € Int(M).

A v(z) = —2z, eset hasonl6an bizonyithato.

Ha z € OM, akkor létezik egy p sima leképezés, melyre p(0) = z és ebben a
pontban dp/dt = n(z). Az M definicidja alapjan d Re f(p(t))/dt|i=o > 0. A

dRe f/dt = Re(dp/dt, grad f)

azonossagot hasznalva azt kapjuk, hogy Re(n(z),v(z)) > 0.

Tehét valéban mindhédrom [3.6.6] Lemmabeli feltétel teljesiil, emiatt
X(Fp) = x(M) = 1 — deg(v),
hiszen dim S. = 2n + 1 paratlan. A g multiplicitast gy definidltuk, mint a
z = g(2)/llg(2)]]
leképezés foka. Mivel g(z) = grad f, és a konjugalds leképezés
(9155 gns1) = (G2, - Gnt1)

foka (—1)"*1 ezért
deg(v) = (=1)""pu.
Ezt behelyettesitve a fenti formulaba azt kapjuk, hogy
X(Fp) = 14 (=1)"p.

Mivel
X(Fy) = (=1)rk(H;(Fp)) = 1+ (=1)"rk(H, Fy),

emiatt
w=r1k(H,Fp).
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3.7. Monodromia

A 3.5 Szakaszban megmutattuk, hogy ha f egy n + 1 véltozés komplex polinom,
melynek az origd szinguldris pontja, akkor az

F:B.N f_l(S(;) — Sg,

melyre F'(z) = f(z) minden z € B. N f~!(Ss)-ra egy lokdlisan trividlis fibrdlds. Az
egyszeriség kedvéért a totalis teret E-vel, a bazisteret pedig B-vel fogjuk jelolni.
Tetsz6leges z € B-re jelolje F, a z feletti fibrumot. Jelolje Diff(Fs) az Fs fibrum
diffeomorfizmusainak csoportjat, és Diffy(Fs) pedig azon diffeomorfizmusainak cso-
portjat, melyek izotépok az identitéssal ([[5], 23. o.]). Ekkor

Diffy (F) <1 Diff(Fy).

Legyen
I'(F5) = Diff(F5)/Diffo(F5).

Meg fogjuk mutatni, hogy létezik egy természetes ¢ : m(S5) — ['(Fj) csoporthomo-
morfizmus. Mivel 7 (S5) = Z, ezért elég a homomorfizmust a generatoron megadni,
vagyis a

v [0,1] = Ss, (t) = 6e*™

uton. A ¢(v) diffeomorfizmust geometrikus monodrémidnak hivjuk, és hgeo-val jelol-
juk.

3.7.1. Megjegyzés. Ha csak az Fj fibrum és a geometrikus monodrémia van megadva,
akkor rekonstrualni tudjuk az egész F fibralast. A totdlis tér

Fs x [0,1]/ ~,

ahol az ekvivalencia a (z,0) és (h(z),1) pontokat azonositja, az S'-be valé leképezés
pedig vetités a masodik tényezore.

Most [[5], 24. o.] alapjdn megmutatjuk, hogyan kapjuk a homomorfizmust. Le-
gyen w vektormez6 az Ss-n, melyre w(5e*™) = 21ide*™. Legyen

v: R—=C, y(t) = ™.

Meg lehet mutatni, hogy minden a € E-nek van egy olyan U, kornyezete, és azon
egy v, vektormezd, hogy dF(v,(z)) = w(F(z)) minden z € U,-ra, valamint ha
z € bd(E) NU,, akkor v,(z) € T,bd(E) C T,E.

Ebbdl az egységosztas tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy létezik egy globalis v
vektormez6 az E-n, melyre dF (v(z)) = w(F(z)) minden z € E-re, valamint minden
z € bd(E)-rev(z) € T.bd(E) C T,E. Ezt ugy fogjuk mondani, hogy a v vektormezé
felemeltje a w vektormezoének.

Minden ¢ € R-re konstrudlunk egy h, : Fs — F,) diffeomorfizmust a kovetke-
z0képpen. Legyen zy € Fj tetszOleges, és legyen p(t) az a maximalis intervallumon
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definidlt megolddsa a dz/dt = v(z) differencidlegyenletnek, melyre p(0) = 2. Be
lehet 1atni, hogy ez a megoldas kiterjeszthet6é az egész R-re. Ekkor legyen

hu(z0) = p(t).

Mivel a v vektormez6 a w felemeltje, és F'(p(0)) = v(0), ezért F(p(t)) = v(t), vagyis
hi(z) € Fyu). Mivel 7(0) = (1) = 6, emiatt a hy egy diffeomorfizmusa az Fj
fibrumnak.

Azt akarjuk még belatni, hogy ha masképp vélasztjuk meg a w felemeltjét, akkor
a kapott diffeomorfizmus izotop hq-gyel.

3.7.2. Allitas [[5], 3.1.1.]. Legyen v vektormez$ az E-n, ami a w-nek felemeltje, és
jeloljiik hi-vel az ebbdl kapott diffeomorfizmusokat. Ekkor hy és b} izotdpak.

Bizonyitds. Definidlunk az E x [0,1] téren egy V vektormezot a kovetkez&képpen,
tetszbleges z € F és s € [0,1]-re legyen

V(z,8) = ((1 —s)v(z) + sv'(2), ).
Ez egy sima vektormezd, és a fentihez hasonlé médon a dz/dt = V(z) differen-

cidlegyenlet megoldasaibdl konstrudlni tudunk egy H : Fs x [0,1] — Fs x [0,1]
diffeomorfizmust. Ezt komponalva az els6 tényezore valo vetitéssel, kapunk egy

H: F5x[0,1] — Fj
homot6piét, melyre minden z € Fy-ra H(z,0) = h(z) és H(z,1) = h/(z). S6t, minden

rogzitett s € [0,1]-re a H(z,s) diffeomorfizmusa az Fs-nak, tehét a H izotépia h és
h' kozott. O

3.7.3. Definicié [[B], 3.1.2.]. A hge, = hy diffeomorfizmust geometrikus monodréomi-
dnak hivjuk, mely izotdpia erejéig egyértelmii. Az altala indukélt hgeo. homomorfiz-
must a H,(Fj, Z) homoldgiacsoportokon algebrai monodrémidanak hivjuk.

A szakaszban leirtak tetszéleges m : E — S! lokdlisan trividlis fibraldsra el-
mondhatoak.

3.8. Mikor topologikus gémb a link?

Megint feltessziik, hogy az origd izolalt kritikus pontja az f(z1, ..., 2,+1) polinom-
nak, n > 1. Azt mondjuk, hogy egy X" sokasag topologikus gémb, ha homeomorf
S™-nel, és homologikus gomb, ha a homoldgiacsoportjai megegyeznek az S™ homo-
légiacsoportjaival. A kérdés az, hogy hogyan tudjuk eldonteni, hogy a K kompakt
(2n — 1)-dimenziés sokasdg topologikus gomb-e.

3.8.1. Lemma [[1], 8.1.]. Ha n # 2, akkor K pontosan akkor homeomorf az S*"!-
gyel, ha a homoldgiacsoportjaik megegyeznek.
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Bizonyitds. Ha n > 3, akkor dim K > 5 és a|3.3.8, Tétel alapjan egyszeresen Ossze-
fiiggd, igy a Poincaré-sejtés miatt valéban homeomorf K az S?" !-gyel. Ha pedig
n = 1, akkor nyilvan igaz az allitas. O]

3.8.2. Megjegyzés. Ha n = 2, akkor nem igaz, hogy K pontosan akkor homeomorf
goémbbel, ha a homoldgiacsoportjai megegyeznek a gémbével. Mumford azt is meg-
mutatta, hogy ebben az esetben mindig teljestil, hogy m (K) # 1.

A kovetkezd lemméat nem bizonyitjuk, a [3.3.8] Tételbol és Poincaré dualitasbol
konnyen kovetkezik.

3.8.3. Lemma [[1], 8.2.]. Ha n # 2, akkor a K sokasag pontosan akkor homeomorf
S2-1_gvel ha H, 1K trividlis.

Irdnyitsuk meg a 2n-dimenziés Fy irdnyithaté sokasdgokat. Most az [2.3] Sza-
kaszban bemutatott (,) metszetformét s-sel jeloljiik, a (,) metszet parositast pedig
s'-vel.

3.8.4. Lemma [[1], 8.3.]. A K sokasdag pontosan akkor homologikus gomb, ha az
s: HyFy® H Fy — Z

metszetforma determindansa +1.

Bizonyitds. Irjuk fel a (C1(Fy), K) par homologikus egzakt sorozatat:
0 — Ho(K) — H,(Cl(Fp)) 2 H,(CUFy), K) % H, K — 0.

A K pontosan akkor homologikus gémb, ha j, izomorfizmus. Tudjuk, hogy H,, C1(Fy)
valamint H,,(Cl(Fy), K) szabad p-rangi Abel-csoportok és az

s': H,(Cl(Fy),K)® H, Cl(Fp) = Z
metszet parositas determindnsa +1. Mivel
S(Oé, /6) - S,(j*O[, 6)7

ezért j, pontosan akkor izomorfizmus, ha az s determinansa +1. O]

Legyen @ : FE — S tetsz6leges lokdlisan trividlis fibralds, Fy = ®71(1). A
geometrikus monodrémiat jeloljiik h-val, az algebrai monodrémidat pedig h,-gal.

3.8.5. Lemma [Wang egzakt sor|. [[I], 8.4.] Tetszbleges S* feletti fibrdlashoz a ké-
vetkez6 sor egzakt:
oo Hyp E— HFy "5 HFy — HiE — ..,

ahol I = idy,.
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Mostantél a ® : S. — K — S! a Milnor-fibralés, a h, : H,Fy, — H,F; lincéris
leképezés karakterisztikus polinomja

A(t) = det(tI, — hy).
Vagyis A(t) egy polinom, mely
A)y=t'+at" '+ +a, 1t £1
alaku.
3.8.6. Tétel [[1], 8.5.]. Han # 2, akkor K pontosan akkor topologikus gémb, ha
A(1) = det(I, — hi) = £1.

Bizonyitdis. Ha n > 1, akkor A Wang egzakt sort felirva azt kapjuk, hogy
H,F, =" H,Fy — H,(S. — K) — 0.
Mivel dim S, = 2n + 1, az Alexander-dualitdas miatt
H,(S: — K)= H"(K),

és mivel K egy 2n — 1-dimenzids sokasag, ezért a Poincaré-dualitas miatt

H"(K)~ H, |(K).
A . Lemma alapjan H, 1K =0, ezért H,(S. — K) = 0, emiatt h, — I, izomor-
fizmus, és igy det(I, — h.) = 1. O

Err6él a A(t) polinomrdl meg lehet mutatni, hogy az S. — K-nak topologikus
invariansa és tulajdonképpen az n-dimenzids éaltaldnositdasa a csomdk Alexander-
polinomjénak.
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4. Normalis feliilet szingularitasok

Ebben a fejezetben normalis feliilet szingularitasokrél lesz sz6. Bevezetoiil sziiksé-
giink lesz par definiciora.

4.1. Alapfogalmak

4.1.1. Definicié [[9], 154. o.]. Legyen X analitikus sokasdg, és zo € X tetszble-
ges pont. Bevezetiink egy ekvivalenciarelacidt az xy pont X-beli kornyezetein. Azt
mondjuk, hogy az xg pont U és V' kornyezetei ekvivalensek, jelolve U ~ V', ha létezik
olyan W koérnyezete az xg-nak, melyre W C U N V. Ez nyilvan ekvivalenciarelacio
az Ty kornyezetein. Azt mondjuk, hogy

(X,20) ={wo €U C X : U nyflt}/ ~
tércsira xo-ban.

4.1.2. Definicié [[9], 67. o.]. Legyenek X, Y analitikus sokasagok, 2o € X, yp € YV
tetszéleges pontok, és legyen U, U’ C X az xg-nak, V, V' C Y az yg-nak tetszoleges
kornyezete és legyenek f : U — V, valamint g : U’ — V' analitikus fiiggvények.
Azt mondjuk, hogy az f és g fliggvények ekvivalensek, ha létezik olyan W c UNU’
kornyezete az xg-nak, melyre f }W = g|W. Ez ekvivalenciarelacid, és tetszoleges f
fiiggvény osztalyat az f csirdjdnak nevezziik. Jelolése:

[ (X, o) = (Y, 10).
Legyenek f; : (CY,0) — (C,0) analitikus fiiggvények csiréi és legyen
(X,0)=({z€C": fi(z) = = fm(2) = 0}, 0).
4.1.3. Definicié [[§], 1.3.]. Legyen o C {1,..., N} multiindex. Jelolje
C{z1,...,2n} = Ocr,

azon Yy _ a,z* hatvanysorok lokalis gyfiriijét, melyek konvergensek az o egy kis kor-
nyezetében. Az fi,..., f,, fiiggvények altal generdlt idedlt jelolje (fi,..., fim). Az
(X, 0)-n definidlt analitikus figgvények gydrije:

OX70 = O(Cnﬁ/(fla s 7fm)
4.1.4. Megjegyzés. A Ox , gytirt szintén lokalis.

4.1.5. Definicié [[§], 4. 0.]. Azt mondjuk, hogy az (X, 0) irreducibilis, ha nem irhaté
fel két valédi analitikus részhalmaz uniéjaként, és redukdlt, ha az Ox, gylrtinek
nincsen nilpotens eleme, azaz

(fh"'afm): (flw":fm)a
ahol \/(f1,-..,fm) az (f1,..., fm) idedl radikélja.
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Mostantdl feltessziik, hogy az (X, o) irreducibilis és redukalt.

4.1.6. Definicié [[§], 1.1.]. Az (X, o) felilet szingularitds, ha az Ox, gylrd Krull-
dimenzidja 2, ami ekvivalens a kévetkezovel. Tekintsiik minden p € X pontra az

r(p) = rank(9fi/02;(p)) 71—

leképezést. Azon pontokat, ahol ez a rang eléri a maximumat a 2.1.9, Definici6
alapjan egyszerd pontoknak hivjuk, a tobbi pontot szinguldris pontnak. Az (X, o)
pontosan akkor feliilet szingularitds, ha az egyszeri p € X pontokban r(p) = N — 2.

4.1.7. Definicié [[§], 4. o.]. Ha r(0) = N — 2, akkor azt mondjuk, hogy az (X, o)
sima csira, vagyis analitikusan izomorf a (C?,0) csiraval. Ha r(0) < N — 2, de
minden p € X — {o} pontra r(p) = N — 2, akkor azt mondjuk, hogy (X, o0)-nak
1zolalt szingularitasa van az o pontban.

Az egyenletek m szama altalaban nagyobb, mint N — 2. Ha egyenlOség teljesiil,
vagyis a szingularitds lefrhaté m = N — 2 egyenlettel CV-ben, akkor azt mondjuk,
hogy az (X, 0) teljes metszet szingularitds ([[8], 4. o.]).

4.1.8. Példa [[]], 1.2.]. Nem minden feliilet szingularitds teljes metszet szingulari-
tas. Példaul

(X,O) = ({(:L‘,y,z,t) S (C4 P Te = y27yt - 22,.Tt - yZ},O) - ((C4 70)
nem definidlhaté két egyenlettel.

4.1.9. Definicié [[§], 4. 0.]. Az (X, 0) irreducibilis szingularitds normdlis, ha a Ox,
gylurl egész zart a hanyadostestében.

Normalis szingularitdsokra teljesiil a kévetkezo tétel:

4.1.10. Tétel [[10], 7.7.]. Az (X, 0) normalis szingularitds, akkor a ¥(X) halmaz
kodimenzidja legalabb 2.

Arra, hogy egy szingularitds normalis egy teljesen algebrai definiciét adtunk,
azonban van egy ezzel ekvivalens geometriai definicidja a normalis szingularitasnak,
melyet a kovetkezo allitas ad, nem bizonyitjuk.

4.1.11. Allitas [[10], 7.8.). Jelslje ©(X) a szinguldris pontok halmazdt az o pont
egy kornyezetében. Az (X, o) irreducibilis szingularitds pontosan akkor normalis, ha
tetszoleges

f: X-%XX)—>C
korlatos, holomorf fiiggvény kiterjesztheté egy X-en definialt holomorf fiiggvénnyé.

A [4.1.10] Tételbol kovetkezik, hogy nem minden szingularitds normalis. Példdul
az

(X,0) = ({(2,9,2) € C) : a” =y, p,q > 2,8cd(p, q) = 1},0)
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nem normalis szingularitas, hiszen

Y(X) ={(z,y,2) €C* : 2 =0,y =0}

Ez a probléma a szingularitas normalizaldsdval kikiiszobolheto, ami egy
k

n: | JX,0) = (X,0)

i=1
sziirjektiv, valodi, analitikus leképezés, ahol minden pontnak véges sok 6se van, és
az X — X(X) halmaz folott ez az n egy analitikus izomorfizmus ([[10], 7.9.]).

Minden nem normalis (X, 0) szingularitdsnak létezik egy (izomorfizmus erejéig)
egyértelmii normalizacidja. SOt, egy irreducibilis szingularitas normalizacidja min-
dig homeomorfizmus, vagyis a normalizalassal a topologikus tipus nem valtozik

([[aq], 7.12.]).
A kovetkezo két allitds a normalizalt egy-egy univerzalis tulajdonsagat adja.
4.1.12. Allitas [[10], 7.11.). Ha (Z, z) normalis és
¢: (Z,2) = (X,0)

analitikus leképezés, akkor létezik egy
k

Ve (Z2) = X o)

i=1
analitikus leképezés, melyre n o = ¢.
4.1.13. Allitas [[11], 14.7.]. Legyen most (Z,z) olyan (nem feltétleniil normélis)

csira, melyre
¢: (Z,z) = (X,0)
véges leképezés, mely izomorfizmus X — {o} felett. Ekkor létezik egy
k
b UF o) = (22)
i=1

leképezés, melyre n o) = ¢.

4.2. Rezolucio

Legyen X egy analitikus halmaz, a szingularitdsainak halmazét pedig jelolje (X)),
legyen o € 3(X) rogzitett.

4.2.1. Definicié [[6], 1.1.1.]. Legyen X normalis analitikus halmaz, U C X egy (elég
kicsi) kornyezete az o-nak. Legyen ® : X — U analitikus, valédi leképezés, valamint
legyen E = &~ 1(X(X)). Azt mondjuk, hogy a ® lokélis parcidlis rezoliciéja, més
néven modifikicidja az (X, 0) csirdnak, ha a kovetkezé két feltétel teljesiil.
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1. X — E sfirf X-ban,

2. Létezik egy A C U analitikus halmaz, melyre 3(X) N U C A, az A nem
tartalmazza az U egyetlen irreducibilis komponensét sem és U — A f6lott a &
izomorfizmus.

4.2.2. Definicié [[6], 1.1.1.]. Adott ®; : X, — U; (i = 1,2) modifikécidira az (X, 0)-
nak azt mondjuk, hogy ®; domindlja ®,-t, ha az Uy, U, kornyezeteket egy kisebb U
kornyezetre lecserélve létezik egy

v Xl — XQ
analitikus fiiggvény, melyre &, o U = P;.

4.2.3. Definicié [[6], 1.1.1]. A ® modifikcit rezolicidnak hivjuk, ha X egy sima,
analitikus sokasag.

4.2.4. Definicié [[0], 1.1.1.]. A ® rezoliciét erdsnek nevezziik, ha megszoritva a
¢~ 1(U — %(X)) halmazra,

o U - D(X)) = U - 2(X)
izomorfizmus, valamint a ®~1(U N L(X)) normdlis metszé divizor X-ban, vagyis

O~ (UNYX(X)) irreducibilis komponenseinek barmely lokélis metszése transzverzalis
és barmely harom komponens metszete iires.

4.2.5. Definicié [[6], 1.1.1.]. Egy er6s rezoliciét jonak hivunk, ha ®~1(U N 3(X))
irreducibilis komponenseinek nincsen 6nmetszésiik.

4.2.6. Definicié [[0], 1.1.1.]. Egy rezoliciét minimdlisnak hivunk, ha nem domindl
rezoluciét. Hasonléan lehet minimalis j6, és minimélis erds rezoltucidokrol beszélni.

4.2.7. Példa [[6], 1.1.3.]. Legyen (X,0) C (C",0), melyre ©(X) = 0. A P"! azon
C"-beli L egyenesek paramétertere, amikre o € L. Legyen
B={(z,L) e C"xP" ! : z €L},

és @ : B — C", melyre ®'(z, L) = x. Ezt a -t a C" felfujtjdnak nevezziik az o
pontban. Ez egy modifikaciéja C"-nek, és izomorfizmus C" —o f6lott. Az

{(z, L) e X xP" ' .z € L,z #0}

halmaz lezartja B-ben legyen X . Ezt az X halmazt az X szigord transzformdltjinak
nevezzilk a ®’ mentén. A ¢’ altal indukélt & : X — X leképezést az X felfujtjanak
mondjuk az o pontban.

4.2.8. Definicié [[6], 2. o0.]. Legyen C' C P*~! irreducibilis, sima projektiv gorbe és
legyen X C C" a C f516tt levé komplex affin kip, melynek csticsa 0. A C C P!
bedgyazas projektiven normdlis, ha (X, 0) normélis.

42



4.2.9. Példa [[6], 1.1.3.]. Legyen C, X, mint az el6z6 definiciéban. Az X-nek izolalt
szingularitdsa van o-ban, de ebbol nem kovetkezik, hogy normalis o-ban. Példaul a

P! P? [u: o] — [ut:wdo w0l

bedgyazés nem projektiven normalis. Az o-ban felfdjva egy m : X — X rezolticidt
kapunk.
4.2.10. Példa [[6], 1.1.3.]. Legyen (X, 0) = ({at = 2y},0) C (C*)0), [o, B] € P!, és
Hipg = {(z,y,2,t) € C* : Bo = az, By = at}
sik,
X = {(pa [avﬂ]) € X x Pl tpe H[a:ﬂ}}a

valamint az X — X x P! bedgyazdst jelolje e, az X x P! — X vetitést jelslje ,

legyen ® = 7 o e. Ekkor X a ®-vel rezoliciéja X-nek, ahol ®71(0) = P. Tehat a

®~!(0) halmaz kodimenziéja nagyobb, mint 1. Hasonléan a H, [a:8 sikok helyett a
Hipg = {(7,y,2,t) € C': Bz = ay, Bz = at}

sikokat nézziik, akkor is kapunk egy rezoliciot, mindkét rezolicié minimalis.

Mostantdl tegyiik fel, hogy (X, 0) normélis feliilet szingularitds, valamint rogzit-
siink egy olyan @ : X — U modifik4ciét, ami nem izomorfizmus.

4.2.11. Lemma [[0], 1.1.5.]. Az E = & (X(X)) halmaz dsszefiiggd, kompakt és
egydimenzios.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy E nem osszefiiggd. Legyenek { E, }, az Osszefliggd kom-
ponensei és legyenek {U, }, diszjunkt nyilt halmazok, ahol U, kérnyezete az F,-nak.
Be lehet 1atni, hogy 1étezik egy U nyilt kornyezete az o € X-nek, melyre

O HU) C UyUs,
és U — o 0sszefiiggd. Ekkor az U — o halmazt lefedik a diszjunkt, nemiires
(@ HU)NU, — E)
nyilt halmazok, ami ellentmondas.

Mivel a ® leképezésnél kompakt halmaz 6sképe kompakt, ezért £ kompakt. Mivel
dim X = 2, és E val6di részhalmaza X-nak, ezért dim F < 2. Ha dim F = 0, akkor
E egy pont, mivel E osszefiiggd. Ekkor a ® véges leképezés. Az (X, 0) normalis, ezért
a. Allit4s miatt a @ egy izomorfizmus lenne, ami ellentmond a feltételnek. fgy
nem lehet dim £ = 0, vagyis dim £ = 1. ]

4.2.12. Definicié [[6], 1.1.6.]. Legyen (X, 0) normélis feliilet szingularitds, és ® mo-
difikdci6, ami nem izomorfizmus. Az F = ®~1(3(X)) analitikus gorbét ® kivételes
halmazénak (vagy gorbéjének) nevezziik.
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Mostantél legyen @ : X — U C X rezolicid, a kivételes gorbét tovdbbra is
jelolje E, az irreducibilis komponensei legyenek Fj, ..., E;.

4.2.13. Definicié [[8], 2.1.]. Egy divizor az X-on egy D = > n;D; formalis véges
osszeg, ahol n; € Z és D; C X irreducibilis gorbe. Az X-on levé divizorok halmaza a
formalis 6sszeg miivelettel egy csoportot ad, melyet Div(X' )-mal jeloliink. Ha r; € Q
és D = > r;D;, akkor azt mondjuk, hogy a D egy raciondlis divizor. Ha D divizor,

melyre D = > n;D;, akkor a tartdja |D| = Uy, 20D;.

4.2.14. Definicié [[8], 2.2.]. Tetsz6leges D divizort, melyre |D| C E ciklusnak hi-
vunk. Vagyis tetszoleges D ciklusra D = Y n;E;, ahol n; € Z. Egy olyan raciondlis
divizort, mely tartéja E-ben van racionalis ciklusnak neveziink. Egy D ciklus effek-
tiv, ha mindegyik n; egyiitthaté nemnegativ. Ezt tgy fogjuk jelolni, hogy D > 0.

[[8], 16. 0.] alapjan kapunk egy természetes (nem linedris) rendezést a ciklusokon,

ha
D =) niEjés D => nlE;,
akkor azt mondjuk, hogy D > D’ ha D — D’ > 0.

Mindegyik E; reprezentélja a Ho(X,Z) egy elemét. Emiatt barmely két E;, E;-
nek (1 <1i,7 <'s) ki tudjuk szdmolni a metszési szamat, amit (£;, E;)-vel jeloliink.
Ha i = j, akkor az (E;, E;) szamot e;-vel jeloljiik és az E; onmetszési szamnak hivjuk.
Két ciklus metszési szamat is lehet definidlni. Ha C' = Y n,E; és D = Y m,E;
ciklusok, akkor a C', D metszési szama

(C.D)= (> mE;,» m;E)) = Z nim;(E;, E;).

4.2.15. Definicié [[6], 1.1.6.]. Az [ = (E;, E;); ; matrixot a ® rezolicié metszési
mdtrizdnak nevezziik.

4.2.16. Definicié [[8], 2.4.]. Tetsz6leges az X-on értelmezett g meromorf fiiggvény
meghatéroz egy [g] = > n;D; fédivizort, ahol az n; a g fiiggvény eltiinési rendje a
D; mentén (negativ, ha g-nek pdlusa van). Az n; egyiithatét a g fliggvény D; menti
multiplicitasdnak is szoktak nevezni.

Nyilvan [g] > 0 pontosan akkor, ha g holomorf. Be lehet 14tni, hogy ha g merom-
orf fiiggvény az X-on, akkor [g] relativ homolégiaosztélya trividlis, igy ([g], E;) = 0
minden 1 < < s-re.

4.2.17. Definicié [[6], 1.1.6.]. Legyen f : (X,0) — (C,0) tetszbleges holomorf
fiiggvény. Ekkor az X-on

[f o ®] = divi(f o @)+ S(f o ®),

ahol divg(f o ®) a divizor azon része, aminek a tartéja E-ben van. Az S(f o ®) részt
ugy hivjuk, hogy az f fliggvény szigoriu transzformdltja.
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Az S(fo®) tartéja CL(®H({f = 0} — 0)). Az egyszerliség kedvéért divg(f o ®)-t
divg(f)-fel, S(f o ®)-t pedig S(f)-fel jeloljiik.

4.2.18. Példa [[6], 1.1.7.]. Legyen C, X, X, mint a | Példdban. Ha a C C P!
foka d és f generikus linedris fiiggvény az o-n keresztul, akkor divg(f) = E, és az
S(f) szigort transzformélt d sima komponensbél all, melyek az E-t transzverzalisan
metszik. Emiatt (£, S(f)) = d. Mivel

0=(E,[fo®]) = (E divg(f) + 5(f)) = (E,E + S(f)),
ezért B* = —d.
Ha C' ~ P! és d = 1, akkor a kiip egy sik, ezért (X, 0) sima. Az o pontban felfijva
egy modifikdciét kapunk, ahol a kivételes halmaz F ~ P! és E? = —1.

4.2.19. Definicié [[6], 3. 0.]. Ha adott egy X sima feliilet, és E C X gorbe, melyre
E ~ P! és E? = —1, akkor azt mondjuk, hogy az F egy (—1)-gorbe az X-on.

4.2.20. Allitas [[6], 1.1.9.]. Legyen (X, 0) normdlis feliilet szingularitds és ® rezolii-
cio. Ekkor az I metszési matrix negativ definit.

Bizonyitds. Legyen f : (X,0) — (C,0) holomorf fiiggvény és D = divg(f). Mivel
D + S(f) fédivizor, ezért

(D+S(f),E)=0V1<i<s.

Mivel S(f) és E; komplex gorbék, ezért (S(f), E;) > 0 minden 1 < i < s-re, és mivel
S(f) metszi ez E-t, ezért van olyan 1 < j <'s, melyre (S(f), E;) > 0. Emiatt

(D,E;) <0Vi, és (D, Ej) <0.
A D divizor effektiv és tartéja az egész F.
Azt szeretnénk bizonyitani, hogy ha
Z = Zrl ; (r € Q),
és 72 = 0, akkor Z = 0. Léteznek Z,, Z, effektiv divizorok, melyeknek nincs kozos
komponensiik és Z; — Z, = Z. Ekkor
0< 2?2 =77 +7; 22,2, < Z} + Z3.

Emiatt feltehetjiik, hogy Z effektiv. Ha a Z tartdja, |Z| kisebb, mint az E, akkor
D-t szoritsuk meg | Z|-re, a kapott divizort jeloljiik szintén D-vel. Ekkor tovébbra is
teljesiil, hogy

(D,E;) <0Vi, és (D, Ej) <0.

Indukciéval bizonyitunk a |Z| szdmossdga szerint. Legyen a € R a legnagyobb
pozitiv valés szam, melyre aD < Z, legyen Z' = Z —aD. Ekkor Z' effektiv, a tartéja
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kisebb, mint Z tartdja és
7% =(Z—-aD,Z') > (Z,2") = (Z,Z —aD) > Z*> > 0.

Indukcié miatt Z' = 0, ezért Z = aD és mivel D? < 0, ezért a = 0, vagyis Z = 0. [

Ha ¢ # j, akkor (E;, E;) > 0, mivel az E; és E; komplex gorbék. Ebbdl és a
41.2.20L Allitasbol kovetkezik, hogy minden 1 < i < s-re e; < 0.

4.2.21. Megjegyzésnormalfont [[6], 1.1.12.]. Hasonl6 &llitds irja le azon f: W — D
holomorf, sziirjektiv és valddi leképezések csalddjat, ahol W sima feliilet és D pedig
origd kozépponti korlemez. Feltessziik, hogy minden D — 0 feletti fibrum sima,
Osszefiiggo és a génusza g, legyenek {C, }, a 0 folotti fibrum irreducibilis komponensei

és div(f) = >, n,C,. Ekkor
(Co, div(f)) = (C, f_l(t)) =0,
(ahol ¢ generikus eleme D-nek), vagyis div(f)* = 0.

Tovabbéa a (C,, Cy)y. metszetforma szemidefinit, azaz C? < 0 tetsz6leges C
gorbére, melynek tartéja U,C,, és ha C? = 0, akkor C' = r - div(f), r € Q.

A kovetkezo tétel garantdlja rezolicio l1étezését, nem bizonyitjuk.

4.2.22. Tétel [[6], 1.1.19.]. Legyen (X,0) normalis feliilet szingularitds. Ekkor a
kovetkezo allitasok teljesiilnek.

1. Létezik jo rezoliicio.
2. Létezik egyértelmiien minimalis rezoliicio és létezik egyértelmiien minimalis jo
(minimélis erds) rezoliicio.

3. Egy rezolicio pontosan akkor minimalis, ha az E; irreducibilis komponensek
koziil egyik sem (—1)-gorbe.

4. Egy jo rezolicio minimalis jo pontosan akkor, ha az E; gorbék kéziil egyik sem
(—1)-gorbe, melyre (E — E;, E;) < 2.

Most definidljuk a bedgyazott rezoluciét [[6], 5,6. o.] alapjan. Legyen X rogzitett,
D C X divizor éso e D C X.

4.2.23. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ® : X — X erds rezolicié az (X, D)
par bedgyazott rezolicidja, ha ®~1(D) normdlis metszet szingularitds X-ban. A be-
dgyazott rezolicié jé, ha a ®~1(D) irreducibilis komponensei simdk. A rezoliciéhoz
hasonléan a bedgyazott rezoliucidra is lehet definialni a minimalitast, jésagot és erds-
séget.
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Ha az (X, 0) csira diffeomorf a (C*,0) csiraval, és (D, 0) C (X, 0) sikgérbe szin-
gularitas, akkor [[13], 393. o.] alapjan létezik bedgyazott rezolicid, melyet felfijasok
egymésutanjaval kapunk. fgy ha az (X, 0) csira dimenzidja kettd, akkor a. Té-
telt alkalmazva létezik ® : X — X rezolicié, utdna pedig a (X, ®(D)) parnak
van beagyazott rezoliicidja, amivel a ®~1(D) sikgdrbe szingularitdsokat feloldjuk.
Emiatt ha dim X = 2, akkor az (X, D) parnak van bedgyazott rezolucidja.

Sot, a . Tétel bizonyitasahoz hasonlé médon belathatd, hogy az (X, D)
parnak van minimalis j6 beagyazott rezolicidja. A ® pontosan akkor minimélis jo
bedgyazott rezolucid, ha nem létezik sima, irreducibilis kivételes gorbe E,, melyre
g(E,) =0, E*=—-1¢s (YD) - E,, E,) <2.

4.3. A link és a rezolucios graf

A linkkel mar megismerkedtiink az el6zé fejezetben. Az ottani tételek [[6], 2.1.]
alapjan atvihetoek normalis feliilet szingularitdasokra, melyeket ebben a szakaszban
csak kimondunk, nem bizonyitunk.

Legyen X komplex analitikus halmaz, o € U C X egy kornyezete az o-nak,
ahol o0 az egyetlen szinguldris pont. Rogzitiink egy val6s analitikus p : U — [0, 00)
fiiggvényt, melyre p~1(0) = o, be lehet 14tni, hogy ilyen fiiggvény mindig létezik.
Tetszéleges S C [0, 00)-re a p~(S) halmazt Xg-sel fogjuk jeldlni.

4.3.1. Tétel [[0], 2.1.2.]. Létezik egy 0 < €9 € R, hogy minden 0 < € < gp-ra Xy
egy C™ sokasag. Az (Xjo.), X{s}) par homeomorfizmus tipusa fiiggetlen az e-tol,
p-tol, csak (X, 0)-tdl fiigg és homeomorf a (Cone(Xy.y), X(zy) parral.

Az X, egy C™ sokasdg, melyen a komplex struktira indukdl egy irdnyitdst.
Igy a hatdra Xy, orokol egy iranyitast. Ha U — {o} komplex dimenzidja d, akkor az
X{e valés dimenzidja 2d — 1.

4.3.2. Definicié [[6], 2.1.3.]. Az X (., halmazt az X linkjének nevezziik az o pontban,
L(X,0)-val jeloljiik. Ha egyértelmii, hogy melyik szinguldris pontot vizsgéljuk, akkor
az egyszeribb Ly jelolést hasznaljuk.

4.3.3. Megjegyzés. Ha komplex analitikus halmazok helyett valos analitikusakat vizs-
galunk, akkor is definialhatjuk egy izolalt szingularitds linkjét. Nash [[12]]-ban be-
bizonyitotta, hogy tetszoleges kompakt differencidlhatd sokasdg mindig megadhatd
egy valos algebrai varietas izolalt szingularitasanak linkjeként. Ez azonban nem igaz
komplex analitikus halmazokra, mert példaul nem minden 3-dimenzids iranyitott
sokasag kaphaté meg, mint egy komplex izoldlt szingularitas linkje.

Legyen (X, o0) irreducibilis, o € X izolalt szingularitds, és legyen o € D C X
analitikus részhalmaz, melyre D — {o} sima, nemiires és a dimenzidja kisebb, mint
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az X dimenzidja. Ekkor a [4.3.1] Tétel megismételheté az (X, D) parra. Tetsz6leges
p: U — [0,00)-re, melyre p~1(0) = {0} az (X{E},X{F} N D) par fiiggetlen az e, p
valasztasatol és mindketto sima, iranyithato sokasag. Igy természetesen adodik egy
L(D,o0) C L(X,0) bedgyazas.

Legyen [ : (X,0) — (C,0) holomorf fiiggvény, a nullhelyeinek halmazat jelolje
V(f). Tegyiik fel, hogy V(f) — {o} sima. Ekkor az el6bbiek alapjan kapunk egy
Ly sy C Lx bedgyazast.

4.3.4. Definicié [[0], 2.2.2.]. Az Ly ;) C Lx halmazt az f fiiggvény linkjének hiv-
juk, és L(f,o0)-val, vagy egyszertibben L ¢-fel jeloljiik.

4.3.5. Allitas [[6], 2.2.3.]. Legyen (X, 0) izoldlt szingularitas, p valés analitikus fiigg-
vény, és f : (X,0) — (C,0) holomorf fiiggvény csirdja. Ekkor létezik ¢ > 0 és
0 < n < g, melyekre a kévetkezok teljestilnek.

1. X N f71(t) sima sokasdg és az X. linket transzverzdlisan metszi minden
t e D, — {0}-ra,

2. Az f megszoritasa az
(Xjo.) N f7H(bd(Dy)), Xe 0 f7H(bd(Dy))
pérra lokalisan trividlis fibralds bd(D,) felett,

3. Ha az [ izoldlt szingularitdst definidl, akkor az X. N f~'(bd(D,)) — bd(D,)
fibralds kiterjed egy X. N f~Y(D,)) — D, trividlis fibrdldssa.

4.3.6. Definicié [[0], 2.2.4.]. A fenti fibrélast az f csirdhoz tartozé kozeli fibraldsnak
nevezik. TetszOleges t € D, — {0}-ra az

Fy= X N f7H(1)
halmazt Milnor fibrumnak nevezziik, mely egy sima, iranyithaté peremes sokasag,
bd(F) = X N 7).

4.3.7. Definicié [[6], 2.2.5.]. Legyen M tetszéleges sima sokasdg. Az M nyilt konyv
felbontdsa egy 2 kodimenziés L részokasaghdl és egy p : M —L — S' sima fibralasbél
all, ahol az L C M bedgyazas normalnyalabja trividlis. Az L részsokasagot kotésnek,
a p fibrumait lapnak hivjuk. A nyilt konyvet (M, L, p)-vel jeloljiik.

A dp leképezés indukal egy természetes iranyitdast a kotésen és a lapokon. fgy
az M tetszoleges rogzitett iranyitasa indukal egy természetes iranyitast az L-en. Ha
az L mar irdnyitott volt, akkor azt mondjuk, hogy a nyilt konyv kompatibilis az M
és L iranyitasaival, ha az L eredeti és M-bol indukalt irdnyitdsai megegyeznek. Azt
mondjuk, hogy két nyilt konyv, (M, L,p) és (M', L', p') izomorfak, ha létezik egy
o (M,L) — (M, L") diffeomorfizmus, ami megérzi a lapokat, és azok irdnyitdsat.
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4.3.8. Tétel [[6], 2.2.6.]. Legyen (X, o) izolalt szingularitas, f : (X,0) — (C,0)
holomorf fiiggvény csiraja és p valos analitikus fiiggvény. Ekkor létezik € > 0, hogy

I X — X NV () = S

lokalisan trivialis C* fibralas. Az izotépiatipusa nem fiigg € és p valasztasatol, és
izomorf a korabban definialt kozeli fibralassal. Ha az f izolalt szingularitast definial,
akkor az f/|f| fibralas kiterjed egy

(Xiey, Xy NV, f/1SD)

nyilt koényv felbontdssa, amely kompatibilis az X,y és X(oy NV (f) természetes ira-
nyitasaval.

4.3.9. Definici6 [[6], 2.2.7.]. A [4.3.8 Tételben levd f/|f|: Lx — Ly — S* fibra-
last Milnor fibralasnak, nyilt konyv felbontéast pedig Milnor nyilt kényv felbontasnak
nevezziik.

A mésik topologikus invaridns, amit lefrunk [[6], 1.2.] alapjan, a rezolicids grdf.
Legyen (X, 0) normalis feliilet szingularitas, f : (X, 0) — (C,0) egy analitikus fiigg-
vény csirdja és (V(f),0) = (f71(0),0). Legyen ® : X — X j6 bedgyazott rezolicidja
az (X,V(f)) parnak. A ®-hez tartozé E kivételes gorbe irreducibilis komponense-
inek halmaza {E,}wew, az S(f) szigori transzformalt irreducibilis komponenseit
pedig {5, }aea-val jeloljiik.

Most a ® rezolucidhoz konstrudlunk egy grafot. Legyen V = W U A. Tetsz6leges
v € V-hez elemhez tartozik egy csics, melyet szintén v-vel jeloliink. Ha v € A, akkor
a v csucsra még tesziink egy nyilat, ezeket a csucsokat nyilas cstcsoknak fogjuk
hivni. Ha vy,v9 € V és a hozzajuk tartozé irreducibilis gérbék k pontban metszik
egymast, akkor behizunk k db élet a vy, vo csicsok kozé.

Ezek utan a grafot dekoraljuk a kovetkezoképpen. Jelolje minden w € W-re e,
az E,, dnmetszését, vagyis az E2 szamot, és g, az F,, génuszit. Végiil jelélje minden
v € V-re m, azt a szamot, ahdnyadrendben az f o ® a v-hez tartozé irreducibilis
komponens mentén eltlinik, vagyis az f multiplicitasat. Minden w € W-re a w cstcs
mellé irjuk az e,, és [g,], szamokat, valamint minden v € 'V cstics mellé irjuk az (m,,)
multiplicitast.

4.3.10. Definicié. Az igy kapott grafot a ® rezoliciéhoz és (X, f) parhoz tartozé
dudlis bedgyazott rezolicids grdfnak nevezziik és I'( X, f)-fel jeloljiik.

Példaul, ha az f-nek izoldlt szingularitdsa van, akkor minden a € A-ra m, = 1.
Ha g, = 0, akkor altaldban nem irjuk le a [g,,] szdmot. Tetszleges w € W-re legyen
Vi ={v €V : a gratban van v, w él}, vagyis a w cstcs szomszédjainak halmaza és
legyen d,, = |V,

Ha csak egy (X, 0) téresirdbdl indulunk ki, akkor is tudunk egy jo ® rezolicié-
hoz egy grafot szerkeszteni, a fentihez hasonlé médon. Ezt a grafot I' x-szel fogjuk
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jelolni, és az (X, 0) csira ®-hez tartozd dudlis rezolicids grafidnak hivjuk. Ebben
az esetben A = (), és tetsz6leges w € W csticsnak két dekordcidja van: e, és [gu).
Tetsz6leges I'(X, f) bedgyazott rezolicids grafbdl kapunk egy I'y rezolicids gréafot
ugy, hogy kitoroljiik az A-hoz tartozé csicsokat, a beléliik indulé éleket és az (my,)
dekoraciokat.

4.3.11. Definicié [[6], 1.2.3.]. Ha I' egy rezoliicids graf, rezoliciéhoz tartozé met-
szési méatrix I, akkor a T' determindnsa, legyen det (I') = det (—I). Megallapodés
szerint det () = 1.

A [[6], 1.2.4.] szakasz alapjan megemlitjiik a rezolicids graf néhény tulajdonségat.
A T(X, f) és T'x grafok fiiggenck a ® rezolicié valasztasatol és a [1.2.11) Allitas
miatt Osszefiiggdek. Meg lehet mutatni, hogy ha &, és ®, kiilonboz6 rezoliucidk, és
a hozzajuk tartozd rezoluciés grafok I'y és I's, akkor az egyik grafbdl meg tudjuk
kapni a mésikat (—1)-gorbék fel- illetve lefijdsdnak egy sorozatéval.

Az aldbbi dbrék azt mutatjdk meg, hogy mi torténik a (bedgyazott) rezolicios
graffal, ha az F,-n felfdjunk (lefGjunk) egy sima pontot, vagy ha az F, N E, pontot
fujjuk fel (le). Ezt grafelméleti nyelven gy mondjuk, hogy felfijjuk a v cstcsot,
illetve a v, u élet.

felfujas lefdjas
>iv - :ev -1 —1
“[90] “Tg]
(my) (my) (my)
_Co Cu_ o €y — 1 -1 ey .—%
| [90]  [9u] . . [90] [9u] |
(my) (M) (my) (my +my) (M)

Legyen I = (I, = (Ey, Ey))vw a ® rezoliciéhoz tartozé metszési matrix. Mivel

fédivizor, ezért a metszete barmelyik F,-vel 0 (w € W). Emiatt
valvw+ Z mg =0 VYw e W.
veEW a€ANVy,

Mivel I nem-elfajuld, ezért az {m,},ew multiplicitdsokat meg tudjuk hatdrozni az
I és az {mg}4ea ismeretében. Teljesiil a kovetkez6 azonossag is:

€My + Z m, = 0.

’UEVU}
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4.4. Plumbing konstrukci6

Tetszbleges (X, 0) normalis feliilet szingularitashoz hozzarendeltiik a linkjét, és a re-
zolucids grafjat. Ebben a szakaszban azt irjuk le, hogyan hatarozza meg a rezolicios
graf a linket.

4.4.1. Definicié [[6], 2.3.1.]. A plumbing grdif egy olyan graf, aminek minden v
csicsédra két egész szam van {rva, e, és [g,], ahol g, > 0.

Most [[6], 2.3.2.] alapjan leirjuk, hogy hogyan kapunk egy plumbing grafbdl egy
3-dimenzids iranyitott sokasagot. Legyen I' egy rogzitett Osszefiiggé plumbing graf.
A csucsainak halmazat V-vel, éleinek halmazat pedig E-vel jeloljiik. Minden v € V
csucshoz hozzarendeliink egy

Ty i By — S,

Slnyaldbot, ahol a B, totalis térnek van egy rogzitett irdnyitasa, az S, bazistér zért,
peremmentes, iranyitott g, génuszu feliilet, a nyalab Euler-szama pedig e,. Minden
v € V-re rogzitjiikk az S, és a fibrumok iranyitasat gy, hogy kompatibilis legyen a
B, iranyitasaval. Tetszoleges v-bol indulé e € € élre kivalasztunk egy p. € S, pontot
és vesszitk egy Dy, trivializadl6 kornyezetét. Ekkor

7,/ (Dy.) = Dy, x S', 7, (bd(D,,)) = bd(m; (D).

v

Legyen e = (v,w) tetszOleges él I'-ban, ekkor a (v,e) és (w,e) parokhoz rendre
tartozik egy p, € S, és p, € S, pont. A B, illetve B,, sokasagokbol kivessziik a
7, Y (Int(D,,)), illetve 7' (Int(D,,,)) halmazokat. A kapott sokasidgok pereme

bd(m, ' (Int(D,,)) ~ bd(D,,) x S* ~ S' x S,

bd(r, (Int(D,,)) =~ bd(D,,) x S* ~ ' x S*.
Igy a B, — m; ' (Int(D,,)) és B, — m,'(Int(D,,)) peremes sokasdgokat a peremiik
1

a B, terek iranyitasai adnak egy egyértelmi, jéldefinialt iranyitast az M-en. Az iires
gréfot is megengedjiik, M (D) = S3.

1 ,
mentén a [ O] matrix szerint osszeragasztjuk. Igy kapjuk az M = M (I") sokasagot,

4.4.2. Megjegyzés. Ha a T' graf nem Osszefiiggd, az osszefiiggé komponensei {I';};,
akkor minden T'; gréfra meg tudjuk konstrudlni az el6bb lathaté médon az M(T)
sokasagot, legyen M(I") a #; M (G;) Gsszefiiggd unio.

Tetszoleges plumbing grafthoz hozzavehetiink nyilas csicsokat, a régi csicsokat
nem nyilas csticsoknak fogjuk hivni. A nyilas csicsok nincsenek szamokkal dekoralva,
és mindegyikbdl egyetlen él indul valamelyik nem nyilas csticsba. A nyilas csticsok
halmazat A-val, a nem nyilas csiicsok halmazat W-vel fogjuk jelolni, az 6sszes csucs
halmaza V = A LU'W. Ha nem vessziik figyelembe a nyilas csicsokat és a beldlitk
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indulé éleket, akkor az elézbek alapjan hozza tudunk rendelni egy M(I') irdnyitott
3-sokasagot. Tetszoleges a € A nyilas csiicsra, mely a w € W csticesal van 6sszekotve,
hozzarendeljiik a B,, sokasig egy generikus S'-fibrumat. fgy anyilas csicsok halmaza
egy 1-dimenzids részsokasdgot reprezentdl az M (I')-ban, melyet L-lel jeloliink.

Be lehet l4tni, hogy az M(T") pontosan akkor racionélis homol6giagémb, ha a T’
fa és mindegyik g, génusz 0.

A fenti konstrukei6 egy 4-dimenziés P = P(I") peremes sokasdgot is ad, mely-
nek pereme M(T). Ugy kapjuk, hogy az S'-nyalébokat lecserdljiik D, — S, D?-
nyalabokra, és hasonlé médon 6sszeragasztjuk a D, sokasagokat. A nyilas cstcsok
most irdnyitott (D? bd(D?)) C (P,bd(P)) kirlemezeknek felelnek meg, melyek ge-
nerikus fibrumai a D, sokasagoknak, ugyanigy vannak valasztva, mint az L kompo-
nensei. Ezen fibrumok egy 2-sokasidgot hataroznak meg P(I')-ban, melynek hatara
pont az L.

4.4.3. Allitas [[6], 2.3.7.]. Ha 0 < e < 1, akkor
(I)il(X[()’E]) ~ P(Ff) és (Lx,LV(f)) ~ (M(Ff), L)
Ezen éllitas alapjan azt kapjuk, hogy az (X, 0) csira I'x dudlis rezoliciés grafja

meghatdrozza az Lx linket, az f fliggvényhez tartozé I'y dudlis graf meghatédrozza
az (Lx, LV(f)) pért

4.5. Példak

Tekintsiik az f(z,y) = x* + y° polinomot. A V(f) gorbének a (0,0) = 0-ban van
csak szingularitasa. Meg fogjuk adni egy rezolucidjat, és az ahhoz tartozo rezolicios
grafot, majd egy altaldnos médszert mutatunk arra, hogy ebbol hogyan kapjuk meg
az f(x,y,2) = 23 + 45 + 2* ltal definialt 0-beli szingularitds rezolicids grafjas.

Y

Az f(z,y) = 2> +y° rezolicidjat felfijasok egymasutdnjaval kapjuk meg. Egyet-
len szingularis pontja van az f-nek, a (0,0) = 0. A 4.2.7] Példdban mar lattuk, hogy
a C? felfijtja a 0-ban

ByC* = {((z,y),[a: B]) € C* xCP" : 28 = ya}.
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A CP! az aldbbi két térképpel lefedhet,
Ay ={[a: B CP'] : a#0},
Ay ={la: BECP : B0}
Ha z # 0, akkor az [1 : z] € Ay pont azonositva van az [1/z : 1] € Ay ponttal. Tehat
By C? = C? xA; UC? xAs,
és
C*xA; = {((z,y),2) € C*xC : zz =y} ~C?,

és ugyanigy C? xA; ~ C?. Ha a térképeken a koordinata u, v, akkor azon a rezoliciét
a
o C— C? (u,v) = (u,uv)

leképezés adja, a masodik térképen pedig
i C = C? (u,v) = (uwv,u).
Most felfujjuk a V(f) gorbét. Az f-ben a legkisebb foki monom 3, {gy az érinté

kiup = = 0, emiatt a masodik térképen nézziik a felfijast. Az els6 fejfujas w1, a
koordinatak a térképen w,v. Ekkor x = uv,y = u és

i f = w4+ 1w’ = P (u? 4 0%),

a kivételes halmaz az F;, ami az u = 0 pontokbdl all, melynek multiplicitasa 3, és
u? + 03 a szigort transzformalt.

Gy

A O] = u? + v3 szintén szinguldris gérbét hatdroz meg, ezért felftjjuk. Itt u? a
legkisebb fokii monom, ezért megint a masodik térképet nézziik. A masodik felfujas
o, a koordinatak s, t, ekkor u = st,v = s.

mmif =T f = 3 (s + 12),

az 1j kivételes halmaz Ey = {s = 0}, aminek a multiplicitdsa 5, a régi kivételes
halmaz t = 0, és a szigort transzformalt s + 2.
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Ey | (5)

Cy

A felfujast addig folytatjuk, amig normalis metszo divizort nem kapunk. A har-
madik felfijas 73, a koordinatak a, b, igy s = ab,t = a.

7716,2,3f = agbs(a + b)v

az 0j kivételes halmaz Fs3, ami az a = 0 pontokbdl all, a multiplicitasa 9, az Fy az
s = 0 pontokbdl all. Az E-et nem latjuk ezen a térképen, a szigoru transzformalt
a+b.

Ey(3)

fgy még mindig nem normalis metszo divizort kapunk, tehat még egyszer felfij-
juk, a koordinaték legyenek k,[. Ekkor a = ki, b = k,

Tosal = KPP (1 +1),

az 1j F, divizor a k = 0, multiplicitasa 15.

E5(9)
_ &
(3)

By (5) T k
E,

fgy kaptunk egy rezolicidt, a rezolicids graf:
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Ha V,, jeloli a w € 'V cstcs szomszédait a grafban, akkor az

CwMay + Z my, =0 (4.5.1)

’UGV'LU

képlet alapjan ki tudjuk szadmolni az 6nmetszéseket, mindegyik génusz 0.

Most legyen g : (C*,0) — (C,0) izolalt sikgorbe szingularitas, [[8], Appendix I.]
alapjan altaldnos algoritmust mutatunk arra, hogy hogyan lehet a g-hez tartozo I',
rezolicios grafbél megkapni az

(X,0) = ({g + 2" = 0},0) C (C*,0)
hiperfeliilet szingularitds I'x rezoltcids grafjat. A I'y cstcsainak halmazat jelolje V.
Legyen u,v,a € Z ugy, hogy a legnagyobb kozos osztdjuk Inko(u,v,a) = 1. A

v (uifa) =0 ((u?a))

kongruencidnak van egy egyértelmii 0 < z; < a/(u,a) megoldasa, legyen

N u a
VT —— =my - :
Hua) T (u,a)
Ha x; # 0, akkor
1
a/(u, a) =k — ———, ki,... ks > 2.
T ]CQ e
ks
Ekkor G(u,v,a)-val a kovetkez6 grafot jeloljiik:
U _kl _k:Q _ks v
(u,a) * ° ° (v,a)
(ma) (m2) (ms)

Az my, ..., ms multiplicitdsokat a [£.5.1] Képlet alapjan szdmoljuk ki. Ha 21 = 0,
akkor a G(u,v,a) csak egy éL

Tetsz6leges w € V,, csicsra legyen s, = |V,|. Ha V,, = {vy,...,v,,}, akkor
legyen
dy = Inko(my, Moy, ... ;M)
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A T'x gréfot a kovetkezdképpen konstrudljuk. Tetszoleges w € 'V csics f6lé
Inko(d,,,n) darab csicsot tesziink, mindegyik multiplicitds my,/(my,n) és mind-
egyik génusz g,,, ahol

(2 = sy) Inko(my, n) + 3, oy, Inko(my,, my, 1)

92— gy =
g Inko(d,,, n)
Legyen e = (w,v)
(M) (M)

tetszéleges €l I'-ben, legyen d. = Inko(m,,, m,). Az e él {61é Inko(d.,n) darab

o ( My My n )
Inko(d,,n)” Inko(d,,n)  Inko(d,, n)
graf keriil, a nyilas csticsok a ¢~ (w), illetve ¢7!(v) csticsokkal vannak azonositva.

Egy I'y-beli nyilas csics f6lé

egy G(my,1,n) grafot tesziink, melynek jobb oldali vége nyilas csics, 1 multiplici-
tassal, a bal oldali vége pedig a w folotti csticesal van azonositva.

A kapott grafban a hidnyz6 onmetszéseket a [4.5.1] Képlet alapjan ki tudjuk
szamolni. A nyilakat és a multiplicitasokat elhagyva az X-nek egy rezolicios grafjat
kapjuk.

Ez alapjan az algoritmus alapjan kiszdmoljuk az 23 4+ y® + 23 rezoliciés gréafjat.
A vy csues folé (5,3) = 1 csucsot tesziink, melyet ©;-mal jeloliink, a multiplicitas
5/1nko(5,3) = 5. A vy cstics £61é (1,3) = 1 cstics keriil, 15/ Inko(15,3) = 5 multiplici-
tdssal, Dp-mal jeldljiik. A vs és vy csticsok f61¢ is Inko(3,3) = 3 csics keriil, 04, illetve
oy (1 < i < 3). Mindegyik 3" csticshoz tartozé multiplicitds 3 és a v;" csticsokhoz
tartozé multiplicitas 1. A génuszok a kovetkezok:

(2—1) -1+ Inko(5,15,3)

2= 29w = Inko(5,3) =2 = m=0
299, — (2—-3)-3+ lnko(15,5,i’2k—|(;<lil§())(15,1,3) + Inko(15,9,3) _9 g =0,
2_2%,:@‘2V3+hﬁ$3§£%+mm@33):2::>%,:Q
2_2%“:@_1xi;£§@93L:2:jnga
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tehat mindegyik génusz 0. Ezutan azt szamoljuk ki, hogy az élek felett mi lesz.
d., = Inko(5,15) =5, d., = Inko(15,9) = 3, d., = Inko(9,3) = 3.
Tehét az e; folott Inko(5,3) = 1 darab G(5,15,3) graf van. A
15+ 52 =0 (3)

kongruencidnak az z = 0 megolddsa, tehat G(5,15,3) egy darab él. Az ey folott
Inko(3,3) = 3 darab G(5,3,1) gréf van, az e3 f6l6tt pedig Inko(3,3) = 3 darab G(3,1,1)
tipusu graf van. Mindkét esetben a kongruencia modulusa 1, tehat mindkét esetben
a mgeoldas x; = 0, vagyis itt is éleket kapunk. A nyilas cstcs esetén pedig egy
G(15,1,3) tipusu grafot kapunk, ahol a modulus szintén 1, tehat egy nyilas csicsot

kapunk 1 multiplicitdssal. Az Euler szdmokat a Képlet alapjan kiszdmolva a
'y graf a kévetkezo:

4.6. A rezolucidhoz tartozd racs

A [[6], 1.1.13.] szakasz alapjan leirjuk, hogyan rendeliink rezolicidhoz egy récsot.
Legyen (X,0) normalis feliilet szingularitds és ® : X — X rogzitett rezolicio,
valamint [' = I'x a rezolucids graf. Az E kivételes halmaz komponensei E, (v € V),
a rezoliciéhoz tartozo metszési métrix I és legyen

L = Hy(X, 7).

Tetszbleges v € V-re az E, gorbék osztalyat L-ben szintén E,-vel jeloljiik. Az X és
Upev E, terek homotop ekvivalensek. A Mayer-Vietoris egzakt sort felirva F,, E,-re
(v # w) azt kapjuk, hogy

-+ — Hy(E,NE,) = Hy(E,) ® Hy(E,) — Ho(E,UE,) - H(E,NE,) = ....
Mivel Ho(E, N E,) = Hi(E, N E,) =0, ezért
Hy(E,) ® Hy(E,) = Hy(E, U E,).
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Emiatt az L-et szabadon generéljik az E, (v € V) osztalyok. gy az L az I metszési
matrixszal egyiitt racs lesz.

4.6.1. Definicié. Ezt az L rdcsot a ® rezolucidhoz tartozd rdcsnak nevezzik.

Legyen v € V és D, C X korlemez, mely transzverzdlis E,-re egy generikus
pontban. Ez a D, meghatdroz egy relativ homoldgiaosztalyt Hs(X,bd(X),Z)-ben,
az osztalyat szintén D,-vel jeloljiik. Legyen

L' = Hy(X,bd(X), 7Z),
az L'-t szabadon generéljak a D, osztalyok.

Az .3 Szakasz alapjdn létezik egy j : L — L' természetes bedgyazas, ami pont

b: L— L* bB)=(p,.)

leképezéssel azonosithaté. Ennek a j leképezésnek a matrixa az { £, },, {D,}, bazis-
ban pont az [ métrix. Legyen
H=L/L,

ckkor |H| = |coker(])| = | det I|.

Az I metszetformat ki lehet terjeszteni L-r6l L ® Q-ra. Az L és L' kozott 1évo
nem elfajulé metszetforma miatt az L’-t azonosithatjuk Hom(L, Z)-vel. Masfelél a
Hom(L,Z) azonosithat6 azon ' € L @ Q elemekkel, melyekre tetszileges | € L-re
(1,I)q € Z.

Az effektiv osztdlyokat jeloljiik LLy-val, illetve Lxo-val, azaz

Liyy={leLl : 1= rkE, r, €Qs},

és
Lzo = LIZO N L

Ekkor létezik egy természetes részbenrendezés L ® Q-n. Ha ly,ls € L ® Q, akkor
Iy > Iy, pontosan akkor, ha Iy — Iy effektiv. Az Iy > I, ha l; > ls és |y # 5. Legyen
min{l;,l>} az a legnagyobb | € L ® Q, melyre ly,l; > [. Ha l' =) r,E,, akkor a
tartoja Uy, 0.

A H véges Abel csoport, a Pontrjagin dudlisa Hom(H, S'), melyet H-pal jelsliink
([[6], 1.1.14.]). Legyen

0: H s H, o)) = i),

Ez egy jéldefinialt leképezés, ugyanis ha [l{] = [l}], akkor I} =1}, € L, és igy tetsz6leges
I'e L'-re (I} = 15,1') € Z, tehat

G2l —lhd) 1

Be lehet latni, hogy ez a 6 leképezés izomorfizmus.
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Legyen E! € L' az az elem, melyre (£}, E,) = —d,,. Ha az E}-ot az {E,},
bézisban {rjuk fel, akkor a koordindtait pont a —I~! méatrix megfeleld oszlopa adja,
és (I™Y)yw = (EF, EX).

4.6.2. Definicié [[0], 1.1.15.]. Az

={l'el :(E,)<0VveV}
kipot a rezolicidhoz tartozé Lipman-kipnak nevezziik. Ezt a kipot Zs( folott ge-
neraljék az E vektorok. Legyen 8§ = 8’ N L, ami szintén egy kup.

4.6.3. Allitas [[6], 1.1.17.]. 1. Ha 0 # 1=, rE,, ahol r, € Q, és (I, E,) <0
minden v € V-re, akkor r, > 0 minden v € V-re. Specialisan az E;, felirdsaban
mindegyik egytitthato szigoriian pozitiv.

2. Tetszbleges rogzitett I € L'-re a {I' € 8 : I # I'} halmaz véges.

Bizonyitds. Legyen | = l; — Iy, ahol [y és [y effektiv és |l;|-nek és |lz|-nek nincs kozos
komponense. Legyen ly = ) 7,E,, és E, C |l5| rogzitett. Mivel

0 Z (l,Ey) = (ll - 127Ev)7

és (Iy, Ey) > 0, ezért (lg, E,) > 0. Emiatt (l3,l3) > 0. Azonban az I negativ definit,
ezért ly = 0, igy [ > 0. Mivel az E 0Osszefiiggd, ezért |l| = E, kiilonben 1étezne egy
v €V, melyre (I, E,) > 0. O

4.7. Tobbvaltozos sorok

El6szor a C{z1, 22} gylirithoz tartozé Poincaré polinomot mutatjuk be, a [[6], 7.1A.]

alapjan tetsz6leges C|zy, ..., z,] modulushoz is lehet definidlni. A C{z1, 25} gyfiriin

adddik egy természetes gradélés, legyen az 27" z5? monom foka ay + as. Legyen

Ay =C{21"25% + a1 + g = d}),

ekkor
C{Zl, 22} = @ Ad.

d>0
A hozza tartozé Poincaré sor:
P(C{z1, 22};t) = > dim(A,) - t*.
d>0
Legyen H véges Abel-csoport, mely hat a C*-en. Ekkor a H hat a C{z,, 25} gyfiriin
is, ha x € H, akkor legyen h x z; = x(h)z; minden j-re. Ez a hatds megérzi a
graddlast. Tetszbleges y € H-ra legyen C{z1, 20 }X a x-sajataltér. Ezen természetes

indukalédik egy gradélas, vagyis

C{z1, 221¥ = P (C{z1, 22}

d>0
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Ekkor
P(C{z1, }5t) = > dim(C{z1, 2}¥)at”,

d>0
és legyen

PH(C{zy, z0):6) = Y Y dim(C{zy, 2}1%)at%y € ClZ[H].

yel d>0

Most pedig topologikus Zeta sorrdl lesz szd. A Szakaszban bemutatott jelo-
léseket fogjuk haszndlni, (X, 0) normélis feliilet szingularitas, és

d: (X,E) = (X,0)
rogzitett rezolicid, ahol E a kivételes halmaz. Az E irreducibilis komponenseit jelolje
Ei, ..., Es, ahol az s arezolicids graf csicsainak szama. A [[6], 7.2.2.] szakasz alapjan
jelolje

Z[[t]] = Z[[t1, . . ., ts]]
aty,..., tsvaltozds formalis hatvanysorok gytirtijét. Ekkor

Z[[t*)] = Z[[t - 1]
egy Z[[t]]-modulus. Legyen d = |H|.
ZE ) = Z[E )

szintén egy Z[[t]]-modulus, melynek Z[[t*!]] részmodulusa.

4.7.1. Definicié. A Z[[L']] egy Z[[t]]-modulus, mely a
/ [’1 ’
th =t

S

s

tipusi monomok Z-linearis kombinaciéibdl all, ahol I' = >"7 | l!E; € L'. Ez részmo-

dulusa Z[[t*Y/9]]-nek. A Z[[L']] a Z[[t]][t;", ... t7}] gytiri f6l6tt is modulus.

A Z[[L']] modulusnak t6bb részmodulusat is lehet definidlni. Példdul Z[[L%]],
amit azon t' monomok generalnak, ahol I' € L., vagy Z[[8']], melynek a t', I € &
monomok a generatorai. Ez a modulus egyben formalis hatvanysorok gyfiriije a t#
valtozdkban, az elemei

(I)(f)(t) = f(tEfv cee ’tE;)a
ahol f(xy,...,xs) € Z[[X]] = Z][[x1, ..., z4]].
4.7.2. Definicié [[0], 7.2.4.]. TetszOleges

S(t) = Zal/tl, S Z[L/}

sor egyértelmiien felbomlik S =3, _,, Sy, alakba, ahol

Sh = Z al/tl/.

)=H
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Az Sy, sort az S h-komponensének hivjuk.

4.7.3. Lemma [[0], 7.2.6.]. Legyen f € Z|[[x]], és F'(t) = ®(f)(t). Ekkor

Fo(t) = 3 30 (W) FAIEDE . o (EDE).

peH

Bizonyitds. Legyen [[,_, 21" az f egy monomja. Ekkor

zlz

|H|Zp me (B, . pl[EE) =

peEH
= 17 20 P D) (D
pEH
Mivel p € Hom(H, St), ezért p([Ef])™ = p(n;[E}]). Legyen I = Y°7_, n;[E]. Igy a
fenti szumma a kovetkezd alakra hozhaté:

] Zp (I

Ha [I'] = h, akkor p(h)~'- p([I']) = p([I'] — h) = p(0) = 1. Mivel H és H izomorfak,
ezért |H| = d, tehét ebben az esetben

! ]. i !
(It == d-t" =+t
|H|Zp d

pEH
Ha pedig [I'] # h, akkor

> p(=h)p([l]) = 0.

peH
Vagyis azt kapjuk, hogy az
] Zp F(EE, . p([EI)E™)
pEH
szummaban pontosan azok a tagok maradnak meg, ahol [I'] = h. O

Mostantdl feltessziik, hogy olyan ® rezoliciét vizsgalunk, ahol az E kivételes
halmaz mindegyik F; irreducibilis komponensére E; ~ P'. A [[6], 7.2.70.] alapjan
definidlni fogunk egy sort Z[[8']]-ben. Legyen v € V tetszéleges csiicsa a rezolicios
grafnak, emlékeztetiink, hogy ¢, jelolte a v cstcs fokat a grafban. Legyen

z2(x) = H(l —2,) 72
és legyen Z(t) = ®(z)(t), vagyis
Z(t) =[] —t%)»2

veV
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A Lemma alapjan ennek a h-komponense
20(8) = 3 30 o)~ TI0 = o2
pEH veV
Ez motivalja Zeta-sor H-ekvivarians verziéjat, legyen

z"(t) = [J(1 — [E;]e")™ 2 € Z[[4)[H].

veV

4.7.4. Definicié [[6], 244. o.]. Legyen X egy topologikus tér, n > 1. A X" téren
van az S, szimmetrikus csoportnak egy természetes hatasa, tetszoleges g € S,, és
(01,...,0,) € ¥re legyen

g(o1, ..., 0n) = (T40), - -, Tg(m))-

A ¥ tér n-edik szimmetrikus hatvdnya az S,-hatéds pélydinak tere, vagyis 3"/S,, és
S¥-val jelsljitk. Ha n = 0, akkor megallapodés szerint S°Y egy pont.

Tetsz6leges T topologikus térre jelolje xiop(7') az Euler karakterisztikdjat. A
Macdonald formula szerint

Z Xtop(S"X)z" = (1 — x)—xmp(z).

n>0
(Ez a [[18]] konyvben megtalélhaté) Legyen EY = E, — (UyxvEy). Be lehet latni,
hogy Xtop(E5) =2 — 0y. [gy rogton adédik a kovetkezd allitds.

4.7.5. Allitas [[6], 7.2.74.]. Legyen x® = 2 ... 2% ekkor

H Z Xtop Sa, Eo al Z H Xtop Sal Eo

=1 a;>0 a>0 =1

Most mutatunk egy példat arra, hogyan kapcsolodik Gssze a két definialt sor.
Tekintsiik a (C?,0) csirat. Ezen természetesen hat a Z, = {£ € C : & = 0} csoport,
legyen

§x (21,22) = (€21,€22).

Ez szabad hatds C? —0-n, minden orbit elemszdma n. Az orbitok terét X-szel jelol-
jik. fgy kapunk egy
(C?,0) — (X,0)

leképezést, az origd izoldlt szingularitas, és ez a leképezés X — 0 folott egy
C’-0—X -0

reguléris fedés. Ebbél egyrészt azt kapjuk, hogy a (C?,0)-hoz tartozé S° link Z,
fedése az (X,0)-hoz tartozé K linknek. Mivel 7 (S?%) = 1, ezért

m(K) = Hy(K) = Z,.
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A P=P(T') és bd(P) = M(I') = K parhoz tartozé egzakt sort felirva:
-+ — Hy(P) — Hy(P,K) — H{(K) = H{(P) — ...

Mivel P homotépiatipusa megegyezik az S? homotépiatipusdval, ezért Hy(P) = 0,
és gy H = Hy(K).

Masrészt természetesen adddik egy
O X,0 O(C2 0

leképezés. Itt Oc2 o = C{z1, 22}, és Ox0 a C{21, 22} gyflirli Z,-invaridns része, melyet

C{z1, 22}%n-nel jeloliink, és generaljdk a 27, 21 129, ..., 212571, 2 monomok. Legyen
n n—1 n
Ug = 21,U1 = 27 22,...,Up = 29,
ezzel a jeloléssel
Ug U1 ... Up—1
C{z1, 2} = Cug, ..., u, : 1k " <1}
Ug Uy ... Up-1
A Vi, : P! — P" Veronese bedgyazast a
. n. n-1_, . R
[21 0 20) = [2] 0 27 20 oo 2]

képlet adja. fgy az (X,0) csira pont az Im Vi, feletti affin 0 csicsi kip. Ezt az
origoban felfijva:

W(_l) W(_D T(—l) T(—l()l)

o |l

a rezolucios graf

Ekkor E* = (1/n)E, a cstcs foka 0, L' = Z(E) és L' = Z{(1/n)E). Igy az E-t
1-gyel, és [E*]-ot [1/n] € Z,-nel azonositva azt kapjuk, hogy
1 1

0= T = T e

A H = Z, véges Abel csoport, a H csoport izomorf H = Z,-nel, a generd-
tora legyen Yy, ez a Pontrjagin dualitdas alapjan pont & € H-nak felel meg. Mivel
(21)*1 (E29)™2 = M2 282 ezért ha k Z d mod(n), akkor

((C{zh ZQ}Xk)d = 07
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kiilonben
(C{Zh 22}x )d = (C{Zb Zz})d = Ag.

Mivel dim Ay = d + 1, ezért

PIO =2+ D' = = _1xt)2.

Tehdt a t «» tY/" és [E*] > x megfeleltetések utan azt kapjuk, hogy a két sor
ugyanaz.
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