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1. Bevezetés

A pontszamvektorok algoritmikus vizsgalata kozvetleniil a hétkoznapi élet altal moti-
valt feladatkor. A felmeriils kérdések csaknem mindegyike bajnoksagokrol, lejatszott és
hatralévé meccsekrdl, golkiilonbségekrsl és persze gyakran a versenysportokban lényegi
kérdésrol szol: ki nyerhet?

Szerencsére a felvet§ds problémak tobbsége konnyen megfoghaté matematikai eszk6zok-
kel: a bajnoksagot tudjuk &abrazolni egy (multi)graffal, a gy6zelmeket és vereségeket az
élek megiranyitasaval, a golkiilonbséget a csticsokon értelmezett stulyfiiggvénnyel, stb. Igy
minden készen all hozza, hogy a kérdéskorbsl matematikat csinaljunk. Egyes kérdéseket
mar az 1950-es években is vizsgaltak, am az eredmények tilnyomo tébbsége 2000 utani.
Az els6 fejezetben azzal foglalkozunk, hogy milyen kimenetele lehet egy bajnoksagnak,
azaz minden csapatra megmondjuk, hogy hany meccset nyerjen illetve veszitsen el, vala-
mint mennyi dontetlent jatsszon, és azt a kérdést szeretnénk megvalaszolni, hogy van-e
olyan lefutasa a bajnoksagnak, amely a végén teljesiti az elGirasokat. Roviden felidézziik
azt a jol ismert tényt, hogy ha nem engediink meg dontetlent, akkor kénnyen megvalaszol-
hato a kérdés. Sajnos a tovabbi eredmények azt mutatjak, hogy a dontetlen megengedése
nagyban bonyolitja a feladatot: a feladat igy mar NP-teljes lesz mar specialis grafosz-
talyokon (sik grafok, paros grafok, teljes paros grafok) is. A vizsgalt esetek koziil csak
a teljes graf nem illeszkedik a sorba, arra polinomiélis id6ben meg tudjuk véalaszolni a
kérdést.

A kovetkezd fejezetben (a hétkoznapi élethez kozelitve) mar pontokat kapnak a csapatok,
igy minden csapat aktudlis pontszamat és a hatralévé meccseit tudjuk. Azt vizsgaljuk,
hogy egy csapat gy&zhet-e a bajnoksagban, illetve ha a gy6zelemért 3 pont, a dontetle-
nért 1 pont, a vereségért 0 pont jar, mi a legrosszabb helyezés, amit elérhet. (Ez a feladat
nem komplementere az el6z6nek, mert a pontozési szabaly nem szimmetrikus.) Sajnos
ezekre a kérdésekre sem kapunk konstruktivabb eredményt: egy-két specialis pontozasi
szabalytol eltekintve NP-teljes kérdés, hogy gy6zhet-e még egy adott csapat és coNP-
teljes kérdés, hogy elérhet-e a K-adiknal rosszabb helyezést. Nyilvanvalo, hogy ha csak
kevés meccs van hatra a bajnoksaghol, konnyebb a feladat, megvizsgaljuk, hogy mennyi
lehet ez a kevés meccs. A fejezet végén altalanositjuk a probléméat és az altalanosabb
kontextusban is karakterizaljuk, melyik esetben milyen bonyolultsiagi osztalyba esik a

feladat.
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A korabbi fejezetekben nem foglalkoztunk kiilon azzal, hogyan alakul az egyes
meccsek golkiilonbsége. Minden alkalommal feltettiik az egyszeriiség kedvéért, hogy tgy
alakul, ahogy az szdmunkra a legkedvez&bb. A harmadik fejezetben azt a kérdést jarjuk
koriil, hogy hogyan befolyasoljak a golkiilonbségek a végeredményt. Azt lathatjuk, hogy
ebben az esetben a pontszamoknak nem lesz komoly szerepe. Azt kapjuk, hogy annak
eldontése, hogy egy csapat a golkiilonbségek modositédsaval elérhet-e egy megfelelen jo
eredményt, NP-teljes feladat.

A lehetséges legjobb és legrosszabb eredmények vizsgalata sorédn feltessziik, hogy
adott egy kiindulasi allapot, amely mar megvalosult, de nem foglalkozunk azzal, hogy a
kiindulasi allapot valoban megvalésithato-e. Az utolso fejezetben azt vizsgaljuk, hogy el
tudjuk-e donteni, hogy egy adott pontszamsorozat megvalosithato-e, lehet-e a bajnoksag
pillanatnyi allasa, de erre a kérdésre is azt kapjuk, hogy NP-teljes feladat.

Osszességében azt lathatjuk, hogy ha P#NP, akkor nem reménykedhetiink altalanos
polinomialis algoritmusokban, amelyek megvalaszoljak a fenti kérdéseket. Persze azért
nem kell elkeseredniink, hiszen a valé életben jellemz&en nem olyan sok csapatos egy
bajnoksag, és kevés csapatra még egy exponencidlis futasideji algoritmus is adhat emberi
id6ben valaszt. S6t ha Magyarorszag kijut az Furopa-bajnoksigra, az orszag fele minden
algoritmus nélkiil megmondja, hogy a csoportkérben melyik csapattal milyen eredményt

kell jatszanunk.
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2. Grafok el6irt fokszamii megiranyitasa

2.1. Elé&irt ki-, és befokok

A hétkéznapi életben is tébb helyen hasznalhaté kérdés, hogy ha van egy grafunk, az
megiranyithato-e gy, hogy az irédnyitas kielégitsen bizonyos elGirdsokat a cstcsokon.
Legegyszeriibb példa persze (ahogy a bevezetSben is emlitettiik) egy bajnoksag, ahol
minden csapat jatszik minden csapattal, a csapatokat egy graf csicsainak tekintjiik, a
koztiik lejatszott meccsek az élek, és az iranyitas soran minden élt a meccs gydztese felé
iranyitunk (kés6bb, ha vannak dontetlenek is, akkor a dontetlen meccsek éleit iranyitat-
lanul hagyjuk). Arra vagyunk kivancsiak, hogy ha megmondjuk minden csapatra, hogy
mennyi meccset nyerjen ill. veszitsen el, akkor van-e olyan kimenetele a bajnoksagnak,
ami valoban teljesiti ezeket a feltételeket.

Ez a kérdés, amikor dontetlenek nincsenek megengedve, a témakér egyik legismertebb
kérdése, mar régota ismert teljes kord karakterizacio, Landau 1953-as tétele konnyen

ellendrizhetd sziikséges és elégséges feltételt ad a létezéshez.

1. Allitas. [10] A dy < --- < d,, fokszdm sorozat pontosan akkor lehet eqy turnament

kifok sorozata, ha minden 1 < k < n-re Zle d; > k(kgl) és o di = ”(”2*1).

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy a feltétel teljesiil a turnament kifok sorozatara.

k(k—1)

(Tetszéleges k pontra a koztiik mend ==

él a k pont valamelyikébdl 1ép ki és a kifokok
Osszege az Osszes €l szama.)

A masik irdnyt indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy egy d; < --- < d,, sorozat teljesiti
a feltételeket, de nincs olyan turnament, aminek ez a kifoksorozata. Vegyiink egy olyan
iranyitasat a turnamentnek, amelyre > " | [0(i) — d;| minimalis (ahol 0 a turnament
kifok fiiggvénye). Ha a d; nem egyezik meg a kifok fiiggvénnyel, akkor van olyan cstics,
amelyiknek a kifoka nagyobb, mint az adott d; fokszam el6iras, hiszen, ha minden csiicson
n(n—1)

kisebb vagy egyeld a kifok, mint az eliras és nem egyezik meg az el6irdssal, akkor ==— =

Sordi > 0(i) = @, ami nem lehet. Vegyiink egy ilyen s csticsot és nézziik az
ebbdl a csiesbol elérhetd csticsok S halmazat (nyilvan ekkor S-bél nem lép ki él). Ezen
csticsok mindegyikén legalabb annyi a kifok, mint az elGiras, mert, ha lenne egy v cstcs,
ami elérhets s-bél és kevesebb a kifoka, mint az el6iras, akkor az s — v it mentén minden

élt megforditva csak s-nek és v-nek valtozik a kifoka és mindkettének kozelebb lesz az
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el6irashoz, igy az iranyitasnal valasztott szumma értéke csdkkenne, ami ellentmond a
minimalitdsnak. Igy az S halmazra: >, ¢ 6(i) > > ,cqdi > Zﬁ'l d; > w, ami nem
lehet, mert S-bél nem lép ki él. Igy ellentmondasra jutottunk. W

Aztan hamar megsziiletik az emberben az altalanosités igénye és eljut arra a kérdésre,
hogy rendben, teljes grafra kaptunk egy szép és egyszert karakterizaciot, de megtudnank-
e ezt mondani tetszGleges grafra? Vagyis visszatérve a bajnoksagra, van-e olyan koztes
allapot a bajnoksag folyaman, amikor a csapatokra pont teljesiil az el6irt vereség-szam.

Ez is egy viszonylag kénnyen eldonthetd kérdés.

2. Allitas. [6] Adott G = (V, E) grdfra ésk : V — Z, fiigguényre pontosan akkor létezik
G-nek olyan irdnyitdsa, melyre a v csics kifoka k(v), ha minden X C V-re k(X) < e(X)
és k(V) = |E|. (Ahol e(X) azon élek szima, amelyek legaldbb egyik vége X -ben van.)

Els6 ranézésre tgy tiinhet, hogy nem vagyunk elérébb, hiszen ebben az &llitdsban
minden részhalmazrol allitunk valamit, ezt ellenérizni exponencialis feladat, igy nem
tudhatjuk, hogy ez a feladat P-ben van-e. A kovetkezd allitasbol lathatjuk, hogy ha van

ilyen iranyitas, az konnyen megtalalhato.

3. Allitas. [6] Ha egy adott G = (V,E) grifnak (adott k 'V — Z. figguénnyel) van
olyan irdnyitdsa, melyre minden v csics kifoka a k(v) érték, akkor ez az irdnyitdis O(|E|)

lépésben megtaldlhato.

Bizonyitas. Ha a G graf nem 0Osszefiiggs, komponensenként bizonyitunk, igy feltehetd,
hogy G 0Osszefiiggs. Vegyiik egy tetszéleges iranyitasat G-nek. Ha minden v csiicsra a
kifok k(v), akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor van olyan v; csics, amelyre a kifok
kisebb, mint k(vy), de ekkor kell lennie olyan vy cstcsnak, amelybdl vy irdnyitott tton
elérhets és a kifoka nagyobb, mint k(v,). Ha nem lenne ilyen, akkor legyen V; azon
csticsok halmaza, amelyekbdl vy elérhets irdanyitott dton. Vi-be nem léphet be él, ezért
(ha kyi(v) a v cstics aktualis kifoka) e(V;) = ki (V1). k(V1) < e(V4) az el6z6 tétel szerint
és k~1(V1) < l%(Vl), mert Vi-ben minden csucs kifoka kisebb vagy egyenls, mint az elgiras
és vy kifoka kisebb. Osszerakva az informaciokat ki (V1) < k(V1) < e(V1) = ki(V4), ami
ellentmondéas. A vyv; utat megforditva vo-nek és vi-nek javul a kifoka, a tobbi csticsnak

nem valtozik. H
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2.2. Eléirt ki-, be-, és iranyitatlan fokok

Mar az elsé fejezetben is érintélegesen felmeriilt az igény, hogy a dontetleneket is enged-
jik meg. Hogy modosul a feladat, ha elGirunk iranyitatlan fokokat is? Az els6 feladatkor-
ben azt lattuk, hogy amig nem engediink meg dontetleneket, addig teljesen altaldnosan
tetszéleges gréafra is polinomidlis a feladat, kezdjiik most a kérdés vizsgalatat rogton a

legaltalanosabb feladattal:

4. Definicié. PARTIAL ORIENTATION: Adott egy egyszert graf és minden csticsan
adott egy kifok, egy befok és egy iranyitatlan fok el6iras. Kérdés, hogy az éleket megira-

nyitva elérhetd-e a kivant fokszam elGiras?

5. Megjegyzés. Ebben a definicioban, illetve a kovetkezd allitas bizonyitasa soran azt

is megiranyitasnak tekintjiik, ha egy élrél eldontjiik, hogy iranyitatlan marad.
6. Tétel. [12] A PARTIAL ORIENTATION feladat NP-teljes.

Bizonyitas. Jeloljiik egy adott v csucsbol kiléps élek szamat d(v)-vel, egy vegyes iré-
nyitast grafban pedig a befokot p(v)-vel, a kifokot d(v)-vel, az iranyitatlan fokot pedig
0(v)-vel. Egy iranyitatlan graf jo megiranyitasanak nevezziik az éleknek egy olyan meg-

irdnyitasat, amelyre a fokszam elGirasok teljesiilnek.

7. Definicié. 3-SAT: Adott egy konjunktiv normalforma, amelyben minden kl6z harom
literalt tartalmaz. Kérdés, hogy megvélaszthatok-e a valtozok értékei ugy, hogy a kifejezés

igaz legyen (azaz a normalforma kielégithets-e)?
8. Megjegyzés. [5] A 3-SAT feladat NP-teljes.

A 3-SAT feladatot visszavezetjiik a PARTIAL ORIENTATION feladatra. Mivel a
3-SAT feladat NP-teljes, ezért ez a visszavezetés bizonyitja az allitast. Vegyiink egy kon-
junktiv normélformat, amelyben minden kl6z hérom literalt tartalmaz, legyenek ennek
a valtozoi xi,...,x,, a klozok pedig C1,...C,,. Ehhez fogunk konstrualni egy fat, ami
pontosan akkor iranyithato jol, ha a konjunktiv normalforma kielégithetd.

Definidlunk minden z; valtozohoz egy r; gyokerii fat: a gyokér és minden paros szin-
ten elhelyezked6 csics legyen mésodfoku és minden pératlan szinten elhelyezkedd cstics
legyen harom fokt. Az utolsé szint egy paros szint legyen, a levelekbdl egy-egy él fog

kimenni a graf tobbi részébe, a késébbiekben definialjuk, hogyan.

7
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Legyenek a fa cstuicsain az alabbiak a fokszam elGirdsok: minden paratlan szinten levs
w cstcsra p(w) = 6(w) = O(w) = 1. Jelblje pd a v cstcson azt a fokszam elGirast, hogy
p(v) = o0(v) =1 és 0(v) = 0, pb azt, amikor p(v) = O(v) = 1 és 6(v) = 0 és 60 azt,
amikor d(v) = 0(v) = 1 és p(v) = 0. Ekkor minden paros szinten pd, pf és 50 egyike
lesz a fokszam elGiras, mégpedig a kovetkezSképpen: r; pd fokszam eldirasa, r; mindkét
gyerekének egyik gyereke 06, mésik gyereke pf fokszam el6irasi, és a tovabbiakban, ha
egy csiucsnak pd a fokszam elGirdsa, akkor a két unokajanak 660 és pf és hasonléan 66
el6irds esetén a két unoka pd és pf elGirast, pf esetén pedig pd és 00 legyen a két unokan

a fokszam el6iras. [1. abra

1. abra. A két lehetséges irdnyitas

A konstrukciobol latszik, hogy a fanak Osszesen két jo iranyitasa van: ha az r;i-hél
kilep6 két élre megmondjuk, hogy melyik lépjen be r;-be és melyik menjen ki r;-bél
(r;i-nek egy belépd és egy kiléps éle lesz a fokszam elGiras miatt), akkor az az egész fan
meghatarozza az iranyitast. Valoban, ha a k-adik szinten van egy v csiics és eddig a
szintig mar eldontottiik az iranyitast, akkor kdvetkez6 szintre is adodik a megiranyitas:
ha k paros, akkor v két elGirt élébdl egy folfele megy, igy mar el van déntve az iranyitasa,

tehat sziikségszert, hogy alulr6l a mésik tipust ¢l menjen v-be. Ha pedig k paratlan,
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akkor olyan tipust él megy v-be fontrél, ami nem lehet a két gyerekének a kézos elGirasa.
gy mindkét gyerekébe egyértelmii, hogy milyen élnek kell mennie.

Jeloljiik a(l)-el a 2l-edik szintr6l a 21 + 1-edik szintre mend pd élek (azaz azon élek,
amelyek nem lehetnek iranyitatlanok, vagyis van pd szomszédjuk) szamat, b(l)-el a tobbi
¢l szamat ezen a szinten. Ekkor a(0) = 2, b(0) = 0 és konnyen latszik a rekurzio: a(l) =
b(l — 1) és b(l) = 2a(l — 1) + b(l — 1). Ezt a rekurziot megoldva egy zart képletet
kapunk a(l)-re: a(l) = w. Jeloljitk w;-vel azon klozok szdmat, amelyben z; nem
negdlva szerepel és n;-vel azon klozok szaméat, amelyekben z; negdlva szerepel. Valasszuk
az r;-hez tartozo fa magassagat a legkisebb olyan h; értéknek, amelyre teljesiil, hogy
a(h;) > 2max(u;, n;). Legyen r; két gyereke v; és w; nevezziik igaz levélnek azokat a po-
leveleket, amelyekre a p = 1 teljesiil, ha az r;v; és v; felé van irdnyitva és hivjuk hamisnak
azokat a pd-leveleket, amelyekre § = 1 teljesiil, ha az r;v; és v; felé van irdnyitva.

Minden C; klézhoz vegyiink fel még harom 1j cstcsot: ve,, we, és z¢,. Legyen §(we,) =
dze,) = plwe,) = plze;,) =1 és p(ue,) = 3 és d(ve,) = 2, valamint 6(ve,) = 0(we,) =
0(z¢;) = 0. Tovabba ve, legyen Osszekitve we,-vel és ze,-vel, valamint minden z;-re
az x;-hez tartoz6 fa egy olyan igaz levelével, amellyel més klézhoz tartozd cstics nincs
Osszekotve, ha x; nem negédlva szerepel C;-ben és az x;-hez tartozd fa egy olyan hamis
levelével, amellyel més klézhoz tartozod csics nincs Osszekdtve, ha x; negalva szerepel
Ci-ben. Ezt meg tudjuk tenni, mert az x;-hez tartozo fat akkorara valasztottuk, hogy
legyen legalabb wu; igaz levele és legalabb n; hamis levele. (Az igaz és hamis levelek szama
is @)

Végiil ahhoz, hogy a gratban a fokszadmok rendben legyenek, méasoljuk le az eddig
létre hozott grafot, vagyis minden v-re vegyiink ol egy v csticsot, v’ legyen 6sszekot-
ve w'-vel, ha v Ossze van kotve w-vel és v-t pontosan akkor kossiik Ossze v'-vel, ha
d(v) < p(v) + 6(v) 4+ O(v) az elsirt fokokra. (Ezeknek az éleknek a behuzasdval méar
minden csicsra egyenlGség fog fennéllni.) Végiil a fokszam elirds az uj csticsokon a ko-
vetkezSképpen alakuljon: p(v') = 0(v),d(v") = p(v) és O(v') = O(v). Ezzel elkésziilt a
graf konstrukcidja és a graf méretének vizsgalatakor azt is megallapithattuk, hogy ez

egy polinomialis visszavezetés.
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9. Allitas. Az igy megkonstrudlt grifnak pontosan akkor van jé irdnyitdsa, ha a hozzd

tartozo konjunktiv normdlforma kielégithetd.

Bizonyitas. Ha a konjunktiv norméalforma kielégithets, akkor vegyiink egy igaz kiér-
tékelést, és annak megfelelGen irdnyitsuk meg a grafot: az x;-hez tartozo faban az r;v;
él pontosan akkor mutasson a v; felé, ha x; a kiértékelésben igaz, a fa minden élét ugy
irAnyitsuk meg, hogy az megfeleljen a fokszam elGirasoknak, a lemasolt faban, v'w’ ak-
kor mutasson v’ felé, ha az eredeti faban a vw él w fele mutatott, a levelekbdl kimend
élek szintén mutassanak arra, amerre mutatniuk kell a fokszdm elGiras teljesiiléséhez.
Ez mindenhol teljesithets, mert, ha egy levélbdl a sajat mésolataba megy él, akkor azt
pont ugy tudjuk megiranyitani, hogy mindkét csicsnak jo legyen. Ezzel a fa pontjain
teljesiilnek az eldirt feltételek. Minden ve,-re a we;-be és z¢,-be mend élek koziil annyit
iranyitsunk ve, felé, hogy ve,-be pont 3 él menjen (igy nyilvan kettd él fog kilépni beldle).
A g, we,, 2c, cstcsok kozott pont minden élt pont forditott irdnyba irdnyitsunk meg.
Igy nyilvan a v, és vg, csticsokra is teljesiil a fokszam el6iras. Es végiil we, és wg,, illetve
2o, és 2, cstcsok kozott Ggy hizzunk be élt, hogy mindkettének a fokszama megfeleljen
az el6irdsnak. Ez pont megtehetd, mert wc,-be pontosan akkor 1ép be él, ha wg, -bél
kilép, zg,-re és zp — re ugyanigy. Igy minden élt megiranyitottunk és minden cstcsra
teljesiil a fokszam elGirés, igy az egyik iranyt belattuk. [

Ha a grafot meg lehet iranyitani, akkor vegyiik egy j6 megiranyitasat, és legyenek
azok az x; valtozok igazak a konjunktiv normalformaban, amelyekhez tartozo részfaban
az r;v; €l v; felé van irdnyitva. Ez egy jo kiértékelése lesz a normélformanak, ugyanis
minden C; klozra a ve, csics befoka 3, ami csak ugy lehet, ha van olyan x;-hez tartozo
fa, aminek levelébdl megy él ve,-be, ami csak ugy lehet, ha x;-t igaznak valasztottuk és a
C; klozban nem tagadva szerepel, vagy, ha z;-t hamisnak valasztottuk, de a C; klozban
tagadva szerepel. Ami azt jelenti, hogy minden kloz igaz lesz (vagy igaznak valasztott
valtozo, vagy hamisnak vélasztott valtozo tagadasa lesz a klozban). Vagyis igy egy jo
kiértékelés kapunk. [

[
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10. Megjegyzés. Megfigyelhets, hogy a bizonyitds soran egy paros grafot konstruél-
tunk, hiszen szinezziik meg a v¢, csticsokat az egyik szinnel, a w¢, és z¢, csticsokat mésik
szinnel, illetve az x; literdlokhoz tartozd fak leveleit is maésik szinnel, onnant6l kezdve
pedig a fat szintenként valtakozé szinnel, végiil a graf tiikkr6zott példanyaban szinezziink
minden cstcsot ellenkezs szintire, mint az eredetije volt. Igy egy jo szinezést kapunk.
Ebbél a megfigyelésbdl lathatjuk, hogy tulajdonképpen a bizonyitasbol kovetkezik az
az erGsebb allitas is, hogy ha egy pdros grafnak adva van egy kifok, befok, irdnyitatlan
fok elGirasa, NP-teljes eldonteni, hogy van-e a grafnak olyan iranyitasa, amely teljesiti
a fokszam elGirasokat. S6t a kovetkezd allitasbol lathatjuk, hogy még egy ennél erGsebb

allitas is igaz (bar ennek bizonyitéasa eltér az el6z6t6l).

11. Definici6é. BIPARTITE PARTIAL ORIENTATION (BI-PO): Adott egy teljes pa-
ros graf és minden csiicsan adott egy kifok, egy befok és egy irdnyitatlan fok el&iras.

Kérdés, hogy az éleket megiranyitva elérhet6-e a kivant fokszdm elGiras?
12. Allitas. A BI-PO feladat NP-teljes.
Bizonyitas.

13. Definicié. 3-COLOR TOMOGRAPHY PROBLEM (3-CTP): adott egy matrix és 3
szin, valamint a matrix minden sorahoz (ill. oszlopahoz) és egy szinhez egy egész szam 0 és
az oszlopszam (ill. sorszam) kozott. Kérdés: 1étezik-e olyan szinezése a matrix elemeinek,
amelyre minden szin annyiszor szerepel egy sorban (ill. oszlopban), mint amennyi az

adott szinhez és adott sorhoz (ill. oszlophoz) rendelt szam?
14. Megjegyzés. [41] A 3-CTP feladat NP-teljes.

A 3-CTP feladatot fogjuk visszavezetni a BI-PO feladatra. Mivel az el6bbi NP-teljes,
ez elég az allitas bizonyitasahoz.

Tekintsiik azt a teljes paros grafot, amelynek az egyik ponthalmaza (O) az oszlopok-
nak, a masik ponthalmaza (S) a soroknak felel meg. Legyenek az egyszertiség kedvéért
a szineink nevesitve: piros, kék, sarga. Egy O-beli csticsra legyen a befok el6iras az osz-
lopban a piros el6iras, a kifok eliras legyen az oszlopban el6irt kék elemek szama és
az irdnyitatlan fok legyen az oszlopban a sirga szini elemekre elGirt érték. Egy S-beli
csucsra a kifok legyen a piros, a befok legyen a kék és az iranyitatlan fok a sarga elemek

az adott sorban el6irt értéke.

11



Barnkopf Pal 2 GRAFOK ELOIRT FOKSZAMU MEGIRANYITASA

Vilagos, hogy ha van egy jo szinezés, akkor a piros elemeknek megfelels éleket O-fele,
a kékeknek megfelelGket S-fele irdnyitva és a métrix sarga elemeinek megfelels éleket ira-
nyitatlanul hagyva egy jo iranyitast kapunk, valamint ha van egy jo iranyitasunk, akkor
az O-fele mutatd éleknek megfelel§ elemeket pirosra, az S-fele mutatéd éleknek megfelels
elemeket kékre és az irdnyitatlan éleknek megfelel6 elemeket sargara szinezve egy jo szi-
nezését kapjuk a métrixnak. Vagyis egy teljes paros graf pontosan akkor irdnyithato jol,

ha a neki megfelel§ matrix jol szinezhets, igy ennek az eldontése NP-teljes. H

15. Definici6. PLANAR PARTIAL ORIENTATION (PL-PO): Adott egy sikgraf és
minden cstcsan adott egy kifok, egy befok és egy iranyitatlan fok el&irds. Kérdés, hogy

az éleket megirdnyitva elérhetd-e a kivant fokszam el&iras?
16. Allitas. [12] A PL-PO feladat NP-teljes.

17. Megjegyzés. Ugyan az el6z6 allitdssal nem tudjuk 6sszehasonlitani, de ez az allitas
is erésebb, mint a PARTIAL ORIENTATION NP-teljessége, hiszen, ha a PL-PO feladat
NP-teljes, akkor a PRTTAL ORIANTATION feladat is.

Bizonyitas. A PL-1-EX3MONOSAT feladatot fogjuk visszavezetni a PL-PO feladatra,
és mivel ez a feladat NP-teljes, igy a PL-PO is az.

18. Definici6é. PL-1-EX3MONOSAT: Adott egy konjunktiv normélforma, amelyben
minden kl6z pontosan harom literalt tartalmaz, amelyek egyike sem negalt. Tovabba
a konjunktiv normalforméanak van egy sikbeli dbrazolésa, azaz létezik hozza egy paros
sikgraf, amely egyik pontosztalya a klézoknak, masik pontosztéilya a literdloknak felel
meg, és két csiics pontosan akkor van Osszekdtve, ha az adott literdl szerepel az adott
klozban. Kérdés, hogy a konjunktiv normélforma kielégithets-e tigy, hogy minden kloz-

ban pontosan egy igaz literal legyen.
19. Megjegyzés. [7| A PL-1-EX3MONOSAT feladat NP-teljes.

Hasonl6 grafot fogunk konstrualni, mint a PARTIAL ORIENTATION feladat NP-
teljességének bizonyitasanal. Ugyanaz a konstrukcié nem miikodik, mert az abban a bizo-
nyitasban konstrualt graf nem feltétlen sikgraf. Ugyan a fakon nem kellene viltoztatnunk,
mert azok sikgrafok, s6t még az klozokhoz felvett cstiicsokon sem kellene véltoztatnunk,

mert a feladatban szerepl6 konjunktiv normalforméanak van egy sikbeli Abrazolasa, és ha
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annak megfelelGen rakjuk le a literdloknak megfelelg fakat, és kotjiik Gssze a megfelels
cstucsokat, tovabbra is sikgrafot kapunk. Sajnos a tiikrozott rész megalkotasanal semmi
nem garantalja, hogy a graf sikgraf maradjon.

Az 1j konstrukciénkban, ha egy literal ¢ klozban szerepel, akkor készitsiink hozza
egy grafot a kovetkez6képpen: vegyiik ¢ példanyt a PARTIAL ORIENTATION NP-
teljességének bizonyitdsaban definialt fakbol, gy, hogy mindegyiknek harom szintje le-
gyen megépitve (7 csiucsi grafok lesznek) és ezeket kapcsoljuk 6ssze egy korben - az i-edik
fa legjobboldalibb csticsa legyen 6sszekotve az (i + 1)-edik fa legbaloldalibb csticsaval,
illetve a t-edik fa legjobboldalibb cstcsa legyen Osszekdtve az elsd fa legbaloldalibb cst-
csaval. [2. abra] Egy ilyen komponensnek két lehetséges iranyitasa van, ami teljesiti a
fokszam el6irasokat vagy 2t iranyitatlan él jon ki a komponensbdl vagy t iranyitott élpar,
ahol a mindig par egyik tagja befele (a komponens fele), masik tagja kifele (a kompo-
nensbdl kilépve) van iranyitva. Hivjuk azt az igaz iranyitasnak, amikor irdnyitatlan élek

jonnek Kki.

o 0d

2. 4bra. A fa tobb példanyanak Osszekotése

Minden klozhoz vegyiink ol egy ve csucsot, amelyre a fokszam elGirasok: p(ve) =
d(ve) = O0(ve) = 2. Minden csticsbol, ami szerepel a C' klozban, az egyik élpart kossiik
ossze ve-vel. Igy egy sikgrafot kapunk, mert a konjunktiv normalformanak van sikbeli
abrazolasa és ez a graf pontosan akkor lesz jol irdnyithato, ha van a konjunktiv nor-
malformanak egy olyan kielégitése, amelyben minden kl6zban pontosan egy igaz literal

szerepel. Vagyis az allitast belattuk. H
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Azt lathatjuk a fenti allitasokbol, hogy ez egy joval nehezebb feladat, mintha csak
iranyitott élek lehetnek: nem csak &4ltalanos grafra NP-teljes, hanem egészen specialis
grafosztalyokra is. Az el6zd részre visszagondolva felmeriilhet a kérdés, hogy mi a helyzet,
ha a teljes bajnoksagot lejatszottak, a végss allasrol tudunk-e valamit mondani?

Meglepd modon az Osszes eddigi példankkal ellentétben a teljes grafra P-ben van a

feladat:

20. Definici6. COMPLETE PARTIAL ORIENTATION (C-PO): Adott egy teljes graf
és minden cstucsan adott egy kifok, egy befok és egy iranyitatlan fok elGiras. Kérdés, hogy

az éleket megiranyitva elérheté-e a kivant fokszam el6iras?
21. Allitas. A C-PO feladat P-ben van.

Bizonyitas. A megfelel§ iranyitas létezéséhez sziikséges és elégséges feltétel, hogy a
kifok, befok és iranyitatlan fok elirdsok Gsszege n— 1 legyen és legyen egy olyan n pontu
irdnyitott egyszertd graf, amelyre a befok és kifok el6iras teljesiil. Hiszen ha van egy jo
iranyitas, akkor az irdnyitatlan éleket elhagyva pont egy ilyen iranyitott grafot kapunk,
ha pedig van egy ilyen iranyitott graf, akkor ezt teljes graffa kiegészitve sziikségszeriien
teljesiilniiik kell az iranyitatlan fok elGirdsoknak is. Mivel az elsG feladat ellenGrzése
trivialis, ezért, ha a masodik feltételt polinomialis id6ben tudjuk ellenérizni, akkor C-PO
is polinomialis. A mésodik feltételt pedig a kovetkezs lemma szerint tudjuk polinomialis

idében ellenérizni. M

22. Lemma. [11] A nemnegativ egész df,....d5 dy,... d;

) 'n ) n

szdmok ki-, és befok soro-

zata eqy egyszert grafnak (a v csics kifoka d, befoka d} ), pontosan akkor ha > dif =

i=1""
Sord ésminden I,J C{1...n}-re ), df <3 di +|I|(n—|J|)—|I—J| és ez

i=1""

polinomidlis iddben ellendrizhetd.

Bizonyitas. A feladatot egy folyamfeladatra vezetjiik vissza: Vegyiik fel az A =
{ur,...,un} és B ={vy,...,v,} cstcsokat, u; és v; kozott menjen él, ha i # j. Vegyiink
még fol egy s és egy t csicsot su;, v;t legyen él minden i € {1,... ,n}-re. A kapacitas

7 7

az su; éleken legyen d; , az u;v; éleken legyen 1, és a v;t éleken legyen d;f. Egyszertien
lathato, hogy pontosan akkor van megfelels iranyitott graf, ha a maximalis folyamérték
S dif =>" d; . Ez pedig polinomidlis id6ben ellenérizhets. W

=1 "1 =1 "1
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2.3. Fokszamelbiras részgrafokon

Az eddigi kérdésekre gy tekinthetiink, mintha lenne egy bajnoksag (melyben esetleg nem
mindenki jatszik mindenkivel) és azt vizsgaltuk, hogy el tudjuk-e donteni egy gy6zelem,
vereség, dontetlen harmasokbol allo sorozatrol, hogy az egy lehetséges végeredmény-e.
Kérdezhetjiik ugyanakkor azt is, hogy a forduloé soran valamikor el6allhat-e az adott
harmasokbol all6 sorozat. (Az igy keletkezs kérdések koziil persze tobb egybe fog esni a

mar feltett kérdésekkel de 0j kérdéseket is nyeriink.)

Teljes graf Tetszoleges graf Teljes paros graf Paros graf
(A) P-beli NP-teljes
Minden meccs lejatszva (21 Allitss) (12, Allitss)
B) NP-teljes NP-teljes
Adott részgraf lejatszva (6. Tétel) (10, Megjegyzés)
(C) - Ismeretlen részgraf P-beli hP—tt}sl]es_ NP-teljes h?-t‘&h &5_
dontetlenek nélil @1 i) i (12 Allités) i
paros grdfra is o) paros grafra & az)
(D) - Ismexctlcn részprif o NP-teljes NP-teljes NP-teljes
i Nyitott {mert mer az (4) (mert mar @& (4) eyt mar az (4)
dontetl eneklel x
kérclsre is cz) kércsre b aE) kércésre is az)

3. abra. Osszefoglalo tablazat a részgrafokra vonatkozo feladatok megoldhatosagarol

Az alabbi kérdéseket vizsgaljuk:

(A) - Minden meccs lejatszva: Adott valamilyen graf és minden élét meg kell iranyitani
(azt is irdnyitasnak vessziik, ha eldontjiik egy élrdl, hogy iranyitatlan). [Ez annak felel
meg, ha egy adott tipust bajnoksagban minden meccset lejatszottak.|

(B) - Adott részgraf lejatszva: Adott valamilyen graf és annak egy részgrafja, ezen
a részgrafon van-e megfelel§ iranyitas. [Egy bajnoksag kozben adott meccsek lejatszasa
utén lehet-e egy adott allas.|

(C) - Ismeretlen részgraf dontetlenek nélkiil: Adott egy graf, van-e olyan részgrafja,
aminek az elGirtak a ki- és befokai. [Néhany meccset mar lejatszottak, de nem tudjuk, ki

jatszott kivel, dontetlen nem lehetett, lehetséges-e most egy adott allas.|
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(D) - Ismeretlen részgraf dontetlenekkel: Adott egy graf, van-e olyan részgrafja, ami-
nek az elGirtak a ki-, be- és iranyitatlan fokai. [Néhany meccset mar lejatszottak, de nem
tudjuk, ki jatszott kivel, dontetlen is lehetett, lehetséges-e most egy adott allas.|

Az (A) kérdést megvalaszoltuk az el6z6 fejezetben teljes grafra, tetszdleges grafra,
péaros grafra és teljes paros grafra. A (B) kérdés a tetszdleges graf és a teljes graf esetén is
az (A) résznek a tetszoleges grafra feltett kérdésével ekvivalens, mig a paros és teljes paros
grafok esetén ez a kérdés az (A) kérdés paros grafra vonatkozo kérdésével ekvivalens. A
(C) kérdés teljes grafra, illetve teljes paros grafra ugyanaz, mint az (A) kérdés ezekre a
grafokra. A (C) kérdés nyilvan tetszéleges paros grafra és tetszéleges grafra is NP-teljes,
ha mér teljes paros grafokra az. A (D) kérdés NP-teljes minden graf osztalyra, amelyre
az (A) kérdés NP-teljes, ugyanis ez annak egy ergsebb valtozata: ha gy vélasztjuk meg
a ki-, be-, és iranyitatlan fokokat, hogy az 0sszegiik rendre a graf fokszamait adjak, akkor
a kérdeés pont az (A) kérdéssel ekvivalens. Erdekes modon a teljes grafra olyannyira nem
egyszerd a kérdés, hogy egyel6re nem ismerjiik ra a vélaszt.

Nyitott kérdés: Egy n ponta teljes grafban van-e olyan részgraf, ami teljesit egy

adott ki-, be-, és iranyitatlan fok eléirast?
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3. Legjobb /legrosszabb helyezés becslése

3.1. Adott cstics legjobb helyezésének becslése

Tekintsiink egy versenyt, ahol csapatok jatszanak egymassal el6re meghatarozott terv
szerint. Kezdetben minden csapatnak nulla pontja van. Egy csapat egy mérkézés végén
a pontot kap, ha veszit, 5 pontot, ha dontetlent jatszik, és v pontot, ha nyer. (Feltessziik,
hogy a < f < v € R.) Ekkor a jaték szabéalya (pont osztési szabélya): («, 3,7). Pél-
déul régen a focimeccseket (0,1,2)-szaballyal jatszottak, mostanaban (0,1,3)-szaballyal
jatsszak.

Adott egy verseny, és kivancsiak vagyunk, hogy egy adott Tj csapatnak van-e még
esélye gy6zni. Ekkor az altalanossig megsértése nélkiil feltehetd, hogy a tovabbiakban a
Ty csapat minden meccset megnyer. Legyen Ty-nak az igy elérheté maximalis pontszama
So és i # O-ra s; a T; csapat aktualis pontszama plusz a-szor a T; csapat T csapattal
jatszando6 hatralevé mérkézéseinek szdma. A kérdés ekkor tgy fogalmazhaté meg, hogy
befejezédhet-e a verseny 1gy, hogy a tovabbiakban a 7T; csapat, a nem Tj-lal jatszott
meccsein legfeljebb ¢; := sy — s; pontot szerez?

Ezt egy G=(V,E) (multi)graffal tudjuk modellezni, G csucsai legyenek a Ty-t6l kiilon-
b6z6 csapatok, és minden hatralévé meccshez tartozzon pontosan egy él. Minden 7 € V
csicson legyen egy ¢; € R kapacitas, egy meccs eredményét a meccset reprezentald él

megiranyitasaval feleltetjiik meg.

23. Definicio. SPORTS COMPETITION (SC(«, 3,7)): Adott egy G=(V,E) multigraf
és egy csucskapacitas ¢ € RY. Kérdés, hogy a graf élei megirdnyithatok-e tgy, hogy
minden ¢ € V cstcsra teljestiljon, hogy ad(i)+80(i)+vp(i) < ¢;?7 (Ahol szokas szerint p(i)
jeloli az i cstcsba belépd élek szamat, 6(¢) a kilépd élek szamat és 0(i) az iranyitatlanokét,
valamint megirdnyitasnak tekintem azt is, ha egy élr6l eldontém, hogy az irdnyitatlan

marad.)
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24. Megjegyzés. Cook megmutatta [3], hogy ha nem engediink meg dontetleneket, ak-
kor a feladat polinomidlis idében megoldhato. Ez a bizonyitas egy folyamfeladatra vezette
vissza a kérdést. Azt sem lenne bonyolult ismertetni, de Hakimi iranyitasi tételeivel egy

még egyszer(ibb gondolatmenettel lathatjuk be az allitast.

25. Allitas. Ha a megirdnyitds sordn eqyik élt sem vdlaszthatjuk irdnyitatlannak, akkor

a feladat P-ben van.

Bizonyitas. Minden csucsnak ismerjiik a fokszaméat (d;). Az eredeti kérdés a kivetke-
z6re modosul: Létezik-e olyan megiranyitas, amelyre ad(i) + vp(i) < ¢;7 Vagyis (mivel
5(1) = d; — p(i)) a feltétel a kovetkezdvel ekvivalens: a(d; — p(i)) + yp(i) < ¢, azaz
p(i) < % (Az @ = B = v eset nem érdekes szamunkra, mert ez a d; < ac; felté-
tel ellenérzését kivanja csak meg.) Vélasszuk a g fiiggvényt a csticshalmazon agy, hogy
g(1) == [%"f’] Akkor és csak akkor van megfelel6 megiranyitas, ha van olyan megira-
nyitasa a grafnak, melyre p(i) < ¢g(i) minden ¢ csucsra.

Ez a feladat mar ismerds lehet, hiszen nagyon hasonlé a 2. és 3. Allitashoz. Ezeket az
allitasokat altalanosabb kontextusba is lehet helyezni. Az els6 fejezetben ezt nem tettiik
meg, mert az adott kérdések megvalaszolasahoz béven elég volt ezt a két allitast kimon-
dani, ettdl fiiggetleniil az altalanosabb kérdésekre is ismertek a valaszok a témakdrben.
A két allitashoz teljesen hasonl6 sziikséges és elégséges feltételeket lehet adni azokban
az esetekben is, ha a kifokra (vagy befokra) also (vagy felsé) korlat van megadva és a

megfelel6 polinomialis algoritmus létezése is mindkét esetben fennall. H

26. Megjegyzés. Egy tetszoleges SC(a, 3, 7) feladat megfelel egy SC(0, 8 — o,y — «)
feladatnak. Ha az eredeti feladathoz a G graf tartozott a c kapacitas fiiggvénnyel, akkor
az ujhoz ugyanaz a G graf jo lesz egy ¢ kapacitas fiiggvénnyel, ahol ¢, = ¢; — ad(i), ahol
d(i) szokas szerint az i csiicsbol kiinduld Gsszes él szama. Tovabbiakban egy SC(q, 3,7)

feladatot norméltnak hivunk, ha o =0 < g <.
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27. Tétel. [8] SC(a, 5,7) feladat polinomidlis az aldbbi hdrom esetben és minden mds
esetben NP-teljes:

(1) a =8,
(2) B="1,
(3) a+ 5 =27.

Bizonyitas. Feltehetd, hogy SC(a, 3, 7) egy normalt feladat. (A normalas az (1), (2) és
(3) feltételek egyikét sem rontja el.)

(1) trivialisan igaz: ha @ = f = 0, akkor egy (G, ¢) graf silyozés parra pontosan
akkor van megoldas, ha ¢ > 0. (Nyilvan, ha van olyan ¢;, amelyik kisebb, mint nulla,
akkor nem talalhato jo irdnyitas, ha pedig ¢ > 0, akkor minden él legyen iranyitatlan és
azonnal teljesiil a feltétel: a0 + 0d(i) + 0 =0 < ¢;.)

A tovabbiakban 5 > 0, igy feltehets, hogy 8 = 1 (oszthatjuk f(-t, -t valamint c-t
[-val.)

2) B=7=1
Ha a G=(V,E) grafnak (a ¢ € RV siilyozédssal) van jo iranyitésa, akkor van olyan is,
amelyben nem hagyjuk az egyik élt sem irdnyitatlanul, ezért feltehets, hogy minden
élt megiranyitunk. Vegyiink fel egy iranyitott segédgrafot: tartozzon 1-1 cstcsa minden
i € V-hez (legyen ez az 0j csucshalmaz V’ része) és minden (7, j) € E-hez (E’), valamint
legyen egy s és egy t csticsa. Az s csiicsbol menjen él minden V’-beli csticsba, minden
E’-beli csticsbol menjen t-be egy él, és egy V’-beli csicsbol pontosan akkor menjen egy
E’-beli csticsba iranyitott él, ha a V’-beli csicsnak megfelels V-beli csics az E’-beli

csucsnak megfelel6 E-beli él egyik végpontja. [4. abra)

4. abra. Segédgraf
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Az s-b6l kimend éleken legyen 0 also korlat és |¢;| fels6 korlat, ha az él az i € V
csticshoz tartozo csticsba megy. A V'-bél E’-be meng éleken legyen 0 az als6 korlat, 1 a
fels6 korlat, a t-be mend éleken legyen 1 az also6 és a fels6 korlat is. Az igy kapott folyam
feladatban pontosan akkor van megengedett s — ¢ folyam, ha SC(«, 3, )-nak az adott
(G,c) parra van megoldéasa. (A folyam mérete |V| + 3|E| méretd, tehat polinomialis.)
(¢, (7, 7))-n akkor legyen 1 a folyamérték, ha i megnyerte a 7;7; meccset. (Ekkor E’ és ¢
kozott is nyilvan teljesiil a feltétel, mert pontosan az egyik csapat nyerte meg a meccset
és s és 'V’ kozott pontosan akkor egészithets ki a folyam, ha az i-edik csapat legfeljebb
|¢;| meceset nyert.)

(B)B=1y=2
Ugyanazt a segédgrafot hasznaljuk, mint (2) bizonyitasanal. A kapacitasok pedig a ko-
vetkezSképpen valtoznak: V' és E’ kozott az also korlat maradjon 0 a fels6 legyen 2, az E’
és t kozott mend éleken az also és a fels korlat is legyen 2. Ahhoz, hogy (i,j) és t kozott
2 folyamérték menjen, vagy (i,(i,j))-n és (j,(i,j))-n is 1 folyamérték megy keresztiil vagy
az egyiken 2 a masikon nulla (mivel minden kapacitis egész, ezért ha van megengedett
folyam, van megengedett egész értéki folyam is). A két eset egyértelmiien megfelel a
dontetlennek, illetve ¢ vagy j gy6zelmének.

(4) B=1,v>2.

Az NP-teljesség bizonyitaséhoz a 3-dimenzios parositas (3-DIMENSIONAL MATCH-

ING) problémat fogjuk visszavezetni erre a feladatra.

28. Definici6. 3-DIMENSIONAL MATCHING: Adottak az X,Y,Z véges, diszjunkt
halmazok, |X| = |Y| = |W]| = ¢. Legyen R C X x Y x W. Kérdés, hogy létezik-e
R C R, |R'| = q, amire R'-nek tetszéleges két eleme minden koordinataban kiilénbozik

egyméastol?
29. Megjegyzés. [5] A 3-DIMENSIONAL MATCHING feladat NP-teljes.

30. Megjegyzés. Természetesen minden z € X UY U W-re pontosan egy olyan r € R’
lesz, amelynek a megfelel§ koordinatéja z. (A tovabbiakban arra, ha r € R megfelel§

koordinataja z a z € r jelolést hasznaljuk.)
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A visszavezetéshez egy G=(V, E) segédgrafot konstrualunk a kovetkezGképpen:
=XUYUWUXUY UW UR, ahol
—{(m r)|lz e X,r € R,z €r},
= {(y, rlyeY,reRyer}

={(w,r)|lweW,r e R,we€r}.
b= ( (z, 7)) |(2,r) € X} U{(y, (y. 7)) (y,7) € Y} U {(w, (w,7))|(w,7) € W}U
U{(r, (z,7))(z,r) € XIU{(r, (g, 7))y, 7) € YU {(r, (w,7))|(w,7) € W} [5. dbral

§| <I ><| <

= |

5. abra. Segédgraf

Tovabba megadunk egy ¢ € RY kapacitast a csiicsokon: ¢ = 1 az X UY UW halmazon,
=1+vaz XUY-on, ¢c = max{v,3} az R-en és c = v(d — 1) + 1 a W-n, ahol d az
adott pont fokat jeloli.
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31. Allitas. Az igy megkonstrudlt G=(V,E) grifnak pontosan akkor van jé megirdnyi-

tasa, ha R-ben van jo pdrosilds.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy R' C R egy jo matching. A hozza tartozd iranyitast a
kovetkezGképpen definidljuk: minden w € W csucsra egyértelmitien létezik egy ' € R/,
amire (w,r’) € W a (w, (w,r")) élt hagyjuk irdnyitatlanul, a tobbi (w, (w,r)) alaka él
pedig menjen W-bél w-be. Ezzel W-re teljesiil a fokszam eliras: 1 dontetlent jatszik és
(d—1)-et nyer: 1-1+~(d—1).

Minden " = (z,y,w) € R'-re az (1, (w,r’)) él menjen (w,r')-b6l r'-be, az (1, (z,1")) és
(', (x,7")) élek pedig menjenek r’-bél X-ba illetve Y-ba. Minden r € R\ R’ csticsban
végzGds él legyen irdnyitatlan. Ezzel teljesiil a feltétel W-on és R-en is. (W-on egy csiics
vagy (w,r’) alaka, akkor W fel6l megy bele egy irdnyitatlan él és a méasik él kifele megy
bel6le, vagy (w,r) alakt, akkor R feldl megy bele egy iranyitatlan él és a masik él kifele
megy bel6le, R-en pedig: az R'-beli csticsokba egy él megy be a t6bbi ki, az R\ R'-n
pedig 3 iranyitatlan él megy be.)

Végiil X és X kozott minden él mutasson X felé, kivéve, az (, (z,1')) esetet, ekkor
hagyjuk az élt iranyitatlanul. Es Y valamint Y kozott is ugyanigy iranyitsuk meg az
éleket, ez az irdnyitas X-en, X-on, Y-on és Y-on is teljesiti a feltétel.

Tehat, ha R-ben van jo parositas, akkor a G grafnak van j6 iranyitasa. [

Most tegyiik fel, hogy van egy irdnyitasunk, ami teljesiti az elGirdsokat. Ekkor minden
x € X-red(z) > d(x)—1és p(x) = 0. Az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy
d(z) = d(x) — 1. (Hiszen, ellenkezs esetben egy tetszéleges xz-bdl kilépd élt iranyitatlanna
valtoztatva tovabbra is jo iranyitast kapunk.) Ugyanez igaz az y € Y elemekre is. Az
X-beli csticsok foka 2 és a kapacitasuk 1+ igy ismét az altalanossag megsértése nélkiil
feltehetjiik, hogy minden X-beli csticsra p = 1, § = 1. (Ellenkez6 esetben az el6z6 esethez
hasonloan modositjuk az iranyitast a feltételek megsértése nélkiil.)
A fenti konstrukcioban lathatoan | X | irdnyitott él megy X és R kozott, sét, ha ((z,7),7)
és ((o',r"),7") is irdnyitott, akkor x # 2/. Ugyanez végigesinalhato Y-ra is.
Hasonléan érvelve az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy minden w € W-re
p(w) = d(w) — 1 és O(w) = 1 (ellenkezs esetben modositjuk az iranyitast). Mivel W-ban
minden cstcs foka 2 és a kapacitds minden cstcson 1, feltehets, hogy R és W kozott
pontosan |W| darab iranyitott él van és, ha ((w,r),r) és ((w',r’),r’) is irAnyitott, akkor

w # w.
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Végiil figyeljiik meg, hogy egy r € R csucsra p(r) csak ugy lehet legalabb 1, ha 6(r)
legalabb 2.
Igy R := {r € R|p(r) = 1} egy jo parositas. []

B)f=1<vy<2
Az el6z6 esethez hasonléan lehet bizonyitani az NP-teljességet, a G grafon a kapacitést
kell egy kicsit modositani: ¢ = 1 az X UY U W halmazon, ¢ = 1 4+ v az W-on, ¢ =
max{2vy,3} az R-en és ¢ = y(d — 1) + 1 az X UY-on. Ezzel az uj kapacitas fiiggvénnyel
(G,c)-nek pontosan akkor lesz jo iranyitasa, ha R-ben van jo parositas.

32. Megjegyzés. A fenti eredménybdl kiovetkezik, hogy a harom specialis esettdl el-
tekintve annak eldontése, hogy egy csapatnak van-e még esélye elérni a K-adik helyet
szintén NP-teljes, hiszen ez a kérdés az el6bbi feladat altalanositasa. (Igy értelemszerien
lehet visszavezetni ra az SC(q, 3,7) feladatot, illetve a feladat NP-belisége is vilagos.)
Tovabba az is nyilvanvalo, hogy (0,0, 1)-szabalyra a feladat P-beli (a stlyfiiggvény leg-
feljebb (K — 1) helyen vehet fel negativ értéket).
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3.2. Adott cstcs legrosszabb helyezésének becslése

Persze nem csak az lehet érdekes, hogy melyik csapat érhet el j6 eredményt, hanem az is,
hogy van-e olyan eredmény egy adott csapatra nézve, aminél rosszabbat biztos nem érhet
el a csapat. Ez a kérdés nagyon hasonl6, mint az, hogy milyen j6 eredményt érhet el a
csapat, de a pontozas aszimmetriadja miatt a két kérdés nem komplementere egymaéasnak.
A legjobb helyezés NP-teljességének bizonyitasa utan még 15 évnek kellett eltelnie, hogy

belassak, a legrosszabb helyezés elérése co-NP-teljes.

33. Definici6. GUARANTEED POINT PLACEMENT: Adott egy allas egy (0,1,3)-
szaballyal jatszott bajnoksagban (vagyis adottak a hatralévé meccsek és minden csapat-
nak adott a jelenlegi pontszama) és adott egy ¢ csapat és egy K pozitiv egész szam.
Igaz-e, hogy a hatralévé meccsek tetszGleges eredménye esetén a t csapat legalabb a

K-adik helyen végez?
34. Tétel. [2/ A GUARANTEED POINT PLACEMENT feladat co-NP-teljes.

35. Megjegyzés. Ahogyan azt az el6z6 fejezetben megallapitottuk, a pontozasi szabaly
egy konstanssal eltolhatd. A kévetkezd bizonyitas folyaman a (0,1,3)-szabélyra

(-1,0,2)-szabélyként lesz érdemes tekinteniink, mert igy a dontetlen meccsek nem jarnak
pontvaltozassal. Az eddig megszokottakhoz hasonléan a feladatot egy graffal abrazoljuk,
a csapatok lesznek a csiicsok, két csiics kdzott megy él, ha még van hatra meccse a két
csapatnak, tovabba a bizonyitds soran minden cstcsnak lesz egy értéke, ez az érték a
csapat pontszama minusz a feladat megadasakor adott ¢ csapat pontszama. Pontszam-
egyenldség esetén gy vessziik, hogy a t csapatnak van a legrosszabb golkiilonbsége, igy

az lesz az utols6 az adott pontszamiak kozott.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a feladat co-NP-beli, hiszen ha egy allasra nem igaz, hogy a t
csapat biztosan eléri legaldbb a K -adik helyet, akkor van egy olyan lehetséges kimenetel,
amikor nem éri el és ez konnyen ellendrizheté bizonyiték. Igy a co-NP-teljességher ele-
gendd belatni, hogy a komplementere (van olyan befejezés, amelyre a ¢ csapat rosszabb

helyezést ér el, mint K) NP-teljes.
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A 3-SAT feladatot fogjuk visszavezetni a feladatra. Legyen adott egy konjunktiv
normalforma, amely minden kl6zban hérom literalt tartalmaz. Feltehetd, hogy minden
klozban minden literal legfeljebb egyszer szerepel. Ha (x; V x; V ;) alakt klozunk van,
ahelyett irhatunk (z; Va; Vi) A (x; V x; V —xg)-t, ahol xy, egy 4j literél, ezzel az atalaki-
tassal a norméalforma kielégithetGsége nem valtozik. Azt megengedjiik, hogy egy klozban
x; és —x; is szerepeljen. Tovabba az is feltehetd, hogy a klozok szama kettShatvany (ha
nem igy lenne, irjunk a normalformahoz 4j literdlokat tartalmazo biztosan igaz klozokat
(pl (x_1V—x_1Vz_3)), annyit, hogy igy mar kettShatvany legyen a klozok szama. (Mivel
a klozok szama legfeljebb a kétszeresére nétt és literalok szama legfeljebb kettével nétt,
igy a feladat mérete legfeljebb polinomiélis nagysagrendben ndétt.)

Készitsiik el a normalforméhoz a kévetkezs segédgrafot: minden x; literdlhoz készitsiink
egy 2|C| levelid T} teljes binaris fat, mindegyik T;-re a gyokér egyik gyerekénél gyoke-
reztetett részfat nevezziik baloldalinak, a masik gyerekénél gyokereztetettet nevezziik
jobboldalinak. A baloldali és a jobboldali részfaban is szdmozzuk meg a leveleket 1-t6l.
Minden kl6zhoz vegyiink fel egy-egy V; cstcsot. Ha x; szerepel a Vj-hez tartozo klozban,
akkor V-t kossiik ossze T; jobboldali részfdjanak i-edik levelével, ha —z; szerepel a Vj-hez
tartozo klozban, akkor V-t kossiik Ossze 1; baloldali részfijanak i-edik levelével. Ezen
kiviil vegyiink fel egy ¢ izolalt csticsot.

Az érték minden T; fa gyokerében legyen 1, minden V; csticsban 2, a T} fak azon levelei-

ben, amelyekbe megy él valamely V;-b6l legyen —2 minden mas csicsban pedig nulla.

6. bra. Az (x1 V —x3 V —xy) A (23 V 29 V —2p) formuléhoz tartozo segédgraf
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36. Allitas. A konjunktiv normdlforma pontosan akkor kielégithetd, ha a segédgrdfban,

az adott értékekkel indulva a t csapat lehet utolso.

37. Megjegyzés. Ez elég az NP-teljesség bizonyitdsahoz, hiszen a 3-SAT-ot a GUA-
RANTEED POINT PLACEMENT feladat egy specidlis esetére vezettiik vissza. Mivel a
t értéke az el6bb megadottak szerint 0, igy a ¢ csapat lehet utolso feltétel azzal ekvivalens,

hogy lehet olyan végeredmény, amely esetén minden csapat pontszadma nemnegativ.

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy a konjunktiv normalforma kielégithets. Ha egy x;
literal a jo kiértékelés sordn hamisnak lett vilasztva, akkor a baloldali részfajaban minden
csucs gy6zze le a sziilgjét (a gyokeret is gyGzze le a baloldali gyereke). Ekkor a levelek
stlya 0 ill. +2 lesz, a tobbi pont sulya pedig 0 (két meccset veszitettek, egyet nyertek).
A jobboldali részfan legyen minden meccs dontetlen (igy a gyokérben és a jobboldali
részfaban is minden cstcs silya 0 lesz, kivéve a leveleket). Ha x; igaznak lett valasztva
a jo kiértékelésben, akkor pont forditva: a jobboldali részfaban gy6zze le minden cstcs
a sziil6jét és a baloldalon legyenek dontetlenek. Minden Vj-t gy6zzon le az Gsszes olyan
szomszédja, ami a kiértékelés soran a klozban hamis értéket ad (példaul: ha z; igaz és
Vi-ben —x; szerepet, akkor x; i-edik baloldali levele gy6zze le Vj-t). A t6bbi meccs legyen

dontetlen.

7. abra. Az el6z6 példa (1, xq, x3,24) = (I, H, I, I) valasztassal

26



Barnkopf Pal 3.2 Adott csiics legrosszabb helyezésének becslése

Mivel minden klézban valamelyik literdl igaz értéket ad, ezért minden klézhoz tartozo
Vj-t legfeljebb két csapat gydz le, igy minden V; stlya legalabb 0 lesz. Ha z; igaznak lett
valasztva, akkor a jobboldali levelei csak dontetlent jatszhattak, igy azokon 0 maradt az
érték a baloldalan pedig, ha volt egy nemnulla értéki levél, akkor az 6ssze volt kdtve egy
Vj csticesal és mivel a hozzatartozo klozba nem igaz értéket vitt igy legy6zte Vj-t és a stlya
0 lett. Ha x;-t hamisnak valasztottuk, akkor pont forditva: a baloldali leveleken maradt
0 az érték, a jobboldali leveleken pedig, ha negativ volt, akkor nyertek egy meccset és
megjavult. Igy, ha a konjunktiv normalforma kielégithets, akkor valoban kaptunk egy
olyan befejezést, amivel a ¢ csapat az utols6 helyen végez.

Most tegyiik fel, hogy van egy olyan lejatszas, amellyel a ¢t csapat az utolsé lesz, vagyis,
amelyre minden csapat stlya nemnegativ. Mivel minden V; stlya nemnegativ, igy minden
Vj-hez van legalabb egy meccs, amin nem vesztett. Az ehhez a meccshez tartozo 7; fabeli
levélnek csak tgy lehet nem negativ a silya, ha legy6zte a sziilgjét (hiszen eredetileg -2
volt a silya és a Vj-t nem gy6zte le). De a szill6 masik gyerekének a silya is csak 0 vagy
-1 lehet, igy a sziilé nem gyGzhette le a masik gyerekét, igy a sziilG a sajat sziilgjét kellett,
hogy legy6zze, stb. Ezen az oldalon végiil az gydkér is vereséget kellett, hogy szenvedjen.
Ebbél kovetkezik, hogy az egyik fanak sem lehet a jobboldalon és a baloldalon is olyan
gyereke, amely valamelyik V; elleni meccsen nem gydzott (hiszen ekkor a fa gyokere
mindkét gyereke ellen veszitett volna, vagyis -1 lenne a silya). Ha egy V-t legy6zott a
jobboldali gyereke, valasszuk igaznak, ha legy6zte a baloldali gyereke valasszuk hamisnak,
ha pedig egyik sem gyGzte le, valasszuk meg tetszélegesen. Ez kielégiti a normalformat,
hiszen minden V;-b&l megy él olyan csticshoz, ami nem gy6zte le, azaz legy6zte a sziilgjét,
vagyis olyanhoz, ami vagy egy igaznak valasztott literalhoz tartozo fa jobboldalan, vagy
egy hamisnak vélasztott baloldalan van. Széval minden V; klozban vagy egy igaznak
valasztott literal vagy egy hamisnak vélasztott literal tagadéasa legalabb szerepel, igy a

konjunktiv norméalforménak ez valoban egy jo kielégitése. [

38. Megjegyzés. A fenti bizonyitas kisebb médositasokkal minden p > 3 esetén miiko-
dik (0, 1, p)-szabéalyra.
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3.3. Kevés hatralévs meccs esete

Kern és Paulusma eredményei minden esetre kiterjed6en megvizsgaljak, hogy a SPORT
COMPETITION feladat mikor P-beli és mikor NP-beli, viszont értelemszertien adodik a
kérdés, hogy ha altalanosan nem is, milyen speciélis esetben tudndnk megmondani, hogy
egy adott csapat gy&zhet-e. Kézenfekvs gondolat, hogy ha mér csak egy-két meccs van
hatra, akkor bizonyara meg tudjuk vilaszolni a kérdést polinomialis id6ben. De mennyi az
az egy-két meccs? Az alabbi eredményeket Bernhold, Giilich, Hofmeister és Schmidt [1] a
(0, 1, 3)-szaballyal jatszott bajnoksagokra bizonyitottak, de a bizonyitas altalanosithato
mas szabélyokra is. (Ertelemszertien figyelembe véve, hogy ha egy pontosztési szabalynal

az altalanos kérdés is polinomidlis volt, akkor ez az egyszeriibb kérdés is az lesz.)

39. Allitas. /1] (0,1,3)-szabdllyal jdtszott bajnoksdgban, ha minden csapatnak legfeljebb
két mérkozése van hdtra, akkor linedris iddben eldonthetd, hogy egy adott csapat nyerhet-

€.

Bizonyitas. Az el6z6 fejezetben hasznalt visszavezetéseket hasznélva a feladat azzal
ekvivalens, hogy minden csicsra adva van egy ¢; érték és minden csics foka legfeljebb
2, megiranyithatdak-e megfelelen az élek? Mivel minden cstics foka legfeljebb 2, ezért a
graf korok, utak és esetleg diszjunkt pontok unidja lesz. Egy tutra kénnyen eldonthetd,
hogy megiranyithato-e jol: elindulunk az egyik végpontjabol, ha azon a ¢; értéke legalabb
3, akkor nyerje meg a meccset, ha 2 vagy 1, jatsszon dontetlen, ha 0, akkor veszitse el
a meccset. A szomszédjan ennek megfelelGen frissitsiik a ¢; értéket. Ha az algoritmus
végig megy (és az utolséd csticsnak is az utolsé frissités utan nemnegativ a pontszama),
akkor talaltunk egy jo iranyitast, ha valahol megakad az algoritmus (negativba megy a
¢; érték), akkor nincs jo iranyitdas. A korokre hasonloan megy: valasszuk ki a kor egy
élét ez az él haromféleképpen lehet iranyitva. Mindharom esetben miutan az adott élt
eldontottiik, a maradékban egy ttra kell megvizsgalnunk, hogy van-e jo iranyités és ez
az el6bbi latottak szerint megy. W

Azt lathatjuk, hogy az elképzelésiink helyes volt, kevés hatralévsé meccs esetén valoban
meg lehet mondani polinomiéalis id6ben, hogy nyerhet-e egy adott csapat. Az is belathato,

hogy a csapatonként legfeljebb kett6 hétralévé meccs bizonyos értelemben éles korlat.
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40. Allitas. [1] Az SC(0,1,3) feladat NP-teljes, ha minden csapatnak legfeljebb 3 mér-

kozése van hdlra.

41. Megjegyzés. Az allitas az el6z6 fejezetben leirt 3 specidlis esett6l eltekintve minden

(e, B,7) pontozasi szabalyra igaz.

Bizonyitas. A bizonyitas soran a 3-SAT feladatot vezetjiik vissza a az SC(0,1,3) fel-
adatra ugy, hogy a konstrualt segédgrafban minden csics foka legfeljebb 3 legyen. A
bizonyitas nagyon hasonlé az el6z6hoz, ugyanagy (-1,0,2)-szabalyként lesz érdemes te-
kinteniink a (0,1,3)-szabalyra, ugyanazt a segédgrafot kell megkonstrualni, az elsé kii-
16nbség a pontokra irt stlyokban van:

Az érték minden T; fa gydkerében és minden V; csicsban legyen 1, a T; fak leveleiben

legyen —2, minden més csiicsban pedig nulla.

42. Allitas. A konjunktiv normdlforma pontosan akkor kielégithetd, ha a segédgrdfban,

az adott értékekkel indulva a t csapat lehet elsd.

43. Megjegyzés. Fz elég az NP-teljesség bizonyitasahoz, hiszen lathato, hogy a konst-
ruélt segédgrafban valéban minden cstucs foka legfeljebb harom. Mivel a ¢ értéke az elébb
megadottak szerint 0, igy a ¢ csapat lehet elsG feltétel azzal ekvivalens, hogy lehet olyan

végeredmény, amely esetén minden csapat pontszidma nempozitiv.

Bizonyitas. A bizonyitas is hasonld az el6z6h6z az x; literal igaz vagy hamis voltanak
megfelelen legyen a T; fa egyik oldalan minden meccs dontetlen, a masik oldalan nyerjen
mindig a gyerek. Minden V-t legalabb egy csapatnak le kell gy6znie, és egy ilyen él
mindenképp a T fa igaz felébe kell, hogy menjen, igy pontosan akkor van j6 eredmény,

ha a normalforma kielégithets. [
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3.4. Egy lehetséges altalanositas

A fejezet korabbi részeiben mindig az alapfeltételezés része volt, hogy (o, 5, y)-szaballyal
jatsszak a bajnoksagot. Természetesen ez nem meriti ki az 6sszes lehetGséget. Kézenfekvd
elindulasi mod, ha csak koriilnéziink, milyen pontozasi szabalyokkal jatszanak még.

Eddig a lehetséges kimeneteleink az {(«,7), (8, 5), (v,a)} voltak. (Az (a,7) és a
(v, @) kimenetelek most valoban kiilonb6zGek, hiszen az egyik esetben a hazai csapat
kap « pontot, masik esetben pedig a vendég csapat.)

Természetesen ezen kiviil még szamtalan pontozasi szabaly elképzelhetd:

Egy bridzs jatszma lehetséges kimenetelei az

S1={(4,25),(25,4)|i =0,...,5}U{(,30 — )|t =6, ...,24}.

Egy darts jatszma lehetséges kimenetelei az Sy = {(0,2), (1,2),(2,1),(2,0)}.

A roplabdaé pedig az S3 = {(¢,5 —1)[i =0,...,5}.

A sor hosszasan folytathato lenne, nem is szélva arrol, hogy vannak olyan jatékok is,
melyekben a hazai és az idegenben jatszo6 csapatra kiilonbdz6 pontozéas vonatkozik. Kern
és Paulusma [9] a fejezetben targyalt eredményekre jutottak.

Legyen T' = {to,t1,...,1;} a versenyen résztvevs csapatok halmaza. Minden ¢; € T
csapathoz tartozzon egy s; aktudlis pontszdm (az s = (sg,51,...,5) € R' vektort az
aktudlis pontszamvektornak nevezziik). A hatralevé meccseket jeloljiik M-mel. Egy m €
M meccset t; : t;-vel jeloliink, ha ¢; a hazai és t; a vendég csapat. (Megengedjiik, hogy két
M-beli mérkézést ugyanaz a két csapat jatssza ugyanabban a hazai-vendég felallasban.)
A végs6 pontszamvektor s’ = (s, ..., s)), ha minden t; € T' csapat végs6 pontszama s..

Azt mondjuk, hogy a t; csapat megnyerte a bajnoksagot, ha s; < s; minden ¢; € T-re.

44. Definici6. GENERALIZED SPORTS COMPETITION (GSC(S)): Adott egy
(T, s, M) harmas a fent leirtak szerint és a meccsek lehetséges kimeneteleinek egy S
(rendezett szamparokbol 4ll6) halmaza. Kérdés: van-e olyan lehetséges végss pontszam,

amellyel a ¢y csapat megnyeri a bajnoksagot?
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Ahogy a szokasos séma szerint elkezdenénk megoldani a feladatot, mar az els6 lépésnél

elakadunk. Eddig mindig abbdél tudtunk kiindulni, hogy feltehets, hogy a ¢, csapatnak
nincs mar tobb hatralévé meccse, mert ha lenne, akkor azokat dontsiik el ¢y szdméra a
legkedvezébben. A GSC feladatnél ezt nem tudjuk ilyen egyszertien megtenni, mert mi
van akkor, ha példaul ¢ty a hazai csapat és az (5,4) és a (2,0) is lehetséges kimenetel?
Melyik kedvezGbb ebben az esetben tg-nak?
Erre nem lehet altalanos valaszt mondani, adoédhat olyan helyzet, hogy az egyiket érde-
mes valasztani, egy mésik szituacioban pedig a mésikat. Azt a feladatot, amikor #y-nak
mar nincs hatralévs meccse PSC (PARTIAL SPORTS COMPETITION) feladatnak ne-
vezziik. Azt fogjuk belatni, hogy a GSC feladat polinomialisan visszavezetheté a PSC
feladatra. Azaz, ha nem is tudunk mondani egy GSC feladathoz, egyértelmiien egy PSC
feladatot, ami pont ugyanakkor oldhaté meg, tudunk mondani néhanyat (polinomialisan
sokat), amelyekre ez méar fennall, igy elég lesz a PSC feladat bonyolultségéaval foglalkoz-
nunk.

Legyen egy (T, s, M) harmas, mint a GSC(S) feladatnal és S = {(«, 5;)|1 <i < n}
a lehetséges eredmények halmaza. Tegyiik fel, hogy ¢y lejatszotta minden meccsét és
s, = So pontot szerzett. A kovetkezGképpen modellezhetjiik a PSC feladatot: legyen
egy iranyitott multigraf G = (V, A), minden i € V csucsa feleljen meg egy t; # tg
csapatnak és a kapacitasa legyen ¢; = so — s;(= s, — $;), amennyi pontot a t; csapat még
legfeljebb szerezhet, tigy, hogy tovabbra is to maradjon a gy6ztes. Egy a = (i,k) € A él
reprezentaljon egy t; : ¢ meccset. Jeloljik A{—Vel azokat az i-bdl kilépd éleket (t; azon
hazai meccseit), melyeken az (a;, §;) eredmény sziiletett, és Bf—vel azokat az i-be belépd
éleket (¢; azon idegenbeli meccseit), melyeken az (o, 5;) eredmény sziiletett. Ekkor a

PSC feladat a kovetkezd:

45. Definicio. PARTTAL SPORTS COMPETITION (PSC(S)): Adott egy G = (V, A)
iranyitott multigraf, a ¢ € R csticskapacitasok és a meccsek lehetséges kimenetelei-
nek S halmaza. Kérdés: tudunk-e olyan eredményeket megadni, hogy minden i € V-re

teljesiiljon, hogy D77, | Al| + > i1 Bi|Bl| < ¢;?
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46. Allitas. [9] A GSC feladat polinomidlisan visszavezethetd a PSC feladatra.

47. Megjegyzés. Mivel a PSC feladat tartalmilag egy specidlis esete a GSC feladat-
nak, igy a fenti allitasbol az is kévetkezik, hogy a két feladat polinomialisan ekvivalens

egymaéssal.

Bizonyitas. A t; : tg és to : t; meccsek lehetséges kimenetelei koziil szeretnénk ugy
kivalasztani néhényat, hogy csak polinomialisan sok esetet vizsgaljunk, mégis, ha van
megoldasa a GSC feladatnak, akkor legyen a kivalasztottak k6zott olyan meccsvégered-
mény halmaz (minden t; : to és tg : t; meccsre egy eredmény), amely vilasztésa esetén a
kapott PSC feladat is megoldhato. (A GSC feladatbol tigy kapjuk a PSC feladatot, hogy
minden tg : t; és t; : ty meccsre eldontjiik az eredményt, elhagyjuk az éleket és mindkét
végponton ennek megfeleléen modositjuk a kapacitast (pontszamot).) A tovabbiakban
érdemes kiilon kezelni ¢y hazai és idegenbeli meccseit.
Sziikitsiik a lehetséges kimenetelek halmazat a kdvetkezGképpen. Ha ¢y hazai meccset
jatszik, akkor azonos « értékek esetén hagyjuk el a nagyobb [ értéki kimenetelt, tovab-
b4, ha van olyan két lehetséges kimenetel, hogy az egyikben a hazai csapat (o) kevesebb
pontot kap és a pontkiilonbsége is kisebb vagy egyenls, akkor ezt a ty szaméra szigortian
kedvezétlenebb kimenetelt hagyjuk ki a lehetGségek koziil. Igy a hazai meccsekre a lehet-
séges kimenetelek sztkitett halmaza: S = {(a,, Bi,), -, (i, Bi,)}, ahol ay < -+ < oy
és g, — Pi, > >y, — B
Hasonloan tudjuk sztkiteni az idegenbeli lehetséges eredmények halmazat is:
So = {01, B5), -, (@, Bj,) }, ahol By, <o < By, 88 By — gy >+ > B, — oy,

A kovetkez6 lemma segitségiinkre lesz abban, hogy egy felsé korlatot mondjunk arra,
legfeljebb hanyszor hasznaljunk egy (o, 3;),7 # i, eredményt és igy polinomialis korlat

ala szoritsuk a megvizsgalando esetek szamat.
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48. Lemma. Tegyiik fel, hogy (c, 53;), (o, B;) € S¥, ahol o < j. Ekkor, ha van olyan

eredmény, amellyel ty nyer, akkor van olyan lehetséges kimenetel is, amellyel ty nyer és

a to csapat kevesebb, mint % csapat ellen jdtszik (o, B;) eredményd hazai meccset.
J 7

49. Megjegyzés. Lathato, hogy SI konstrukcioja miatt M >0, ha oy < ;.

aj—a;

Bizonyitas. Vegyiink egy olyan eredményt, amikor ¢g nyer. Legyen 7" azon csapatok
Bj—Bi

aj—a;’

akkor minden ¢ € T"-re egy (a;,[;) eredményi t, : ¢ meccset valtoztassunk (a;, ;)

halmaza, akikkel a ¢y csapat (o, 5;) eredményii hazai meccset jatszott. Ha |T7| >

eredménytre. Ekkor to-ra |17|(a; — o;)-vel, minden ¢ € T"-re 5; — (B;-vel né a pontszam,
az Gsszes tObbi csticson nem valtozik. Mivel |T"|(oy; — ou) > B; — f;, ezért ¢, tovabbra is

els6 marad. Ezt a lépést ismételve eljutunk a kivant &llapotig. [

kb = max{% (i, Bi), (aj, Bj) € Sh}, ezzel (a lemma alapjan) egy kozos felss
korlatot sikeriilt adnunk arra, hogy egy (aj, 5;),7 # i, eredményt legfeljebb hanyszor
hasznaljunk. Ez a k! szam egy S-t6l fiigg6 konstans. Egy adott ¢ csapatra legyen M, a
to : t meccsek halmaza (ekkor nyilvan |M,| < |M|).

Ezekr6l, ha el akarjuk donteni, melyik milyen eredménnyel zaruljanak, akkor azt

(M) < (e

szerint feltehetd, hogy minden («;, 3;),i # 14, kimenetel legfeljebb k{ csapattal ellen

< ) < p|MP -féleképpen tehetjiik meg (p = |S}]). Mivel a lemma
lett (hazai) végeredmeény, ezért legfeljebb (p — 1)k{ csapat ellen fordulhat els («y,, 5;,)-
t6l eltérd eredmény, az Osszes tobbi ellen minden meccs eredménye (a;,, 3;,). gy elég
_ h .
Z?;O”ko (‘:Z.F‘)(p|J\4|1”)Z esetet, végignézniink. (Rogzitjiik, hogy melyik i darab csapat nem
csak (oy,,0B;,) eredményii meccseket jatszott és azokra megnézziik az Gsszes lehetséges
kimenetelt.) Ez |T|-ben és |M|-ben polinomiélis, a p és k! a jaték pontozési szabalyanak
megadésaval rogzitett konstansok. Ez a gondolat az idegenbeli meccsekre is éppen igy

végigesinalhato, igy ez egy polinomialis visszavezetés. Il
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Ahogy az («, 5,7)-szaballyal jatszott bajnoksig esetében is megegyszerisitette az
esetek kezelését egyfajta egyszeriisités, normalizalés, ugy a végkimenetelek egy S halma-
zat is lehet egyszertisiteni gy, hogy a végeredmény ezzel ne valtozzon, de egy atlathatobb

struktiraval kelljen csak foglalkoznunk.

50. Lemma. /9] Legyen S = {(a1, p1), (a2, Ba), ..., (an, Bn)}. Ekkor létezik a végkime-
neteleknek egy olyan S’ halmaza, melyre S = {(0, 1), (1,05), ..., (}_1,Br_1), (), 0)}
agy, hogy k <n, 1 <afy <oy <---<af és Py >py>--->p._ > 1. Valamint minden
(G,c) PSC(S) feladathoz létezik egy (G'c’) PSC(S’) feladat, amelyre (G, c)-nek pontosan

akkor van megolddsa, ha (G',c")-nek van.

51. Megjegyzés. Az S-bdl a bizonyitas soran hasznalt algoritmussal nyert S’ halmazt

S normalizaltjanak nevezziik.

Bizonyitas. Ha létezik (o, 3;), (o, 5;) € S, amelyre (o; < o) és (8; < B;), akkor
(aj, Bj)-t elhagyhatjuk (hiszen, ha valahol egy (o, 5;) eredmény helyett (o, 3;) ered-
mény sziiletik, azzal semelyik csapatnak nem né a pontszama). Igy egy olyan S =
{(a1, B1), (@3, Ba), . . ., (@, Br)} halmazt kapunk, melyre k < n és a; < ag < --- < ay, és
Bi>Ba > > By

Legyen ¢! := ¢; — aié(i) — Bup(i) (ahol 6(i) és p(i) az eddigieknek megfeleléen a
ki- és befok). Ekkor vilagos, hogy a (G, c) PSC(S) feladat ekvivalens a (G, ¢*) PSC(S*)
S*={(0, 8, — Br), (@@ —ax, B2 — Br), - .., (@ — a7, 0)} feladattal.

Feltehetd, hogy @3 — a; < Br_1 — Bi, ha nem igy lenne, akkor forditsuk meg az
Osszes élt és forditsuk meg a parokat: (o, 3;) helyett vegyiink (5;, «;)-t. Minden i €
V-re osszuk le ¢;-t (ag — @7)-gyel és minden 1 < j < k-ra osszuk el (a; — @y)-et és
(B; — Br)-t (@z — aq)-gyel. Igy egy ekvivalens (G’,¢’) PSC(S’) feladatot kapunk, ahol
S"=H{(0,5),(1,8), ..., ()1, Br_1)s (), 0)}, tovabba k < m, 1 < af < o) < -+ < @,
s B >py>--->p6._,>1 1

Minden készen 4ll arra, hogy kimondjuk a témakor fétételét.
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52. Tétel. [9] A PSC(S) feladat P-ben van, ha S normalizdltja {(i,n —i)|0 < i < n}
alakid valamely n € N-re, minden mds esetben a PSC(S) feladat NP-teljes.

53. Kovetkezmény. A GSC(S) feladat P-ben van, ha S normalizdltja valamely n € N-
re {(i,n —1)|0 < i < n} alakd, minden mds esetben a GSC(S) feladat NP-teljes.

Bizonyitas vazlat. Az |S| = 1 eset trivialis, igy feltehetjiik, hogy |S| > 2, S norma-
lizalt. A tovabbiakban esetszétvalasztast alkalmazunk.
1. Segédallitas. Ha a; > «;_1 + 1 valamely 3 < i < n esetén, akkor PSC(S) NP-teljes.

A feladatot a 3-DIMENSIONAL MATCHING feladatra fogjuk visszavezetni. Ugyan-
azt a segédgrafot kell elkésziteni, mint a 27. Tétel (4) pontjaban. Azaz az XY, Z hal-
mazok minden eleméhez tartozzon egy csucs, az (z,7), (y,r) és (z,r) parokhoz tartozzon
egy csics, ha z € r,y € rilletve z € r és az R halmaz minden eleméhez is tartozzon
egy csics. Egy a € X UY U Z elemnek megfelels csticsbol az (a,r) csucsokba menjen él
(ahol r € R és a € r) az r € R csucsokbol pedig az szintén az (a,r) csicsokba menjen él
(ahol a € X UY U Z és a € r). Minden &lt iranyftsunk meg: X-bsl X fele, Y-bol Y fele,
W-b6l W fele és R-b6l X, Y, illetve W fele. A kapacitasok legyenek ¢ = a, (6 —1) 4+ 1
W-n, ¢ = maz{Bi_1, Bu_1+ Bi} W-n, c = mar{a;,2+a; 1} R-en, c = 3 + B> X UY-on
és c =1 X UY-on. (A maximumot nem minden i-re kell nézni, hanem rogzitsiink egy a
feltételnek megfelels i szamot és igy a két szam maximumét kell nézni).
Pontosan akkor lehet a meccseknek olyan végeredményt megadni, hogy teljesiiljon a
kivant feltétel, ha R-ben van matching. (Ezt most precizen nem bizonyitjuk, csak a gon-
dolat menet {6 ivérdl ejtiink egy-két szot.) Vilagos, hogy az elsirt kapacitasokkal kénnyen
lehet megfelel6 végeredményeket mondani - ehhez az allitas feltételére sincs sziikség. A
bizonyitas bonyolultabb fele, amikor az eredményekhez kell matchinget késziteniink. Azt
lathatjuk, hogy minden W-beli csticsbol legalabb egy élen legfeljebb a,,_; pontot kap a
csucs, igy az él masik végpontja legalabb 5,1 pontot kap, igy a mésik meccsén (masik
bejove élen) legfeljebb S; pontot kap, igy a méasik bejovs élének mésik végpontjan 1évs
R-beli cstics legalabb a; pontot kap. Igy ez az R-beli cstics a masik két meccsen mar
csak 0 pontot kaphat (itt hasznaljuk ki a feladat feltételét, hogy a; > ;1 + 1) viszont
ez mar meghatarozza az X és X valamint Y és Y kozotti eredményeket. Osszességében

azt lathatjuk, hogy az ilyen r € R-ek fogjdk a megfelel6 matchinget alkotni.
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2. Segédallitas. Ha 5; 1 > (3;+ On — 1 valamely 2 < i < n—1 esetén, akkor PSC(S)
NP-teljes.

A bizonyitasa ugyanigy megy, mint az 1. Segédallitasnak.

Innentdl feltehets, hogy a; < ay, +1és ;1 > B; + pn — 1.

3. Segédallitas. Ha o; < o, +1 és 8,9 > B; 4+ fn — 1 valamely 3 < ¢ < n esetén, akkor
PSC(S) NP-teljes.

A feladatot ismét a 3-DIMENSIONAL MATCHING feladatra fogjuk visszavezetni,
az iranyftott graf legyen ugyanaz, mint az 1. Segédallitds bizonyitdsaban. A kapacitasok
pedig: ¢ = 1 W-n, ¢ = B + B W-n, ¢ = maz{2a;,20;_1 + 1} R-en, ¢ = B; + Pn_1
XUY-onésc=a,(6—1)+a, 1 X UY-on.

Pontosan akkor van a (G, ¢) parra megoldas, ha R-ben van van 3-dimenzi6s matching.
4. Segédallitas. Ha 3,_1 < B; + Bn-1 és a;41 > oy, + 1 valamely 2 < i < n — 1 esetén,
akkor PSC(S) NP-teljes.

A bizonyitasa ugyanigy megy, mint az 3. Segédallitasnak.

5. Segédallitas. Ha «o; < o, + 1 valamely 3 < i < n esetén, akkor PSC(S) NP-teljes.
k= min{i|la; < oy, + 1} Mivel ag = a5 + 1, ezért k > 3. Ha By_o > B + Bu1,

akkor a 3. Segédallitas miatt készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy fr_o > Br + Bn_1, ekkor

Br < Br_1 miatt Br_o < Br_1 + Bn_1. Mivel ay, > a1 = a9 + 1, ezért teljesiil a 4.

Segédallitas feltétele és igy készen vagyunk.

6. Segédallitas. Ha ;1 < (; + (B,_1 valamely 2 < i < n — 1 esetén, akkor PSC(S)

NP-teljes.

Tegyiik fel, hogy £;_1 < 8; + Bn_1. Azt mar lattuk, hogy ha valamely 2 < j < n-re,
ha o > a1 + 1, akkor NP-teljes a feladat (1. Segédallitas) és ha a; < aj_; + 1, akkor
is (5. Segédallitas). Feltehets tehat, hogy a; = ;1 + 1 minden 2 < j < n-re. Ekkor
viszont oy = a; +1 > ;1 + 1 igy a 4. Segédtétel szerint készen vagyunk.

Belattuk tehat, hogy PSC(S) NP-teljes, kivéve, ha S = {(i,(n —9)3)|0 < ¢ < n}

alaka valamely g > 1 szamra.
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7. Segédallitas. Ha 8 > 1 akkor PSC(S) NP-teljes.

A feladatot ismét a 3-DIMENSIONAL MATCHING feladatra fogjuk visszavezetni,
a graf irdnyitatlanul legyen ugyanaz, mint az 1. és 3. Segédallitasok bizonyitdsaban, de
az iranyitasok a kovetkezSképpen mutassanak: W-bol W-be, illetve R-be, R-b6l X-ba és
Y-ba és X-b6l X-ba valamint Y-bol Y-ba. A kapacitasok pedig a kovetkezéképpen le-
gyenek: ¢ = nB(§—1)+(n—1) W-n, c = n W-n, ¢ = max{2, 3} R-en, c = nB+(n—1)3
XUY-onésc=1XUY-on.

[tt is pontosan akkor van a (G, c) parra megoldas, ha R-ben van van 3-dimenziés mat-
ching.
8. Segédallitas. Ha 5 = 1, akkor PSC P-ben van.

Egyszertien felirhat6 folyam-feladatként is, de taldn még egyszeriibb Hakimi iranyi-
tasi tételeivel. Mivel § = 1-re a pontozasi szabaly szimmetrikus (minden szampéarnak a
forditottja is szerepel), ezért nem szamit melyik csapat a vendég és melyik a hazai. Hagy-
juk el a G = (V, A) graf éleirdl az iranyitast és minden él helyett hazzunk be n darab
parhuzamos élt. Ezek utan pontosan akkor lesz jo végeredmény, ha van olyan megira-
nyitasa a grafnak, amelyre minden ¢ € V' csics befoka legfeljebb ¢;. Ez pedig Hakimi
iranyitasi tételei (2. és 3. Allitas a 25. Allitas bizonyitasa soran targyalt altalanositasa)

szerint polinomialis idében eldénthets. [
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4. Elérhetd helyezés golkiilonbséggel

A korabbi fejezetekben nem igazan foglalkoztunk golkiilonbségekkel, mindig feltételeztiik,
hogy a golkiilonbségek tgy alakulnak, ahogy azok nekiink a legkedvezébbek. Az a kérdés
nem kifejezetten izgalmas, hogy hatralévé meccseket adjunk meg golkiilonbséggel egyiitt
és nyerhet-e még igy egy adott csapat, hiszen ez a probléma méar golkiilonbségek nélkiil
is NP-teljes volt. Igy hat, tekintsiik azt a feladatot, hogy a meccsek eredményei adottak,
csak a golkiilonbségekrsl donthetiink.

54. Definici6. POSSIBLE GOAL DIFFERENCE PLACEMENT (PGDP): Adott egy
(0,1,3) szaballyal lejatszott bajnoksag a lehetséges meccsek egy részén a meccsek gol-
kiilonbsége, egy kijelolt ¢ csapat és egy K pozitiv egész szam. Kérdés: lehetséges-e ugy
megadni az ismeretlen goélkiilonbségeket, hogy a ¢ csapat legaldbb a K-adik helyen vé-

gezzen?

55. Megjegyzés. Feltehets, hogy mindenkinek egyforma sok pontja van (és igy csak a
golkiilonbség szamit), hiszen, ha L csapatnak tobb pontja van t-nél, akkor ¢ legfeljebb
az (L + 1)-edik lehet és ez csak ugy fordulhat el6, ha az azonos pontszamuak kozott leg-
alabb a (K — L)-edik helyen végez. Tovabba feltehets, hogy ¢ minden meccsének tudjuk
a golkiilonbségét, mert ha van hatra olyan meccse t-nek, amit megnyert és nem tud-
juk a végeredményét, akkor érdektelen a kérdés, hiszen dontsiink el utolsénak egy ilyen
meccset és nyerje meg a t csapat annyira sok ponttal, hogy neki legyen a legjobb golkii-
l16nbsége. (Azokat a meccseket, amelyeket elvesztett, de még nem tudjuk a golkiilonbséget

megvalaszthatjuk 1-0-nak.)

56. Definicié6. LEFOGO PONTHALMAZ: Adott egy T halmaz és T-nek S;,...,S,
nemiires részhalmazai és egy k egész szam. Kérdeés: létezik-e Sy C T, |So| < k, amelyre

57. Megjegyzés. [5] A LEFOGO PONTHALMAZ feladat NP-teljes.
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58. Allitas. [2] A PGDP feladat NP-teljes.

Bizonyitas. Az, hogy a feladat NP-ben van, vilagos. A LEFOGO PONTHALMAZ
feladatot fogjuk visszavezetni a PGDP feladatra. Hasznaljuk a definialas soran hasznalt
jeloléseket, valamint legyen S = {Si,...,S,}. A bizonyitas soran a (0,1,3) szabélyra
ismét a (-1,0,2) szabéalyként gondolunk. Készitsiik el az alabbi segédgrafot: legyen |T'| +
|S|+1 pontja: t1,... tir), S1,. .., S, t. t legyen izolalt cstics és a golkiilonbsége 0. ¢; gy6zze
le s;-t pontosan akkor, ha t; € S;. Legyen minden ¢; cstcson a golkiilonbség —d(t;) — 1,
minden s; csticson pedig ), (d(t;) + 1) (ahol d(t;) a segédgrifban ¢; foka).

Pontosan akkor létezik megfeleld, legfeljebb k-méretd Sy, ha t legaldbb a (k + 1)-edik
helyen végzett.
Egyrészt, ha van megfelel§ Sy halmaz, akkor vilasszuk meg elGszor az Osszes meccset
1-0-nak. Minden s; csapatnak lesz egy Sp-beli ¢; szomszédja. Minden ilyen s;t; meccs
golkiilonbségét noveljiik meg annyira, hogy s; golkiilonbsége negativ legyen. Igy minden
s; csapat golkiilonbsége negativ lesz, minden 7'\ Sp-beli csapat golkiilonbsége —1 lesz,
igy legfeljebb az Sy-beli k£ darab csapatnak lehet pozitiv a golkiilonbsége, igy ¢ legalabb
a (k+ 1)-edik lesz.
Masrészt, ha van olyan golkiilonbség, amellyel a ¢ csapat legfeljebb a (k + 1)-edik, akkor
legfeljebb k csapatnak pozitiv a golkiilonbsége. Ha egy S-hez tartozd s; cstcson pozitiv
a golkiilonbség, akkor azt legydzte legalabb egy t; csapat. (Mert S-ben csak nemiires
részhalmazok vannak.) Egy ilyen s;t; meccsen néveljiik meg a golkiilonbséget tgy, hogy
s;j-nek mér negativ legyen a golkiilonbsége. Egy ilyen lépéssel a a pozitiv golkiilonbségi
csapatok szama nem néhet, igy elérhet§, hogy minden pozitiv golkiilonbségii csapat
T-hez tartozzon. Ekkor ennek a legfeljebb k csticsnak megfelels T-beli elemek jo S
halmazt adnak, hiszen kiinduldskor minden S-beli részhalmazhoz tartozd s; csicsnak
> (d(t;) +1) volt a golkiilonbsége, igy mire s;-nek negativ lett a golkiilonbsége legalabb
egy t; szomszédjanak pozitiv lett. Igy minden sj-nek van pozitiv pontszamu szomszédja,

tehat az igy valasztott (legfeljebb k méretii) Sy részhalmaz tényleg minden S;-t elmetsz.
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5. Pontszadmvektor megvalosithatosaganak vizsgalata

Eddig a pontig mindig feltettiik, hogy van egy kezdeti allapotunk, egy pillanatnyi alldsa
a bajnoksagnak, azzal viszont nem foglalkoztunk, hogy ez a pillanatnyi allas valoban
létezhet-e. Ez nem is egyszer( kérdés, mint lattuk, érdekes modon arrdl, hogy egy adott
helyzetbdl egy adott csapat nyerhet-e még, mar 1999-ben tudtak, hogy NP-teljes, mig

err6l a feladatrol csak 10 évvel késébb, 2009-ben sikeriilt bebizonyitani.

59. Definici6. SCORE VECTOR: Adott egy G = (V, E) graf egy (0,1,p) pontozasi
pontozasi szabéllyal és egy P : V — Z] el6irds. Megiranyithatok-e a graf élei ugy, hogy

minden v csticsra P(v) = p - p(v) 4+ 0(v) teljesiiljon?

60. Megjegyzés. Ez annak a kérdésnek felel meg, hogy adottak csapatok és kozottiik
lejatszott meccsek, illetve minden csapathoz adott egy pontszam, a kérdés az, hogy el
tudjuk-e donteni a megadott meccsek végeredményét gy, hogy minden csapat aktualis

pontszama az elGirt legyen.
61. Allitas. [12/ A SCORE VECTOR feladat 1 < p # 2 esetén NP-teljes.

Bizonyitas. A feladatot a 3-SAT feladatot fogjuk visszavezetni a SCORE VECTOR fel-
adatra (a PARTIAL ORIENTATION feladat bizonyitasahoz hasonléan). Egy konjunktiv
norméalformahoz vegyiik ugyanazt a grafot, amit a PARTIAL ORIENTATION feladat
bizonyitasaban vettiink, csak most fokszam elGirds helyett pontszamokat irjunk el a
csucsokon: minden v cstcsra a pontszam-elGiras legyen p - p(v) + 6(v). (Ahol a p és a 6
értékek a PARTTIAL ORIENTATION feladat bizonyitasaban adottak.)

Megfigyelhetjiik, hogy ha egy csics foka legfeljebb 3, akkor a csiicson megadott pont-
szam egyértelmten meghatarozza azt is, hogy mennyi legyen a cstics befoka, kifoka és
iranyitatlan foka, ha fennall az allitAsban szerepls feltétel, hogy 1 < p # 2 (kénnyen
ellendérizhets, hogy adott fokszam mellett nincs olyan pontszam, ami kétféleképpen is
el6allhat). Ezzel a grafunk majdnem minden cstcsan a pontszam-elGirasbol kovetkezik
a fokszam-elGiras, mar csak a v, csiucsokat kell megvizsgalnunk (csak azoknak nagyobb
a foka 3-nal). Mivel tetszGleges ve, csticsra teljesiil, hogy egyik szomszédja sem jatszott
dontetlent (a szomszédokon méar tudjuk az eldirast), igy a vg, csicsra sziikségszerd a
p(ve,) = 3,0(ve,) = 2 eldirasokat hasznalnunk. Vagyis, ha el tudjuk donteni ezen a gra-

fon erre a pontszam-el6irasra, hogy van-e olyan irdnyitas, amely teljesiti ezt az el6irast,
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akkor eltudjuk donteni a hozza tartozo ki-, be- és iranyitatlan fok el6irasra is és igy a
hozzé tartozo konjunktiv normalformérol is meg tudjuk mondani, hogy kielégithets-e.
Ezzel sikeriilt visszavezetniink a SCORE VECTOR feladatot a 3-SAT-ra, igy a feladat
valoban NP-teljes. W

62. Megjegyzés. Mivel a bizonyitashban hasznalt graf (az 10. Megjegyzésben megél-
lapitottak szerint) paros graf, igy a SCORE VECTOR feladat mar péaros grafokra is
NP-teljes.

63. Megjegyzés. p = 2-re a feladat P-ben van: Vegyiik a G grafot és dupldzzuk meg
minden élét. Ezek utan az a kérdés, hogy van-e olyan iranyitatlan éleket nem tartalmazé
iranyitasa, amelyre minden cstics befoka P(v). (A duplazott grafban két egy iranyba
mutato élnek az eredeti grafban egy ugyanarra mutatéd iranyitott él fog megfelelni, két
ellentétes iranytnak pedig egy iranyitatlan él.) Ez a kérdés pedig megvalaszolhato po-
linomialis idében (a 3. Allitds multigrafokra is igaz, a bizonyitas lényegileg ugyanigy

megy).
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6. Nyitott kérdések

1. Egy n ponti teljes grafban van-e olyan részgraf, ami teljesit egy adott ki-, be-, és

iranyitatlan fok el6irast?

2. A maésodik fejezetben sok kérdést megvizsgaltunk részgrafok iranyitasara, ezek

nagy része nyitott, ha fokok helyett pontszamok adottak.

3. Az el6z6 pontban felvetett kérdések koziil kiemelném azt a talan legspecidlisabb
kérdést, hogy egy p1, .. ., p, szdmsorozat mikor lehet egy (0, 1, p)-szabéllyal jatszott

bajnoksag végeredménye?

4. A 3. fejezet végén megallapitottuk, hogy ha azt eldonteni NP-teljes, hogy egy csapat
még nyerhet-e, akkor annak az elddntse, hogy lehet-e még K-adik szintén NP-
teljes. Kérdés azonban, hogy a (0,1,1) és (0, 1, 2)-szabélyokra, amikor a gy&zelem
eldontése P-ben van, akkor a K-adik hely elérése is P-beli feladat?

5. lgaz-e, hogy a 3. fejezetben vizsgdlt GUARANTEED POINT PLACEMENT fel-
adat co-NP-teljes 1 < p < 3 esetén (0, 1, p)-szabalyra?

6. Milyen p paraméterek esetén lesz NP-teljes a POSSIBLE GOAL DIFFERENCE
PLACEMENT feladat (0, 1, p)-szabélyra?

A fenti kérdések nem egyes cikkekben felsorolt megoldatlan probléméak, hanem olyan
kérdések, amelyek a szakdolgozat irdsa kozben felmeriiltek bennem és nem sikeriil megol-
danom ¢&ket, illetve nem talaltam sehol olyan utalést, hogy lenne rajuk ismert megoldas.
Ettdl fiiggetleniil elképzelhetd, hogy van koztiik olyan kérdés, amelyet mar vizsgéltak és

tudjuk ra a valaszt.
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