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Bevezeto

Még els6éves alapszakos hallgatd koromban, az elsé néhany analizis eléadas valamelyikén
megismerkedtem a valos szdmok axidmarendszerével. Ezeknek az egyik fele a rendezett
testek altalanos axiomai, de ami a rendezett testek koziil kiemeli R-et az az archimédeszi
axioma és a Cantor-axioma. Lattunk arra is egyszer(i példat (mint Q), ahol a Cantor-axiéma
nem teljesiil, de az archimédeszi axioma igen. Ekkor vetddott fel bennem a kérdés, hogy
lehet-e esetleg forditva, mi van ha az archimédeszi axiomat nem tessziik fel? Késébb
megismerkedtem a halmazelméletben a kofinalitds fogalméval, és igy az a kérdés is
felvetdédott, hogy mi a helyzet akkor, ha egy rendezett testben nincs is megszamlalhato
kofinalis halmaz.

A valos szamokon ez a két axioma helyettesithetd massal is. Ezek koziil néhany magéban
foglalja az igényt, hogy a rendezett test megszamlalhatd kofinalitdsu legyen (példaul hogy
minden korlatos monoton sorozat konvergens, minden korlatos sorozatnak van konvergens
részsorozata), de vannak olyan tiszta ekvivalens megfogalmazasok is, amelyek nem
hasznaljak w-t (példaul a legkisebb felso korlat tétele).

A dolgozat soran megprobalom a valds analizis fogalmait altalanositani olyan rendezett
testekre, amelyek kofinalitasa nem megszamlalhato. Ekkor néhany dolgot persze at kell
fogalmazni, példaul a sorozatokat rendszdmokkal indexelem a természetes szamok helyett. A
valds analizis tételeit probdlom altalanosabban megfogalmazni és megvizsgalni, hogy milyen
feltételek mellett teljesiilnek. A dolgozatot leginkabb feltar6 kutatdsként jellemezném.
Szamos 1) fogalmat hoztam létre, vagy meglévoket ) kontextusba helyeztem. Tobb témat is
kifejtettem, de persze még rengeteg tovabbi alfejezet téma lehetne, amellyel tovabb lehetne
foglalkozni.

A dolgozat nagy része teljesen sajat munka, csak néhany, a témahoz kevésbé szorosan
kapcsolodo kérdésben haszndltam hivatkozast. A dolgozat irdsa soran tobbszor futottam bele
olyan esetbe, hogy a szemléletesen nagyon szépnek tiind allitdsok valdjaban nem igazak, ezért
igyekeztem a lehetd legrészletesebben leirni mindazt amit sikeriilt megoldanom. A téma a
matematika tobb teriiletét is érinti. A klasszikus analizis mellett sokszor hasznilom a
halmazelmélet vagy éppen az algebra fogalmait és tételeit.
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1. Rendezett testek

1.1. Definiciéo: A (K, +,,, <) rendezett test, ha (K, +,") test, (K, <) rendezett halmaz, és a
rendezés és miiveletek kapcsolatara a kovetkezo tulajdonsagok teljesiilnek:

l.va,b,ceK:a<b-a+c<b+c

2.Va,beK:a,b>0—->a-b>0

1.2. Allitas: Rendezett testben az alabbi egyenlétlenségek teljesiilnek:
a) Va € K:a? = 0 és 0 pontosan akkor haa = 0

b)Ha a < b, akkor —b < —a

c)Ha0<aSb,akkor%S§

d)Haa<b,akkora<asz<b

Ezek a rendezett test definicidjabol nyilvan kovetkeznek.

x,hax >0

az x abszolutértéekenek
—x,hax <0 z

1.3. Definicio: Ha K rendezett test, x € K, akkor |x| = {

nevezziik

1.4. Allitas: Ha K rendezett test, akkor az abszoliitérték teljesiti az alabbi azonossdgokat:
a) Va € K:|a| = 0 és 0 pontosan akkor haa = 0

b)Va,b € K:|a- b| = |a| - |b|

¢) Haromszog egyenldtlenség: VYa, b € K:|a + b| < |a| + |b|

Ezek is konnyen belathatok a definiciokbol.



2. Konvergens sorozatok és Cauchy sorozatok

2.1. Definicié: Legyen K rendezett test, k szdmossdag. Ekkor egy K-beli x sorozatnak
neveziink egy a:k — K fiiggvényt. A sorozat elemeire az also indexes jelolést hasznaljuk:
a, = a(a), a sorozatot pedig (a,) <-val jeloljiik.

2.2. Definicio: Legyen (aq) o<, K-beli k sorozat, A szamossag és § < A-ra az < k gy, hogy

az a; rendszamok szigoriian monoton névé sorozatot alkotnak k-ban. Ekkor az (aaf)f A-t az
<

(ag) a<i SOrozat A részsorozatanak nevezziik. A részsorozat kofindlis, ha {af: &< /1} kofinalis
K-ban

2.3. Definicio: Legyen (a, )<, K-beli k sorozat, a € K, akkor a, — a (azaz a sorozat tart a-
hoz), ha Ve > 0,3 <k,Va =pf:|la, —a|l <e. Az (ay)q<, SOrozat konvergens, ha
da € K,a, — a.

2.4. Allitas: Ha (a,) <, K-beli k sorozat, a, — a és (a“f)g X kofindlis rézsorozata, akkor
<

A, = a.

Bizonyitas: Vegylink egy € > 0-t. Mivel a, — a, ezért A8 < k,Va = B:|a, — a| < €. Mivel
kofinalis részsorozat, ezért 3n < A, hogy a,, = . Ekkor ha & = 7, akkor a monotonitds miatt

as = a, = f, ezért |0L0[f - a| < g, vagyis az n megfeleld kiiszobindex e-hoz.

2.5. Allitas: Ha (ay)g<. K-beli k sorozat, akkor csak egy hatirértéke lehet, azaz
a, = a,a, — b,akkor a = b.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy nem egyenldk, szimmetria miatt feltehetd, hogy a < b.
Ekkor 3B; < k,Va = Bi:lag —al < bz;a és AP, < k,Va = By:la, —b| < ?. Legyen

. b—a | b- .
a = By, P, tetszéleges. Ekkor |b—al <l|a, —al+|a, —b| < Ta+7a =b—a, ami

nyilvéan ellentmondas.

2.6. Allitas: Ha (ay)g<x 65 (by)a<x SOrozatok, melyre a, — a,b, = b, akkor
g + by, - a+b.



Bizonyitas: Vegyink egy &> 0-t. Ekkor 3p; <k, Va=pi:la,—al< 2 és
3B, < Kk, Va = By:lby — bl <. Legyen B = max(By, ;). Bz j6 kiiszdbindex, ugyanis, ha
a>p, akkor a > By, B, la, — al, |by — b| < g, tehat

|aa+ba_a_b|Slaa_a|+|ba_b|<§+§=£.

2.7. Allitas: Ha (ap)g<x ¢5 (bg)g<x SOrozatok, melyre a, — a,b, = b, akkor
ag,b, = ab.

Bizonyitas: El6szor alkalmazzuk a feltételt € = 1-re, igy 3By < kK, Va = Boi:la, —al <1
¢s APy < K, Va = Loz: |be — b| < 1. Legyen By = max(Bo1, Boz)-

&
|al+|b|+1

Vegyiink egy &> 0-t. Ekkor 3pB; <k,By> By Va=pi:la, —al <

&

3,32 < K,Bz > ﬁO,V(l > ﬁz: |ba _bl <

Legyen  f =max(By,f2). Ez jo

la|+|b|+1
kiiszobindex, ugyanis, ha a = B, akkor a = B;,B,, la, —al,|by — b| < |a|+|£b|+1, tehat
lagby — ab| = |(ag, —a)b + (b, — b)a + (a, — a)(b, — b)| <
< |lag — al|b| + |by, — blla| + |a, — al|b, — b|
& & &
<— la|+—— ||+ ——— 1=
e Y e 2 T are e &

2.8. Allitas: Ha (a,) 4<, Sorozat, melyre a, — a, és c € K, akkor ca, — ca.

Bizonyitas: Alkalmazzuk a 2.7. éllitast b, = c-re.

2.9. Allitas: Ha (ap)g<x ¢5 (bg)a<x SOrozatok, melyre a, — a,b, = b, akkor
Ay — by, = a—b.

Bizonyitas: A 2.8. allitast ¢ = —1-re alkalmazva —b, — —b, igy a 2.6. allitds alapjan
g — by =a,+ (=by) > a+ (—=b) =a—b.

a

2.10. Allitas: Ha (a,) <, SOrozat a, — a # 0, akkor 38, < k, @ = By, a, # 0 és ai -2

Bizonyitas: A konvergencia definicidja szerint IS, < k,a = B, la, —al < |;L| ekkor

nyilvan a, # 0, tehat a reciprok sorozat egy bizonyos indextdl felfel¢ értelmes. Vegylink egy

2
e>0-t. Ekkor 3B <k, B > Py Va=p:la, —al < EIZI . Ekkor, ha a>p, akkor
£|a|2
1_1 a-aq 2 _
a al 7 | aaq lal? =&

2



2.11. Allitas: Ha (ay)g<x és (bg)g<i SOrozatok, melyre a, — a,b, = b # 0, akkor
3By < Kk, a = Bo, by Oész—“ﬁ%.

Bizonyitas: A 2.10. allitas alapjan teljesiil a fenti feltétel és bi - %, igy mar csak a 2.7. allitast

kell alkalmazni.

2.12. Definicié: Az (Ag) <k K-beli K sorozat Cauchy, ha
Ve > 0,38 <k, Va,y = B:|a, —a,| <e.

2.13. Allitas: Ha (ag)y<, K-beli k sorozat Cauchy és (a“f)f X kofinalis rézsorozata, akkor
<

g, is Cauchy.

Bizonyitas: Vegyiink egy € > 0-t. Mivel Aq Cauchy, ezért
A < k,Va,y = : |aa — ayl < &. Mivel kofinalis részsorozat, ezért In < A, hogy a, = .

Ekkor ha ¢, ¢ = 7, akkor a monotonitds miatt az, a; = a, = 5, ezért |aa$ — aa<| < &g, vagyis

az n megfeleld kiiszobindex e-hoz.

2.14. Allitas: Ha (a,) g<x és (by)4<, Cauchy sorozatok, , akkor a, + b, is Cauchy.

Bizonyitas: Vegyiink egy &> 0-t. Ekkor 3B, <k, Va,y = Bi: |aa — ay| < 2 és
3B, < K, Va,¥ = Boi |by — by| < § Legyen B = max(By,5,). Ez jo kiiszobindex, ugyanis,
ha a,y =B, akkor a,y = By, B lag — ay |, |ba — by| < g, tehat

|aa+ba—ay—by|S|aa—ay|+|ba—by|<§+§=e.

2.15. Allitas: Ha (a,) g<i és (ba)4<ic Cauchy sorozatok, akkor a,b,, is Cauchy.

Bizonyitas: Eldszor alkalmazzuk a feltételt € = 1-re, igy
o1 < K, VA, ¥ = Por: |ag — ay| <1, tehat jelesiil |a, — aﬁ01| <1, igy |a,| < |a301| +1
€s APy < K, Va,y = Loz |ba — by| < 1, tehat jelesiil |by — bB02| <1, igy |by| < |bﬁ02| +1
és. Legyen o = max(Bo1, Boz)-

€ ,
cS
lagy, +1]+|bg,y, +1

Legyen f = max(By,B2). Ez jo

Vegyiink egy € > 0-t. Ekkor 38; < k,B; > Bo, Va,y = By: |aa — ay| <

3B, <K, B2 > Po Vv = Boi |by — by | <

&
lagy, +1|+|bgy, +1|



kiiszobindex, ugyanis, ha ay =P, akkor a,y = B, P2,

&

lag — ay |, |ba — b, | < FPREETRT——Ts tehat
|aaba - ayby| = |(aa - ay)by + (ba - b)/)aal = |aa - ay”byl + |ba - byllaal <
€ €
< |bg,, + 1| + lag,, + 1| = ¢
|agy, + 1] + [bg,, + 1] |agy, + 1] + g, + 1] 7

2.16. Allitas: Ha (a,) <, Cauchy sorozatés ¢ € K, akkor ca,, is Cauchy.

Bizonyitas: Alkalmazzuk a 2.15. allitast b, = c-re.

2.17. Allitas: Ha (ay) g<x 65 (bg)a<x Cauchy sorozatok, akkor a, — b, is Cauchy.

Bizonyitas: A 2.16. allitast ¢ = —1-re alkalmazva —b, Cauchy, igy a 2.14. allitas alapjan
aq — by = a, + (—by) is Cauchy.

2.18. Allitas: Ha (a,) ., K-beli k sorozat, a, — a valamely a € K-ra, akkor a, Cauchy.

Bizonyitas: Vegyiink egy € > 0-t. Mivel a, = a, ezért 3 < k,Va = f:|a, —a| < 2 Ez jo
kiiszobindex lesz e-hoz, ugyanis ha a,y =B, laz—al|a, —a|< 2, tehat

|ag — ay| = |(aa —a) + (a = a,)| < lag —al + |a, —a| < s +-=¢.

2.19. Allitas: Ha (a,) < 65 (by)q<x Olyan sorozatok, hogy a, Cauchy és b, — 0, akkor
aqb, — 0.

Bizonyitas:  Eldszor alkalmazzuk a  Cauchy  feltételt a-ra &= 1l-re, igy

APy < K, Va,y = Po: |aa — ay| < 1, tehat jelesiil |aa — aﬁ0| < 1,igy la,| < |aﬁo| + 1.

Most vegyilink egy € > 0 -t. Mivel b, = 0, ezért AB < Kk, > Lo, Va = L:|b,| < ﬁ
Bo

Ekkor Iaabal = |aa||ba| < (laﬁol + 1) |aﬁg|+1 =€
0

2.20. Lemma: Ha (a,)q.<, Cauchy sorozat, akkor a, — 0, vagy 36 > 0 és S < k, hogy
VYa = B:a, > 6 vagy Va = B:a, < —6.

Bizonyitas: FEloszor nézzilk azt az esetet, amikor a, korlatlanul alternal, azaz
VB <k,3a,y =f,a, <0 < a,. Vegylink egy &£ > 0-t és hozza egy olyan f < k-t, hogy

Ya,y = f-ra |aa — ay| <e. Legyen a =p tetszlleges ¢és y = olyan, hogy a., a,



kiilonbo6z6 eldjelti (vagy valamelyik 0). Ekkor |aa — ay| > |a,|, masrészt |aa — ay| < g, igy
la,| < €. Mivel a tetszbleges -nal nagyobb index volt és € is tetszbleges, igy a, — O.

Most tegylik fel, hogy a sorozatnak fixalodik az eldjele. Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy
pozitivra, azaz 3B, < k,Va = fq:a, > 0. Tegyiik fel, hogy az allitdss masodik esete nem
teljesiil, azaz V6 > 0,8 < k,3y = f:a, < §. Vegyiink egy £ > 0-t. Mivel a sorozat Cauchy,

38 <Kk, B > PoVa,y =B, |a, —a,| < g Legyen a > B tetszdleges és y = B olyan, hogy
a, < 2 Ekkor |a,| = |(aa — ay) + ay| < |aa — ay| + |ay| < §+§ = ¢. EbbOl azt kapjuk,
hogy a, — 0, azaz ha a masodik eset nem teljesiil, akkor az elsé igen, igy az allitast belattuk.

Ha az el6jel negativra fixalodik, akkor ugyanez a bizonyitas, csak a masik eset masik iranya
jon ki.

2.21. Allitas: Ha (a,) 4 Cauchy sorozat és a, + 0, akkor 3B, < k,Va = Bo:a, # 0 és ai

a

Cauchy.

Bizonyitas: A 2.20. lemma miatt 36 >0 és B, <k, hogy Va = fy:a, > &, vagy
Ya = By:a, < —6, tehat nyilvan a, # 0.

Vegyiink egy &> 0-t. Ekkor 3 <k,B =By Va,y=p: |aa - ay| <&b% Ez jo
kiiszobindex, ugyanis, ha a,y = f, akkor nyilvan a,y = f,, igy |aa|,|ay| > §. Ekkor
11

aqg ay

_ laa—ay| _ e8% _
lagl|lay| = &2

ay—ag

aqay

2.22. Allitas: Ha (ap)g<x ¢s (bg)a<x Cauchy sorozatok, b, + 0, akkor
3By < K,V = Boiby # 0, és Z— Cauchy.

Bizonyitas: A 2.21. allitas alapjan az allitas els6 része teljesiil és bi Cauchy, igy mar csak a
a

2.15. allitast kell alkalmazni.

2.23. Allitas: Ha (a,),<, Cauchy, aeK és (aaf)&/1 kofindlis rézsorozat, melyre Ag, = 4,
akkor a, — a.

Bizonyitas: Vegyiink egy € > 0-t. Mivel a, Cauchy, 38 < k,Va,y = B: |aa - ay| < g Ez
jo kiiszobindex lesz a konvergencidhoz e-hoz. Legyen a > [ tetszdleges. Mivel Ag, = Q,
ezért An < A, VE =, |aa$ — a| < g Vilasszunk egy olyan & >n-t, hogy a; = . Ekkor

& &
la, —al = |(aa—aa§)+(aa€—a)| < |aa—aa§,| + |aa§—a| <5+5:€'



3.Teljes rendezett testek

3.1. Definicié: Legyen K rendezett test és k szamossag. Ekkor a K test k-teljes, ha minden
(ag) a<ic K-ban futé Cauchy sorozat konvergens.

3.2. Lemma: Egy K test pontosan akkor x-teljes, ha cf(x)-teljes.

Bizonyitas: Legyen (af) : egy szigorian monoton nové kofinalis részsorozat k-ban.

<cf(k)

El6szor tegyiik fel, hogy K test k-teljes és legyen (ag) : Cauchy sorozat. Mivel az ag-k

<cf(x)
kofinalisak k-ban, ezért a < k-ra {E las = a} # @ és a rendszamok jolrendezettek, igy a

{(a) = min{f las = a} operacid értelmes. Konnyen ellendrizhetd, hogy ¢ monoton nd és
{(ag) = & minden & < cf(x)-ra.

Legyen by = a¢(a) @ < k-ra. Azt kell belatni, hogy ez a sorozat Cauchy. Vegyiink egy € > 0-
t. Ekkor 3n,V¢, p = n:|as —a,| <e. Legyen B =a,, ez j6 kiiszobindex lesz. Legyen
ugyanis a,y > B, ekkor {(a),{(y) =1, tehét |by — b,| = |az@) — azy)| < € azaz a b,
sorozat valoban Cauchy. A k-teljesség miatt b, konvergens, azaz 3a € K: b, — a. Ekkor a

2.4. allitas miatt ennek kofinalis részsorozata az = A(ag) = baf — a. Mivel a; tetszbleges

cf(x) Cauchy sorozat volt, ezért K cf(k)-teljes.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy K cf(k)-teljes és legyen (a,).<, Cauchy sorozat. A 2.13.
allitas miatt ennek kofinalis részsorozata Ao is Cauchy. A cf(x)-teljesség miatt

Jda € K: Ag, = @, és az egész sorozat Cauchy, alkalmazhatjuk a 2.23. allitdst miszerint

a, — a. Ez is tetsz6legesen megvalasztott k Cauchy sorozat volt, igy K k-teljes.

Ez alapjan a tovabbiakban elég a k-teljességet arra az esetre nézni, ha k reguldris, mert a
szingularis szamossagok esetém vissza tudjuk vezetni kisebb szamossagokra.

3.3. Allitas: Ha K rendezett test, akkor létezik (te) a<ci(x) Szigortian monoton nové sorozat,

melyre t, > 0 és a sorozat feliilrél nem korlatos.

Bizonyitas: Legyen K™ = {a € K|a > 0}. Ez nyilvan kofinalis részhalmaza K-nak, igy
cf(K*) = cf(K). Hausdorff tétele miatt AT € K* kofinalis, melyre (T, <) jolrendezett és
tp(T, <) = cf(K*) = cf(K). Ekkor T elemei a koztik 1évé rendezés alapjan kanonikusan
felsorolhatoak egy sorozatban, azaz T = {t,: @ < k}. A sorozat monoton név6, T € Kt miatt
t, > 0 ¢és a sorozat feliilr6l nem korlatos, mert T kofinalis.
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3.4. Allitas: Ha K rendezett test, akkor létezik (€a) a<cf() Szigoruan monoton csékkend
sorozat, melyre e, > 0 és ¢, — 0.

Bizonyitas: Az el6z0 allitas alapjan legyen g, = = Ekkor t, > 0 miatt , > 0, a reciprok
a
pedig pozitiv szamok kozott megforditja a rendezést, igy €, szigortan monoton csokkend. A

0-hoz tartdshoz legyen & > 0. Mivel t, feliilrél nem korlatos, 3 < cf(x):tgz > % Ekkor

. 1, 1 o
minden a = B-rat, = tg > gy eq =—<eés mivel g, > 0, |g,| < e.
a

3.5. Tétel: Ha K rendezett test, k > cf(K) reguldaris szamossdag és (ag)q<ic K-ban futo
Cauchy-sorozat, akkor az egy ponton tul stabilizalodik, azaz 3a € K, f < k, hogy Va = B-ra
A, = a.

Bizonyitas: Legyen (8”)7) a 3.4. Aéllitasban megkonstrualt sorozat. A Cauchy-

<cf(K)
tulajdonsag miatt Vi < cf(K),3B < k,Va,y = B:|a, — ay| < &,. Vegyiink egy f:cf(K) - K
kivalasztasi fliggvényt, melyre Vn < cf(K),Va,y = f(n): |aa - ay| <&y

Ennek a fliggvénynek a képtere legfeljebb akkora lehet mint az értelmezési tartomanya, azaz
{f(m):n < cf(K)}| < cf(K) < k = cf(k), azaz {f(n):n < cf(K)} korlatos x-ban. Legyen
B < k egy felsd korlatja a képhalmaznak ¢s a = ag. Ez megfeleld lesz a stabilizalodashoz.
Vegyiink ugyanis egy a = -t és &> 0-t. Ekkor 3n < cf(K), amelyre &, <e. Mivel
a=B=fm), lag—al =|a, — aﬁ| <&, <e&. De ¢ akarmilyen kicsi pozitiv lehet, igy
la, —al =0,azaz a, = a.

3.6. Tétel: Ha K rendezett test, k < cf(K) szdmossag és (ay) q<ic K-ban futé Cauchy-sorozat,
akkor az egy ponton tul stabilizalodik.

Bizonyitas: Vegyiink az eléz6 tételhez hasonloan egy f:cf(K) — k kivalasztasi fliggvényt.
Ekkor cf(K) = f1(k) = Uger f "1 ({a}). Mivel cf(K) regularis szdmossig nem irhato fel
nala kevesebb kisebb halmaz uniojaként. Mivel a tagok szama k < cf(k), ezért A8 < k, hogy

If2{BD)| = cf(K) és ekkor f~1({B}) kofinalis cf(K).

Ez a B jo lesz a = ag-val. Vegyiink ugyanis egy a = -t és & > 0-t. Ekkor 3n < cf(K),
amelyre &, < e. Mivel f~'({8}) kofinalis, ezért 3¢ < cf(K),& =n,¢ € f~H({B}). Ekkor
f) =p=a la,—al =|a, —ap| < & < ¢, < e. De ¢ akdrmilyen kicsi pozitiv lehet, igy
la, —al =0, azaz a, = a.
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Ha egy sorozat egy ponton tal stabilizalodik, akkor nyilvan konvergens lesz. Ez azt jelenti,
hogy egy adott test cf(K)-nal nagyobb és kisebb regularis k-ra trividlisan x-teljes. Igy az
egyetlen érdekes eset a k = cf(K). Ez indokolja a kovetkez6 definiciot.

3.7. Definicio: Egy K rendezett test teljes, ha cf(K) teljes.
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4. Teljessé tétel

4.1. Definicio: Ha K rendezett test és S © K, akkor az S surti, haVa,b € K,a < b-re 3x € S,
amelyrea <x <b

4.2. Allitas: Ha K rendezett test és S S K siirii, akkor kofindlis.

Bizonyitas: Vegyiink egy a € K-t. Mivel a < a + 1, a siirliség miatt 3x € S:a < x < a + 1,
igy minden a-ndl van az S-nek nagyobb eleme, azaz kofinalis.

4.3. Lemma: Ha K rendezett test és S € K, S stirii akkor és csak akkor, ha Va € K-hoz
3(aq) a<cfx) SOrozat, melyre a, € S és a, — a.

Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy S stirti. Legyen (&,) g<cf(x) @ 3.4. pontban megkonstrualt
sorozat. A slrliség miatt kivalaszthatunk egy olyan sorozatot, amelyre a, €S ¢&s
a—¢&, <a, <a+ e, Ekkor persze minden a < k-ra |a, — a| < g,. Kell, hogy a, - a.
Vegyiink egy e>0-t, ekkor 3B <cf(K):eg<e. Legyen a=p, ekkor
lag — al < &y < &g <&, tehdta, - a.

A masik irdnyba legyen a,b € K,a < b. A feltétel szerint 1étezik egy (ay)qg<crx) S-ben futo

+b b- 7 14
sorozat, melyre ag, = aT £= Ta-re felirva a konvergenciat

a+b a+b

B < cf(K),Va = f: |aa

ag € S. Mivel a, b tetszc'ileges volt, az S halmaz stri.

| < ,Jelesul |aﬁ | < ——, azaz a < ag < b és persze

4.4. Definicié: A K rendezett testnek az F rendezett test a teljessé tétele, ha F teljes rendezett
test és van eQy @: K — F rendezés- és miivelettarto bedagyazas, melyre a kép @ (K) S F stirii.

4.5. Allitas: Ha F rendezett test a K rendezett test teljessé tétele, akkor cf(F) = cf(K).

Bizonyitas: Mivel ¢ rendezéstarto, nyilvan cf(go(K )) = cf(K). Masrészt @(K) C F siiri, a
4.2. 4llitas alapjan kofinalis, azaz cf(¢(K)) = cf(F). Ez a ketté mar adja az egyenlséget.

A tovéabbiakban be fogjuk latni, hogy minden rendezett testnek 1étezik teljessé tétele és ez
rendezés- ¢s mivelettartd izomorfizmus erejéig egyértelmii. A klasszikus analizisben is a
valds szamok felépitésének egyik maddja, hogy Q teljessé tétele megadja R-et, igy az itt leirtak
a klasszikus analizis megalapozésara is miikdnek.
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4.6. Jelolés: Ha K rendezett test, a K-ban futé cf(K) hosszii Cauchy sorozatok halmazat
jelélje Cauchy(K). Ha a, b € Cauchy(K), akkor a ~ b ekvivalensek, ha a, — b, — 0

4.7. Allitas: Az ~ valéban ekvivalencia reldcié Cauchy(K)-n.

Bizonyitas: A reflexivitas nyilvanvalo, ugyanis, ha a € Cauchy(K), akkor a, —a, =0
minden a < cf(K)-ra, igy a, — a, = 0,azaza ~ a.

A szimmetridhoz vegyiink a, b € Cauchy(K)-t melyre a ~ b. Ekkor a, — b, — 0, a 2.9.
allitas alapjan b, — a, = —(ay — by) — 0, tehat b ~ a.

Végiil a tranzitivitashoz vegyiink a, b, c € Cauchy(K)-t melyre a ~ b,b ~ c. A 2.6. allitas
alapjan ag — ¢4 = (ag — bg) + (bg —¢co) 2 0+ 0 =0, igya ~ c.

4.8. Allitas: Ha a,a’,b, b’ € Cauchy(K), melyekre a~a' és b~b', akkor
a+b,a’ +b' € Cauchy(K)ésa+b~a +b'

Bizonyitas: Az allitds elsd része nyilvanvalo a 2.14. allitasbol. A masodik részéhez
(ag+by)—(@'y+b'y)=(ag—a'y)+ (bgy—b'y) » 0+ 0 =0a?2.6. allitas alapjan.

4.9. Allitas: Ha a,a’,b, b’ € Cauchy(K), melyekre a~a' és b~b', akkor
ab,a’'b’ € Cauchy(K) és ab ~ a'b’.

Bizonyitas: Az allitds elsd része nyilvanvalo a 2.15. allitdsbol. A masodik részéhez
Agby —a'gb'y = agbg —agh'y + agh'y — a'yb'y = ag(by — b'y) + b’y (ag —a'y). Mivel
b, —b'y, » 0 és a, Cauchy, a 2.19. allitds alapjan a,(b, —b',) — 0, hasonldé modon
b',(a, —a'y) — 0,a2.6. allitast alkalmazva a,b, — a',b’, — 0.

4.10. Jelolés: Legyen F = Cauchy (K )/ ~ faktorhalmaz. Ebben az a € Cauchy(K) osztalyat

[a] jeloli.

4.11. Definicié: Legyen x € K-ra c, az a sorozat, amelyre Va < cf(K)-ra (¢,), = x. Ez
nyilvanvaloan Cauchy sorozat.

4.12. Definicio: Ha [a], [b] € F, akkor [a] + [b] = [a + b] és [a] - [b] = [ab].
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A 4.8. és 4.9. allitasok miatt ez az Osszeadas és szorzas értelmes ¢€s joldefinidlt (azaz a szorzat
osztalyt nem befolyasolja a reprezentdnsok valasztasa).

4.13. Tétel: Az el6zd pontban definidlt miiveletekkel F elemei testet alkotnak.

Bizonyitas: A testaxiomak koziil tobb egyszerii azonossag van. Mivel az eredeti K testben az
Osszeadas asszociativ, ha [a], [b],[c] € F, akkor minden a < cf(K)-ra
(ag +b,) +c, =a,+ (b, +c,), igy magukra a sorozatokra (a +b) +c=a+ (b + c).
Az u F testben ([a]+[b])+[c]=[a+b]l+][c]=[(a+Db)+c]=[a+(b+c)]=
=[a]l+[b+c]=[a]+ ([b]+[c]). Hasonl6o mobédon belathatd az  Osszeadas
kommutativitasa, a szorzas asszociativitasa és kommutativitasa €s a disztributibitas is.

Az additiv egységelem a 0 szerepét [c,] veszi at, ugyanis ha [a] € F, akkor tetsz6leges
a < cf(K)-raag+ (co)eg =(cpla+ g =0,+0=0+a, =a,, igya+cy=cy+a=a,
azaz [a] + [co] = [co] + [a] = [a], vagyis [c,] valoban additiv egység. Hasonldan lathato,
hogy [c;] multiplikativ egység, azaz 1 F-ben. Egy elem additiv inverze —[a] = [—a]. Ez
onnan lathatd, hogy a + (—a) = c,, igy [a] + [—a] = [¢y] = 0.

Az egyetlen visszamaradt dolog a multiplikativ inverz 1étezése. Ha [a] € F, [a] # 0, akkor
a € Cauchy(K) és a-+0. A 221. allitas alapjan 3, < cf(K),Va = fyp:an # 0 é —
1

a' a= ﬁO

0,a < By

val b € Cauchy(K) ¢és a=B, agb,=1, 1igy nyilvan a,b,—1-0, azaz
[a][b] = [ab] = [c;] = 1, tehat minden nem O elemnek 1étezik multiplikativ inverze. Ezzel

Cauchy. Legyen b, = { } Mivel korlatos sok hely kivételével ez megegyezik ai-

belattuk, hogy testet kaptunk.

4.14. Definicio: Ha a, b € Cauchy(K), akkor aa < b, ha 35 > 0, < cf(K), hogy Va > f8 -
rab, —a, >0

4.15. Allitas: Ha a,a’, b, b’ € Cauchy(K),a ~a',b ~ b"ésa < b, akkor a’ < b’

Bizonyitas: Mivel a < b, ezért 36 > 0,8, < cf(K),Va = By: b, —a, > 6. Tovabba
g —a'q = 0, b,—b', -0 miatt AP, Va = Bi:lag —a'y| < g és
3AB,,Va = By |by — by | < g. Legyen B = max(fy, B1, B2). Vegyiink egy tetszéleges a = -
t, ekkor a = Po, P1, B2 miatt:

5 < ba — Qg = (ba - b’a) + (b’a - a,a) + (a’a - aa) <

20
<b,—-ad,+la,—a,|+|b,—b'yl|<b'y,—ady, +?
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Levonva mindkét oldalbol -t azt kapjuk, hogy b’y — @', <2, tehat a feltétel teljesiil
(g,ﬁ)-ra, igya' < b'.

4.16. Definicio: Ha [a], [b] € F, akkor [a] < [b], haa < b.

Ez arelaci6 a 4.15. allitas alapjan joldefinialt (azaz nem fiigg a reprezentansok valasztasatol).

4.17. Allitas: A < reldcié rendezés F-en.

Bizonyitas: Az irreflexivitas nyilvanvalo, ugyanis ha [a] € F, akkor Va:a, — a, = 0, tehat
sosem lesz nagyobb semmilyen & > 0-nal, igy a <« a, azaz [a] < [a]. A tranzitivitishoz

legyen [a], [b], [c] € F, [a] < [b],[P] < [c]. Ekkor a<bb<c, azaz
36, > 0,B; < cf(K),Va = By: b, — a, > 64 és
36, > 0,8, < cf(K),Va = fyicq — by > 8,. Legyen B = max(B;,B,). Vegylink egy
tetszOleges a = [t Ekkor a = fq,52 miatt

Ca— Qg = (cqg—by)+ (by—ay) >6;+06,, azaz a<c-nek teljesil a feltétele
(8, + 8, B)-ra, vagyis [a] < [c].

Végiil a trichotdbmiahoz legyen [a], [b] € F. A b, — a, sorozatra alkalmazva a 2.20. lemmat
azt kapjuk, hogy b, —a, — 0, vagy 36 >0, <Kk:VYa=f:by—a, >3, vagy
36 >0, <k:Va =pB:b,—a, > 06,azaza ~ bvagy a < bvagy b < a, igy |a| = |b| vagy
la| < |b| vagy |b| < |al, a trichotomia teljestil.

4.18. Tétel: Az (F,+,,, <) a kordbban definialt miiveletekkel és rendezéssel rendezett testet
alkot.

Bizonyitas: A 4.13. allitds miatt testet alkot, a 4.17. allitds miatt pedig rendezett halmazt, igy
elég az Gsszefliggéseket bebizonyitani.

Legyen [a],[b],[c] € F, [a] < [b], azaz a<b. Mivel Va < k-ra
(by + co) — (ag + ¢c4) = b, — a,, igynyilvan a + ¢ < b + ¢, azaz [a] + [c] < [b] + [c].

Ha [a],[b] >0, akkor a,b>c, azaz 36,>0,B; <K Va=p;:a,>08 ¢és
36, > 0,8, < cf(K),Va = By:a, > 6,. Legyen B = max(B,,B,). Vegyiink egy a = S-t.
Ekkor a = B4,B, miatt a,b, > 6,6,, igy ab > c,, a feltétel teljesiil (6,6, B)-ra, igy
[a][b] > 0. Ezzel belattuk, hogy rendezett testet kapunk.

4.19. Allitas: Ha [a], [b] € F, és 3B, < cf(K),Va = By: a, < by, akkor [a] < [b].
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Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy nem igaz, ekkor a trichotomia miatt [b] < [a], azaz
36 > 0,8 < cf(K),Va = B:a, —b, > 6. Legyen a = B,, B tetszbleges, ekkor § < a, —
b, < 0, ami ellentmondas.

4.20. Allitas: Ha a € Cauchy(K), akkor |a| € Cauchy(K), ahol |a| = (agDa<ciy és
[lal] = [[a]| F-ben.

Bizonyitas: Mivel tetszéleges a,y < cf(K)-ra ||aa| - |ay|| < |ag —a,|, igy a Cauchy
tulajdonsag teljesiilni fog |a|-ra az a-val azonos paraméterekkel (azonos e-hoz azonos f3),
tehat |a| € Cauchy(K).

Ha [a] = 0, akkor a, — 0, mivel ||aa|| = |a,|, ezért |a,| = 0 azonos paraméterekkel, azaz
[a] = 0.

Ha [a] >0, akkor 3§ > 0,8 < cf(K),Va =B,a, >6 >0 , azaz a = B-ra |la,| = a,,
lag| — aq = 0,1gy |a| ~ a, tehat [|a|] = [a] = [[a]].

Ha [a] < 0, akkor 3§ > 0,8 < cf(K),Va = f,a, <6 <0 , azaz a = f-ra |a,| = —a,,
lag| — (—aq) = 0, igy la| ~ —a, tehat [|a|] = [-a] = —[a] = |[a]l.

4.21. Lemma: Legyen [a] € F. Ekkor 3x € K, amelyre [c,] = [a].

Bizonyitas: Mivel a € Cauchy(K), ezért & = 1-re 3B < cf(K),Va.y = f:|a, —a,| < 1,
igy a = f-ra |aa — aﬁ| <1,tehata, <ag+1.Hax =ag+1,akkor a = -ra a, < (cy)q,
a4.19. allitas miatt [c,] = [a].

4.22. Tétel: Az eldzéek szerint definidlva cf(F) = cf(K).

Bizonyitas: A 4.21. lemma miatt {[c,]: x € K} kofinalis F-ben, igy cf(F) = cf{[c,]: x € K}.
Masrészt nyilvan x,y € K-ra [c,] < [cy] = x <y, azaz {[cy]:x € K} rendezéstartdan
izomorf K-val, igy cf{[c,]: x € K} = cf(K).

Ez azért fontos eredmény, mert igy az F rendezett testben is cf(K) hossza sorozatokat kell
vizsgalnunk a teljesség bizonyitasahoz.

4.23. Jelolés: Az F-beli sorozatok indexét alsé helyett felsé indexxel jeloljiik. Ha ([a*]) g<crx)
egy F-beli sorozat, ahol az a% egy tetszéleges reprezentans sorozat az F-beli sorozat a-adik
elemére. Kettds indexeléssel jeldljiik ennek az elemeit, tehat a? € K az a-adik sorozat ¢-edik

eleme.
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4.24. Lemma: Ha ([a%])q<crx) F-beli sorozat, [a] € F, akkor [a%] — [a] F-ben akkor és
csak akkor, ha Ve > 0,38 < cf(K),Va = B,3n < cf(K),V¢ 2 n: |af — ag| <.

Bizonyitas: Ha [a*] — [a], akkor legyen & > 0 tetsz6éleges. Ekkor persze F-ben [c.] > 0,
tehat A < cf(K), hogy Va=p-ra [[a*]—[a]]l <[c]. A 4.20. allitas alapjan
[c.] > |[a¥] — [a]] = |[a® — a]| = [|a* — al]. Ekkor 36 > 0,n < cf(K),vE > n-ra
e—|a§‘—a5| = (cg)§—|a?—a§| > §, azaz |a?—a§| <eg—0<ec¢.

A masik iranyba tegyiik fel, hogy ez a feltétel teljesiil. Vegylink egy [s] € F, [s] > 0, amire a
kiiszobindexet keressiik. Ekkor 36 > 0,7y < cf(K),VE = ny:s¢ > 6, igy s¢ — g > g, azaz
[s] > [Cg]. Az allitas feltételét alkalmazva £= g-re
3B < cf(K),Va = B,3n < cf(K),Vé = n: |a? — a5| < %, azaz g— |ag — a5| >g , gy
(g,n)-ra alkalmazva a rendezés feltételét |[a®] — [a]| = [|a* —al] < [Cg] < [s]. Mivel

[s] > O tetsz6leges volt, ezért [a*] — [a].

4.25. Lemma: Ha ([a®])q<crx) F-beli sorozat, akkor [a®] Cauchy F-ben akkor és csak

akkor, ha Ve > 0,3p < cf(K),Va,y = ,3n < cf(K),V¢ = n: |a? - a§| <&

Bizonyitas: Ha [a®] Cauchy, akkor legyen & > 0 tetsz6leges. Ekkor persze F-ben [c.] > 0,
tehat 3B < cf(K), hogy Va = p-ra [[a%] —[a’]| <[c.]. A 4.20. allitas alapjan
[ce] > |[a*] — [a]] = |[a® — a]| = [|a® —a¥|]. Ekkor 38> 0,17 < cf(K),vé > n-ra

£ — |a§‘—a§| = (ce)e — |a§‘—ag| > §, azaz |a?—a§| <e—-6<e.
A masik iranyba tegyiik fel, hogy ez a feltétel teljesiil. Vegyiink egy [s] € F, [s] > 0, amire a
kiiszobindexet keressiik. Ekkor 36 > 0,7y < cf(K),V& = ny:5; > 6, igy s¢ — g > g, azaz
[s] > [Cé]. Az allitas feltételét alkalmazva €= %—re
2
a2 — q7] <& S _a® —dll =8 iov (g n)-
Fp<cf(K),Va = B,3n < cf(K),Vé = n: |a§ a§| < azaz - |a5 af| > igy (4,17)
ra alkalmazva a rendezés feltételét [[a®] — [a’]| = [|a®* — a¥|] < [Cé] < [s]. Mivel [s] >0
2

tetszéleges volt, ezért [a®*] Cauchy.

4.26. Tétel: Az F teljes rendezett test

Bizonyitas: Legyen ([a®])q<crx) F-beli Cauchy sorozat, ahol a® € Cauchy(K) a sorozat

a

elemeinek tetszOleges reprezentansrendszere. Mivel a® maga is Cauchy, ezért
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Va < cf(K),3n, < cf(K),VE { = n,: |a§‘ — a?| < &y, ahol (eg)a<cixy @ 3.4. pontban

definialt sorozat. Legyen b, = ay .

Elészor azt fogjuk belatni, hogy ez a sorozat Cauchy. Vegyiink egy € > 0 K-beli elemet. A
4.25. lemma miatt vehetiink egy Bo < cf(K)-t melyre
Va,y>B,,3n < cf(K),v¢é = n: |a§‘ - a’f’| < § Legyen emellett B; < cf(K) olyan, hogy
&g, <§ és B = max(By, B1). Ez jo lesz a b, sorozat Cauchy tulajdonsigara e-hoz. Legyen
ugyanis a,y = B. Ekkor a,y = B, , azaz In < cf(K),v¢ = n: |a§‘ — a§| < § Vegylink egy
tetszéleges & < cf(K)-t melyre $ = MNe My M. Ekkor & =1, miatt
laf —af | <&y < g5 < &5, <§, §>n, miatt |a’g—a’,;y| <eg <g <ep <§, mig & =7
miatt |a? — a?| < 2’ igy

by — by| = |a,‘;‘a — a%y| = |(a,‘7’a - a?) + (ag — a’é) + (a? — a],;y)| <

< |af —af | + |a?—a%y|+|a?—a§|<§+§+§=e

Ez azt jelenti, hogy b € Cauchy(K), azaz [b] € F. Most azt fogjuk belatni, hogy [a*] — [b].
Ehhez a 4.24. lemmabeli kritériumot fogjuk belatni. Legyen € > 0 tetszéleges. Ekkor mivel a

b, sorozat Cauchy, 38, < cf(K),Va,y > Bo: |by — b, | < % Legyen tovabba 8, olyan, hogy
&g, < % és B = max(By, f1)- Ez j6 lesz e-hoz a kritériumba. Vegyiink ugyanis egy tetszéleges
a = B-t. Ehhez az n =max(n, B) joO lesz. Legyen & =>n. Ekkor & >n, miatt
|be — a?| = |a$,‘a - a?| <egg<eg<¢g < 2’ mésrészt @, & = B = B, miatt |by — b5| < %,
igy |ag —bg| = |(af = ba) + (b — be)| < |bg — af| + |by —be| <> +>=¢, azaz a
kritérium teljesiil [a*] — [b]. Mivel tetszbleges [a*] F-beli Cauchy sorozatnak megadtuk a
hatarértékét, ezzel belattuk, hogy F teljes rendezett test.

Annak a bizonyitasahoz, hogy F a K teljessé tétele, még meg kell adni egy ¢ rendezés- és
miivelettartd beagyazast, amelyre ¢@(K) sir(i F-ben. Ennek a definicidja meglehetdsen
egyszeru.

4.27. Definicié: Legyen x € K tetszéleges. Ekkor @ (x) = [c,].

4.28. Allitas: Ez a ¢: K — F leképezés rendezés- és miivelettarté bedgyazds.

Bizonyitas: A rendezéstartashoz legyen a < b € K ekkor nyilvanvaloan teljesiil az F-beli
rendezés 4.14. definicidja § = b;—a,ﬁ = 0-ra, igy [c,] < [cp]. A rendezéstartas miatt az is

nyilvanvalo, hogy a leképezés injektiv.

A miivelettartashoz egyszeriien:
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p(a+b) = [carp] = [ca + cp] = [cal + [cp] = (@) + @ (b)

@(ab) = [cap] = [cacs] = [callep] = (@)@ (D)

4.29. Allitas: A ¢ (K) C F kép siirii F-ben.

Bizonyitas: A siriségre a 4.3. lemma kritériumat fogjuk bizonyitani. Legyen [a] € F
tetszleges és  a% =c,,  konstans  sorozat minden a < cf(K)-ra.  Ekkor

[a®] = [cq,] = ¢(aq) € (K). Azt kell belatni, hogy [a*] - [a], amihez a 4.24. lemma
kritériumat latjuk be.
Legyen &> 0. Mivel a, Cauchy 38> 0,VYa,y = f:|a,—a,| <e. Ez a B jo lesz a
kritériumba. Legyen ugyanis a > f tetszéleges, ehhez n = f jo lesz. Legyen & >n = .
Ekkor |af —a¢| = |(caa)f — a5| = |a, — a¢| < e. Ezdltal teljesill a kritérium, [a*] - [a],
igy (K) S F strd.

Ezzel F konstrukcidjaban minden bizonyitassal végeztiink, felirhatjuk a kdvetkezo tételt.

4.30. Tétel: Ha K tetszéleges rendezett test, akkor létezik F rendezett test, ami a K teljessé
tétele.

A kovetkezOkben az unicitast fogjuk belatni, azaz, ha F;, F, rendezett testek a K teljessé
tételei, akkor létezik koztiik rendezés- és miivelettartd izomorfizmus.

4.31. Allitas: Ha K rendezett test, Fy, F, két teljessé tétele és @1:K = F;,,: K = F, olyan
miivelet és rendezéstartoé bedgyazdsok, melyekre @ (K) siirii Fy-ben és @,(K) stirii F,-ben,
akkor a P =q@,opit-re P (K) - @,(K) és Y lip,(K) - @(K) rendezés- és
miivelettarto bijekciok.

Bizonyitas: Mivel ¢,, @, injektiv, ezért a sajat képteriikre bijekciok. Nyilvanvalo, hogy

bijekcidk inverze és kompozicidja is bijekcio, igy ¥, ™! is azok. A rendezéstartisrol és a

crcr

Most az itt definialt ¥:¢,(K) - @,(K)-t akarjuk egy y:F, —» F, izomorfizmussa
kiterjeszteni.

4.32. Allitas: Ha a € ¢, (K), akkor |a| € ¢,(K) és ¥(la]) = |p(a)].
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Bizonyitis: A miivelettartds miatt ¢;(0x) = Of,, 92(0x) = Og,, @1(1x) = 1, @,(1g) =
1, hiszen a miiveletek egységelemeit jo helyre viszi. Emiatt 11}(0 Fl) = 0p,, 1/}‘1(0 Fz) = Op,,
1/)(1171) = 1Fz’ l/)_1(11:'2) = 1F1'

Legyen a € ¢,(K). Ekkor 3x € K, ¢,(x) = a, ekkor nyilvan ¢,(x) = —a, mivel |a| = a
vagy |a| = —a teljesiil, ezért nyilvan |a| € ¢, (K).

Ha a = Ok, , akkor rendezéstartds miatt ¥ (a) = Og,, ezért Y(lal]) = P(a) = [P(a)|. Ha
a < O, , akkor rendezéstartas miatt Y (a) < Og,, ezért Y(la|) = P(—a) = —P(a) = [P(a)l.
Az abszolutértéktartas ugyanigy igaz Y~ 1-re is.

4.33. Allitas: Legyen (aq)a<cix) 91 (K)-ban futé sorozat a € ¢,(K). Ekkor a, — a F;-ben,
akkor és csak akkor, ha Y(a,) = Y (a) F,-ben.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a, — a F;-ben. Legyen & € F, & > Og,. Mivel ¢, (K) siirii F,-
ben, ezért 360 € @,(K), 0f, < 0 < &. A1 rdképez @, (K)-ra, ezért vehetiink egy § € ¢, (K)-t
melyre () =6. A ¢! rendezéstartisa miatt &> 0g. Ekkor mivel
ag = a, 3 < cf(K),Va = B:|la, —a| < 8. Ez a B jo kiiszobindex lesz Y (a,)-hoz e-ra.
Legyen ugyanis a=p, ekkor
lY(ay) —Y(a)| = |Y(a, —a)| =Y(la, —al) < Y(6) = 0 < & a miivelet és rendezéstartas
illetve a 4.32. 4llitas alapjan. Mivel € > Op, tetsz6leges volt, a konvergencia teljestil.

A megforditashoz ugyanezt a bizonyitast kell végigvinni 1~ 1-re.

4.34. Allitas: Legyen (ag) a<ct) P1(K)-ban futo sorozat. Ekkor a, Cauchy Fy-ben, akkor és
csak akkor, ha ¥ (a,) Cauchy F,-ben.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a, Cauchy F;-ben. Legyen € € F,, & > 0g,. Mivel ¢, (K) stiri
F,-ben, ezért 36 € @, (K), 0f, < 0 < e. A1 riképez @,(K)-ra, ezért vehetiink egy & €
p1(K)-t melyre Y(§)=6. A P~' rendezéstartisa miatt & > 0g. Ekkor mivel
a, Cauchy 3 < cf(K),Va,y = B:|a, — ay| < 8. Ez a B jo kiiszobindex lesz ¥ (a,)-hoz e-
ra. Legyen ugyanis ay =0, ekkor
lw(aq) — l,l)(ay)| = [y(aq - ay)| =¢(|a, - ayD <yPY@)=60<e a mivelet ¢és
rendezéstartds illetve a 4.32. allitds alapjan. Mivel & > O, tetszdleges volt, a Cauchy
tulajdonsag teljestil

A megforditashoz ugyanezt a bizonyitast kell végigvinni 1~ 1-re.

4.35. Lemma: Legyen (ag,)a<cix) 91(K)-ban futo sorozat a € F,, amelyre a, — a. Ekkor
dc € F,, hogy ¥(a,) — c.
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Bizonyitas: Mivel a, — a a 2.18. allitas alapjan a, Cauchy F;-ben, de a, ¢,(K)-ban fut, a
4.34. allitas miatt Y (a,) Cauchy F,-ben. De F, teljes, ezért konvergens lesz, azaz teljesiil a
lemma allitasa.

4.36. Lemma: Legyenek (aq)q<cfx) (Pa)a<ctx) 91(K)-ban futé sorozatok a € F;, amelyre
a, — a,b, — a. Ekkor ha cy, ¢, € F, melyekre, ¥ (a,) = ¢y, ¥(b,) — ¢y, akkor ¢; = c,.

Bizonyitas: Ha a, — a,b, — a, a2.9. allitas alapjan a, — b, > a — a = Of,. Mivel a, — b,
is @1 (K)-ban futd sorozat, a 4.34. allitas alapjan
Y(ag) —¢P(by) = Y(ag —by) > PY(0p ) = 0p.  Masrészt a  2.9. 4llitas  miatt
Y(ag) — P(by) = c1 — ¢y, a2.5. allitast alkalmazva ¢; — ¢; = Op,, azaz ¢; = c;.

4.37. Definicio: Definidljuk a \:F, — F, leképezést a kovetkezbképpen: Ha a € Fy, akkor
vegyiink egy (Aq) a<cti), ©1(K)-ban futo sorozatot, melyre a, — a. Vegyiik a 1 (a,) sorozat
hatarértékét, ez lesz P(a).

A 4.3. lemma miatt mivel ¢,(K) sirti F;-ben mindig tudunk ilyen sorozatot valasztani, a
4.35. lemma alapjan Y (a,)-nak lesz hatarértéke, és a 4.36. lemma miatt nem szamit, hogy
melyik a-ba tartdé sorozatnak vettilk a hatarértékét, igy 1 az egész F;-en értelmezett és
joldefinialt.

4.38.Tétel: A: F;, — F, rendezés- és miivelettarté bijekcio, melyre i lo, ) = ¥-

Bizonyitas: Ha a € ¢,(K), akkor vehetjiik azt a sorozatok, amelyre a, = a minden
a < cf(K)-ra. Ekkor nyilvan a, — a és Y (ay) = P(a), igy Y(a) = p(a).

A szimmetria miatt a 4.35. és 4.36. lemmak alkalmazhatok ~1-re is. Ha a,b € F;-re
P(a) = P(b), akkor a definicid szerint léteznek olyan (ag)a<ctx), (Pa)a<cix) @1(K)-ban
futd sorozatok, hogy a, — a,b, = b és Y(ay), Y(b,) = P(a) = P(b). A 4.36. lemmat
Y~ 1-re alkalmazva a ¥ (a,), Y (b,) sorozatokon megkapjuk, hogy a = b, ezért i injektiv.

A sziirjektivitashoz legyen ¢ € F, tetsz6leges. Mivel ¢, (K) siirli F,-ben, ezért 3(by) g<cr(x)
@, (K)-ban futé sorozat, amelyre b, — c. A 4.35. lemmat)~1-re alkalmazva a b, sorozaton,
3a € Fy, P (by) = a, Mivel Y(yp~1(b,)) = by > ¢, a definici6 szerint P(a) = c. Mivel
c € F, tetszoleges volt, ezért Y sziirjektiv, az elézével egybetéve P bijekcid Fy, F, kdzott.

A rendezéstartishoz legyen a,b € F;, a < b. Indirekt tegyiik fel, hogy ¥(a) = (b). Az
injektivitas miatt 1 (a) = (b) nem lehet, igy feltehetjiik, hogy ¥ (a) > ¥ (b). Valasszunk
(aq) a<cix)y (ba) a<ctxy @1(K)-ban futé sorozatokat, melyekre a, — a,b, — b. Ekkor
Y(ay) = P(a),Y(by) = P(b). A konvergenciakbol kovetkezik, hogy
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3B, <K, Va = fy:lag —al <=2, 3B, < K, ¥a = B: |be — bl < =2,

3Bs < 1, Va = By: [(ag) — Pla)| < LLED és

A, < K,V = By |1/)(ba) - 1/_)(b)| < M. Legyen a < cf(K) tetszbleges olyan, hogy

a2 fy, By B Bae EKkOr @2y, f, miatt ap <2 <by, illetve a2 fsp, miat

Y(b,) < M < Y(a,), ami ellentmond a ¥ rendezéstartasanak.

Végiil nézziik a mivelettartast. Vegyiink a, b € Fy-et ¢és legyenek (ag)a<ct() (Ba)a<cix)
¢@,(K)-ban futd sorozatok, melyekre a, — a,b, » b. Ekkor a 2.6. allitis miatt
Ay + by > a+b,ésP(a, +by) =YP(ay) + P (by) = Y(a) + Y(b) azaz a definicié alapjan
Y(a+b) =y(a) + Y(b). A szorzasra is ugyanigy a 2.7. allitds miatt a,b, — ab, és
W(aghy) = Y(a)P(by) — W(@)p(b) azaz a definici6 alapjan y(ab) = P(a)yp(b).

Rendezett testek kozott egy ilyen leképezés a teljes izomorfiat jelenti, azaz a teljessé tétel
Iényegében egyértelmi. A fejezetet 6sszefoglald végso tétel:

4.39. Tétel: Ha K tetszoleges rendezett test, akkor rendezés- és miivelettarto izomorfizmustol
eltekintve egyértelmiien létezik F rendezett test, ami a K teljessé tétele.
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5. Magasabb kofinalitasu rendezett testek konstrukcioja

5.1. Definicio: Az (R,+,,<) rendezett integritdasi tartomany, ha (R,+,) egységelemes
integritasi tartomany, (R, <) rendezett halmaz, és teljesiilnek a rendezett testre vonatkozo
osszefiiggések a rendezés és a miiveletek kozott (1.1. definicio)

Rendezett integritasi tartomanyokban is le lehet vezetni szdmos olyan azonossagot, mint
rendezett testekben. A kovetkez6hOz rendezett testekben multiplikativ inverzt kellene
hasznalni, de az rendezett integritasi tartomanyokban nem feltétleniil 1étezik, igy mas
bizonyitast kell adni.

5.2. Allitas: Ha R rendezett integritdsi tartomdny a,b,c € R, a > 0 és ab < ac, akkor b < c.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz b > ¢, ha b = ¢, akkor nyilvan
ab = ac, igy az egyenldtlenség nem allhat fenn. Ha b > ¢, akkor b — ¢ > 0 és két pozitiv
szorzataként ab — ac = a(b — ¢) > 0, azaz ab > ac, ami ellentmondas.

5.3. Jelolés: Ha R egységelemes integritdsi tartomany, akkor a hanyadostestét Q(R)-rel
Jjeloljiik.
A hanyadostest definicidja alapjan a Q(R) elemei ekvivalenciaosztalyok olyan % alakban

irhatok, ahol b # 0 és %= g ha ad = bc. A kdvetkezdkben definidlunk a Q(R)-en egy

rendezést, amivel rendezett testet alkot.

5.4. Lemma: Ha R rendezett integritdsi tartomany, akkor Q(R) minden eleme felirhato %
alakban, ahol b > 0.

Bizonyitas: Legyen % € Q(R) tetszbleges. Ha b > 0, akkor ez a feltételnek megfeleld feliras.
Mivel b = 0 nem lehet, csak az a lehetdség maradt, hogy b < 0. Ekkor —b > 0, ezért a

a a " 1z
== megfeleld feliras.

5.5. Definicio: Legyen R rendezett integritdsi tartomany, %,% € Q(R) olyan feliras mellett,
hogy b,d > 0. Ekkor% < 2, ha ad < bc.
Az 5.4. lemma miatt Q(R) minden eleme felirhatd megfelelé alakban, igy az < relacid

értelmes barmely két elem kozott. Most azt kell belatni, hogy ez a relacié nem fiigg a
reprezentansok valasztasatol.
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5.6. Allitass A Q(R)-en az el6z6 ponban definialt relacié joldefinidlt, azaz ha

a_ac_¢o " 5o C @
v d,eQ(R),ahoIb,d,b,d >0esb<d,akkor =<

ar
"
azaz ab' = a'b, ezért ab'd = a'bd, igy a’bd < bb'c. Az 5.2. allitast alkalmazva b > 0-ra

a'd<b'c. Most d'>0 miatt a'dd < b'cd’. Mivel §= ;— azaz cd' =c'd, ezért
b'cd' =b'c'd, igy a'dd' < b'c'd. Végill az 5.2. allitast ismételten alkalmazva d > 0-ra
a'd’ < b'c, azaz Z—: < ;—".

Bizonyitis: Ha - < =, a definici6 alapjén ad < bc, b’ > 0 miatt ab’d < bb'c. Mivel = =

5.7. Allitas: A < reldcié rendezés Q(R)-en.

Bizonyitas: Az irreflexivitashoz legyen %E Q(R),b > 0. Ekkor nyilvan ab <« ab, tehat
a a
242,
b b

A tranzitivitashoz legyen %,2,? € Q(R), melyekre b,d, f > 0 és % < % < ?. Ekkor ad < bc

és f > 0 miatt adf < bcf, illetve cf < de és b > 0 miatt bcf < bde. Az R-beli tranzitivitas
alapjan adf < bde , az 5.2. allitast d > 0-ra alkalmazva af < be, azaz % < ;

Végiil a trichotomighoz legyen %g € Q(R), b,d > 0. Ekkor az R-beli trichotdmi miatt
ad < bc,ad = bc,ad > bc  koziil valamelyik teljesiil, ami azt jelenti, hogy

a c a c a

S <=1 gkézﬁl is teljesiil valamelyik, vagyis igaz a trichotomia.

5.8. Tétel: A (Q(R), <) rendezett test.

Bizonyitas: Legyen %'2'1% € Q(R), melyekre b,d,f >0 és <= Azt kell beldtni, hogy
a e c, e af+be cf+de . a < ’ ,
> +f <7 +f, azaz o < T Mivel > <2 ad < bc és f > 0, ezért adf < bcf, ekkor

adf + bde < bde + bcf, ezt mégegyszer beszorozva f-fel adf? + bdef < bdef + bcf?,

azaz (af + be)df < (cf + de)bf. Mivel bf,df > 0, ezekre alkalmazhatd a definicid, azaz
af+be cf+de

, amit be akartunk latni.

bf af
A masik tulajdonsaghoz legyen %,2 € Q(R) b,d > 0, melyekre %,2 > % = 0. Ez definicio
szerint azt jelenti, hogy a, ¢ > 0, de ekkor ac > 0, tehat %% = % > % =0
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5.9. Allitass: Ha R rendezett integritisi tartomdny, akkor a ¢@:R — Q(R) kanonikus
bedagyazas, amelyre a € R-re ¢(a) = % rendezéstarto.

. (o . . Ayt . b
Bizonyitas: Mivel 1 > 0, ezért a definiciobol nyilvanvalo, hogy% <;®a< b.

A hanyadostest rendezésének konstrukciojat fogjuk alkalmazni a polinomgytiriibol a
raciondlis tortfliggvény testre valo kiterjesztéséhez alkazmazni. Ehhez eldszor a
polinomgytrtin kell rendezést megadni.

5.10. Definicio: Ha K rendezett test, K[x] a K feletti polinomgyiirii, akkor a,b € K(x)-re
a < b, ha b — a féegyiitthatoja > 0.

5.11. Allitas: A < reldcié rendezés K [x]-en.

Bizonyitas: Az irreflexivitas nyilvanvald, mivel a € K[x]-re a — a = 0 nincs f6egyiitthatdja,
igy a<+a. Ha a,b,c € K[x], a<b <c, ekkor b —a,c —b fbegyiitthatdja pozitiv. Ha
deg(b — a) = deg(c — b), a polinomok Osszeadasakor a fOegylitthatok Osszeadddnak,
kiilonben a nagyobb foku féegyiitthatd lesz az Osszeg foegylitthatdja, igy mindkét esetben
c—a=(b—a)+ (c—b) féegyiitthatdja > 0, a < c, azaz a tranzitivitas is teljesiil. Végiil a
trichotomiahoz legyen a,b € K[x]. Ha a # b, akkor b — a # 0, van féegyiitthatoja. Ha ez
pozitiv, akkor a < b, ha negativ, akkor a — b fOegyiitthatdja ennek ellentettje pozitiv, ezért
b<a.

5.12. Tétel: A (K|[x], <) rendezett integritdsi tartomdny.

Bizonyitas: Ha a,b,c € K[x] a <b, akkor b—a f6egyiittatoja pozitiv, de mivel
(b+c)—(a+c)=b—a,eczért annak is, azaz a + ¢ < b + c. A szorzasi tulajdonsaghoz, ha
a,b >0, akkor a fOegylitthatojuk pozitiv. Polinomok szorzasanal a féegyiitthatd
Osszeszorzodik, igy ab féegylitthatdja is pozitiv, vagyis ab > 0.

5.13. Allitas: A K[x]-en 1év6 rendezés kiterjesztése a K S K[x]-en mint konstansokon 1évé
rendezésnek és Va € K-rax > a.

Bizonyitas: A konstansok fbegyiitthatdja Onmaga, nyilvan K rendezésében a < b, ha
b — a > 0. A masik tulajdonsadghoz, ha a € K, x — a féegyiitthatdja 1, ezért a < x.

5.14. Tétel: Ha K rendezett test, akkor a K(x) raciondlis tortfiiggvények teste rendezhetd
olyan médon, hogy K S K|[x]| rendezését kiterjesztjiik és VYa € K-ra x > a.(itt K € K(x)
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formalisan ugyan nem teljesiil, de van egy kanonikus bedagyazasa, a tovabbiakban viszont
fontos lesz, hogy ugy tekintsiink erre a testre, mint eqy K-nal bévebb rendezett test).

Bizonyitas: ElGszor kiterjesztjiik a rendezést az 5.10. definicid alapjan K[x], majd az 5.5.
definicio alapjan Q(K[x]) = K(x)-re. Az 5.13. és 5.9. éallitas miatt mindkét kiterjesztés
rendezéstartd a szitkebb halmazon, igy a kettd egymas utan is. Végiil az a € K-ra x > a az
5.13. allitas miatt K [x]-ben igaz, a kiterjesztés rendezéstartasa miatt igaz marad.

5.15. Definicio: Legyen a tetszoleges rendszam és f < a-ra (Kﬁ, +5.,8, <ﬁ) rendezett test, és
Y <B < a-ra kK, € Kg és a miiveletek, illetve a rendezés kiterjed, azaz, ha a,b € K,,, akkor
at+ghb =a+,b,agb=a-,ba<gb<a<,b. Legyen K =Upg<Kp ¢és rajta
definidljunk +," miiveleteket, mint a +g," g miiveletek kozos kiterjesztése. (A miiveleteket 1igy
értelmezziik, mint Kg X Kg — Kp fiiggvények, mivel a kiterjesztésre lancot alkotnak, lehet

venni a kozos kiterjesztésiiket. Ennek értelmezési tartomdanya szintén a lancfeltétel miatt
K X K, tehat a miiveletek mindeniitt értelmezettek és joldefinialtak)

5.16. Tétel: Az el6z6 konstrukcioban szerepld (K, +,") rendezett test.

Bizonyitas: Az Osszeadds asszociativitdsahoz legyen a,b,c € K = Up<q Kp, . Ekkor Iétezik
B1,B2, B3 < a, hogy a € Kg,b € Kp ,c € Kg.. Legyen [ = max(fy, [, f3) < a. Ekkor
a,b,c € Kg, igy a Kﬁ-beli asszociativitas miatt (a+ﬁb)+ﬁc =a+tg (b+ﬁc), a kozos
kiterjesztés miatt pedig (a +b) + c =a+ (b + c). Hasonlo6 médom megy az Osszeadas

kommutativitasanak, a  szorzas asszociativitasanak, kommutativitasanak ¢és a
disztributivitasnak a bizonyitésa is.

A 0,1 mar Kjy-ban benne vannak. Ezek minden 8 < a-ra Kg-ban is betoltik a 0,1 szerepét,

ugyanis ha egy testben a + a = a, akkor a = 0 és ha a? = a,a # 0, akkor a = 1. Ezek a
tulajdonsagok K,-bol Kg-ba tovabbordklédnek, igy valoban betoltik az egységelemek

szerepét. Ekkor nyilvan az unidjukban is bet6ltik, tehat K-ban is ezek lesznek 0,1.

Az additiv és a multiplikativ inverzhez legyen a € K, ekkor 38 < a,a € Kp, ebben van
additiv inverze, azaz 3(—a) € Kz €K, atg(—a)=0. A kozds Kkiterjesztés miatt
a + (—a) = 0, azaz K-ban is additiv inverze. Ugyanigy megmutathato, hogy ha a # 0, akkor
van K-ban multiplikativ inverze. Ezzel mindent belattunk, azaz K test.

5.17. Definicié: Ha a,b € K, akkor a < b, ha3p < a, amelyre a,b € Kz és a <g b.

5.18. Allitas: Az el6z6 pontban definidlt < reldcié rendezés K-n.
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Bizonyitas: Az irreflexivitdshoz legyen a € K. Ekkor tetszéleges f < a-ra melyre a € Kp,
a<+ga,igya<a.

A tranzitivitashoz legyen a, b, ¢ € K = Up<q Kp, a < b < ¢ . Ekkor létezik By, B, < a, hogy
a,b € Kg ,a <g b,b,c €Kg,b<p, c.Legyen f = max(B;,B,) < a. EKkor a,b,c € K, és
a rendezés kiterjesztése miatt a <g b, b <g c. A Kp-beli tranzitivitis miatt a <z c, igy a < c.

A trichotomidhoz legyen a,b € K. Ekkor Ekkor létezik f;,B,a, hogy a € Kg ,b € Kp, .
Legyen f = max(B;,8;) < a. EKkor a,b € Kp, a Kp-beli trichtodmia miatt a <g b, a = b,
vagy b <g a. Ekkor a < b,a = b, b < a koziil is teljesiil valamelyik.

5.19. Tétel: A (K, +,7, <) rendeztt test.

Bizonyitas: Mivel (K,+,) test és (K,<) rendezett halmaz, mar csak a rendezés és a
miveletek kapcsolatait kell belatni. Ha a,b,c € K,a <b, akkor 3If; <a, hogy
a@,b€Kg ,a <p b. Ezenkivill 38, <a, hogy c € Kp,. Legyen B = max(f;,[,). EKkor
a,b,c € Kg, ezért a+ c,b+ceE Kg, ¢és a rendezés kiterjesztése miatt a <g b, igy
atc<gb+c,azaza+c<b+c.

A szorzas és a rendezés kapcsolatahoz legyen a, b € K, melyekre a,b > 0 az 5.16. tételben
kifejtettik, hogy a 0 azonos minden testben). Ekkor 3f; <a, a € Kg,a>p 0 ¢s
3p, <a, a€Kp,b >p 0. Legyen f = max(fy, ;). EKkor a,b € Kz és a,b >4 0, igy
ab >p 0, azaz ab > 0. Ezzel belattuk, hogy rendezett testet alkot.

5.20. Allitas: Az elézbekben definidalt (K,+,,<) rendeztt testre VB < a-ra Kz S K és a

mitiveletek illetve a rendezés kiterjednek.

Bizonyitas: Az 5.15. definiciobdl nyilvanvalo, hogy Kz S K €s a kozos kiterjesztes alapjan a
miiveletek is kiterjednek.

A rendezés kiterjesztéséhez legyen f < a, a,b € Kg. EKkor az a <g b = a < b az 5.17.
definiciobol trivialisan kovetkezik. A masik iranyba indirekten tegyiik fel, hogy a < b, de
a <z b. A Kg-beli trichotomia miatt ekkor a = b vagy b <z a. Az els6 eset a K beli

irreflexivitas miatt nem teljesiilhet, a masodik esetben az 5.17. definicié alapjan b < a, ami
szintén nem lehet.

A racionalis tortfiiggvénytest konstrukcidjat és ezt a lanckonstrukcidt fogjuk a tovabbiakban
alkalmazni, hogy tetszéleges kofinalitdsu rendezett testeket megkonstrualjunk.

28



5.21. Definicio: Ha a tetszéleges rendszam, akkor definidaljuk a I, rendezett testet transzfinit
rekurzioval a kovetkezoképpen:

lKon

2. Kyp1 =Ky(xy) (az 5.14. konstrukcio alapjan, itt az x, jelolés azt jelzi, hogy
melyrendszamra adtuk hozza a testhez)

3. Ha a limesz, akkor K, = Upg<q Kg (az 5.15. konstrukcidja alapjan)

Azt kell belatni, hogy ez szabalyos definicid. A racionalis tortfliggvénytest minden rendezett
testen definialhato, tehat rakovetkezd rendszamokra a definicid mindig értelmes. Transzfinit
indukcidval bizonyitjuk, hogy limesz rendszamra is definialhato, azaz teljesiil az 5.15.
konstrukci6 feltétele.

Legyen a limesz, minden B < a-ra Kg mar definidlt, y < p < a. Ekkor kell, hogy K, < Kg
¢s a rendezés és a miiveletek kiterjednek. Ezt rogzitett ¢,y mellett S-ra bizonyitjuk. B = y-ra
trividlis, hiszen a két test egyenld. Ha f = 7 + 1, ahol 7 >y, akkor K, € K; € K, (x;) =
Kg, és az 5.14. alapjan a rendezés és a miiveletek kiterjednek. Ha S limesz, akkor
Kz = U.<p K¢, az 5.20. allitas alapjan K, < Kpg, €s a rendezés €s a miiveletek kiterjednek.

Igy a konstrukcié minden rendszamra joldefinialt.

5.22. Lemma: Ha a limesz rendszam, akkor cf(IK,) = cf(a).

Bizonyitas: Legyen X = {xﬁ: B < a} c K,. Azt fogjuk belatni, hogy X kofinalis K,-ban.
Legyen a €K, =Up<qaKg a limesz rendszamra vett konstrukcio miatt. Ekkor
3B < a,x € Kg. Mivel a limesz f + 1 < a. A definicio szerint Kg,; = ]K,g(xﬁ), amibdl az
5.14. alapjan xg nagyobb a Kz minden eleménél, jelesiil a < xg Kg.-ben, de a rendezés
kiterjesztése miatt KK,-ban is. De xz € X, igy tetszéleges elemnél talaltunk nagyobb X-beli
elemet, azaz X kofinalis, ezért cf(IK,) = cf(x).

Hay < B < a,akkory +1 < B, igy K, (x,) = K, 4+, S Kg, azaz x, € Kz. Megint az 5.14. -
et alkalmazva, xz nagyobb Kz minden eleménél, tehat x, < xg, vagyis a ¢: a — X kanonikus
leképezés, melyre @(f) = xz minden f < a-ra, rendezéstarto. Ekkor a és X rendezéstartoan
izomorfak, igy cf(X) = cf(a). Ezzel a két egyenléséggel az allitast belattuk.

5.23. Tétel: Ha k regularis szamossag, akkor létezik K rendezett test, amelyre cf(K) = k.

Bizonyitas: Az 5.21. definici6 alapjan K, megfeleld lesz, ugyanis, ha k regularis szdmossag,
akkor limesz rendszam, az 5.22. lemmat alkalmazva cf(KK,.) = cf(x) = «.
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5.24. Definicio: Ha a tetszéleges rendszam, akkor legyen F, a K, teljessé tétele.

Ez a 4.30. tétel alapjan 1étezik és a 4.39. tétel alapjan egyértelmii.

5.25. Tétel: Ha k regularis szamossdag, akkor létezik F teljes rendezett test, amelyre
cf(K) = k.

Bizonyitas: Az 5.24. definici6 alapjan IF,. megfeleld lesz, ugyanis, ha k reguléris szamossag,
akkor cf(K,) =k, a teljessé tétel definicidja alapjan F, teljes és a 4.5. allitds miatt
cf(F,) = cf(K,) = k.

Felvetddik a kérdés, hogy ahogyan a teljessé tétel egyértelmii volt, ugy az adott x regularis
szamossagra a k kofinalitdsu teljes rendezett test rendezés- ¢és miivelettartd izomorfizmus
erejéig egyértelmii-e? A kdvetkezOkben azt fogjuk belatni, hogy ez nem egyértelmii.

5.26. Jelolés: Ha K rendezett test, akkor Zy jeloli a K-beli egészek halmazat, azaz a K-ban az
1 dltal generalt additiv részcsoportot.

5.27. Definicio: EQy K rendezett test archimédeszi, ha Zy < K kofindlis.

5.28. Példa: A K, = Q archimédeszi, a K; = Q(x,) nem archimédeszi, ugyanis x, nagyobb
benne minden egész elemnél.

5.29. Allitas: Ha K;,K, rendezett testek, K, archimédeszi és @:K, = K, rendezés- és
miivelettarto izomorfizmus, akkor K, is archimédeszi.

Bizonyitas: A miivelettartds miatt nyilvan (p(l K1) = 1g,, €s ez a generalt részcsoportra is
igaz, tehat (p(Z Kl) =Zg,. A rendezéstartds miatt, mivel Zy < K; kofinalis, ezért

Zx, = 9(Zx,) € p(Ky) = K, is kofindlis, azaz K, archimédeszi.

5.30. Allitas: Ha K rendezett test és F a K teljessé tétele, akkor F - archimédeszi akkor és csak
akkor, ha K archimédeszi.

Bizonyitas: Vegyiik a teljessé tétel definicidja alapjan a ¢: K — F rendezés-és miivelettartd
beagyazast. Erre mivel ¢ (1g) = 15, ezért (Zx) = Zr, a mivelettartas miatt pedig Zx € K
kofinalis, akkor és csak akkor, ha Zr = @(Zg) S @(K) kofinalis. Masrészt a 4.2. allitas miatt
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@(K) S F kofinalis, igy Zr S ¢(K) pontosan akkor kofinalis ¢ (K)-ban, ha F-ben is az, igy a
két test ugyanakkor lesz archimédeszi.

5.31. Allitas: Adott x reguldris szamossigra a k kofinalitdsii teljes rendezett test nem
egyértelmii.

Bizonyitas: Mivel K, = Q, nyilvan cf(K;) = w, K; = Q(xy)-ban az {x}:n < w} kofinalis,
igy cf(KK;) = w. A 4.5. allitas miatt cf(FF,) = cf(F;) = w.

Azt kell még belatni, hogy [y, F; kdzott nem létezik rendezés- és miivelettartd izomorfizmus.
Az 5.28. alapjan K, archimédeszi, IK; nem archimédeszi, igy az 5.30. allitds miatt [,
archimédeszi, F; nem archimédeszi. Ha Iétezne kozottik rendezés- és miivelettartd
1izomorfizmus, az ellentmondana az 5.29. allitasnak.
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6. Szeparabilis rendezett testek

6.1. Definicio: Ha K rendezett test, akkor
P(K) = sup{x: 3(ag)q<x K-ban futé szigorian monoton névé k-sorozat}.A P(K) értéket a

K rendezési szamanak nevezziik.

6.2. Allitas: Minden K rendezett testre P(K) > cf(K)

Bizonyitas: A 3.3. allitas alapjan létezik (tn)q<cfx) Szigoraan monoton ndvé cf(K) sorozat,
amelyre t, > 0 minden a < cf(K)-ra és a sorozat feliilrl nem korlatos. Ez megfeleld
konstrukci6, igy cf(K) € {k: 3(ag)q<x K-ban futé szigorian monoton névé k-sorozat},

azaz cf(K) < sup{k: 3(a,)a<, K-ban futd szigortian monoton névé k-sorozat} = P(K).

Meg fogjuk mutatni, hogy az egyenléség nem minden rendezett testre teljesiil.

6.3. Allitas: Ha K, L rendezett testek, K C L (ugyanazokkal a miiveletekkel és rendezéssel),
akkor P(K) < P(L).

Bizonyitas: Ha (a,) <, K-ban futd szigorian monoton nové k-sorozat, akkor az L-ben futd
szigortian monoton novo K sorozatnak 1s megfelel, igy

{K: 3(ay) < K-ban futé szigortan monoton novo lc-sorozat} c
{k: 3(ay) o<k L-ban futd szigortian monoton névé k-sorozat}, azaz
P(K) = sup{K: 3(ay) a<i K-ban futé szigortian monoton novo K-sorozat} <

sup{r: 3(ag) q<x L-ban futé szigortian monoton névé k-sorozat} = P(L)

6.4. Allitas: Létezik olyan rendezett test, amelyre P(K) # cf(K)

Bizonyitas: Nézziik az 5.21. definicio szerinti K, 4, rendezett testet. Erre az 5.22. lemma
alapjan mivel w; + w limesz, cf(Kw1+w) = cf(w; + @) = w. Masrészt K, S K, 14,
amelyre a lemmét szintén alkalmazhatjuk. cf(IK,, 1) = cf(w;) = w;. A 6.2. allitas alapjan
P(K,,) = cf(Ky,) =wy, mig a 63 allitss miatt P(Ky,40)=P(K,,), igy
P(Ky,+e) > cf(Ky,+0), 323z 3 Ky, 14 j6 példa.

6.5. Definicio: Ha K rendezett test, akkor X(K) = min{|S|: S € K siir(i}. Ezt az értéket a K
szepardcios szamanak nevezziik.
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6.6. Allitas: Minden K rendezett testre Z(K) = P(K)

Bizonyitas: Vegyink egy S S K siuri halmazt, amelyre |S|=Z(K). Legyen
AE {K: 3(ag) g<ic K-ban futd szigortian monoton nové K-sorozat}. és vegyiink egy (a,)q<a
K-ban futd szigorian monoton név6 A-sorozatot. Mivel minden a < A-ra a, < a,4q, ezért
Iétezik x € S, melyre a, < x < ay4q. Definialjunk egy f: 1 — S fiiggvényt, amelyre minden
a < A-ra a, < f(a) < agyq- Ez az f injektiv, ugyanis ha o, < 4, a # 3, akkor a < f8
vagy a > [. Szimmetria miatt feltehetd, hogy az elébbi teljesiil. Ekkor a +1 < 3, igy
f(a) < agyr < ag < f(B), tehdt f(a) # f(B). Mivel A-rol S-re van injektiv fliggvény, ezért
A < |S| = Z(K). Mivel A-t tetszblegesen valasztottuk a halmazbdl, Z(K) a halmaz minden
eleménél nagyobb egyenld, igy a supremumanal is, azaz £(K) = P(K).

6.7. Allitas: Minden K rendezett testre (K) > cf(K)

Bizonyitas: A 6.6. allitds miatt X(K) = P(K), mig a 6.2. allitds miatt P(K) > cf(K), igy
ezekbdl kovetkezik a kivant egyenldtlenség.

6.8. Definicio: A K rendezett test szeparabilis, ha 2(K) = cf(K)

6.9. Allitas: Ha K szepardbilis rendezett test, akkor P(K) = cf(K)

Bizonyitas: A cf(K) < P(K) < Z(K) = cf(K) egyenlbtlenség lanc két vége egyenld, igy
mindenhol egyenlGség teljesiil, azaz P(K) = cf(K).

A 6.4. allitasbol igy az is kovtkezik, hogy a K, 4, nem szeparabilis.

6.10. Lemma: Ha K, L rendezett testek, K € L (ugyanazokkal a miiveletekkel és rendezéssel),
akkor Z(K) < Z(L).

Bizonyitas: Legyen S C L siirii, melyre |S| = Z(L). A 6.7. allitas alapjan cf(L) < Z(L), igy
IS % cf(L)] = Z(L)cf(L) < 2(L)? = 2(L).

Legyen H ={(x,a) € Sxcf(L):3a € K,|x —a| <¢,}, ahol &, a 3.4. konstrukcioban
megadott érték  L-ben. Ha (x,a) € H, akkor legyen t(x,a) € K ilyen ¢és
T ={t(x,a):(x,a) € H}. Nyilvan |T| < |H| < |SX cf(L)| =Z(L) ésT € K

Azt kell belatni, hogy T sirii K-ban. Legyen a,b € K, a < b tetszbleges. Vegyiink egy
a < cf(L)-et, amelyre g, < ?. Mivel S sirli L-ben, ezért 3Ix €S, amelyre

a+b

+b +b . +b .
z z T_x|<€“ és persze aTEK, igy (x,@) € H, azaz

T—ea<x<7+sa. Ekkor

1étezik t(x,a) €T. Erre
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b b b-a b-a  b- ,
t(x,a)—%|£|t(x,a)—x|+|%—x|<£a+£a<Ta+Ta=Ta, igy

a<t(x,a) <b. Mivel abeK tetszOleges volt, ezért T slri K-ban, ezért
I(K) < |T| < Z(L).

6.11. Lemma: Ha K, L rendezett testek, K € L (ugyanazokkal a miiveletekkel és rendezéssel),
és K € L siirii, akkor 2(K) = X(L).

Bizonyitas: A 6.10. lemmabol a X(K) < Z(L) teljestl, igy elég a masik iranya
egyenldtlenséget belatni. Legyen S € K siirii,|S| = Z(K). Azt fogjuk belatni, hogy ez L-ben is
str.

Legyen a,b € L, a < b. Mivel K stiri L-ben ezért 1étezik c € K, a<c <b és d € K,
c<d<b,¢s S issturt K-ban, ezért 3x €S ¢ < x < d. Ekkor nyilvin a < c<x <d <b
miatt a < x < b, igy S slir(i L-ben, azaz £(L) < |S| = Z(K).

6.12. Definicio: Legyen K rendezett test a,b € K, a < b. Ekkor (a,b) = {x:a < x < b}. Az
I € K nyilt intervallum, ha létezik a,b € K, a < b, melyekre I = (a, b). Ekkor a,b persze
egyértelmii, ezek az intervallum végpontjai. Az intervallum hossza (1) = b —a > 0.

6.13. Definicié: Legyen K rendezett test. Az 7 € P(K)diszjunkt intervallumrendszer, ha
minden [ € J nyilt intervallum és minden 1,] € 31 + J-rel N ] = Q.

6.14. Definicio: Ha K rendezett test,
A(K) = sup{|7]: 7 <€ P(K) diszjunkt intervallumrendszer}.ezt a K diszkrécios szamanak
nevezziik.

6.15. Lemma: Ha K rendezett test, 7 € P(K) diszjunkt intervallumrendszer és S S K siirii,
akkor || < |S].

Bizonyitas: Ha I € J, akkor nyilt intervallum, azaz I = (a, b), ahol a,b € K. Mivel S € K
stirli, ezért létezik x € S, amelyre a < x < b, azaz x € (a,b) =1, S NI # @. Definialjunk
egy f:J — S fiiggvényt, melyre I € J-re f(I) € SN 1. Ez a fuggvény injektiv lesz. Legyen
ugyanis I,J €3, I #]. Ekkor mivel 7 diszjunkt intervallumrendszer I nJ = @. Indirekt
tegylik fel, hogy f(I)=f(J)=x€S. Ekkor xe InSH Nn(JnS)cInj=@, ami
ellentmondas. Mivel f injektiv, a képhalmaza legalabb akkora, mint az értelmezési
tartomanya, azaz |7| < |S]|.
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6.16. Allitas: Minden K rendezett testre (K) = A(K)

Bizonyitas: Legyen SCK stri, |S| = Z(K). Ha
k € {|7]: 3 € P(K) diszjunkt intervallumrendszer}, akkor létezik J € P(K) diszjunkt
intervallumrendszer, amelyre |7| = k. A 6.15. lemma alapjan k = |7| < |S| = Z(K). Mivel k-
t tetszOlegesen valasztottuk a halmazbol, £(K) a halmaz minden eleménél nagyobb egyenld,
igy a supremumanal is, azaz X(K) = A(K).

A kovetkezOkben egy szép minimax konstrukcioval belatjuk, hogy itt valojaban egyenldség
van.

6.17. Lemma: Legyen K rendezett test. Ekkor létezik S € K siirti és 7 € P(K) diszjunkt
intervallumrendszer, amelyre |S| = |7].

Bizonyitas: Legyen J = {7 C P(K): J diszjunkt intervallumrendszer, VI € 7,1(I) < %}
Nyilvan @ € 3, igy I # Q.

Vegyiink egy £ € J tartalmazasra vett lancot. Ha [ €U £, akkor 37 € € 7, amelyre I € 7,
ezért I nyilt intervallum és [(I) < § Legyen I,] €U &, melyekre I # J. Ekkor 37, J € € 3,

melyekre 1 €7 és J € J. Mivel & lanc, ezért 7 € J vagy J € J teljesiil. Szimmetria miatt
feltehetjilk, hogy az eldbbi, azaz I,] € J. Mivel J diszjunkt intervallumrendszer, ezért

INJ #@. Ezek alapjan U 8 diszjunkt intervallumrendszer és minden I €U 8-re () < %*
ezért U £ € J, az £ lancnak fels6 korlatja.

A Zorn-lemma miatt létezik egy M € I tartalmazdsra nézve maximalis diszjunkt
intervallumrendszer. Legyen a € K tetszbleges. Azt latjuk be, hogy 31 € M, amelyre

! 2 "= 1 2

IS(aa+1). HavieMreln(a+3,a+2)=0, akkoraz 7' = M U{(a+3,a+2)]
is diszjunkt intervallumrendszer lesz és mivel [ (a + %, a+ g) = %, ezért ez sem tartalmaz %-
nal hosszabb intervallumokat, azaz 7' € J, de 7' © M, ami ellent mond M maximalitidsasnak.
Ekkor van egy olyan I € M, melyre I N (a + g,a +§) #@.Hal = (b,c), akkor c — b < %
ésc=a+ %, mivel belemetsz, igy b < a. Hasonl6 mddon a metszés miatt b < a + %, igy
c<a+1,tehat] € (a,a + 1).

Legyen minden I € M-re r(I) €I tetszbleges azzal a kikotéssel, hogy ha 0 € I, akkor
r(I) # 0 (egy nyilt intervallumbol nyilvan tudunk mas elemet valasztani). Legyen
R = (r(I):1 € M). Ekkor |R| = |M], mivel r: M — R bijekcio. Ha a € K, akkor vegyiink

egy I €M-et, amelyre < (a,a+1), ekkor persze r(I)€elc< (a,a+1), azaz
a <r(l) <a+1,az R-nek barmely két 1 tavolsagra 1évé pont k6zott van eleme.

Legyen S = {i:x,y € R}. Erre |S| < |R|?=|R|=|M]| (ezek nyilvan végtelen
szamossagok). Azt fogjuk belatni, hogy az § € K stirli. Legyen a,b € K a < b tetszdleges.
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Ekkor van egy olyan y € R, amelyre ﬁ <y< ﬁ + 1, igy % < b — a, tovabba van egy

olyan x €R, amelyre ay < x < ay + 1. Ekkor f €S és
a =C;—y<§< %ﬂ = a+§< a+ (b—a)=b. Mivel a,b tetszéleges volt, ezért S S K

strli, azaz a lemma allitdsanak megfelel az S, M par.

6.18. Tétel: K rendezett testre Z(K) = A(K) és A(K) definiciéjaban a supremum maximum.

Bizonyitas: A 6.16. allitas miatt 2(K) < A(K). A 6.17. lemma alapjan vegyiink egy S € K
stiri halmazt és agy J € P(K) diszjunkt intervallumrendszert, melyekre |S| = |7|. Ekkor
LK) < |S| =19l < A(K) < Z(K), tegat végig egyenl6ség van, azaz X(K) = A(K) ¢és
|7] = A(K), azaz a diszjunkt intervallumrendszerek szamossaga felveszi a supremumat,
maximuma van.

A kovetkezékben meg fogjuk mutatni, hogy k regularis szdmossagokra K, és F, (5.21 ¢és
5.24. definiciobol) szeparabilisek.

6.19. Allitas: Ha K tetszéleges rendezett test, akkor |K(x)| = |K|
Bizonyitas: Mivel K € K(X), a |K| < |K(x)| nyilvan teljesiil.

El6szor azt vegylk, hogy K végtelen. Valoban 1 > 0miatt 0 < 1 <14+1<1+1+1< -,
ezek mind kiilonb6z6 elemei K-nak. Legyen n € N-re K[x],, = {p € K[x]: degp < n}. Ha
p € K[x],, akkor p(x) = a,x™ + -+ + ag, ahol a,, ..., a, € K. Az egyiitthatok |K|"*1 = |K]|
-féleképpen valaszthatok és meghatarozzak a polinomot, igy |K[x],,| = |K|. Mivel minden
polinomnak egy természetes szam a foka (most itt a konstans 0-t 0 fokunak tekintjiik)
K[x] = Unen Klxln, igy IK[x]| < XnenlK[x]nl = IKIRo = |K].

Ekkor persze |K[x] X K[x]| = |K[x]|? = |[K[x]| < |K|. Mivel K(x)=0Q(K][x]) a
K[x] X K[x] egy faktorhalmaza, ezért |K(x)| < |K[x]X K][x]| <|K]|, igy nyilvan
KGOl = [K].

6.20. Lemma: Minden a > w rendszamra |K,| = |«|

Bizonyitas: Elészor azt latjuk be, hogy |K,| = |a|. Legyen X = {xﬁ,ﬁ <a} Ha B <a,
akkor xp € Kg,q € K, igy X € K,. Legyen B,y < a, melyekre § # y. Szimmetria miatt
feltehetd, hogy f <y. Ekkor xz € Kg,q1 € K, és x, a K, minden eleménél nagyobb, igy
xg < x,,. Ez azt jelenti, hogy az xz-k mind kiilonbozdek, tehat |a| = |X| < |K,|.

Mivel K, = Q, ezért |K,| = KX,. Teljes indukcidval belatjuk, hogy 0 <n < w esetén
|K,| =8o. A definici6 szerint K, =K,_;(x,—1) igy a 6.19. allitas alapjan
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K, | = |Kp—1(xp-1)] = |K,| = Ry. Nézzik most K,-t. Mivel K, = Ny, K, ezért
1Ko | < Yn<olKnl = RoRo = Ry = |].

Transzfinit indukcioval w-rdl indulva belatjuk, hogy minden a = w-ra |K,| < |a|. « = w-ra,
mint lattuk, az allitis igaz. Ha a=p+1, akkor B >w, igy |Kg|=IBl. Mivel
Ky = Kgy1 = Kg(xp), a 6.19. allitas alapjan
1Kol = |Kg(xg)| = |Kp| < 18I = 1B+ 1] = |al.

Ha a limesz, akkor K, = Up<.Kz. Legyen p < a tetszOleges, ha f = w, akkor
|K[g| < |B| < |al, ha pedig £ < w, akkor |KB| = X, < |a|, igy minden esetben |KB| < |al.
Az unid szamossagara: |K,| < X, ,B<a|]KB| < |a||a| = a. A transzfinit indukcié mikodik, igy

minden @ = w rendszamra |K,| < |a|, az el6z6vel 6sszerakva | K, | = |a|.

6.21. Tétel: Ha k regularis szamossag, akkor K, szeparabilis

Bizonyitas: A 6.20. lemma alapjan, mivel k = w, ezért |K, | = |k| = k. Az 5.23. tétel alapjan
mivel k regularis, cf(K,) = k. A 6.7. allitas miatt pedig Z(KK,.) = cf(K,). Nyilvan K, S K,
onmagaban siiri, hiszen a,b € K,, a < b esetén azﬂ €K a< aTer < b, igy 2(K,) < |K|.

Ekkor a kovetkezé egyenl6tlenséglanc irhato fel: k = cf(K,) < 2(K,) < |K,| = k, tehat
végig egyenlGség van, azaz cf(K, ) = Z(K,) = k, K, szeparabilis.

6.22. Tétel: Ha k regularis szamossag, akkor T, szeparabilis

Bizonyitas: Az el6z6 tételt hasznaljuk fel, miszerint cf(K,) = Z(K,) = k. Mivel F, a K,
teljessé tétele, ezért K, € [F,. strli, a 4.5. allitas miatt cf(F,) = cf(K,) = x és a 6.11. lemma
miatt 2(K,.) = X(F,) = k, igy F,-rol is belattuk, hogy szeparabilis.
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7. Monoton sorozatok konvergenciaja

7.1. Allitas: Legyen K rendezett test, k < cf(K) szdmossdg és (ag)q<ic €9y K-ban futé k-
sorozat, ami konvergens. Ekkor a,, korldatos.

Bizonyitas: Legyen a € K az a, hatarértéke. Ekkor 38 < k,Va = fB-ra |la, —a| < 1, igy
ag < a+ 1. Masrészt |{a,:y < B} < IB] < k < cf(K), ezért az {a,:y < B} halmaz nem
kofinalis K-ban, igy van egy M fels6 korlatja. A max(M,a + 1) jo fels6 korlat az egész a,
sorozatra, ugyanis a < k-ra ha a < g, akkor a, < M < max(M,a + 1), ha a = B, akkor
Ay <a+1<max(M,a+1).

Ezzel belattuk, hogy a sorozat feliilrdl korlatos. Az alulr6l korlatossdghoz ugyanigy
belathatjuk azt is, hogy —a, feliilrdl korlatos.

Itt fontos feltétel, hogy k < cf(K) teljesiiljon, mas esetben az allitas nem feltétleniil igaz,
ahogy a kovetkezdkben latni fogjuk.

7.2. Allitas: Ha K rendezett test, k > cf(K) szdmossdg, akkor van olyan (a4)q<. €9y K-ban
futo k-sorozat, ami konvergens, de nem korlatos.

Bizonyitas: Vegyiik a (t,)q<cf(x) sorozatot a 3.3. allitds konstrukcidja szerint. Legyen a < k-
tera < cf(K
raa, = { a ()
0: a = cf(K)
kiiszobindex lesz, de a sorozat nem korlatos, mert mar a t,-k is kofinalis részhalmazt alkotnak
K-ban.

}. Ekkor nyilvan a, — 0, hiszen tetszéleges € > 0-hoz a cf(K) < k jo

7.3. Lemma: Legyen K rendezett test, k szamossdg, (ay) <, €0y K-ban futé monoton névé
K-sorozat és a € K. EKKor a, — a akkor és csak akkor, ha a kdvetkezé 2 tulajdonsag teljesiil:

1. Minden a < k-raa, < a.
2. Minden b < a-hoz van olyan 8 < k, amelyre ag > b.

Bizonyitas: El0szor tegyiik fel, hogy a, — a. Indirekt tegyiik fel, hogy az 1. tulajdonsdg nem
teljesiil, azaz valamilyen a < k-ra a, >a, azaz a, —a > 0. A Kkonvergencia miatt
A < k,Vy = [-ra |ay - a| <a,—a. Legyen B = max(a, B) < k. Ekkor
|a[;1 — a| < aq, — a, tehat ag, < a,. Masrészt a monotonitds miatt §; = a, igy ag, > a,, ami
ellentmondas.

A 2. tulajdonsag bizonyitasahoz legyen b < a, ekkor a —b > 0, a konvergencia miatt
AP < k,Vy = [-ra |ay - a| < a — b, jelesiil |aﬁ — a| <a-b,igyag >b.
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Most tegyiik fel, hogy 1. és 2. teljesiil. Legyen € > 0 tetszdleges. A 2. tulajdonsdg miatt
3B <k, amelyre ag > a — . Ha a = B, akkor a monotonitds miatt a, = ag > a — ¢, az 1.
tulajdonsag miatt pedig a, < a, igy nyilvan |a, — a| < e.

7.4. Allitas: Ha K rendezett test, k szdmossdg, (ay)q<i €9y K-ban futé monoton névé,
konvergens k-sorozat, akkor a, korldtos.

Bizonyitas: A monotonitas miatt nyilvan a, < a, minden « < k-ra, igy az alulr6l
korlatossag trivialis. Ha a, — a, akkor a 7.3. lemma 1. tulajdonsaga miatt a fels6 korlat lesz,
igy a sorozat korlatos.

7.5. Allitas: Legyen K rendezett test, k szdmossdg, (ag)q<ic €9y K-ban futé monoton nové k-

sorozat és a € K. Ekkor a, — a akkor és csak akkor, ha van egy olyan (aaf)g R kofinalis
<

részsorozata, amelyre Ag, = Q.

Bizonyitas: Ha a, — a, akkor nyilvan az egész sorozat megfelel$ részsorozat lesz A = k-val
€s ag = & -vel.

Tegyiik fel most, hogy Ag, = @ valamely (aa{)E N kofinalis részsorozatra. Be fogjuk latni,
<

hogy a, teljesiti a 7.3. lemma tulajdonsagait. Az 1. tulajdonsaghoz legyen a < k tetszdleges.
Mivel az a;-k kofinalisak k-ban, ezért van egy olyan & < 4, amelyre a; > a. Az Qg teljesiti

az 1. tulajdonsagot, igy Ao, < Q. A monotonitas miatt pedig a, < Agp < Q.

Vegyiink egy b < a-t. Mivel az Qg teljesiti a 2. tulajdonsagot, létezik n < A, amelyre
Aq, > b, ekkor B = a, megfeleld lesz a 2. tulajdonsagra az a, sorozatnak b-re.

7.6. Lemma: Legyen K rendezett test, k szdmossdg, (ag)q<ic €9y K-ban futé monoton névé
k-sorozat. Ekkor a, egy ponton tul stabilizalodik, vagy létezik egy A < k szamossag és

(aaf) szigoruan monoton névé kofindlis részsorozataa,, -nak.
&<

Bizonyitas: Legyen X = {a,:a < k}. Ha X-nek van legnagyobb eleme m, akkor persze
m = ag valamely g < k-ra. Ha y = 8, akkor a monotonitds miatt a, = ag, de persze
a, <m = ag, mert az volt a legnagyobb elem, igy a, = ag, tehat a sorozat f felett
stabilizalodik a = ag-ra.

Ha X-nek nincs legnagyobb eleme, akkor a kofinalitisa egy végtelen szamossag. Legyen
A = cf(X) < |X| < k. Hausdorff tétele miatt 3B € X kofinalis, melyre (B, <) jolrendezett és

tp(B, <) = A. Ekkor B elemei a rendezésiik alapjan felsorolhatéak egy (b;) rei sorozatba.
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Minden & < A-ra b; € X, igy létezik egy a < k, amelyre by = a,. Vélasszunk minden ¢ < A-

hoz egy a; < k-t, amire ez teljesiil. Azt kell belatni, hogy az (aaf)f N kofinalis részsorozat.
<

Ha ¢ < { < A, akkor nyilvan Ag, = b < b; = Aoy ha a; = a; lenne, akkor a monotonitas

miatt Age = Aqp» ami ellentmondas lenne, igy ar < a;, tehat az ag sorozat szigorGian

monoton novo, tehat (aa E) valoban részsorozat.
<A

Kell még, hogy kofinalis részsorozat. Indirekten tegyiik fel, hogy 38 < k, amelyre a; < f8
minden & < A-ra. Ekkor persze a monotonitas miatt by = Aq, < ag minden ¢ < A. Haa € X,
akkor mivel B € X kofindlis, van egy olyan &, amelyre bs > a, de ekkor az = bg = a, tehat
ag maximalis elem X-ben, amit mar kordbban Kkizartunk. fgy belattuk, hogy

(aa f)$</1 = (bg) £ egy szigortian monoton névo kofinalis részsorozata a,-nak.

7.7. Definicié: Egy K rendezett test Cauchy-Weierstrass (a tovabbiakban roviden CW)
tulajdonsagu egy k szammossdagra, ha minden (ay)q<, K-ban futé korlatos, monoton névé
K-sorozat konvergens.

7.8. Allitas: Egy K rendezett test pontosan akkor CW-x, ha CW-cf(k)

Bizonyitas: Legyen (a'g) egy szigoruan monoton nové kofinalis részsorozat k-ban.

&E<cf(x)

El6szor tegyiik fel, hogy K test CW-k ¢és legyen (ag) Fef(i) monoton novo korlatos sorozat.

Mivel az a;-k kofinalisak K-ban, ezért a < k-ra {E las = a} # @ és a rendszamok
jolrendezettek, igy a {(a) = min{f las = a:} operacio értelmes. Konnyen ellendrizhetd, hogy

¢ monoton nd és {(ag) = ¢ minden ¢ < cf(k)-ra.

Legyen by = a¢) @ < k-ra. Ha M egy fels6 korlatja az a, sorozatnak, akkor nyilvan a
by = agm-nak is. Ha a <y <k, akkor {(a) < {(y), igy az eredeti sorozat monotonitasa
miatt by = a¢e) < a¢) = by, tehat ez a sorozat is monoton nové. A CW-k tulajdonsag
miatt b, konvergens, azaz 3a € K: b, — a.

A 7.3. tulajdonsagot ellendrizziik a;-re. Ha & < cf(K), akkor a; = A (af) = b“s < a, mertaz

1. tulajdonsag teljesiil a b,-ra, igy az az-re. Ha b < a, akkor létezik egy a < k, amelyre
bg > b @ b,-ra vonatkoz6 2-es tulajdonsag miatt, de nyilvan a;q) = by > b, tehat ag-re is

igaz a 2. tulajdonség, azaz az - a

A megforditashoz tegyiik fel, hogy K test CW-cf(K) és legyen (ag)q<, €9y K-ban futo

monoton névod k sorozat. Ekkor az (a“f)g “© egy korlatos, monoton névé cf(K) sorozat.
<cf(K
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Ekkor a CW-cf(K) tulajdonsadg miatt g, konvergens, azaz Qg = @ valamely a € K-ra.

Mivel Ag, kofinalis részsorozata a,-nak, a 7.5. allitas alapjan a, — a.

Ez alapjan a CW-k tulajdonsagot elég csak regularis szamossagokra vizsgalni, mert ha k
szingularis, akkor nézhetjiik helyette cf(x)-t.

7.9. Allitas: Ha k reguldris, akkor a CW-k tulajdonsdgot elég csak szigoriian monoton nové
sorozatokra megkdévetelni.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy ha szigortian monoton, korldtos sorozatokra igaz az allitas, akkor
minden monoton névére igaz. Legyen (a,) <, €gy monoton nové korlatos sorozat K-ban. A

7.6. lemma miatt a, egy ponton tul stabilizalodik, vagy van egy 1 < k-ra (aa ’f)f . szigortian
<

monoton névo kofinalis részsorozata. Az elsd esetben a sorozat nyilvan konvergens. A masik

esetben, mivel k regularis, egy (aag)f részsorozat csak akkor lehet kofinalis, ha
<A

A = cf(k) = k, tehat A = k. A szigorian monoton n6vé sorozatokra vonatkozé CW-x miatt
Qq, konvergens igy a 7.5. allitas alapjan a, is konvergens.

7.10. Allitas: Legyen K rendezett test, k > P(K) reguldris. Ekkor minden (ag)gq<), monoton
novo sorozat egy ponton tul stabilizalodik.

Bizonyitas: A 7.6. lemma miatt a, egy ponton tul stabilizalodik, vagy van egy A < k-ra
(aag)‘f N szigorlan monoton névo kofinalis részsorozata. Indirekt tegytik fel, hogy az utdbbi
<

teljesiil. Az el6z6héz hasonldé modon, mivel k reguléris, ezért A = k teljesiil. De ekkor

(aag)‘f egy P(K)-nal hosszabb szigoriian monoton név6 sorozat K-ban, ami ellentmond a
<K
P(K) definicidjanak.

Mivel minden sorozat, ami stabilizalodik konvergens, ezért Kk > P(K) regularis
szamossagokra mindig teljestilni fog a CW-k tulajdonsag.

7.11. Allitas: Legyen K rendezett test, k < cf(K), akkor a CW-k nem teljesiil.

Bizonyitas: Transzfinit rekurzioval definidljunk egy (aq)q<, monoton névé sorozatok.
Legyen a,=0 ¢és rakovetkezére ay,y;=a,+1. Ha «a limesz, akkor az
|{aﬁ:,8 < a}| = lal < k < cf(K), tehat {a[;:ﬁ < a} korltos K-ban. Legyen a, tetszdleges
olyan, amely mindegyiknél nagyobb. A definiciébol nyilvan latszik, hogy a sorozat monoton
novo, ugyanis minden tagot ugy adtunk meg, hogy az el6zéeknél nagyobb legyen. Mivel az
{a,: a < k}| = k < cf(K), ezért a teljes sorozat is korlatos lesz.
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Ha CW-k teljesiilne, akkor ez konvergens lenne, de meg fogjuk mutatni, hogy nem az.

Indirekt tegyiikk fel, hogy a, — a. Ekkor 3 > 0,Va = p-ra |a, —al < %, jelestil

|a[g — a| < % és |aﬁ+1 - a| < % A definicio  szerint agy; =ag+1, gy
1,1 : .

1= |agys —ag| < |agys —al + |ag — a| <5+ =1, ami ellentmondas.

Az elézo két allitas alapjan elég a CW tulajdonsagot olyan k regularis szamossagokra nézni,

melyekre cf(K) < k < P(K). A legtobbszor szeparabilis rendezett testeket néziink, melyekre
cf(K) = P(K), ami indokolja a kovetkez6 definiciot.

7.12. Definicié: A K rendezett test CW tulajdonsdgu, ha CW-cf(K) tulajdonsagu.

Felmeriil a kérdés, hogy a valds szamok testjén kiviil 1étezik-e még ilyen, esetleg van-e a
teljessé tételhez hasonld konstrukcio. Bar azt még nem tudjuk, hogy minden rendezett testnek
van-e CW tulajdonsagii bdvitése, de a tovabbikaban latni fogjuk, hogy a mar kordbban
megkonstrualt [F,, CW tulajdonsagu, ha k regularis.

7.13. Allitas: Ha K test, a € K(x), akkor létezik P,q,r € K[x], g # 0, hogy a = P +§ és
deg(r) < deg(q) (ebbe azt a lehetdséget is beleértve, hogy r = 0). Haa = P’ + % egy masik
ilyen felirds, akkor P = P'.

Bizonyitas: Ha a € K(x) = Q(K[x]), akkor a hanyadostest definicidja alapjan van

p,q € K[x],q # 0, hogy a = Z. Osszuk le a K[x] polinomgytiriiben maradékosan p-t g-val,
ekkor p = Pq +, ahol deg(r) < deg(q), igya =2 = % = "q—q +I=P+l

Legyen P’ + ;—’, =P +§ egy masik feliras. Ekkor P'—P = % - ;—; = %. A
P’ — P € K[x]. Indirekten tegyiik fel, hogy P # P', vagyis P’ — P #+ 0. Az eléz6 egyenletet
beszorozva (P'—=P)qq' =rq' —1'q, a baloddal foka

deg(P' — P) + deg(q) + deg(q’) = deg(q) + deg(q’). A jobboldalon az egyes tagok foka

deg(r) + deg(q") < deg(q) + deg(q’) és deg(r") + deg(q) < deg(q) + deg(q’), tehat a
jobboldal foka kisebb, mint deg(q) + deg(q’). Mivel egy polinom foka egyértelm, ha a két
oldal foka kiilonb6z0, egyenldség nem allhat fenn, igy ellentmondashoz jutunk.

7.14. Definicié: Ha K test, a € K(x), akkor polyx(a) = P, ahol a = P + 2, P,q,r € K[x],

q # 0 és deg(r) < deg(q) .Ez a 7.13. dllitas alapjan létezik és jol definidlt. A polyg(a)-t az
a polinomrészének nevezziik, az a — polyg (a)-t pedig az a tortrészének.
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Nyilvanval6, hogy ha a € K[x], akkor az a = a + g jo feliras miatt polyg(a) = a. Mivel
polyy(a) € K[x], ez az egyenl6ség csak akkor allhat fenn, ha a € K[x].

7.15. Allitas: Ha K rendezett test, a, b € K (x), melyekre poly,(a) < poly, (b), akkor a < b.
Bizonyitas: Legyen P = polygx(a), P’ = polyg(b), melyekre P < P’, ekkor léteznek
q,q',r,r" € K[x], melyekre q,q" # 0, deg(r) < deg(q), deg(r’) < deg(q’) és a=P + g,
b=P + ;_I,' Feltehetd, hogy g > 0, ugyanis ha g < 0 lenne, akkor g = :—2, tehat a g,r par
—q, —r-re cserélhetd, ahol —q > 0. Hasonlé modon az is feltehetd, hogy q' > 0.

T
)

igy
q
(b—a)qq' = (P' —P)qq’ + ;—:qq’ - gqq’ = (P'—P)qq' +r'q —rq'. Ez K[x]-ben van, az

A b—a=P +=—P-Z=(P' —P)+=—
q’ q q’

els6 tag foka deg(P’' — P) + deg(q) + deg(q") = deg(q) + deg(q’), és a szorzat minden
tagja pozitiv, ezért (P’ — P)qq' > 0, vagyis a fbegyiitthatdja pozitiv. A tobbi tag foka
deg(r) + deg(q") < deg(q) + deg(q) és deg(r") + deg(q) < deg(q) + deg(q"), igy ezek a
tagok nem novelik a fokszamot, és a fOegyiitthatot sem modositjak, azaz (b — a)qq’
féegyiitthatdja pozitiv, vagyis (b —a)qq’ > 0. A K(x) rendezett testben mar leoszthatunk a
pozitiv qq’-vel, igy b — a > 0, vagyis a < b.

7.16. Lemma: Ha K rendezett test, a,b € K(x), melyekre polyx(a) < polyx(b), akkor
létezik R € K[x],hogy a < R < b.

R = polyk(a)+polyk (b) Ekkor
. .

polyy(R) =R = pOIYK(a)ZPOIYK(b), tehat polyg(a) < polyx(R) < polyg(b). A 7.15. allitas

alapjan ekkor a < R < b.

Bizonyitas: Legyen persze R € K[x], igy

7.17. Allitas: Legyen K rendezett test és P S K|[x] szelet. Ekkor ha K & P, akkor minden
a € P-re, havanolyan c € K , hogy a > c, akkor polyg(a) € K (azaz konstans).

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz van olyan a € P,a > ¢ € K, hogy
polyx(a) egy legalabb els6 foku polinom. Ha polyx(a) féegyiitthatdja negativ, akkor
polyx(a) — ¢ fbegyiitthatdja is ugyanaz a negativ szam, igy polyx(a) —c <0, azaz
polyk(a) < c. Mivel c € K € K(x), ezért polyx(c) = ¢, a 7.15. allitas alapjan a < c, amir6l
feltettiik, hogy nem igaz. Ekkor polyk (a) pozitiv féegyiitthatdju legalabb elsé foka polinom.
Legyen b € K tetszbleges. Ekkor polyx(a) — b € K[x], és a féegyiitthatja azonos polyg(a)
féegyiitthatojaval ami pozitiv, igy polyx(a) — b > 0, vagyis b < polyg(a). Mivel b € K|[x]
polyx(b) = b < polyg(a), a 7.15. allitas alapjan b < a. Mivel P szelet és a € P, igy b € P,
de b € K valasztasa tetszbleges volt, azaz K © P, ami ellent mond az allitas feltételének.
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7.18. Lemma: Legyen K rendezett test és P < K|[x] szelet, amelyre K € P és PN K # @. Ha
a,b € P olyanak, hogy a,b nagyobbak P N K minden eleménél, akkor Ve € K,e > 0-ra
la — b| < &.

Bizonyitas: Ha a = b, az allitas nyilvan teljesiil. Szimmetria miatt feltehetd, hogy a < b.
Legyen ¢ € P N K, ekkor persze ¢ < a,b. Ha polyg(a) < polyg(b), akkor a 7.16. lemma
miatt 1étezik R € K[x], amelyre a < R < b. Nyilvan R < b miatt R € P, a ¢ < a < R miatt
alkalmazhato a 7.17. allitas, miszerint R = polyg(R) € K. De ekkor R € PN K ¢és a <R,
ami ellent mond annak, hogy a nagyobb P N K minden eleménél.

Igy csak az lehet, hogy polyx(a) = polyx(b) = R. Ekkor léteznek q,q’,7,7' € K[x],
melyekre q,q" # 0, deg(r) < deg(q), deg(r") < deg(q’) és a=R + g, b=R+ %. Itt is

feltehet6, hogy q,q' > 0. Ekkor |b —a|=b —a = 2—: — %‘ Legyen € € K, & > 0. Ekkor qq’

pozitiv féegyiitthatoju deg(q) + deg(q’) foka. A (b—a)qq’ =r'q —rq’ polinom egyik
tagjanak a foka deg(r) + deg(q’) < deg(q) + deg(q’), a masiknak
deg(r’) + deg(q) < deg(q) + deg(q’), igy a polinom foka kisebb, mint deg(q) + deg(q"),
tehat eqq’ — (b — a)qq’ f8egyiitthatdja, ugyanaz, mint eqq’ féegyiitthatdja, ami pozitiv, igy
(e—(b—a))qq’ =¢eqq' —(b—a)qq' >0,igye—(b—a),vagyis|b—a|l=b—a<e.

7.19. Lemma: Ha k > X, reguldris szamossdag, P € K, szelet, melyre @ # P + K, és

cf(P) = k, akkor létezik (C;) fex P-ben futd, szigoruian monoton névé Cauchy sorozat, amely

kofinalis P-ben.

Bizonyitas: Mivel @ # P = Uy« P N K,, ezért étezik egy o1 <k, hogy P NKg , # @.
Ha minden a < k-ra K, S P teljesiilne, akkor K, = Uy« K, S P lenne, ami ellentmond a
feltételeknek, igy létezik By, < K, hogy Kg , & P. Legyen By = max(Bo1,Bo2). Ha a <k,
a = Py, akkor @ = o, miatt PNK, 2 PNKg , # @ és a = Py, miatt K, & P, hiszen ha
Kq S P lenne, akkor Kg , < K, < P lenne, ami nem igaz.

Legyen X = {a < k|a = f,, P N K, nem kofinalis P N K, -ben}. Azt fogjuk belatni, hogy
X kofinalis k-ban. Indirekt tegyiik fel, hogy nem igy van és legyen 8 < k az X fels6 korlatja.
Ekkor tetszbleges @ < k,a = f + 1-ra a P N Kg, kofinalis lesz P N K,-ban. Ezt f + 1-t6l
indulé transzfinit indukcioval latjuk be. Ha a =f + 1-ra P NKgy, nyilvan kofinalis
onmagdban. Legyen a = f + 1 amelyrdl mar tudjuk, hogy P N Kz,4 kofindlis P N K, -ban.
Ekkor & > B miatt a € X, hiszen f az X fels6 korlatja, azaz P N K, kofinalis P N K, ,-ben.
Kofinalis részhalmaz kofinalis részhalmaza is kofinalis, igy P N Kg,q kofinalis P N Ky yq-
ben is. Legyen a < k limesz, akkor K, = Uy« K,. Ha a € P N K,, akkor létezik y < a,
hogy a € P N K,. Feltehetd, hogy y = B + 1, hiszen ha y < + 1, akkor K, € Kz, 4, igy
a€PNK, SPNIKgyq,igyy helyére f + 1-et irhatunk. Az indukcios feltevésbdl P N Kz, 4
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kofindlis P N K, -ben, ezért létezik egy b € P N Kg,q, melyre b = a. Mivel a € P N K,
tetszOleges volt, ezért P N Kz 44 kofinalis P N K, -ban.

Ezt az éllitast « =k-ra alkalmazva P NKg,,; kofindlis P NI, = P-ben, igy
cf(P) = cf(P N Kpy1) < |P N Kpyq| < |Kpyq| = max(|f + 1], Ry) < k. Ez ellent mond a
cf(P) = k feltételnek, igy valoban X kofinalis k-ban. Ekkor nyilvan tp(X) = cf(X) = k, de
X € k miatt tp(X) < k, igy tp(X) = K, vagyis X k tipusban rendezett.

Legyen X = (@), , ahol az a; sorozatban az X elemeit soroljuk fel ndvekvd sorrendben.

Vilasszunk minden § < k-ra egy c; € P n ]Kagﬂ-et, amely nagyobb a P n Kaz minden

eleménél. Mivel ag € X, ilyen mindig valaszthat6. Ellendrizziik a sorozat tulajdonsagait. A
sorozat nyilvan P-ben fut, hiszen tetszlleges & < k-re ¢z € PN ]Kafﬂ C P. A szigoru
monoton ndvekedéshez legyen ¢ < { <k. Ekkor a;>a; miatt a; >a;+1, igy
cc€EPN Kafﬂ CPNKgy, & ¢ nagyobb a P N Ky, minden eleménél, jelesiil ¢z > cg. A
kofindlis tulajdonsaghoz legyen a € P tetsz6leges. Mivel a € P = U, P N K,, igy van egy
y <k, amelyre a€PNnK, Legyen &<k olyan, hogy as=y. Ekkor
a€PNK, €PNk, ugyanakkor c; nagyobb a P N Ke, minden eleméné¢l, igy ¢z > a.

Mivel a € P tetsz6leges volt, igy a sorozat kofinalis P-ben.

Hatra van még a Cauchy tulajdonsag bizonyitasa. Legyen € € K, & > 0. Ekkor € € Uy« K,
miatt létezik § < K, hogy € € Kz. Legyen n < k olyan, hogy a;,, = B + 1. Azt fogjuk belatni,

hogy ez jo kiiszobindex e-hoz, azaz ha &, { < k, &, { = n tetszbleges, akkor |c5 — c¢| < ¢&. Ha
& = {, akkor az allitas nyilvanvald, a szimmetria miatt feltehetjiik, hogy & < ¢.

Tetsz6leges a € K, -ra definialhatjuk az a rangjat, ugy, hogy rk(a) = min{a:a € K,}. Ha a
limesz, akkor K, csak korabbiak unidja, 0j elemei nincsenek, igy rk(a) mindig rakovetkezd,
vagy 0. Mivel a € K, nyilvan rk(a) < k, de k limesz, ezért egyenldség nem lehet, azaz
rk(a) < k.

Mivel c; € Koz, = Ke, (xaq), ezért a pOlYﬂ(% (cg) értelmes és polyKa( (cg) € Kq, [xa{]. Az
a; € X, igy nyilvan a; = f,, azaz PN Ka, # @ és Ke, Z P. Legyen cePn Ka,
tetszOleges. Mivel ¢, nagyobb a PN Kq, minden eleménél, ezért c; >c. A 7.17. allitas

alapjan ekkor polyKa( (cg) € Ke,» tehat rk (polyKa{ (cg)> < ag. Legyen
V; = max <a$ + 1,rk (polyKa( (cg))) ekkor persze v; rakovetkezd rendszam, tehat
vy = 60; + 1 valamely 6; < k rendszamra , és v; < ag, igy 6; < a;. Tegyik fel, hogy

6, +1=v; =1k (polyK%(c{)) Ekkor nincs eleme Kg -nek c; és polyKa{(c() kozott.

Indirekt tegyiik fel, hogy mégis van egy a € Ky, , amelyre ¢; < a < pOlY}K“( (c(). Ekkor
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persze a € Ko, S Kq,, igy poly]Kag_(a) =a. A nem szigori egyenldtlenség atviheté a

polinomrészekre is (kiilonben ellentmondana  a 7.15. allitasnak), igy
polyKa{ (c;) < polyKa{ (a) < polyKaz <poly]Ka< (c<)>, azaz polyKa( (c;)<a< polyKaz (c7),
vagyis polyk,, (c;) =a€eKg,. Ez ellentmond annak, hogy
rk (polyKa{ (cg)> =0, +1>0,. Hacg > a = polyg,, (7)., akkor is felirhatndnk ugyanezt,
igy nem lehet c; €s polyK% (CZ) kozott Kg, -beli.

Ha polyKaz(cg) € P, akkor legyen s, = polyk,, (cz). Ha nem eleme, akkor kell venni egy

korrekcios tagot. Ha a polyKa( (cg)-nak a Ko, feletti tortrésze
1 .

polyKa{ (c() — polyKe1 <polyKaz (c()> < 0, akkor legyen s; = poly]Ka{ (cg) o ha pedig
1

polyx,, (c;) - poly,, <polyKa< (c<)> > 0, akkor legyen

polyk,, , (cz)+polyk, (polyk,,(c7)
_ ¢ 01 4

S = > . Mindkét esetben s; € Ko, (xgl) =K, & ]Ka(, igy

1 € Kgp41 €8 polyKa{(sl) =5, < polyKac (cg), igy a 7.15. allitas alapjan s; < ¢; € P, ezért

s1 € P. Kell még, hogy s; €s c; kozott nincs Kg, -beli. Azt mar lattuk, hogy polyKa( (cg) €s c¢
kozott nincs, igy elég azt belatni, hogy s; €s polyKa( (cg) kozott nincs. Tegylik fel, hogy

valamely b € Ky, -re s1 < b < polyk,, (cz). Ekkor persze
pOIYK91(51) < polngl(b) < polyKG1 (polyKa((cq)) Mivel b € Ky_, polyKel(b) = b és s;-
et ugy definialtuk, hogy polyKel(sl) = pollee1 <polyKaz (c¢)>, ezért

polyKe1 <polyKa< (c§)> <b< pollee1 <polyKaz (c<)>, vagyis poly[Ke1 <polyKa€ (c§)> = b.

Ha p olyK“( (cg ) -nek a Kq, feletti tortrésze negativ volt, akkor
polyKa{ (cg) < polyKe1 (polyKa{ (cg)) = b, ha pedig pozitiv, akkor

51> polyMG1 (polyKa{ (cg)) = b, tehat az egyenl6tlenség nem allhat fenn, vagyis valoban
nincs s; és ¢ kozott nincs Kg, -beli.

A c; nagyobb a PN Ky, € P N Ke, minden eleménél és s; és ¢, kozott sincs P N Kq -beli,

igy s, is nagyobb a P N Ky, minden elemén¢l. Masrészt s; € P N Kq, 44, ami azt jelenti, hogy
P N Kp, nem kofinalis P N Kg, ,4-ben, azaz 6; € X. Ekkor 6; = a;, valamely {; < k-ra. Ez
akkor is igaz, ha a definici6 masik oldala szerint 6, + 1 = v; = a; + 1, ekkor {; = ¢ irhato.
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Minden esetben teljesiil persze a {; =¢& és {3 < { is, hiszen a; < 6, <v; < a; és az a

sorozat szigoraan monoton nd. Ha {; > &, akkor vegyiik a c; -et €és arra jattsszuk el az

egészet: legyen 6, +1=v, =max (af + 1,rk (polyKag (Cil)>>- Itt is ugyanugy
1

definidlhatjuk s,-t és kideriil, hogy 8, = ac,, ahol § < {; < {;. Ha {; > &, akkor csindlunk
még egy lépést, és igy tovabb egészen addig, amig valamelyik n € N-re {, =¢&. Ez
mindenképpen meg fog valamikor térténni, mert ha nem toérténne meg, akkor végtelen sokaig
csinalhatnank és kapnank egy ¢ > {; > {, > --- rendszamokbol allo végtelen szigortan
monoton csokkend sorozatot, ami a rendszamok jolrendezettsége miatt nem létezik. gy van
olyan n € N, amelyre ¢,, = ¢.

Azt fogjuk belétni, hogy minden 0<i<n—1-e |cf—cg, | <= €Kg, ahol =7
értelmezés szerint értjiik. El6szor nézziik az i < n — 2 esetet. Mivel {;,; < {; és a c; sorozat
szigoran monoton nd, ezért ¢g, > c¢,, , igy elég azt belatni, hogy c¢;, < cg,, | +§ . Nyilvan

& v &
palls Kpg < K“Q’ igy pOIY]Ka(i(Czi) t5, € ]Ka(i, azaz

& & 111747 .
polyKazi (pOIYKa{L_ (cg-i) + 5) = pOIY]Ka(i(C(i) +5,> pOIYJKaZi(CZz)’ a 7.15. A&llitds miatt
pOIYKaz, (C(i) + i >cg. Az siyq Crtékére 3 lehetség  van. Az elsd  esetben

Siy1 = polyKa(.(cgi), ekkor nyilvan teljesiil, hogy polyKag.(c(i) <Si+%. A masodik

1 3n .
esetben s;,; = polyK% (c;) - ™~ A 0<—€Kg SKp,, ¢ Xp,, nagyobb a Ky,
L
minden eleménél, igy Xg,,, > %n miatt < i Ekkor
it1
1 £ .
polyKa{i(cgi) = Sjy1 + Ki” < Sppr + o A harmadik esetben

polyk, z (C{i)+p01}’1}(9i+1 (polmazi (Czi))

2

Ekkor

Si+1 =

POyKg, (Czi)—polw«gm (polyuga ‘ (qu-)>

2

pOIYIKa{i(C(i) =Sip1 t <

< Sjpqt polyKaz_(cgi) — polyk, (polyK%_(cG)> . Az ¢l6z6hoz hasonld moédon lathato,

e g . .
hogy pOIYKazi(CQ) - poly]Kgi+1 (polyKa(i (cgi)) <5 igy polyKa{i (Cii) <Siy1 3 It Is
teljestil. Végil az s;4, és a c;,, mindketten elemei PN Ky, 1 =PN Ka<,+1+1-nek és

nagyobbak PN Ky, , =P NK minden eleménél. Mivel % € Kz € Kp,,, ¢s nyilvan

A1

PNKg,, #@ ¢é Ko, &P, hiszen 6;.1=p, a 7.18. lemma alkalmazhat6, igy
& &
ez, — Siv] < P azaz Siv1 < Cgppy T Ekkor
¢, <polyg, (cc)+—=<spy1+—+—<c; +—+—t—=c,  +=
{i p yu&(/{{i (i 3n i+1 3n 3n Zl‘+1 3n 3n 3n (i+1 n'
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Az i =n —1 esetben is minden ugyanugy miikddik, kivéve azt hogy az utolsd becslésnél
nem hivatkozhatunk  minden esetben a 7.18. lemmara, mert el6fordulhat, hogy

pOIYKa{n_l(CZn-l) € Ko, = Kq,- Ha polyKa{n_l(c(n_l) &P, akkor az
Sn = Polyk,, (cz._.) —xi itt is alkalmazhato, és ugyanigy s, nagyobb lesz P N Kg,
n-1 ag
minden eleménél és hasznalhatjuk a 7.18. lemmat. Ha pedig polyKaz (Cén- 1) € P, akkor
n-1
polyKa{n_l(cgn_l) € P NK,,, de cg nagyobb P N Ky, igy c; > polyk,, (cz,_,), vagyis

& &£ < €
Cnes < PO, (Cq,) o <Gt =gt <cg + o

Ezek alapjan |c<- - C$| = |c<~0 - C(nl < Z?;01|c<i - c{i+1| < Z?;oli =¢. Mivel e € K, € >0
tetszbleges volt, igy belattuk, hogy a (cf) Fex sorozat Cauchy.

7.20. Tétel: Ha k > X regularis szamossag, akkor F,. CW tulajdonsagu

Bizonyitas: A 7.9. 4llitds miatt a CW tulajdonsagot elég csak szigorian monoton novo
cf(F,) = K hossza sorozatokra nézni. Legyen (a,)g<i Fi-ban futd szigartian monoton novo
korlatos sorozat és M, € FF,. egy fels6 korlatja. Ekkor minden a < k-ra a, < ag4q1 Fy. Mivel
K, € [, stiri valaszthaté minden @ < k-hoz egy olyan b, € K, hogy a, < b, < agy1- A
(bg) a<ic €9y K. Ez a sorozat korlatos, ugyanis K, kofinalis [F,-ban, igy létezik M € K,,
amelyre M > M,. Ez jo fels6 korlat lesz, ugyanis ha a <k tetszOleges, akkor
b, < agy1 < My < M. Ez a sorozat is szigorian monoton nd, ugyanis ha a,y < k, amelyekre
a<y,akkora +1<y,igy b, < agi1 < a, <b,.

Legyen P = {b € K,|3a < k,b < b,}. Ez nyilvan szelet, ugyanis ha b € P, c € K,, melyre
¢ < b, akkor van olyan a < k, hogy b < b,, de ekkor ¢ < b < b,, igy c € P. Nyilvan b, €
P, igy P # @. Ha a < k tetszbleges, akkor b, <M < M + 1, igy nem létezik olyan «a,
amelyre b, > M +1,azaz M + 1 ¢ P, igy P # K. A {b,: @ < k} halmaz nyilvan benne van
P-ben és P definicidja alapjan annak kofinalis részhalmaza. Mivel b, szigorian monoton né
tp({b,: @ < k}) = tp(k) = k, igy cf(P) = cf({by: @ < k}) = k. A 7.19. lemma alapjan ekkor
1étezik egy (c;) Fex P-ben fut6 szigoriian monoton nové Cauchy sorozat, ami kofinalis P-ben.

Ekkor persze (cf) rer mint [F,-ban futd sorozat is Cauchy. Legyen ugyanis € € [F,, € > 0.

Mivel K, < [, stirli ezért van 6 € K, hogy 0 < & < e. Mivel ¢; Cauchy KK,-ban, ezért
létezik n < k, V&, = n-ra |c§ — c§| < §. Ekkor az n jo kiiszobindex lesz [F,-ben e-hoz,
ugyanis ha &,¢ = n, akkor |c§ - c<| <6 <e. Mivel € €Fy, € >0 tetszéleges volt, a ¢

sorozat [, is Cauchy. Mivel F, teljes, ezért konvergens, tehat van olyan a € F,, hogy
Csc - a.

Azt fogjuk belatni, hogy a legkisebb felsé korlatja P-nek [F,-ban. Legyen b € P, ekkor c;
kofinélis P-ben, igy van olyan ¢ < k, hogy b < c¢;. Mivel c; — a monoton ndvéen, a 7.3.
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lemma 1. feltétele szerint c; < a, tehat b < ¢; < a, vagyis a felsé korlatja P-nek. Legyen
c € F,,c <a tetszéleges. Ekkor K, strlisége miatt létezik d € K,, amelyre ¢ <d < a.
Mivel ¢; —» aa 7.3. lemma masodik feltétele alapjan 3¢ < k, hogy ¢; >d > ¢ és ¢; € P,
hiszen a sorozat P-ben fut, igy ¢ nem felsé korlat. Ez tetszéleges ¢ < a-ra igaz, tehat a
legkisebb felso korlat.

Végil lassuk be, hogy a, — a. Ehhez a 7.3. lemma feltételeit fogjuk belatni. Minden a < k-
ra a, < b,, igy a, € P és a a P fels6 korlatja, tehat a, < a, az elsé feltétel teljesiil. A
masodik feltételhez legyen b < a, ekkor b nem felsé korlatja P-nek, igy létezik ¢ € P, hogy
c>b. Mivel ceP, a P definicidja szerint van egy a <k, hogy b, =c. Ekkor
Aq+1 > by = ¢ > b, igy a masodik feltétel is teljesiil, a 7.3. lemma alapjan a, — a.

Ezzel belattuk, hogy F,, CW tulajdonsagu.
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8. Bolzano-Weierstrass tulajdonsag és gyengén kompakt
szamossagok

8.1. Definicio: Ha K rendezett test, H € K tetszdleges részhalmaz, akkor az x € K torlodasi
pontja a H-nak, ha Ve > 0-ra3y € H,amelyrey # x és |y — x| < .

8.2. Allitas: Ha K rendezett test, H € K, akkor az x € K torlédasi pontja a H-nak akkor és
csak akkor, ha létezik (Vo) g<ciy H-ban futo sorozat, amelyre y, # x semmilyen a < cf(K)-

raés Yo, = X.

Bizonyitas: Ha x torlodasi pontja H-nak, akkor a < cf(K)-ra valasszunk egy y, € H-t,
amelyre y, # x és |y, — x| < &, ahol g, a 3.4. allitdsban definialt sorozat. Az (V) q<cf(x)
nyilvan H-ban fut és sehol sem veszi fel x-et. Kell még, hogy y, — x. Legyen &€ > 0, ekkor
vehetiink egy B < cf(K)-t, melyre e < e. Ez jo kiiszobindex lesz, ugyanis ha a > 8, akkor

Ve — x| < €q < gg <e.

A masik irdnyba legyen (V,)a<cfx) €0y ilyen sorozat. Legyen & > 0 tetszéleges, ekkor a
konvergencia miatt 38 < cf(K), hogy Va =B, |y, — x| <&, jelesiil |yz — x| <e. Mivel
yg € H és yg # x, ezért yz jo lesz a torlodasi pont definiciojandl e-hoz, vagyis x valoban
torlodasi pont.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy mi a kapcsolat egy H € K szdmosséaga ¢és a kozott, hogy
van-e torlodasi pontja.

8.3. Allitas: Ha K rendezett test, H € K, |H| < cf(K), akkor H-nak nincs torléddsi pontja.

Bizonyitas: Legyen x € K tetszdleges. Ekkor az S = {Iyixl 'YyEH,y+# x} halmazra

|S| < |H| < cf(K), igy S nem lehet kofinalis K-ban, van egy M € K fels6 korlatja. Ha

y € H,y # x tetszbleges, akkor Iy_ixl €S, igy |y+x < M, vagyis |y — x| = % A torlodasi

crcr

pontja H-nak. Mivel x € K tetszdleges volt, a H-nak nincs torlodasi pontja.

8.4. Allitas: Minden K rendezett testhez van olyan H € K, amelyre |H| = cf(K) és H-nak van
torlodasi pontja.

Bizonyitas: A H = {¢,:a < cf(K)} j6 lesz. Ennek a 0 torlodasi pontja, ugyanis az
(€a) a<cfx) €9y H-ban futd sorozat, amelyre &, # 0 és g, — 0, igy a 8.2. allitas alapjan a 0
torlodési pont.
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8.5. Allitas: Minden K rendezett testhez van olyan H € K, amelyre |H| = 2(K) és H-nak
nincs torlodasi pontja.

Bizonyitas: A 6.18. tétel alapjan X(K) = A(K), s6t van olyan J S P(K) diszjunkt
intervallumrendszer, amelyre |7| = Z(K). Az ehhez hasznalt 6.17. lemma konstrukcidjaban
egy kis modositassal ez is igaz lesz, hogy VI € J-re L(I) =§ (valoban, csak az egész

bizonyitas soran az olyan diszjunkt intervallumrendszereket nézziik, ahol minden intervallum
ilyen hosszu).

Legyen H = {aTer,(a, b) € 7} az intervallum koézepek halmaza. Ha I,] € 7, I # J, akkor
INj=@, igy nyilvan a kozepik is kiillonbozik, azaz az f:7 - H fiiggvény, melyre
f((a,b)) = %2 bijekio, igy |H| = 19] = 2(K).

Kell még, hogy H-nak nincs torlddasi pontja. Indirekt tegyiik fel, hogy x € K torlodési pont.
Ekkoray e Hy #x, |y — x| < %. Legyen I € 7, amelynek y a kozéppontja. Mivel [(I) = %,

ezért [ = (y—l,y+l) igy x € I. Masrészt y # x miatt |y — x| > 0, igy 3y’ € H,y" # «x,
ly" — x| <2 Exkor nyilvan y' # y, tehat y' egy J € 7 kdzéppontja, ahol J # I. Emellett

Iy —x|

ly' — x| < —= <|y—x|<g, igy az ¢el6z6h6z hasonl6 moéodon x €. De ekkor

xeINj]= Q), ami ellentmondas, tehat H-nak mégsincs torlodasi pontja.

8.6. Allitas: Ha K rendezett test, H € K, |H| > 2(K), akkor H-nak van torléddsi pontja.

Bizonyitas: Indirekt tegytik fel, hogy H-nak nincs torlodasi pontja. Tetszdleges x € H -ra az
X sajat maga nem torlddasi pont, igy 38, > 0, hogy Vy € H,y # x-re |y — x| < §,. Legyen
I, = (x — 62—" x + ) nyilt intervallum melynek kozéppontja x. Ezek nyilvan mind
kiilonboz6 intervallumok. Legyen 7 = {I.: x € H}, erre |7| = |H| > Z(K). Azt fogjuk belatni,

hogy ez diszjunkt intervallumrendszer. Valoban, legyen x,y € H, x # y, Szimmetria miatt

feltehetjiik, hogy x <y. A &, valasztasa miatt |y — x| < 8, a 6, valasztidsa miatt pedig

. . w1y . 6x+6 ,
|y—x|<5, igy a szamtani kozepiiknél is, azaz y—x=|y—x| <= y, igy

X + % <y — =, tehat az I, végpontja az I,, kezd6pontja elStt van, vagyis I, N I, = (D Ekkor
azJ dISZjunkt mtervallumrendszerre |7] > Z2(K) = A(K), ami ellent mond a diszkrécids szam

crer

Az eléz6 4 allitast Osszegezve a H © K-nak biztosan van torlodasi pontja, ha |H| > Z(K),
biztosan nincsen, ha |H| < cf(K), a cf(K) < H < Z(K) esetben pedig barmelyik lehet. A
tovabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogy mi a helyzet akkor, ha H-rdl azt is feltessziik, hogy
korlatos.
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8.7. Definicio: Egy K rendezett test Bolzano-Weierstrass (a tovabbiakban roviden BW)
tulajdonsagu egy k szammossdagra, ha H € K korldatos halmaznak, amelyre |H| = k van
torlodasi pontja.

8.8. Allitas: Ha < A szdmossdgok és K rendezett test BW-x, akkor BW-A.

Bizonyitas: Legyen H € K korlatos halmaz, amelyre |H| = A. Vegyiink egy H' € H halmazt,
amelyre |H'| = k. Mivel K BW-k, ezért 3x € K a H'-nek torlodasi pontja, de ez nyilvan H-
nak is torlodasi pontja, igy K BW-A.

8.9. Allitas: Ha K rendezett test, k < cf(K), akkor K nem BW-k.

Bizonyitas: Legyen H € K tetsz6leges amelyre |H| = k. Ekkor |H| < cf(K) miatt H korlatos
¢s a 8.3. allitas miatt nincs torlddasi pontja, igy H megsérti a BW-k feltételt.

8.10. Allitas: Ha K rendezett test, k > X(K), akkor K BW-k.

Bizonyitas: Ha H € K olyan korlatos halmaz, amelyre |H| = k > Z(K), akkor H-nak van
torlodasi pontja a 8.6. allitas alapjan (ehhez nem kell még a korlatossagot sem feltenni).

A legtobbszor szeparabilis rendezett testeket vizsgalunk, ahol cf(K) = X(K), igy ebben az
esetben a BW tulajdonsag csak a k = cf(K) = Z(K) esetben érdekes, igy indokolt a
kovetkezd definicio.

8.11. Definicio: Egy BW tulajdonsdgu, ha BW-cf(K).

A tovabbiakban vizsgaljuk meg a BW tulajdonsag kapcsolatat a mar kordbban definialt CW
tulajdonsaggal.

8.12. Lemma: Ha K rendezett test BW tulajdonsagu, akkor CW tulajdonsdagui.

Bizonyitas: Mivel cf(K) regularis, a 7.9. allitas alapjan elég azt belatni, hogy minden
(ag)a<cix)y K-ban futd szigoran monoton ndvé korlatos sorozat konvergens. Legyen
(ag) a<crx) ilyen és H = {a,: a < cf(K)}. Mivel a sorozat szigoriian monoton nd, az elemei
mind kiilonbozdek, igy |H| = cf(K), és mivel a, korlatos volt, az elemeibdl all6 H halmaz is
korlatos. A BW tulajdonsdg miatt 3a € K a H-nak torlodasi pontja. Azt fogjuk belatni, hogy
a, — a, ehhez a 7.3. lemma feltételeit bizonyitjuk.

52



Indirekt tegyiik fel, hogy az 1.tulajdonsag nem teljesiil, azaz a, > a valamilyen a < cf(K) -
ra. Legyen S = {I ! pk y<a,a, # a} Erre |S| < |a| < cf(K), ezért S korlatos K-vam,
ay—

legyen M € K fels6 korlat. Ha & = min {i,aa - a}, akkor Ely €EH,y #a, |y —al <e.

Ekkor y = a, valamely y < cf(K)-ra. Ha y < a, akkor —— p €S, igy | < M, tehat

| ay- -al

ly —al = |a — a| >1> g, ami nem lehet. Ha y = a, akkor a, = a, a monotonitas miatt,
Y M 14 a

igy ly —al = |ay — a| =a, —a=a,—a= ¢, ami szintén nem lehet, igy mindkét esetben

ellentmondasra jutunk.

A 2. tulajdonsaghoz legyen b < a, ekkor 3y € H, y # a, |y — a| < a — b. Ekkor nyilvan
y =ag valamely p <cf(K), azaz a—az < |aﬁ — a| =|ly—al<a-b, igy ag>b.
Mindkét tulajdonséagot belattuk, tehat a, — a.

Ez a lemma sajnos nem minden esetben megfordithato, de a tovabbiakban belatjuk, hogy ha
cf(K)-ra bizonyos feltételek teljesiilnek, akkor igen.

8.13. Jelolés: Tetszbleges A halmazra jeldlje (g) az A halmaz 2 elemii részhalmazainak

halmazat. Ha f: (';1) - S fiiggvény és x,y € A,x =y, akkor az f({x,y})-t egyszeriien
f (x, y)-nal jeloljiik.

8.14. Definicio: Ha f: (g) — S fiiggvény és s €S, akkor a B € A s-homogén f-re, ha
Vx,y € B,x # y-raf(x,y) =s.AB S A homogén az f-re, ha3s € S, amelyre s-homogén.

8.15. Definicié: A k szdamossag gyengén kompakt, ha tetszéleges A halmazra, amelyre

|Al =Kk és f: (g) - {0,1} fiiggvényre 3B < A, amelyre |B| = k és B homogén f-re.

Persze ekvivalens definiciot kapnank, akkor is, ha A nem tetszéleges halmaz lenne, hanem a
(2)-r01 mend fiiggvényeket néznénk, de hasznalat szempontjdbol ez a definicio

kényelmesebb. A gyengén kompakt szamossagok 1étezése nem bizonyithato ZFC-ben, de ha
1éteznek, akkor bizonyos tulajdonsdgok bizonyithatoak rd. A kdvetkezdkben azt latjuk be,
hogy a gyengén kompakt szamossagok erésen elérhetetlenek, amelyre késébb még
sziikségiink lesz.

8.16. Allitas: Ha k gyengén kompakt, akkor reguldris.
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Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy k szingularis, azaz 1étezik T < K szamossag és (1g) g<r
szamossagok, melyekre 1, < k és Kk = )., <7 A4. Legyenek a < 7-ra A, halmazok olyanok,
hogy |Ag| = A és a # B-ra A, N Ag = @. Legyen A = Uger Ag. EKKON [A] = Yger Aq = K.
Ha a € A, akkor létezik v(a) < 7, amelyre a € A, (), és mivel az A, halmazok paronként
diszjunktak, ezért v(a) egyértelmii.

Legyen a,b € A,a # b-re f(a,b) =0, ha v(a) =v(b) és f(a,b) =1, ha v(a) # v(b).
Mivel k gyengén kompakt, ezért 3B < A, amelyre |B| =k ¢és homogén f-re. Ha B O-
homogén, akkor vegylink egy a € B-t és legyen @ = v(a). Tetszbéleges b € B-re ha b # a,
akkor f(a,b) = 0, tehat v(b) = v(a) = a, vagyis b € A, és nyilvan a € A,, igy B € A,,
tehat |B| < |A4| = A4 < k, ami nem lehet. Ha B 1-homogén, akkor minden a, b € B, a # b-
re f(a,b) =1, vagyis v(a) # v(b). Ekkor a v: B - 7 fiiggvény injektiv, igy |B| <7 < k.
Mindkét esetben ellentmondasra jutunk, igy k regularis.

8.17. Lemma: Ha k gyengén kompakt szamossag (A, <) rendezett halmaz, (a,) <, €gy A-

ban futo x sorozat. Ekkor létezik (aaf) szigoruan monoton nové kofindlis részsorozata,
&<k

vagy létezik (aa ) monoton csokkend kofindlis részsorozata.
3 &<k

Bizonyitas: Definialjunk egy f: (;) — {0,1} fiiggvényt, ugy, hogy tetszbleges @ < B < k-ra

legyen f(a,f) =1, ha ag < ag és f(a,B) =0, ha a, = ag. Mivel k gyengén kompakt,

ezért AB C k,|B| = k, amely homogén f-re. Ekkor persze B kofinalis lesz k-ban és

tp(B) = k, igy az elemei egy (af) re sorozatra fiizhetdek fel, ahol (aaf) az (ay) <k

&<k
kofinalis részsorozata.

Elég a monotonitast belatni. Ha B 1-homgén, akkor tetszlleges ¢ < { < k-ra az < a; €s
ag, a; € B, igy f(as;, a'() = 1, vagyis Aq, < Qg Z Ag, sOTOZAL szigorian monoton névo. Ha

B 0-homgen, akkor tetszéleges ¢ < { < k-ra az < a; €s ag a; € B, igy f(aé—, a() =0,
vagyis Aq, 2 Qg;, 8Z Qg SOTOZAt Monoton csokkend.

8.18. Definicio: Tekintsiik tetszéleges k szamossdrga a {0,1}¢ fiiggvények halmazdt. Ha
a,b € {0,1}¢ és a # b, akkor az a, b eldgazasi helye Ram(a,b) = min{a:a(a) + b(a)}.

8.19. Definicio: Ha a,b € {0,1}¢, akkor legyen a<b, ha a#b és
a(Ram(a, b)) < b(Ram(a, b)).

8.20. Allitas: A < reldcié rendezés {0,1}¢-n.
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Bizonyitas: Az irreflexivitdas a definiciobol trividlis. A tranzitivitaishoz legyen
a,b,c € {0,1}¢, amelyre a < b és b < c. A {0,1} kételemii halmazon az egyenl6tlenség azt
jelenti, hogy a baloldalon 0, a jobboldalon 1 all, igy a(Ram(a, b)) =0, b(Ram(a, b)) =1,
b(Ram(b,c)) =0 és c(Ram(b,c))=1. Ebbél nyilvan kovetkezik, hogy
Ram(a,b) # Ram(b,c). Ha Ram(a, b) < Ram(b,c), akkor minden a < Ram(b,c)-re
b(a) =c(a), ha a<Ram(a,b) is teljesil, akkor a(a)=>b(a)=c(a), igy
Ram(a, ¢) = Ram(a, b). Masrészt c(Ram(a, b)) = b(Ram(a, b)) = 1 és
a(Ram(a, b)) =0, igy Ram(a,c) = Ram(a,b) és a(Ram(a, c)) < C(Ram(a, c)), azaz
a < c¢. Ha Ram(a, b) > Ram(b, ¢), akkor hasonloan az jon ki, hogy Ram(a, ¢) = Ram(b, ¢)
és ugyanigy a(Ram(a, ¢)) < c(Ram(a,c)), azaz a < c.

A trichotomidhoz legyen a,b € {0,1}*. Ha a # b, akkor a(Ram(a, b)) * b(Ram(a, b)) a
Ram(a, b) definicioja  szerint,  igy  a(Ram(a, b)) < b(Ram(a,b))  vagy
a(Ram(a, b)) > b(Ram(a, b)) teljesiil, azaz a < b vagy a > b.

8.21. Lemma: Ha k végtelen szamossag A tetszéleges limesz rendszam, (ay)q<y €9y {0,1}¢-
ban futo szigoruan monoton névé sorozat, akkor |A| < k. Ugyanez szigortian monoton
csokkend sorozatokra is igaz.

Bizonyitas: Legyen (a,)q,<; szigorGan monoton nové A sorozat a {0,1}¢-ban. Egy
0 < a < A rendszamot nevezziink normalis indexnek, ha 3f < a rendszam ¢és ¢ < k, hogy
minden g <y < a-ra Ram(ay, aa) = ¢. Ez a & persze egyértelmii, hiszen ha f1,&; és 5, &,
is egy index par az a-hoz, akkor y = max(f, f2)-re 1 <y < a miatt Ram(ay, aa) =¢&; és
B2 <y < a miatt Ram(ay, aa) = ¢, igy & = &,, igy a normalis indexre legyen R(a) = €.
Ha a = B + 1 rakovetkezé rendszam, akkor a normadlis index és R(a) = Ram(aﬁ, aa),
hiszen f < y < a esetén csak y = 3 lehet.

Legyen ¢ <k-ra A; = {a < Ala normdlis index, R(a) = {}. Azt fogjuk belatni, hogy
minden ¢ < k-ra |A§| < k. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil, és legyen ¢ a legkisebb
olyan rendszam, amire ez nem igaz. Ekkor |A<| > K, ezért tp(A() =1, ahol |t| > k.
feltehetd, hogy 7 limesz, mert ha levagjuk a rdkovetkezd részét, akkor a szamossaga nem
csokken. Legyen az A; elemeibdl 4llo szigoruan monoton névd sorozat (ap)pq. Legyen

p <t tetszbleges, ekkor persze a, € A; miatt R(ap) = {, tehat 38 < a,, hogy minden
B <y<a, Ram (ay, aap) = (¢ jelesil Ram (aﬁ,a%) ={. Masrészt ap < aq,, igy
ap({) < aq,(9), tehat ay,({) = 1. A p + 1 < 7-ra is ugyanez igaz, tehit a, ., ({) = 1. Ittis
vehetiink egy B’ < a,.q1-€t, hogy minden B’ <y < a,,,-re Ram (ay, aap+1) = {. Mivel
ay < Qaq,,, czért a,({) = 0. EKkor B’ > a,, hiszen ha B’ < a, lenne, akkor az allitast
Yy = a,-ra alkalmazva azt kapnank, hogy a,, (¢) = 0, ami nem lehet.
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Az aq, ¢s ap, @ helyen eltérnek, mert aq (¢) =1 és ag(¢) =0, igy Ram (aap, aﬁ,) <d.
Ha Ram (aap,aﬁ,) = ¢ lenne, az azt jelenten¢, hogy ag, < ag,, de ez nem lehet, mert

B' > a, és az a, sorozat monoton né. Legyen ¢ = Ram (aap,a/;,) < (. Ekkor tetszdleges
a, <y < f're és v<ére a,(v) = aap(v). Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil

valamilyen y-ra, ekkor nyilvan y > a,, igy a, > aq, ¢s Ram (aap,ay) < v < ¢&. Ekkor
persze a, (Ram (aap, ay)) =1 és Ag, (Ram (aap, ay)> =0, és mivel
Ram (aap, ay) < & = Ram (aap, aﬁ,), ezért ag, (Ram (aap, ay)> = 0. Masrészt minden

t < Ram (aap,ay)-re a,() = g, (1) = ag, (1), ezért Ram(aﬁ,, ay) = Ram (aap,ay), igy

a, > ag, ami ellent mond a monotonitasnak.

Legyen n = min{y: a, <y <pa,8) = 1}. Mivel Ram (aap,aﬁ,) =§ ¢s aq, < ap,, ezért
aq,(§) =0 ¢és ap(§) =1, tehit a B’ megfelel az ilyen feltételeknek, vagyis a fenti
rendszamokbol 4ll6 halmaz nem {iires, a minimumnak van értelme és n > a,. Ekkor 7
normalis index az a,,¢ parral. Legyen ugyanis a, <y <. Ekkor persze a, <y < ' igy
minden v < §-re a,(v) = aq, (V) = ay(v), igy Ram(ay,a,) = §. Masrészt a,(§) =1 és
a,(§) =0, hiszen n minimalis volt az a, folétt, ami a ¢ helyen l-et vesz fel, igy
Ram(a],, an) =¢. Ezzel belattuk, hogy 7 normalis index ¢és R(n) =& < {, tehat
7€As € Uyg Ay Emellett a, <71 < B’ < a,44 is teljesiil.

Ez azt jelenti, hogy tetszbleges p < 7-ra 3f(p) € Uy<¢ Ay, amelyre a, < f(p) < ap4q.
Ekkor az f:t - Uy« 4, injektiv. Legyen ugyanis p,o <7, melyekre p # . Szimmetria
miatt feltehetjiik, hogy p <o, ekkor p+1 <o, tehat f(p) < a,41 < as < f(0), tehat
f(p) # f(o). Mivel { minimalis volt, amelyre |A<| >k, ezért v < {-ra |A,| < k. Ezek
unidjara |Uy<z Ay| < Yo<c|ds| € Tuer & = 10K < kK = K, tehat f egy injektiv fiiggvény -
ol egy k szamossagu halmazra, ami ellentmond annak, hogy |z| > k.

Legyen Suc(4) a A-nal kisebb rakovetkez6 rendszamok halmaza. Ha a < A rakovetkezo,
akkor a normadlis index, igy a € Apq) € UsciAs, vagyis Suc(d) € UgoAg, azaz
|Suc(D)| < |U$<KA5| < 25<K|A5| < Y<K = Kk = k. Masrészt a g: A - Suc(4) fliggvény,
melyre g(a) = a + 1 bijekcid A és Suc(A) kozott, igy |A| = [Suc(A)| < k, tehat szigortan
monoton ndvo sorozatokra a lemmat belattuk.

Ha (ay)q<s szigorian monoton csokkend A sorozat a {0,1}*-ban, akkor képezziik a (by)q<i
sorozatot, amelyre tetszOleges a < A-ra és & < k-ra b,(§) =1 — a,(§). Kénnyen lathato,
hogy ez a sorozat szigortan monoton novo lesz, igy [A] < k itt is teljesiil.

8.22. Tétel: Ha k gyengén kompakt szamossag, akkor erdsen elérhetetlen.
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Bizonyitas: A 8.16. Allitas alapjan x regularis. Indirekt tegyiik fel, hogy az erésen
clérhetetlenség masik feltételét nem tudja, azaz valamilyen 7 < k-ra 2% > k. Ekkor
[{0,1}7]| = 2% > k, azaz 3A < {0,1}%, amelyre |A| = k. A elemeit rendezzik egy (ag)a <k
sorozatba. Ez egy ({0,1}7, <) rendezett halmazban fut6 k sorozat, igy a 8.17. lemma alapjan

1étezik egy (a“f)gq szigorGian monoton novo részsorozata az (a,),<,-nak vagy létezik egy
(a“f)g monoton csokkend részsorozata ugyanennek. Az elsO esetben a 8.21. lemma miatt
<K

Kk <1, ami ellentmondds. A masodik esetben az (aaf) valojaban szigorian monoton
&<k

csokkend részsorozat, hiszen az a, sorozat elemei mind kiilonbozdek, igy a részsorozatainak
is. Ekkor szintén a 8.21. lemmabdl azt kapjuk, hogy k < 7, ami ellentmondas, tehat belattuk,
hogy k er6sen elérhetetlen.

A gyengén kompakt szdmossagoknak van még egy érdekes tulajdonséaga, jelesiil ha egy K
rendezett testre cf(K) gyengén kompakt, akkor a 8.12. lemma megfordithato.

8.23. Lemma: Ha K CW tulajdonsdagu rendezett test és cf(K) gyengén kompakt, akkor K BW
tulajdonsagu.

Bizonyitas: Legyen H € K korlatos halmaz, amelyre |H| = cf(K). Rendezziik H elemeit egy
(aq) a<cf(x) Sorozatba. Ekkor ez egy K-ban mint rendezett halmazban fut6 cf(K) sorozat, igy

a 8.17. lemma alapjan 1étezik egy (aas) monoton részsorozata. Mivel az Ao sorozat

é<cf(K)
elemei H-ban vannak, ezért a sorozat korlatos és monoton, igy a CW tulajdonsag miatt
konvergens, azaz Ag, = Q. Az g, SOTOZat elemei mind kiilonbozdek, igy legfeljebb 1 tagja

lehet egyenlé a-val. A sorozat elejének esetleges levagasaval feltehetd, hogy Ag, #

semmilyen ¢ < cf(K)-ra. Mivel a sorozat a H-ban fut, igy minden feltétel teljesiil, igy a 8.2.
allitas miatt a torlodasi pontja H-nak. Mivel H tetszéleges cf(K) elemszamu korlatos halmaz
volt, ezért K BW tulajdonsagu.

8.24. Tétel: Ha k > X, gyengén kompakt szamossag, akkor F,. BW tulajdonsagu.

Bizonyitas: A 8.16. allitas alapjan k regularis, igy a 7.20 tétel szerint F,, CW tulajdonsagi és
mivel k regularis, ezért cf(F,) = k gyengén kompakt, igy a 8.23. lemma alapjan F,, BW
tulajdonsagu.
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9. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

9.1. Definicié: Legyen K rendezett test a€ K. Ha f:K K fiiggvény, (azaz
D(f) €S K,R(f) S K) és b €K, akkor azt mondjuk, hogy az f hatdrértéke a-ban b és
lim,_, f(x) = b-vel jeloljiik, ha 35, >0, hogy (a—dya+6y) \{a}< D(f) és
Ve > 0,36 > 0,hogy Vx # a, |x —a| < §-ra|f(x) —b| <.

9.2. Lemma: Ha K rendezett test a€ K, f:K > K fiiggvény és b €K, akkor
lim,_q f(x) = b akkor és csak akkor, ha minden (x,),<x) SOrozatra, amelyre x, # a
semmilyen a-ra és x, = a létezik egy Lo, < cf(K), hogy Va = By-ra x, € D(f) és

f(xa) = b.

Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy lim,_,, f(x) = b és legyen (x4) z<cf(x) €9y Olyan cf(K)
sorozat, amelyre x, # a semmilyen a-ra és x, = a. A konvergencia miatt 38, < cf(K),
hogy Va = By-ra |x, —al < 8,. Ha a = B, tetszéleges, akkor x, € (a — &y, a + J,) és
mivel x, #a, ezért x,€(a—0bya+6)\{a}csD(). Az f(x,) sorozat
konvergenciajahoz vegyiink egy € > 0-t. Ekkor a hatarérték definicidja miatt 3§ > 0, hogy
Vx #a,|x —al < §-ra |f(x) —b| < . Masrészt az x, konvergencidja miatt I < cf(K),
hogy Va = f-ra |x, —al| < §. Legyen a = B tetszOleges. Ekkor |x, —a| < § és persze
Xq # a,igy |f(xq) — b| < €. Mivel € > 0 tetszéleges volt, igy belattuk, hogy f(x,) = b.

A masik iranyba indirekt tegyiik fel, hogy a lim,_,, f(x) = b nem teljesiil. Ha az els6 feltétel
nem teljesiil, akkor a < cf(K) tetszélegesre a 8, = &, nem lesz jo (ahol &, a 3.4.
konstrukciobol van), azaz valaszthatunk egy x, € (a —¢&,a+¢€,) \ {a}-t, amelyre
Xq € D(f). Ekkor persze x, — a. Legyen ugyanis & > 0, ekkor valaszthatdé B < cf(K),
melyre e <e. Ha a=p tetszOleges, akkor x4, € (a—egga+g,) miatt
|xe — al < e, < g < e. Nyilvan x, # a is végig teljesiil. Mésrészt x, & D(f) semmilyen
a-ra, igy a Af, < cf(K),Va = By, xo € D(f) nyilvan nem igaz.

Tegyiik fel, hogy a masik feltétel nem teljesiil, azaz 3& > 0, hogy V8§ > 0-hoz Ix # a, hogy
|x —a|l <& és |f(x) —b| = €. Legyen € > 0 a tovabbiakban egy fix ilyen. Valasszunk
minden a < cf(K)-raegy x, € (a — &4,a + €,) \ {a}, amelyre |f(x,) — b| = &, ilyet tudunk
valasztani az indirekt feltételezést § = ¢,-ra felirva. Az el6z6hoz hasonld mddon itt is x, — a
teljesiil és persze x, # a semmnilyen a-ra. Ekkor a feltételezésiink szerint f(x,) — b, azaz
3B < cf(K), hogy minden a > pfB-ra |f(x,)—b|<e, jelesil |f(xﬁ) —b|<e Ez
ellentmondas, hiszen xg-t igy valasztottuk, hogy | f (x[;) - b| > ¢ legyen.

9.3. Allitas: Ha K rendezett test a € K, f:K » K fiiggvény és b,c € K, melykre
lim,_, f(x) = b és lim,_,, f(x) = c egyszerre teljesiilnek, akkor b = ¢ (azaz a hatarérték

"n_rn

egyertelmii, igy megfelelo az -vel valo jelolés).
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Bizonyitas: Legyen (x,)q<crx) €gy tetszbleges K-ban futd cf(K)-sorozat, melyre x, # a
semmilyen a-ra és x, = a (példaul az x, = a+ ¢, jo). Ekkor a 9.2. lemma alapjan
3B, < cf(K), hogy Va = B,-ra x, € D(f), tovabba az f(x,) = b, f(x,) = c egyszerre
teljesiilnek. Ekkor a 2.5. allitas alapjan b = c.

9.4. Allitas: Ha K rendezett test a € K, f,g:K = K fiiggvény és b,c € K, melykre
lim,_, f(x) =b és lim,_, g(x) =c. Ekkor lim,_,(f+9g)(x) =b +c,
lim,_,(f —g)(x) = b —c, lim,_,(fg)(x) = bc, tetszéleges d € K-ra
lim,_,(df)(x) =db és ha c + 0, akkor limx_,ag(x) = %( Itt fiiggvények Osszegét,

kiilonbségét, szorzatdat mindenhol értelmezziik, ahol mindketto értelmezett és a hanyadost is,
ha a nevezo nem 0).

Bizonyitas: Legyen (xg)q<cfx) €gy tetszéleges K-ban futd cf(K)-sorozat, melyre x, # a
semmilyen a-ra és x, —» a. Ekkor a 9.2. lemma miatt 38,,; < cf(K), hogy Va = B,,-re
Xq € D(f) és 3By, < cf(K), hogy Ya = fo,-re Xq € D(g). Legyen
Bo = max(By1, Boz) < cf(K). EKkor a = By-ra a = By, miatt x, € D(f) és a = By, Miatt
Xq € D(g),azaz x, € D(f) N D(g). Ekkoraz f + g,f — g, fg, df értelmezettek x,-ban.

A 9.2. lemma masik allitasa szerint f(x,) = b és g(x,) = c¢. Ekkor a 2.6. allitds miatt
(f+g9)(xy) =f(xy) +g(x,) > b+ec. A 2.9. allitas miatt
(f —9)(xa) = f(xq) —g(x4) » b—c. A 2.7. allitds miatt (fg)(xe) = f(xq)g(xq) — bc,
mig a 2.8. allitds miatt (df)(x,) = df(x,) = db. Mivel az (x,)q<cf(x) tetszoleges olyan
sorozat volt, amelyre x, #a ¢és x, - a, ezért a 9.2. lemma megforditasaval
lime,(f+g)x)=b+c, lim_,(f—g)x)=b—c, limy,(fg)(x)=bc  és
lim,_,(df)(x) = db.

Az allitas utolso részéhez tegyiik fel, hogy ¢ # 0. Ekkor mivel g(x,) — c, a 2.11. allitast
alkalmazva 3, < cf(K), hogy Va = B,-re g(x,) # 0. Legyen B = max(B,, 1) < cf(K).

Ekkor tetszéleges a > -ra a = B, miatt x, € D(f) N D(g) és a > 3; miatt g(x,) # 0, igy
LOa) 5 s mivel az x

g(xq) c a
sorozat tetszOleges volt, itt is alkalmazhaté a 9.2. lemma megforditdsa, miszerint

lim, o L () =2

5 értelmes x,-ban. A 2.11. allitdas masik fele alapjan g(xa) =
—

9.5. Definicié: Legyen K rendezett test a € K, f:K » K fiiggvény és b € K. Ekkor
limy,_440f(x) =b, ha 36,>0, hogy (a,a+ 6, €SD(f) és Ve> 0,35 >0, hogy
Va<yr<a+d-ra |f(x)—b|<e, illetve lim,,,_of(x)=b, ha 36, >0, hogy
(a—6p,a) €S D(f) és Ve > 0,36 > 0, hogy Va — 6§ < x < a-ra |f(x) — b| < €. Az elébbi
esetben azt mondjuk , hogy b az f jobboldali hatirértéke a-ban, mig az utobbiban a b az f
baloldali hatdrértéke a-ban.
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A féloldalas hatarértékekre is alkalmazhaté a 9.2. lemma egy valtozata, melynek bizonyitasa
hasonloan torténik: lim, 440 f(x) = b akkor és csak akkor, ha minden (x,) <) SOrozatra,
amelyre x, > a minden a-ra és x, — a, létezik B, < cf(K), hogy Va = B,-ra x, € D(f) és
f(xy,) = b. A lim,_,_o f(x) = b-ra is ugyanaz a feltétel, csak itt x, < a kell a sorozat
minden tagjara. A 9.3. allitdshoz hasonloan a féloldali hatarértékek is egyértelmiiek és a 9.4.
allitdshoz hasonloan a miiveletek is atmennek a féloldali hatarértéken.

9.6. Definicio: Legyen K rendezett test f: K = K fiiggvény és a € D(f). Ekkor az f fiiggvény
folytonos a-ban, ha lim,._,, f(x) = f(a).

9.7. Allitas: Ha K rendezett test f: K » K fiiggvény és a € D(f), akkor f folytonos a-ban
akkor és csak akkor, ha 38y > 0, hogy (a — &y, a + 6,) € D(f) és Ve > 0,36 > 0, hogy
Vx,|x —al < dra|f(x) —f(a)| <e.

Bizonyitas: Ha f folytonos a-ban, azaz lim,_,, f(x) = f(a), akkor a hatarérték definicioja
alapjan 38, >0, hogy (a—38p,a+6y) \{a} S D(f) ¢és persze a€D(f), igy
(a—68y,a+ 6y) S D(f). Az allitas masik részéhez legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor 3§ > 0,
hogy Vx # a,|x —a| < é-ra |[f(x) — f(a)| <e. Ez a § jo lesz az allitdsunkba is &-hoz,
hiszen ha x € K tetszdleges, ahol |x — a| < &, akkor x # a esetén |f(x) — f(a)| < €, mig

x = aesetén |f(x) — f(a)| = |f(a) — f(a)| =0 < e.

A masik irany vilagos, mert ha 36, > 0, hogy (a — 6y, a + 8,) € D(f), akkor persze
(a—6g,a+6)\{a}cD(f) és ha Ve>0,36>0, amelyre Vx, |x—al<d-ra
|f(x) — f(a)| < &, akkor ez tovabbra is igaz marad az x # a feltétel mellett is, igy
lim,_, f(x) = f(a), azaz f folytonos a-ban.

9.8. Lemma: Ha K rendezett test , f: K = K fiiggvény és a € D(f), akkor f folytonos a-ban
akkor és csak akkor, ha minden (Xg)q<cx) SOrozatra, amelyre x, — a [létezik egy

Bo < cf(K), hogy Va = By-rax, € D(f) és f(xg) = f(a).

Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy f folytonos a-ban és legyen (xq)q<crk) » Xo = @ cf(K)
sorozat K-ban. A konvergencia miatt 38, < cf(K), hogy Va = B,-ra |x, —al < §,. Ha
a = B, tetszéleges, akkor x, € (a — &y, a+ 6y) S D(f) a 9.7. allitds miatt. Az f(x,)
sorozat konvergenciajahoz vegyilink egy & > 0-t. Ekkor a 9.7. allitas miatt 36 > 0, hogy
Vx,|x —al < §-ra |f(x) — f(a)] < e. Masrészt az x, konvergencidja miatt 3 < cf(K),
hogy Va > p-ra |x, —al| <d. Legyen a > pf tetszleges. Ekkor |x, —al<§ igy
|f (xq) — f(a)| < e. Mivel € > 0 tetszbleges volt, igy belattuk, hogy f(x,) — f(a).

A masik iranyba indirekt tegyiik fel, hogy a f nem folytonos a-ban, azaz a 9.7. allitds nem
teljesiil. Ha az els6 feltétel nem teljesiil, akkor @ < cf(K) tetszblegesre a §, = €, nem lesz jo
(ahol &, a 3.4. konstrukciobdl van), azaz valaszthatunk egy x, € (a — &4, a + €,)-t, amelyre
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Xq € D(f). Ekkor persze x, — a. Legyen ugyanis & > 0, ekkor valaszthatdé B < cf(K),
melyre e <e. Ha a=p tetszéleges, akkor x, € (a—é&,a+¢,)  miatt
lxq —al < ey < e <e. Masrészt Xq & D(f) semmilyen a-ra, igy a
3B, < cf(K),Va = By, x, € D(f) nyilvan nem igaz.

Tegyiik fel, hogy a masik feltétel nem teljesiil, azaz 3¢ > 0, hogy V& > 0-hoz Jx, hogy
|x —al <& és |f(x) — f(a)| = €. Legyen € > 0 a tovabbiakban egy fix ilyen. Valasszunk
minden a < cf(K)-raegy x, € (a — &4, a + &,)-t, amelyre |f(x,) — f(a)| = ¢, ilyet tudunk
valasztani az indirekt feltételezést § = ,-ra felirva. Az el6z6hoz hasonld modon itt is x, = a
Ekkor a feltételezésiink szerint f(x,) — f(a), azaz 3B < cf(K), hogy minden a > S-ra
|f(xq) — fla)| < e, jelesil | f (xﬁ) —f (a)| <e. Ez ellentmondds, hiszen xz-t ugy

vélasztottuk, hogy |f(xz) — f(a)| = € legyen.

9.9. Allitas: Ha K rendezett test f, g: K = K fiiggvény és a € D(f) n D(g) olyan, hogy f, g
folytonos a-ban. Ekkor f+g,f —g,fg és d € K tetszélegesre df folytonos a-ban. Ha

g(a) # 0, akkor 5 is folytonos a-ban.

Bizonyitas: A folytonossag definicioja alapjan lim,_,, f(x) = f(a) és lim,_, g(x) = g(a),
igy a 94 allitas  alapjan  lim,_,(f + 9)(x) = f(a) + g(a) = (f + g)(a),
limy,,(f —9)(x) = f(a) —g(a) = (f —g)(@), lim,,,(fg)(x) = f(a)g(a) = (fg)(a),

és d € K-ra lim,_,(df)(x) =df(a) = (df)(a), igy f+9,.f —g,fg,df folytonosak a-

ban. Ha g(a) # 0, akkor a 9.4. allitas utolso része alapjan lim,,_,, 5 (x) = % = g(a), igyg

is folytonos a-ban.

9.10. Allitas: Legyen K rendezett test f,g:K » K fiiggvény és a € D(g) olyan, hogy
g(a) € D(f). Ekkor persze a € D(f o g). Ha g folytonos a-ban és f folytonos g(a)-ban,
akkor f o g is folytonos a-ban.

Bizonyitas: A 9.8. lemma allitasat fogjuk belatni f o g-re. Legyen (x,)q<cfx) €9y K-ban futd
cf(K) sorozat, melyre x, - a. Ekkor mivel g folytonos a-ban, a 9.8. lemma alapjan
3ABo1 < cf(K), hogy Va = Byi-re x, € D(g) és g(x,) = g(a). Mivel f is folytonos g(a)-
ban, ezért a 9.8. lemma alapjan 3B,, < cf(K), hogy Va = By.-re g(x,) € D(f). Legyen
Bo = max(Boy1, Boz) < cf(K). Ha a = B, tetszbéleges akkor a = B,; miatt x, € D(g) és
a = Po2 miatt g(x,) € D(f), tehat Xq €ED(f o g). Masrészt
(fog)(xy) = f(g(xa)) - f(g(a)) = (f o g)(a), tehat a 9.8. lemma megforditasa alapjan
f o g folytonos a-ban.
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9.11. Definicié: Legyen K rendezett test f:K —» K fiiggvény és a € D(f). Ekkor az f
fiiggvény jobbrol folytonos a-ban, ha lim,_ 4o f(x) = f(a), balrél folytonos a-ban, ha
limy_,_o f(x) = f(a).

A féloldali folytonossaghoz is konnyen felirhatok a 9.7. és 9.8. -hoz hasonl6 ekvivalens
allitasok és a 9.9. allitashoz hasonldan a féloldali folytonossagot is megdrzik a miiveletek.

9.12. Allitas: Ha K rendezett test c € K és f egész K-n értelmezett fiiggvény, amelyre
f(x) = ¢ minden x € K-ra. Ekkor f folytonos minden a € K-ban.

Bizonyitas: A 9.7. llitas feltételeit latjuk be. Az els6 feltételre nyilvan 6, = 1 jo lesz minden
a € K-hoz, hiszen (a—1,a+ 1) € K = D(f). A masik feltételhez tetszéleges € > 0-hoz
=1 jo lesz, ugyanis ha x €K tetszbleges, amelyre |x—al<1, akkor

lf(x) = fla)|=lc—c|=0<e.

9.13. Allitas: Ha K rendezett test és f egész K-n értelmezett fiiggvény, amelyre f(x) = x
minden x € K-ra. Ekkor f folytonos minden a € K-ban.

Bizonyitas: A 9.7. allitas feltételeit latjuk be. Az elsé feltételre nyilvan 6, = 1 j6 lesz minden
a € K-hoz, hiszen (a—1,a+ 1) € K = D(f). A masik feltételhez tetszéleges € > 0-hoz
d=¢ jo lesz, ugyanis ha x €K tetszOleges, amelyre |x—a|<e, akkor

f(x) — f(a)| = |x —al| <e.

9.14. Tétel: Ha K rendezett test, p(x) € K[x] polinom, akkor p folytonos minden a € K-ra.

Bizonyitas: Legyen a € K tetszbleges és p(x) = apx™ + -+ ay, ahol a,,..,ay € K. A
9.13. allitas alapjan az x fiiggvény folytonos a-ban. A 9.9. dllitds alapjan folytonos
fliggvények szorzata is folytonos, igy x* is folytonos lesz minden k € N-re. Szintén a 9.9.
allitas miatt folytonos fliggvények konstansszorosa is folytonos, igy a,x* is folytonos lesz a-
ban minden 1 < k < n-re és a 9.12. allitas alapjan a konstans a, fiiggvény is folytonos a-ban,
igy a 9.9. allitas alapjan ezek Osszege, tehat p(x) is.

P
q(x)
alakba irhaté, ahol p,q € K[x]. Ha a € K olyan, hogy q(a) # 0, akkor R folytonos a-ban.

9.15. Tétel: Ha K rendezett test, R(x) € K(x) raciondlis tortfiiggvény, ami R(x) =

Bizonyitas: A 9.14. tétel alapjan p(x), q(x) folytonosak a-ban, igy ha q(a) # 0, akkor a 9.9.
)

pres) folytonos a-ban

allitas alapjan R(x) =
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A hatarérték és folytonossag eddig belatott tulajdonsadgai mind olyanok, amiket mar a valds
szamokon is megszokhattunk. A tovabbiakban azt fogjuk belatni, hogy ha K nem
archimédeszien rendezett test, akkor a folytonos fliggvények bizonyos szép tulajdonséagai
biztosan nem fognak teljesiilni, mig mas tulajdonsagok bizonyos feltételek mellett
teljestilhetnek.

9.16. Definicio: Legyen K rendezett test. EQy x € K elemet archimédeszinek neveziink, ha
Jda € Zg, amelyre a > |x|. Az A: K - K a K archimédeszi fiiggvénye, ahol minden x € K-ra
A(x) = 0, ha x archimédeszi és A(x) = 1, ha x nem archimédeszi.

9.17. Allitas: Ha K rendezett test, az A(x) archimédeszi fiiggvény folytonos minden a € K-
ban és ha K nem archimédeszi, akkor nem konstans.

Bizonyitas: Legyen a € K tetszbleges. Azt fogjuk belatni, hogy tetszéleges &€ > 0-hoz a
d =1 j6 lesz a 9.7. allitashoz. Ha a archimédeszi, akkor A(a) = 0 és létezik b € Zy, hogy
b = |a|. Ha x € K olyan, hogy |x —a| < 1, akkor |x| < |a| + |x —a| < b+ 1 € Z, tehat x
is archimédeszi, A(x) = 0, igy |A(x) — A(a)| = |0 — 0] = 0 < &. Ha a archimédeszi, akkor
A(a) = 1. Azt fogjuk belatni, hogy ha x € K olyan, hogy |x — a| <1, akkor x sem lehet
archimédeszi. Indirekt tegyiik fel, hogy mégis az, tehat 3b € Zy, hogy |x| < b. EKkor persze
la| < |x|+|x—al <b+1€Zg, igy a is archimédeszi, ami ellentmondés. Mivel x nem
archimédeszi, ezért A(x) = 1, igy |[A(x) — A(a)| = |1 — 1] = 0 < &, azaz mindkét esetben
tejestil a 9.7. allitas, A folytonos minden a € K-ban.

Nyilvan 0 < 0 € Zg, igy a 0 archimédeszi, azaz A(0) = 0. Ha K nem archimédeszi, akkor
Zx S K korlatos, azaz van egy M € K felsé korlatja, nyilvan M > 0. Ekkor M + 1 a Z
minden eleménél nagyobb és |M + 1| = M + 1 nem archimédeszi, azaz A(M + 1) = 1.
Mivel A felveszi a 0-t és az 1-et is, ezért nem konstans.

9.18. Definicio: Ha K rendezett test, a,b € K, ahol a < b, az [a, b] zdrt intervallumnak
nevezziik az {x € K:a < x < b} halmazt. Egy f: [a, b] = K fiiggvény folytonos az [a, b]-n, ha
f folytonos minden x € (a, b)-ben, jobbrol folytonos a-ban és balrél folytonos b-ben.

A valds szamok zart intervallumain folytonos fiiggvényeknek a kovetkezd 4 nevezetes
tulajdonsaga van:

1. Korlatossag

2. Weierstrass tulajdonsag: Azaz ha f:[a,b] » R folytonos, akkor 3Ix € [a,b], hogy
Vy € [a, b]-re f(y) < f(x), tehat f felveszi a maximumat

3. Darboux tulajdonsag: Azaz ha f:[a,b] > R folytonos és f(a) < f(b), akkor
Ve, f(a) < c < f(b)-re 3x € [a, b], hogy f(x) = c és hasonldan f(b) < f(a) esetben is
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4. Egyenletes folytonossag: Azaz ha f:[a, b] - R folytonos, akkor Ve > 0,36 > 0, hogy
Vx,y € [a, b], melyekre |y — x| <6, [f(y) = f(x)] <e.

E koziil a 4 tulajdonsag koziil nem archimédeszi rendezett testekben a 2. és 3. biztosan nem
teljesiil, ahogy a kovetkez6 allitdsok mutatjak.

9.19. Allitas: Ha K rendezett test nem archimédeszi, akkor K-n nem teljesiil a Darboux
tulajdonsag minden zart intervallumon folytonos fiiggvényre.

Bizonyitas: Legyen a = 0 és b € K tetszdleges olyan, amelyre b > 0 és b nem archimédeszi.

Ekkor a 9.17. llitas alapjan az A:[0,b] > K fliggvény folytonos és
A(0) =0< % <1 = A(b), de az archimédeszi fiiggvény definicidja alapjan nem veszi fel

1, : .
sehol sem az 5-et, igy nem Darboux tulajdonsagu.

9.20. Allitas: Ha K rendezett test nem archimédeszi, akkor K-n nem teljesiil a Weierstrass
tulajdonsdag minden zart intervallumon folytonos fiiggvényre.

Bizonyitas: Legyen a = 0 és b € K tetszdleges olyan, amelyre b > 0 és b nem archimédeszi.
Ekkor a 9.17. allitas alapjan az A:[0,b] — K fiiggvény folytonos és a 9.9. allitds miatt az

fx) = %x — A(x) is folytonos az [a, b]-n. Erre a fiiggvényre f(a) = f(b) =0. Ha x >0
archimédeszi, akkor f(x) = %x —A(x) = %x > 0, ha pedig 0 < x < b nem archimédeszi,
akkor f(x) = %x —Alx) = %x -1< %b — 1 =0. Indirekt tegyiik fel, hogy f felveszi
valahol a maximumat egy 0 < x < b-ben. Ekkor mivel f vesz fel pozitiv értéket, ezért
f(x) > 0. Mivel f nem archimédeszi helyeken csak 0-t és negativ értékeket vehet fel, ezért x

archimédeszi, azaz 3c € Zg, hogy x < c. Ekkor ¢ + 1 € Zyx és b nem archimédeszi, azaz
c+1<|b|=b, vagyis c+1 € [0,b] és persze c + 1 archimédeszi és ¢ + 1 > x. Ekkor

f(c+1)=%(c+1)—A(c+1)=%(c+1)>%x=%x—A(x)=f(x), tehat  f-nek
mégsincs x-ben maximuma.
Az eddigi negativ eredményekkel szemben vannak pozitiv eredményeink is. A kovetkezékben

belatjuk, hogy ha a K rendezett test BW tulajdonsagu (tehat példaul K = [F,., ahol k gyengén
kompakt), akkor az 1. és a 4. tulajdonsag teljesiil.

9.21. Lemma: Ha K rendezett test BW tulajdonsagu, a,b € K, a < b és (Xg)q<cix) €9Y
olyan K-ban futé cf(K) sorozat, hogy x, € [a,b],Va < cf(K)-ra, akkor El(xag)

&<cf(K)
kofinalis részsorozata, ami konvergens.
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Bizonyitas: Legyen H = {x,:a < cf(K)}. Ekkor nyilvan |H| < cf(K) és H < [a, b], ezért
korlatos. Ha |H| < cf(K), akkor legyen x € H-ra A, ={a < cf(K):x, = x}. Mivel
Va < cf(K)-ra x, € H, igy a € A, _, tehat Uyey A, = cf(K). Mivel cf(K) regularis, nem 4ll
elé cf(K)-nal kevesebb cf(K)-nal kisebb halmaz unidjaként, vagyis Ix € H, amelyre

|A,| = cf(K). Ekkor legyen (aff)f az A, novekvé sorrendbe rendezése. Mivel

<cf(K)
|A,| = cf(K), ez nyilvan kofinalis részsorozat lesz és & < cf(K)-ra as € A,, tehat Xgp = X,

igy nyilvan Xgy = X, konvergens.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy |H| = cf(K). Ekkor a BW tulajdonsag miatt JIx € K

torlodasi pontja H-nak. Transzfinit rekurziéval fogunk konstrualni egy olyan (xas)f -
<cf(K

kofinalis részsorozatot, amelyre xq, # X semmilyen & < cf(K)-ra és Xq, = X. Legyen
{ < cf(K) és tegyiik fel, hogy minden ¢ < {-ra mar valasztottunk ag-t, melyekre Xqp # X.
Legyen B = sup{ag:& < ¢}. Mivel [{| < ¢ < cf(K) = cf(cf(K)), ezért {ag:é < {} nem

kofinalis cf(K)-ban, vagyis B <cf(K). Legyen S = {ﬁ:y <pBx #* x}. Ekkor
-

IS| < |B| < cf(K), ezért S nem kofinalis K-ban, létezik egy M felsé korlatja. Legyen

cyey

ezért vehetiink egy y € H-t, melyre y # x és |y — x| < §. Valasszunk egy a; < cf(K)-t,

melyre Xgg =Y. Ekkor persze a; > f, hiszen, ha a; < f lenne, akkor Xgy =Y F X miatt

1 , 1 . 1 .
— € S, tehat —— < M, vagyis |Xa —x| > — lenne, ami ellentmond annak, hogy
|xa<—x| |xa{—x| ¢ M

|xa( — x| =ly—x|<d§< ~- 18y a részsorozat valasztasa jo, és nyilvan az xq, =y # x

tovabbra is teljesiil. Mivel cf(K)-ig valasztjuk az elemeket, ezért (x“f)g o kofinalis
<cf(K

részsorozat.

Kell még, hogy x,, — x. Ehhez vegyiink egy & > 0-t és legyen 7 < cf(K) olyan, hogy

&, < &. Ekkor minden ¢ =n-ra |anc — x| <& < g, <g, tehat a konvergencia valoban

teljestl.

9.22. Tétel: Ha K rendezett test BW tulajdonsdgi, a,b € K,a < b és f:[a, b] = K folytonos,
akkor f korlatos.

Bizonyitas: Eldszor azt latjuk be, hogy f feliilrdl korlatos. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem
teljesiil. Ekkor nézziik a 3.3. allitas soran eldallitott (ty)g<crx) SOrozatot. Ha a < cf(K)
tetszleges, akkor a feltevésiink szerint t, nem lesz felsé korlatja f-nek [a,b]-n, igy
3x, € [a,b], amelyre f(x,) >t,. Mivel az (x4)q<crx) SOrozat minden tagja [a,b]
intervallumban van és K BW tulajdonsaga, a 9.21. lemma alapjan 3 (xas) kofinalis
éE<cf(K)
részsorozata, amely konvergens, azaz Xo, = X valamely x € K-ra. Mivel minden ¢ < cf(K)-
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ra a<xq <b, ezért a<x<b, vagyis x € [a,b]. Ekkor f folytonos x-ben (vagy

féloldalrol folytonos, ha az intervallum szélén van), igy a 9.8. allitas alapjan f (xaf) - f(x).
A konvergencia definiciojat &= 1-re felirva 3In <cf(K), hogy VE&=n-ra
|f (xaf) —f(x)| <1l igyte <f (xaf) < f(x)+ 1. Ekkor az f(x) + 1 a t, sorozat felsé
korlatja. Legyen ugyanis a < cf(K) tetsz6leges. Ekkor 3¢, < cf(K), hogy ag, = a. Legyen

& =max(é,,n). A t, sorozat monotonitdsa miatt t, < tag, = tag masrészt & =1, igy

te < tg, < f(x) + 1. Mivel a < cf(K) tetszéleges volt, ezért f(x) + 1 valdban fels6 korlat,
ami ellent mond annak, hogy a t, sorozat feliilr6l nem korlatos.

Ezzel belattuk, hogy f feliilr6l korlatos [a, b]-n. Ha f folytonos [a, b]-n, akkor a 9.9. allitas
alapjan —f is, tehat felulrél korlatos. Legyen M a —f felsé korlatja [a,b]-n. Ekkor
Vx € [a,b]-re —f(x) < M, tehat f(x) = —M, vagyis a —M j6 also korlat lesz f-re [a, b]-n.
Mivel f feliilrél és alulrol is korlatos, igy korlatos.

9.23. Tétel: Ha K rendezett test BW tulajdonsdgu, a,b € K,a < b és f:[a,b] — K folytonos,
akkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy az egyenletes folytonossag nem teljesiil, azaz 3¢ > 0,
hogy V8§ > 0-ra 3x,y € [a, b], melyekre |y — x| < & és |f(y) — f(x)| = €. Legyen € >0
fix, ami teljesiti ezt az indirekt feltevést. Ekkor § = g,-ra (3.4. éllitas konstrukcidja)
valasszunk egy x,,V, part, melyekre |y, — x,| < €, és |f(¥a) — f(x5)| = €. Mivel az
(Xa) a<cf(x) SOrozat minden tagja [a, b] intervallumban van és K BW tulajdonsagu, a 9.21.

lemma alapjan 3 (xag) kofinalis részsorozata, amely konvergens, azaz Xa; = X

£<cf(K)
valamely x € K-ra. Mivel minden ¢ < cf(K)-ra a < Xqp S b, ezért a <x <b, vagyis

x € [a, b]. EKkor f folytonos x-ben (vagy féloldalrél folytonos, ha az intervallum szélén van),
igy a 9.8. allitas alapjan f(xaf) - f(x). Masrészt mivel Va < cf(K)-ra |y, — x,| < &g,
ezért nyilvan minden ¢ < cf(K)-ra |}’af - xa€| < &g, tehdt Yo, —xq, = 0. A 2.6. dllitas
alapjan Yag = Xap T (yaf — xaf) - x+0=x, igy a 9.8. allitdst ismételten alkalmazva
f (yaf) - f(x). A  konvergencidk miatt 3n,; < cf(K), hogy V& Z=n;-re
f (xag) —f(x)| <§ és 3IAn, < cf(K), hogy V& = n,-re |f (yaf) - f(x)| < 2 Legyen
n = max(ny,n,). Ekkor n>n; miatt |f (xan) —f(x)| < s, mig n =7, miatt
f (yan) —f (x)| < % Ez alapjan
f (yan) —f (xan)| < |f (yan) - f(x)| + |f (xan) —f(x)| < % +§. Ez  ellentmondas,
hiszen Xy Ya,-t Ugy vélasztottuk, hogy | f (yan) —f (xan)| > ¢ legyen, tehat f valoban

egyenletesen folytonos [a, b]-n.
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10. K metrikus terek

10.1. Definicio: Legyen K rendezett test. EQy (X, d) part K-metrikus térnek neveziink, ha X
tetszoleges halmaz, d: X X X = K, melyekre a kovetkezo tulajdonsagok teljesiilnek:

1.Vx,yeX:d(x,y) =20ésd(x,y) =0x=y
2.Vx,y € X:d(x,y) = d(y,x)

3.Vx,y,z€ X:d(x,z) <d(x,y) + d(y, z) (Hiromszog egyenlitlenség)

10.2. Példa: Ha K rendezett test, a (K,d) K-metrikus tér, ahol Vx,y € K-ra
d(x,y) = |x —yl.

Bizonyitas: Az abszolutérték elemi tulajdonsagaibol

1. Vx,y € K-ra dlx,y)=lx—y| =0 és
dx,y) =0 |x—y|=0=x—-y=0x=y.

2.Vx,y € K-rad(x,y) = lx -yl =[-(x =) =y — x| = d(y,x).

3 Vx,y € K-ra

dx,z) =|lx—z|l=|x-y)+ @ -2 < |Ix—yl+ly—zl =d(xy) +d(y,2).

10.3. Példa: Legyen K rendezett test, n € N, akkor x = (x4, ..., x,), ¥ = (¥1, ...,¥) € K™-re
legyen d;(x,y) = Xisqlxi — ¥il és dmax(x,y) = maxiz|x; — y;|. Ekkor (K", d;) és
(K™, dhax) K metrikus terek

Bizonyitas: Nézziik meg a 3 feltételt

1. Mivel minden i=1..n-re |x;—y;| >0 tetszéleges x,y € K™-re, ezért nyilvan
di(x,y) =Xk lx —yil 20 és dpa(x,y) = maxj—|x; —y;| = 0. Egyenléség pontosan
akkor van mindkét esetben, ha Vi = 1..n-re |x; —y;| = 0, azaz x; = y;. Ez pontosan azt
jelenti, hogy x = y.

2. Minden X,y € K™-re és i=1..nre lx; — vil = lyi — xil, igy
di(x,y) = Xitqlx — yil = Xisaly — x| = di(y, %) es
dmax(xf Y) = maxlnzllxi - yll = maX?:ﬂyi - xil = dmax(y’ X).

3. A haromszog egyenldtlenséghez legyen x,y € K™. Ekkor minden i=1..n-re
lx; = zi| < |ox; — yil + |y — zil, igy
dy(x,2) = Sl — 7] < Nl — il + Shalyi — 21l = i y) + (7, 2). A max
metrika haromszog egyenldtlenségéhez legyen 1 <k <n az a hely, amelyre |x, — z|
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maximalis az |x; — z;|-k koziil. Ekkor dp..(x,z) = |xx — z;| < |xx — Vil + |1y — 2| <
Smax?=1|xl- - yil + max?:llyi - Zil = dmax(xfy) + dmax(y, Z)-

10.4. Definicio: Ha K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér, x € X ésr € K,r > 0. Akkor az x
koriili v sugaru nyilt gombnek nevezziik a B.(x) ={y € X:d(x,y) < r} halmazt és az x
kériili v sugar zart gémbnek nevezziik a B, (x) = {y € X:d(x,y) < r} halmazt.

10.5. Definicio: Legyen K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér. Egy U S X halmaz nyilt, ha
Vx € U-ra3dr > 0, hogy B,(x) € U. Egy F € X halmaz zart, ha X \ F nyilt.

10.6. Tétel: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér, akkor a = {U < X| U nyilt}
topolégiaval az (X, t) topologikus tér.

Bizonyitas: Az @-ra nyilvan teljesiill a nyiltsag feltétele, mert nincs eleme, amire
vonatkozhatna. Az X halmaz is nyilt, mivel tetszéleges x € X-re r = 1 jo, hiszen B;(x) € X.

Az unidra zartsaghoz legyen U S P(X) olyan, hogy minden U € U nyilt. Ekkor U U is nyilt
lesz. Vegylink ugyanis egy tetszleges x €U U, ekkor 1étezik U € U, amelyre x € U. Mivel U
nyilt, ezért 3r > 0, hogy B,.(x) € U SU U, tehat U U valdban nyilt.

A véges metszetre zartsaghoz legyen Uy, ..,U, €& X nyiltak valamely n € N-re ¢és
x € Niz, U;. EKkor Vi = 1...n-re x € U; és U; nyilt, igy 3r; > 0, hogy B, (x) € U;. Legyen
r = min(ry, ...,1,) > 0. Ekkor tetszéleges i-re B.(x) € B, (x) € U;, igy B.(x) € Ni=, U;.
Mivel x € NL, U; tetszbleges volt, ezért N}, U; is nyilt.

Ez alapjdn minden topologiai fogalom is értelmezhetd K metrikus terekre és azokon 1évo
objektumokra. A topologikus terek utolsé feltételét, a véges metszetre valod zartsagot viszont
erdsiteni lehet K metrikus terek esetén.

10.7. Definicio: Eqy (X,t) topologikus tér egy k szdmossdgra k-metszé, ha tetszéleges
{Uylq<k nyiltak rendszerére Nge U, is nyilt. Az (X,T) < k metszd, ha minden A < kK
szamossagra A-metszo.

Konnyen lathatd, hogy k minél nagyobb, a k-metsz6 tulajdonsag annal erésebb.

10.8. Allitas: Ha K rendezett test, akkor minden (X, d) K -metrikus tér < cf(K) metsz6.

Bizonyitas: Legyen (X, d) K-metrikus tér, A < cf(K) és minden a < A-ra U, € X nyilt. Meg
kell mutatnunk, hogy N,<; U, is nyilt. Vegyilink egy tetszéleges x € Ny Uy-t. Ekkor
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minden a <A-ra x€U, ¢és U, nyilt, igy 3r, >0, hogy B, (x) < U,. Legyen
S = {i:a < /1} C K. Mivel |S| <A< cf(K), ezért S € K nem kofinalis, IM € K fels6

Ta
korlatja. Ekkor nyilvan M > 0, legyen r = % Ekkor tetszdleges a < A-ra % =M= Tl, igy
r < 1y, igy B, (x) € B, (x) € U,. Ez minden a < A-ra igaz, igy B,(x) € Ng<p Uy Mivel x
valasztasa is tetszéleges volt, ezért N, U, nyilt.

10.9. Allitas: Ha K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér, x € X és r > 0, akkor a B, (x) nyilt
g6mb nyilt, a B, (x) zdrt gémb zdrt.

Bizonyitas: Ha y € B,.(x) tetszbleges, akkor d =d(x,y) <r, tehat r—d > 0. Ha
z€B,_4(y), akkor a haromszog egyenlOtlenség miatt
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <d+ (r—d)=r, tehat z € B.(x), azaz B,_4(y) S B,(x),
tehat r — d jo lesz B, (x) nyiltsagahoz y-ban.

A B,(x) zartsagdhoz azt kell belazni, hogy X / B.(x) nyilt. Legyen y € X / B,(x). Ekkor
d=d(x,y) >r,tehat d —r > 0. Ha z € B;_,(y), akkor a haromszog egyenlStlenség miatt
d=d(x,y) <d(x,z)+d(y,z) <d(x,z) +d —r, igy d(x,z) >r, azaz z € X / B,(x),
vagyis By_,(y) € X / B,(x), tehat d — 7 j6 lesz X / B,(x) nyiltsagahoz y-ban.

10.10. Allitas: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér, akkor ennek topologikus bdzisdt
adjak a B,(x) halmazok, ahol x € X,r > 0.

Bizonyitas: A 10.9. allitds miatt minden ilyen halmaz nyilt. Azt kell beldtnunk, hogy
tetszOleges U S X nyilt eléall ilyenek unidjaként. Ez a kovetkezd forméban all eld
U=UB,(x):x € X,r > 0,B,(x) € U}. Az egyik iranyu tartalmazas vilagos, mivel minden
x € X,r > 0-ra, amire a B,(x) a jobboldali halmazban van B, (x) € U, tehat ezek unioja is
U2U{B.(x):x € X,7r > 0,B,.(x) € U}. Masrészt, ha x € U akkor az U nyiltsiga miatt
dr >0, hogy B,(x) €U, azaz x € B,(x) CU{B,(x):x € X,r > 0,B,.(x) € U}. Mivel
x € U tetszbleges volt, ezért U CU {B,.(x):x € X,r > 0,B,.(x) € U}, tehat a két halmaz
egyenld.

10.11. Allitas: Ha K rendezett test, akkor minden (X, d) K-metrikus tér T2.

Bizonyitas: Legyen x,y € X x #y. Ekkor d =d(x,y) > 0. Nyilvan x € Ba(x) ¢és

¥y € Ba(y) és ezek a 10.9. 4llitas alapjan nyiltak. Elég belatni, hogy diszjunktak. 2Indirekt

tegyiik2 fel, hogy z € Ba(x)NBa(y). Ekkor a haromszog egyenlotlenség miatt
2 2

d=d(xy) <d(xz)+d(y,z) < %+ g =d, ami ecllentmondas, tehat B%(x) és Bg(y)

valdban diszjunktak.
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10.12. Tétel: Ha K rendezett test, akkor minden (X, d) K-metrikus tér T4.

Bizonyitas: Mivel (X,d) metrikus tér a 10.11. allitds miatt T2, ezért nyilvan T1 is, tehat
ahhoz, hogy T4 legyen elég belatni, hogy normalis. Legyen F;,F, € X zartak, melyekre
FEFNF,=0. Legyen U;={x€X:38§ >0,y€F,,d(x,y) <,Vz€F,,d(x,z) =5} ¢és
hasonléan U, = {x € X:36 > 0,y € F,,d(x,y) < 6,Vz € F;,d(x,z) = 6}. Ezekr6l latjuk
be, hogy F;, F,-t elvalaszto nyiltak.

El6szor azt bizonyitjuk, hogy F; € U;. Ha x € F; tetsz6leges, akkor F; N F, = @ miatt
x & F,, tehat x € X / F,. Mivel X / F, nyilt, ezért 3§ > 0, hogy Bs(x) € X / F,. EKkor ez a
& jo lesz x-ben U, feltételéhez y = x € F;-gyel. Nyilvan d(x,x) = 0 < § teljesiil, ha z € F,,
akkor z & Bs(x), hiszen a Bs(x) € X / F, miatt a Bs(x) N F, = @, igy d(x,z) = &, tehat
minden feltétel teljesiil, x € U;. Mivel x € F; tetszdleges volt, ezért F; € U;. Ugyanigy
belathatd, hogy F, € U,.

Most azt latjuk be, hogy U; nyilt. Legyen x € U; tetszbleges és § > 0,y € F; olyanok, hogy

d(x,y) < 6§ ésVz€F,d(x,z) > 5. Legyen s =8 —d(x,y) > 0. Azt fogjuk belatni, hogy

Bs(x) € U;. Legyen t € Bs(x), ekkor t-re ugyanazaz y € F; jo lesz 6’ = § — g-mal U;-hez.
3 3

Bgyrészt d(t,y) <d(y) +d(tx) <d@xy)+i=5-s+3= 5—§< §-2=4.

Masrészt ha z € F, tetszéleges, akkor & < d(x,z) < d(t,z) +d(t,x) <d(t,z)+ g, igy
d(t,z) > 8§ — % = §'. Ebbdl kovethezden t € U, tehat Bs(x) < U,, azaz U, nyilt. Hasonlo
3

moddon beléathatd, hogy U, is nyilt.

Végiil azt latjuk be, hogy U; N U, = @. Indirekt tegyiik fel, hogy x € U; n U,. Ekkor x € U,
miatt 36, > 0,y, € F;,d(x,y,) < 6,VZ€E€F,,d(x,z) = 6, €s x €U, miatt
36, > 0,y, €F,,d(x,y,) < 8,,Vz € F;,d(x,2) = 6,. Ekkor Yy, EF, miatt
8, < d(x,y,) < 8, és y; € F; miatt §, < d(x,y;) < &;, ami egyszerre nem teljesiilhet. Igy
ellentmondasra jutottunk, tehat U; N U, = @.

A kovetkezd 1épés soran megvizsgaljuk a zart halmazok kapcsolatait a sorozatok
konvergenciajaval.

10.13. Definicio: Ha K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér, k szamossdg és (Xg) q<ic X-beEN
futé k sorozat. Egy x € X-re azt mondjuk, hogy x, = x, ha Ve > 0,3 < k,Va = B-ra
d(x,, x) < €. Az (x,)q<i SOrozat konvergens, ha 3x € X, hogy x, — x.

10.14. Allitas: Az elébb definidlt konvergancia megegyezik a topolégia dltal indukdlt
konvergenciaval.
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Bizonyitas: Legyen (x,) <, €9y X-beli k sorozat és x € X. El6szor tegyiik fel, hogy x, = x
a 10.13. definici6 szerint. Legyen U tetszbleges nyilt, amelyre x € U. EKkkor
dr > 0,B,(x) € U. Masrészt a konvergencia miatt 38 < k,Va = B-ra d(x,, x) <r, azaz
X4 € B.(x) € U, vagyis a B jo lesz a topologiai értelemben vett konvergencidhoz U-ban. A
masik iranyba tegytik fel, hogy x, — x topoldgiai értelemben és vegylink egy € > 0-t a 10.13.
definiciohoz. Mivel x € B,(x) € X nyilt, ezért 3B < k,Va = f-ra x, € B,(x), azaz
d(xq, x) < &, tehat 8 jo lesz e-hoz a 10.13. definicidba.

Mivel minden K-metrikus tér T,, ezért a topoldgiai értelemben vett hatarérték egyértelmd,
azaz az el6bbi definicid alapjan is csak egy hatarértéke lehet egy sorozatnak.

10.15. Allitas: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér, F S X zdrt, Kk szamossdg és
(%) a<i €9y olyan k sorozat, melynek elemei F-ben vannak és x, — x valamely x € X-re,
akkor x € F.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy x € F, tehat x € X \ F. EKkor mivel X \ F nyilt, ezért
dr > 0, hogy B,.(x) € X \ F. Mivel x, — x, ezért 3B < k, hogy Va = B-ra d(x,, x) <,
jelesiil d(xg,x) <, vagyis xz € B.(x) € X \ F. Ez ellent mond annak, hogy xz € F, igy
x € F teljestl.

Ennek az allitasnak a megforditasa is igaz, s6t elég csak cf(K) hosszu szorozatokra feltenni az
allitast.

10.16. Allitas: Ha K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér, F € X olyan halmaz, hogy minden
(Xa) a<cf(x) SOrozatra, melynek elemei F-ben vannak és x, — x valamely x € X-re, akkor
x € F, akkor F € X zart.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy F nem zart, azaz X \ F nem nyilt. A definici6 alapjan ez
azt jelenti, hogy 3x € X \ F , hogy Vr > 0-ra B,.(x) € X \ F , azaz B,.(x) N F # @. Vegyik
a 3.4. allitds soran megkonstrualt (£q)q<cr(x) sorozatot és valasszunk egy x, € B, (x) N F
elemet. EKkor az (xg)g<crx) SOrozat elemei F-ben vannak. Masrészt x, — x. Vegyiink
ugyanis egy € > 0-t. Ekkor van egy f < cf(K), amelyre ez < . Ha a = f8 tetsz6leges, akkor
Xq € Be (%), tehat d(x4,x) < g4 < g <, tehat x, — x valdban teljesiil. De a feltétel
szerint ekkor x € F,de x € X \ F, ami ellentmondas, igy F valoban zart.

10.17. Definicio: Ha K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér, k szamossdg és (Xg) q<ic X-beEN
futé x sorozat, akkor az x, sorozat Cauchy, ha Ve > 0,38 <k, hogy Va,y = B-ra
d(xa,xy) <e.
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A rendezett testeken a 2.18. allitas alapjan minden konvergens sorozat Cauchy, ennek a
bizonyitasa pontosan atvihetd K-metrikus terekre is. Ez alapjan lesz értelme a kovetkezo
definicionak. Az is igaz lesz, hogy elég a cf(K) hossza Cauchy sorozatokat nézni, hiszen a
mas regularis hosszi Cauchy sorozat itt is stabilizalédni fog.

10.18. Definicié: Ha K rendezett test, az (X, d) K-metrikus tér teljes, ha minden (X4) g<cf(x)
Cauchy sorozat konvergens.

Ha (X,d) K-metrikus tér és A € X tetszbleges halmaz, akkor az (A4,d|4x4) is nyilvan K
metrikus tér. Az is vilagos, hogy a megszoritott metrika szerinti topoldgia az A-n megegyezik

crer

beszélhetiink teljességrol.

10.19. Allitas: Ha K rendezett test, (X, d) teljes K-metrikus tér és F S X zart, akkor F is
teljes.

Bizonyitas: Legyen (xu)a<cfx) F-ben futd Cauchy sorozat. Mivel a Cauchy sorozat
ezért Ix € X, hogy x, — x, de a sorozat elemei F-ben vannak és F zart, igy a 10.15. allitas
miatt x € F, tehat az x,, sorozat az altéren is konvergens, vagyis F teljes.

10.20. Allitas: Ha K rendezett test, az (X, d) K-metrikus tér és F € X teljes, akkor F zdrt.

Bizonyitas: A 10.16-os allitas feltételét fogjuk belatni F-re. Tegyiik fel, hogy (x4)g<crx) F-
ben futd sorozat, amelyre x, — x valamely x € X-re. Ekkor persze az x, sorozat konvergens
igy Cauchy és F pedig teljes, ezért 3y € F hogy x, — y. Ez a konvergencia viszont X-ben is
érvényes, ¢€s egy K metrikus térben egy sorozatnak csak 1 hatarértéke lehet, igy x =y € F.
Mivel az (x)q<crx) tetszbleges F-ben futd sorozat volt, ami X-ben konvergens, a 10.16.
allitas alapjan F € X zart.

10.21. Definicio: Legyen K rendezett test és (X,dy),(Y,dy) K-metrikus terek és f:X - Y
egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos, ha Vx € X,e > 0,38 > 0, hogy
vx' € X-re melyre dy(x,x") < & arrady(f(x), f(x)) < e.

10.22. Allitas: Az eldbb definidlt folytonossig megegyezik a topolégiai értelemben vett
folytonossaggal, azaz, hogy minden U €'Y nyiltra f~1(U) € X nyilt.
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Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy f folytonos a 10.21.-es definicio szerint és legyen
U CY nyilt. Azt kell belatni, hogy f~1(U) is nyilt. Vegyiink egy x € f~1(U)-t. Ekkor
f(x) € U és U nyilt, ezért Ir > 0, hogy B,(f(x)) € U. A folytonossdg miatt 35 > 0, hogy
vx' € X-re melyre dy(x,x') <&, dy(f(x),f(x")) <r. Ez azt jelenti, hogy tetszSleges
x' € Bs(x)-re  f(x) € B.(f(x)) €U, vagyis x €f *(U). Ez azt jelenti hogy
Bs(x) € f~1(U), azaz f ~1(U) nyilt, vagyis f topoldgiai értelemben folytonos.

A masik iranyba legyen f topologiai értelemben folytonos, és vegylink egy x € X-et és
e > 0-t. Mivel a Bg(f (x)) CY nyilt é f topologiai értelemben folytonos, ezért

£ (Be(F(®))) < X is nyilt és nyilvan x € F~1(f(x)) € £~ (B(f(x))). igy 36 > 0, hogy
Bs(x) Ef_l(Bs(f(x))). Ez a § j6 lesz a 10.21-es definiciohoz x-ben e-hoz. Legyen
ugyanis x' € X, melyre dy(x,x") <&8. Ekkor x' € Bs(x) € f! (Bg(f(x))), igy
f(x) € Be(f(x)), vagyis dy (f(x), f(x) < e.

A kovetkezokben a kompaktsag fogalmat fogjuk altalanositani.

10.23. Definicio: Az (X, 1) topologikus tér k-kompakt egy k szamossdgra, ha minden U nyilt
fedéshez (azaz U olyan halmaz, amelnek minden eleme az X nyilt részhalmaza és U U = X)
létezik A < k és a < A-ralU, € U, hogy Ug<y Uy, = X.

Koénnyen lathato, hogy k minél kisebb szdmossag, a k-kompaktsag annal erdsebb. Az w-
kompaktsag a hagyomanyos értelemben vett kompaktsagot jelenti, az w;-kompaktsag pedig a
Lindelof-féle fedési tulajdonsagot. Itt is vizsgalhaté egy K € X halmaz k-kompaktsaga, ami
azt jelenti, hogy az altér topologidban k-kompakt. Ez az eredeti topoldgidban ugy
fogalmazhaté meg, hogy ha U olyan halmaz, amelynek elemei nyiltak és UU 2 K, akkor
A <késa<AraU, €U hogy Ugc Uy 2 K.

10.24. Allitas: Ha (X, ) topologikus tér k-kompakt és F S X zdrt, akkor F is k-kompakt.

Bizonyitas: Legyen U tetszdleges olyan halmaz, amelynek elemei nyiltak és U U 2 F. Ekkor
Az X\ F nyilt, igy az U' =UU{X\ F} halmaz elemei is nyiltak, és U < U' miatt
FCUUCUTU és X\FeU miatt X\ F SUU’', tehat X =F U (X \ F) CUU’, vagyis
UU = X. Mivel az X k-kompakt, ezért 31 < k és minden a < A-hoz U, € U’ , melyekre
Ug<i1Uq = X. Legyen minden a < A-ra U', =U, ha U, € U és U', € U tetszbleges, ha
U, =X \ F. Kell, hogy ez jo lesz, tehat F € U, U, '. Ha x € F tetszdleges, akkor persze
X €X =Ugc1 Uy, igy Ja < A, hogy x € U,. Ekkor persze U, = X \ F nem lehet, hiszen
xX€EF, igy x¢X\F, igy U, €U, vagyis x €U, =U'y, S Uy U,’. Mivel x€F
tetsz6leges volt, igy F € Ug<y Uy ', tehat F is k-kompakt.
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10.25. Allitas: Ha (X, T) fopologikus tér T2 és < k metszd, akkor minden K S X k-kompakt
halmaz zart.

Bizonyitas: Azt kell belatni, hogy X \ K nyilt. Topologikus terekben ez ekvivalens azzal,
hogy minden pontjanak tartalmazza egy nyilt kdrnyezetét, azaz Vx € X \ K-hoz 3V € X
nyilt, hogy VS X\ K és x € V. Legyen x € X \ K tetszdleges. Mivel X T2, ezért minden
Y € K-ra vehetiink Uy, V, nyilt halmazokat, melyekre y € U,,x €V, és U, NV}, = @. Legyen
U = {U,:y € K}. EKkor U elemei nyiltak, és minden y € K-ray € U, CU U, tehat K U U.
Mivel K k-kompakt, ezért IA < k és a < A-ra U, € U, hogy U,<y U, 2 K. Legyen a < A-ra
Yo Olyan, hogy U, = U, _. Legyen V = Ny V. Mivel a topologikus tér < k metszd, és a
V,,, halmazok nyiltak, ezért V is nyilt. Nyilvan x € V is teljesiil, hiszen x € V,,, minden a < 4.
Azt kell még belatni, hogy ¥V € X \ K. Indirekt tegyiik fel, hogy VNK # @ és y eV NK.
Ekkor y € K € Ug<p U, miatt 3a < 4, hogy y € U, = U, , méasrészt y €V SV, , azaz
y € Uy, NV, = @,aminem lehet, azaz valoban V € X \ K. Ekkor X \ K nyilt, tehat K zért.

A 10.8. allitasbol tudjuk, hogy ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér, akkor < cf(K)
metsz6, a 10.11. allitas miatt pedig T2, igy k < cf(K)-ra a k kompakt részhalmazai zartak.
Késébb latni fogjuk, hogy a k < cf(K) feltétel itt nagyon fontos, ugyanis nagyobb
szamossagokra teljesen masképp fognak viselkedni a x-kompakt halmazok.

10.26. Allitas: Ha (X, 1), (Y, ") topologikus terek, f: X — Y folytonos és K € X k-kompakt
valamilyen k szamossdagra, akkor f(K) S Y is k-kompakt.

Bizonyitas: Legyen U < P(Y) nyilt halmazok rendszere, melyre U U 2 f(K). Legyen
V ={f"1(U):U € U}. Mivel f folytonos és a V minden eleme nyilt sképe, ezért nyilt.
Ekkor tetszOleges x € K-ra f(x) € f(K) SUU, tehat U € U, hogy f(x) € U, tehat
x € fTY(U) cuV, igy K SUV. Mivel K k-kompakt, ezért 91 < k és Va < A-ra V, € V,
hogy Ug<iVy 2 K. Legyen a < A-ra U, € U olyan, hogy V,, = f~1(U,). Azt fogjuk belatni,
hogy Ug<a U, 2 f(K). Legyen y € f(K) tetszbleges. Ekkor 3x € K, hogy f(x) = y. Mivel
x €K S UgcrVa, gy Ja <k, hogy x €V, = f71(Uy), igy ¥ = f(x) € Uy € Ugcr Uq-
Mivel y € f(K) tetsz6leges volt, ezért az U,y U, 2 f(K) valdban teljesiil, igy f(K) is k-
kompakt.

A tovabbiakban a rendezett testek feletti metrikus terek x*-kompaktsagat fogjuk vizsgalni,
ahol k > cf(K). Az ezzel kapcsolatos allitasokat minden esetben a leheté legaltalanosabb
moédon bizonyitjuk €s a végén Osszefoglaljuk egy tételben.

10.27. Definicié: Ha (X, 1) topologikus tér, akkor az S € X, siirii, ha VU € X, U #+ @ nyiltra
SNU # Q. Az X tér k-szepardbilis, ha S € X siird, amelyre |S| < k
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10.28. Allitas: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér k-szepardbilis, ahol k = cf(K),
akkor minden A C X is k-szeparabilis.

Bizonyitas: Legyen S € X siirti és H = {(x, @):x € S, a < cf(K), B, (x) N A # @}. Nyilvan
Hc S xcf(K), igy |H| <|S X cf(K)| = |S|cf(K) < kcf(K) < k? = k. Minden (x,a) € H
parra legyen t(x,a) € B, (x) N A tetszdleges és T = {t(x,a), (x,a) € H}. Ekkor nyilvan
T € A, hiszen minden elemét onnan valasztottuk és |T| < |H| < k. Azt kell még belatni,
hogy T € A stiri. Legyen V € A az altér topoldgiaban nyilt halmaz, ekkor V=UNA
valamely U € X nyiltra. Ha V # @, akkor legyen y € V <€ U. Mivel U nyilt az X-ben, ezért

dr < 0, hogy B,(y) € U. Legyen a < cf(K) olyan, hogy &, < g Mivel B, (y) € X nem
tires nyilt és S € X siirti, ezért B, (y) NS # @, legyen x € B, (y) N S. Ekkor egyrészt x € S,
masrészt d(x,y) < &q,1gy ¥ € Be (x) N A, azaz B, (x) N A # @, tehit (x,a) € H. Vegyiik a
t(x,a) eT-t. Erre d(t(x,a),y) <d(t(x,a),x)+d(xy) <ée,+¢e, < g +£ =r, gy
t(x,a) € B.(y) € U. Masrészt nyilvan t(x,a) € A, igy t(x,a) eUNA =V, tehat
VNT # @ .Mivel V C A tetsz6leges nem lires nyilt volt, ezért T S A valdban strd.

10.29. Allitas: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér k-szepardbilis, ahol k > cf(K),
akkor létezik B € T topologikus bazis, amelyre |B| < k.

Bizonyitas: Legyen S <X siirli, |S|<k é B={B, (x):x €S a<cf(K)}. Ekkor
|B| < |S x cf(K)| = |S|cf(K) < kcf(K) < k? = k. Kell, hogy ez béazis. Ehhez elészor azt
latjuk be, hogy ha U € X nyilt és y € U, akkor 3V € B, amelyre y € V € U. Mivel U nyilt,
ezért Ir > 0, hogy B,.(y) € U. Legyen a < cf(K) olyan, hogy ¢, < g Mivel B, (y) € X
nem ires nyilt és S € X siirli, ezért B, (y) NS # @, legyen x € B, (y) nS. Legyen
V=B, (x) € B. Ekkor egyrészt x € B, (y), igy d(x,y) <¢g,, tehit y € B, (x) =V,
masrészt Vz € V-re d(x,z) <&, igy d(y,z) <d(x,y)+d(x,z) <e, +¢e, < g + g =r,
azaz z € B.(y) € U, vagyisV c U.

Legyen most U € X tetsz6leges nyilt. Ekkor U =U {V € B,V < U}. A jobboldali halmaz
minden V elemére V € U, igy ezek unidja is, vagyis a U 2U {V € B,V € U} tartalmazas
trivialis. A masik iranyba legyen y € U tetszbleges, ekkor 3V € B, amelyre y e V. C U. Ez a
V benne van a jobboldali halmazban, igy y benne van az unidhalmazaban. Ez minden y € U-
ra igaz, igy U €U {V € B,V C U}, a kétirAnyu tartalmazas miatt a két halmaz egyenld. Mivel
tetszOleges U nyiltat fel tudtunk irni B-beliek unidjaként, ezért B valdoban bazis.

10.30. Allitas: Ha (X, T) topologikus tér, k szamossdg és létezik B S T bdzis, melyre |B| < k,
akkor X k* kompakt.

Bizonyitas: Legyen (V,),<, @ B elemeinek felsorolasa (ha |B| < k, akkor szerepelhet egy
halmaz tobbszor is, de mindet felsoroljuk legalabb egyszer). Vegyiink egy tetszéleges
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U < P(X) halmazt, melynek elemei nyiltak és U U = X. EkKkor k < k* nylivan teljesiil. Egy
a < k-ralegyen U, € U olyan, amelyre V, < U,, ha van ilyen, ha nincs akkor legyen U, € U
tetszéleges. Kell, hogy Uy« U, = X. Legyen x € X =U U tetszdleges, ekkor IU € U,
amelyre x € U. Mivel U nyilt, felirhaté bazisnyiltak unidjaként, és ebben a felirasban lesz egy
V € B, melyre x € V ésV C U is nyilvan teljesiil. Ekkor van egy a < k, melyre V =V, tehat
V,=V cU, ahol U € U. Ez azt jelenti, hogy U,-t is ugy valasztottuk, hogy V, € U,
teljesiiljon, azaz x €V =V, S U, € Uy, U,. Mivel x € X tetszéleges volt, ezért
X € Uger Uy, igy nyilvan U<, U, = X, tehat X k*-kompakt.

A 10.29. és 10.30. allitasokat egyesitve azt kapjuk, hogy ha K rendezett test, (X,d) K-
metrikus tér k-szeparabilis valamely k > cf(K) szamossagra, akkor x*-kompakt. Vegyiik
¢szre, hogy ez a Lindelof-tétel messzemend altalanositdsa. A 10.28. 4llitds miatt minden
A C K részhalmaz is k-szeparabilis, igy azok is k* kompaktak, vagyis a 10.25. allitasnal
tényleg sziikséges volt a k-ra vonatkozo6 feltétel. A kovetkezékben megnézziik a megforditast
IS.

10.31. Definicié: Ha K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér és € € K, > 0, akkoraz L € X
&-hadlo, haVx € X,3y € L, hogy d(x,y) < e.

10.32. Allitas: K rendezett test k tetszéleges szamossdg, és (X, d) K-metrikus tér k-kompakt,
akkor Ve > 0-ra 3L € K e-hdlo, amelyre |L| < k.

Bizonyitas: Legyen & > 0 tetszbleges és U = {B.(x):x € X}. Ekkor U elemei nyiltak és
Vx € X-re x € B(x) SUU, igy UU. Ekkor a k-konpaktsag miatt 34 < k és a < A-ra
U, € U, hogy Ugci U, = X. Mivel minden a < A-ra U, € U, igy az ‘U definicidja alapjan
Jy, € X, hogy U, = B:(y,). Legyen L = {y,: @ < A}. Ekkor nyilvan |L| < 1 < k. Azt latjuk
be, hogy L e-halé. Legyen x € X = Uy U, tetszéleges, ekkor 3Ja <A, hogy
x € U, = B:.(y,), tehat d(x, y,) < € és y, € L, igy L valdban &-halo.

Ha ezt az allitast k helyett k™ -ra irjuk fel, akkor azt kapjuk, hogy ha (X,d) k* kompakt és
€ > 0, akkor 3L € X £-halo, melyre |L| < k%, azaz |L| < k.

10.33. Allitas: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér és xk = cf(K) olyan szdmossdg,
hogy Ve > 0-ra AL € X &-halo amelyre |L| < k, akkor X k-szeparabilis.

Bizonyitas: Legyen a < cf(K)-ra L, € X €,-halo, amelyre |L,| < k és legyen S = Uyey Lg.
Ekkor nyilvan [S| < Yocen)lLal < Ta<eiy k& = cf(K)k < k? = k. Azt kell még belatni,
hogy S € X sirli. Legyen U € X,U # @ tetszbleges nyilt. Vegyiink egy x € U-t. Mivel U
nyilt, 3r > 0, hogy B,(X) € U. Legyen a < cf(K) olyan, hogy &, < r. Mivel L, &,-halo,
ezért Y € Ly © UgerLg =S, hogy d(x,y) <e, <r , igy y € B,(x) €U. Ekkor
yeUnS,tehat U NS # @, vagyis S € X tényleg siir(.
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Az el6z6 2 allitassal a korabbi kovetkeztetésiink megfordithatd, vagyis ha K rendezett test,
(X, d) K-metrikus tér k" -kompakt valamely x > cf(K) szamossagra, akkor k-szeparabilis. Az
ilyen tereknek van egy tovabbi érdekes tulajdonsaga is.

10.34. Definicié: Ha (X,1) topologikus tér, az A S P(X)-et antilancnak nevezziik, ha
D& A YUEA nyilt és YU VEA, U+V-re UNV =0Q. Az X teljesiti a k- antilanc
feltételt egy k szammossdgra, ha minden A S P(X) antilancra |A| < k.

10.35. Allitas: Ha (X, 1) topologikus tér, k olyan szamossag, hogy VA S X k*-kompakt,
akkor X teljesiti a k antilanc feltételt.

Bizonyitas: Legyen A € P(X) antilanc és A =U A. Ekkor az A egy nyilt halmazokbdl allo
rendszer, amelynek az unidja fedi A-t, igy az A k*-kompaktsaga miatt 31 < k* és a < A-ra
U, € A, hogy Uy Uy 2 A. Ekkor nyilvan A < k. Azt fogjuk belatni, hogy minden U € A
szerepel az U,-k kozott. Legyen U € A tetszéleges, mivel A antilanc, @ € A, igy U # 0.
Vegyiink egy tetszdleges x € U-t. EKkor x € U CU A = A, igy Ja < 4, hogy x € U,. Ekkor
U, = U, ugyanis ha nem igy lenne, akkor U,U, € A miatt U N U, = @ lenne, de ez nem
lehet mert x € U N U,,. Ez azt jelenti, hogy minden U € A-hoz van egy a < A, hogy U, = U.
Legyen f:A — A olyan fiiggvény, hogy VU € A-ra Usy) = U. Ekkor ha U,V € A-ra
fU) = f(V), akkor U = Usyy = Upyy =V, tehidt az f: A — A injektiv, igy [A| < 1 < k.
Mivel A < P(X) tetsz6leges antilanc volt, ezért X teljesiti a k-antilanc feltételt.

10.36. Allitas: Ha K rendezett test, k szamossdg és az (X,d) K-metrikus tér teljesiti a k-
antilanc feltételt, akkor Ve > 0-ra 3L € K &-halo, amelyre |L| < k.

Bizonyitas: Legyen € > 0 tetszOleges. Nevezziink egy D € X részhalmazt e-diszkrétnek, ha
vx,y €D, x # y-ra d(x,y) = . Legyen D = {D C X, D e-diszkrét}. Nyilvan @ € D, igy
D + 0. Legyen L € D a tartalmazasra nézve lanc. Ekkor U £ € D. Azt kell belatni, hogy U £
is e-diszkrét. Legyen x,y €U L, x # y. Ekkor 3D;,D, € L, hogy x € D,,y € D,. Mivel L a
tartalmazasra nézve lanc, ezért D; € D, vagy D, € D; telsejiil. A szimmetria miatt
feltehetjik, hogy D; € D,, igy x,y € D,. Mivel D, e-diszkrét, ezért d(x,y) = &, vagyis U L
IS e-diszkrét.

A Zorn-lemma miatt 3L € D tartalmazasra nézve maximalis elem. Ekkor L &-halo. Indirekt
tegyiik fel, hogy nem az, ekkor 3z € X, hogy Vx € L-re d(z,x) = €. Ekkor nyilvan z & L,
mert kiilonben a d(z,z) = 0 < & miatt megsértené a feltételt, igy L U {z} D L. Masrészt
LU {z} is e-diszkrét. Legyen ugyanis x,y € L U {z}, x # y. Ha x,y egyike sem z, akkor
x,y €L, igy d(x,y) = e. Ha valamelyikiik z, a masik L-ben van, akkor az indirekt
feltevésiink miatt teljesiil. Ez azt jelenti, hogy LU{z}€ D, ami ellent mond L
maximalitasanak, igy L valoban e-halo.
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Kell még, hogy |L| < k. Legyen A = {Bg(x):x € L}. Ekkor nyilvan |A| = |L|. Azt fogjuk
2

belatni, hogy A antilanc. Nyilvan A elemei nem iiresek és nyiltak. Legyen U,V € A, U # V.
Ekkor 3x,y € L, hogy U = Be(x),V = Be(y) és U # V miatt nyilvan x # y. Mivel L &-
2 2

diszkrét, ezért d(x,y)=>e. Ekkor UNV =@. Indirekt tegyik fel, hogy
z€UNV =Be(x) NBe(y), azaz d(x,2),d(y,z) < g De ez azt jelenti, hogy
2 2

d(x,y) < d(x,2) +d(y,2) <> +>=¢ ami nem lehet, mert d(x,y) 2 ¢. fgy UnV =,

azaz A valoban antilanc. Ekkor a k-antilanc feltétel miatt |L| = |A| < k és ezt akartuk
belatni.

Az Osszes eddigi allitast 6sszegezve a kdvetkezot kapjuk.

10.37. Tétel: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér és k = cf(K) szamossag, akkor a
kovetkezok ekvivalensek:

1. X k-szepardabilis

2.VA € X k-szeparabilis

3. 3B bazisa X-nek, amelyre |B| < k

4. X k*-kompakt

5. VA € X k*-kompakt

6. X teljesiti a k antilanc feltételt

7.Ve > 0-radl € X e-hdlo, amelyre |L| < k
Bizonyitas: A 10.27-10.36 allitasokbol

Vegyiik észre, hogy ha K rendezett test, akkor 2(K) szeparabilis és a K-ra mint 6nmaga feletti
K-metrikus térre ezt a tételt hasznalva az antilanc feltételre a 6.18. tétel is kdvetkezik.

A kovetkezOkben a cf(K) kompaktsagot fogjuk vizsgalni. Ez 1ényegesen masképp viselkedik,
mint a cf(K)*-ra és nagyobb szdmossagokra valo kompaktsag. Mig a 10.37. tétel alapjan a
cf(K)* kompaktsag a K-metrikus terek minden részhalmazara atterjed, addig, ha (X,d) K-
metrikus tér cf(K)-kompakt, akkor a 10.25. allitds miatt ennek csak a zart részhalmazai
lehetnek cf(K)-kompaktak, de a 10.24. allitas miatt ezek valdban olyanok. A szokasos
metrikus tereknek a kompaktsagnak a zartsagon kiviil van még egy sziikséges feltétele, ami itt
is igaz.

10.38. Allitas: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér cf(K)-kompakt, akkor korldtos,
azaz AM € K korlat, hogy Vx,y € X-red(x,y) <M
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Bizonyitds: Legyen z € X egy tetsz8leges pont és U = {B,_(2):a < cf(K)}, az U elemei
nyiltak. Ha x € X, akkor 3a < cf(K), hogy t, > d(x, z), hiszen a (t,) <, kofinalis K-ban.
Ez azt jelenti, hogy x € By (z) SUU, igy UU =X. Mivel X cf(K)-kompakt, ezért
A< cf(K) és & <A-ra Us €U, hogy Usgcy Us = X. Ekkor minden & < A-hoz Ur €U
vélaszthatunk egy ag < cf(K)-t, hogy Ug = Bt,, (2). Legyen B = sup{as:¢& < A}. Mivel

|{a§: &< /’l}| < A < cf(K) és cf(K) regularis, ezért ez a halmaz nem lehet kofinalis cf(K)-
ban, vagyis B <cf(K). Ha § <A tetszéleges, akkor a; <[ miatt ta, < tg, igy
Ug = Btag(z) c Btﬁ(z). Ekkor ezek unidjara is X = UgcyUr € Btﬁ(z), azaz Vx € X-re

d(x,z) < tg.

Legyen M =2t;. Ha x,y € X tetszOleges, akkor a haromszdg egyenlStlenség miatt
d(x,y) <d(d,z) +d(y,z) < tg + tg = M, tehat X korlatos.

A teljesen korlatossaghoz is bizonyithatd hasonld, méghozza a 10.32. allitast k¥ = cf(K)-ra
alkalmazva azt kapjuk, hogy Ve > 0-ravan L € X e-halo, amelyre |L| < cf(K).

Ismert, hogy metrikus terek pontosan akkor kompaktak, ha minden benniik futd sorozatnak
van konvergens részsorozata. Ennek megfeleld tételt is tudunk ebben az altalanos esetben
bizonyitani.

10.39. Allitas: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér, (Xa) a<ct) X-ben futé cf(K)

sorozat és x € X, akkor El(xaf) kofindlis részsorozata, hogy Xqp = X, Vagy

E<cf(K)
Ir > 0,8 < cf(K), hogy Va = f-rad(x,,x) > .

Bizonyitas: Tegyik fel, hogy a 2. lehet6ség nem teljesiil, azaz Vr > 0,8 < cf(K)-hoz
Ja < cf(K),a = B, hogy d(x,,x) <1, és ebbdl belatjuk, hogy létezik ilyen részsorozat.
Transzfinit rekurzioval konstrualjuk meg ezt a részsorozatot. Legyen { < cf(K) és tegyiik fel,
hogy minden ¢ < {-ra az-t mar kivalasztottuk. Legyen B = sup{af:f < (} + 1. Mivel
|{a$: E<¢ }| < |{] < cf(K) és cf(K) regularis, ezért ez a halmaz nem lehet kofinalis cf(K)-
ban, vagyis B < cf(K). A feltevésiinket erre a f-ra és r = &;-ra hasznalva Ja = 8, hogy

d(xq,x) < &;. Legyen a; tetszdleges ilyen. Az igy konstrualt sorozatra, ha § < ¢, akkor
ar <ag+1<p < a; a konstrukciéo miatt, igy (xaf)&cf(x) valoban részsorozat ¢s mivel
cf(K)-ig indexelt, ezért kofinalis is. Kell még, hogy x, f X Vegyiink egy € > 0-t és legyen

n < cf(K) olyan, hogy &, < e. EKkor ha & > 7 tetszéleges, akkor az a; konstrukidja miatt

d (xaf, x) < & < & <& Mivel e > 0 tetszéleges volt, ezért Xap = X valdban teljesiil.

79



10.40. Tétel: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér cf(K)-kompakt, (x4)q<crx) X-0EN

futo cf(K) sorozat, akkor 3 (x“f) kofindlis részsorozata, amely konvergens.
éE<cf(K)

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy nincs ilyen részsorozat, azaz semmilyen x € X-re nincs
(xas)& kofinalis részsorozat, hogy Xgp = X. Ez azt jelenti, hogy Vx € X-re a 10.39.
cf(K)
allitasban a 2. lehet6ség teljesiil, azaz 3r, > 0, B, < cf(K), hogy Va = B,-re d(x,, x) = 1.
Legyen U = {Brx (x),x € X}. Ennek elemei nyiltak és nyilvan tetszleges x € X-re
x € B, (x) CUU, tehat UU = X. Mivel X cf(K)-kompakt, ezért 34 < cf(K) és a < A-ra
U, €U, hogy Ug<y U, = X. Legyen minden a < A-ra y, € X olyan, hogy U, = Brya(ya),
ilyen mindig valaszthatd, hiszen U, € U, és legyen B = sup{ﬁya: a < 1}. Mivel
|{:Bya: a < /1}| < A < cf(K) és cf(K) regularis, ezért ez a halmaz nem lehet kofinalis cf(K)-
ban, vagyis B < cf(K), vagyis xz € X 1étezik. Ha a < A tetsz6leges, akkor f = f, ~miatt
d(x[;,ya) > 1y,, I8y Xp € By (Vo) = Uy. Ez minden a < A-ra igaz, igy az unidjuknak sem
eleme, xg € Ug<a Uy = X, ami nyilvan ellentmondas. gy mégis az elsd eset teljesiil, azaz

3 (xa ) konvergens kofindlis részsorozata.
¢/ g<cf(k)

Ennek kovetkezményeként felirhat6 a kovetkezd is.

10.41. Allitas: Ha K rendezett test, (X, d) K-metrikus tér cf(K)-kompakt, akkor teljes.

Bizonyitas: Legyen (xo)q<cx) X-ben futé Cauchy-sorozat. A 10.40. tétel miatt

3 (xag)(f - kofindlis részsorozata, amely konvergens, azaz Xgp = X valamely x € X-re.
<cf(K

Azt kell belatnunk, hogy x, — x. Legyen & > 0 tetszbleges. Mivel az x, sorozat Cauchy,
ezért legyen B < cf(K) olyan, hogy Va,y > B-ra d(x4, x,) <§. Mivel x,, > x, ezért

An < cf(K), hogy V¢ = n-rad (xaf,x) < 2 Legyen & < cf(K) tetsz6leges olyan, hogy & =1
¢s a; = f. Ha a = B, akkor a,a; = B miatt d (xaf,xa) < % ¢s &€ = n miatt d (xaf,x) < g
igy d(xq,x) <d (xag,xa) +d (xaf,x) < % + % = &. Mivel @ > p tetszbleges volt, ezért B j6

lesz a konvergenciaba e-hoz, tehat x, — x valdban teljesiil.

A kovetkezdkben latni fogjuk, hogy a 10.40. tétel megforditasa is igaz.

10.42. Tétel: Ha K rendezett test, (X,d) K-metrikus tér olyan, hogy V(xq)g<cix)-nNak
3 (xa f) konvergens kofinalis részsorozata, akkor X cf(K)-kompakt.
é<cf(K)

Bizonyitas: ElGszor azt 1atjuk be, hogy Ve > 0-ra AL € X e-halo, amelyre |L| < cf(K). A
10.36. allitas bizonyitasanak elsé fele alapjan 3L € X e-diszkrét e-halo. Ez jo lesz, ugyanis
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indirekten tegytk fel, hogy |L| = cf(K). Ekkor valaszthato a < cf(K)-ra x, € L, hogy
@ #f<cfK)ra x,#x5. A tétel feltételei miatt ekkor 3 (xq,) kofinalis
é<cf(K)

részsorozata, amely konvergens, azaz Xgp = X valamilyen x € X-re. A konvergencia miatt
E . . & , g ,

In < cf(K), hogy V& > n-ra d (xas,x) <, jelesill d (xan,x) <;éd (xanﬂ,x) <, igy
& & r r - r

d (xan,xanﬂ) <d (xan,x) +d (xanﬂ,x) <;ts;=e Masrészt L e-diszkrét,

Xapr Xay,, €L & Xo # Xq,,,, igy d (xan,xanH) > ¢. Ez ellentmondas, igy |L| < cf(K)

teljesiil.

Mivel X-ben Ve > 0-ra 3L € X €-hald, amelyre |L| < cf(K), s6t még < is, ezért a 10.37.
tételt k = cf(K)-ra alkalmazva azt kapjuk, hogy X cf(K)*-kompakt. Ez még gyengébb annal
amit bizonyitani akarunk, de ennek segitségével mehetiink tovabb. Legyen U S P(X) olyan,
halmaz, amelynek elemei nyiltak és UU = X. Ekkor a cf(K)* kompaktsdg miatt
I < cf(K)* és a < A-ra U, € U, hogy Ugeci U, = X. Ha A < cf(K), akkor ez a rendszer a
cf(K) kompaktsaghoz is jo, igy a tovabbiakban feltehetd, hogy A = cf(K). Ha valamilyen
B < cf(K)-ra Ug<p Uy = X, akkor legyen |B| =1 szémossag, amelyre nyilvan 7 < cf(K).
Legyen f:7 — B bijekcid és a < t-ra V, = Usq) € U. Mivel f bijekcid, ezért nyilvan
Ua<t Vo = Ua<r Ure) = Ua<p Ug = X, tehit a T < cf(K) és a < 7-ra V;, j6 rendszer lesz a
cf(K)-kompaktsaghoz X-re.

Tegyiik most fel, hogy ez sem igaz, azaz VS <cf(K)-ra Ug<pU, # X, tehat
Fg = X\ Ug<p Uy # 0. AZ F, halmazok nyilvan zartak is, hiszen Ugy<p U, nyilt, igy Fp zart.
Ezen kiviil, ha B<vy, akkor nyilvan Ua<p Ua € Ug<y Ugs igy
E, =X\ Uacy Uy € X\ Ugcp Uy = Fg. Minden a < cf(K)-ra valasszunk egy x, € F-t.

Alkalmazzuk a tétel feltételét az (x,) q<cf(x) részsorozatra. E szerint 3 (xaf)f © kofinalis
<cf(K

konvergens részsorozata, legyen x € X, melyre Xgp = X. Ha a > cf(K) tetszOleges, akkor

mivel Xo, kofindlis részsorozat, 3¢ < cf(K), hogy a; = a. Ekkor minden ¢ > {-ra

as = a; = a, igy Xop € Fyp € Fy. Ez azt jelenti, hogy az (x“f)qu(x) sorozat elemei egy

ponton tal F,-ban vannak és F, zart, vagyis a 10.15. allitast alkalmazva x € F,. Ez minden
a < cf(K)-ra igaz. Masrészt mivel x € X Ugecrx)Uq, ezért 3P < cf(K), hogy
X €Up S Ug<pt1Uq €8 x € Fgiq = X\ Ug<ps1Uq. Mivel ez a két halmaz egymas
komplementere, igy x nem lehet benne mindkettdben. Ez ellentmondas, igy ez az eset nem
lehet, csak az lehet, hogy X cf(K) kompakt.

Ennek kovetkezménye a kovetkezo tétel is.

10.43. Tétel: Ha K rendezett test BW tulajdonsagu és F € K korlatos és zart, akkor cf(K)-
kompakt.
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Bizonyitas: Legyen a € K az F also korlatja és b € K a fels6 korlatja. Ekkor nyilvan a < b
és F S [a, b]. Ha (xg)q<cfx) tetszéleges F-ben futd sorozat, az nyilvan [a, b]-ben fut, igy a

9.21. lemma miatt 3 (x“s‘)f . kofinalis, konvergens részsorozata., azaz 3x € K, hogy
<cf(K

Xq, = X. Mivel az Xa; F-ben fut és F zart, ezért a 10.15. allitas miatt x € F, vagyis az

3
(x“f)g . sorozat F-en beliil is konvergens. Ekkor alkalmazhatjuk a 10.42. tételt, miszerint
<cf(K

F cf(K)-kompakt.
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11. Artin-Schreirer tétel

11.1. Allitas: Legyen R rendezett integritdsi tartomdny. Ekkor ha n € N-re és a, ..., a, € R-
re melyekre a? + --- + a2 = 0 teljesiil, akkor a; = ---a, = 0.

Bizonyitas: Vegyiink ay,...,a, € R elemeket, melyekre a? + -+ a2 = 0. Mivel minden
i=1,..,nr1ea’?>0,ezért 0<a?<a?+a3<a?+a?+a3<a?+--+a%=0. Ebben
az egyenlOtlenség lancban a két vége kozott egyenldség van, ami azt jelenti, hogy végig
egyenldség van, azaz minden i=1,..,n-re a?+--+a’, =a?+--+a’, +a?, tehat
a? = 0, ami a nullosztomentesség miatt azt jelenti, hogy a; = 0, és ezt akartuk belatni.

Az itt bizonyitott tulajdonsagot Artin-Schreirer, a tovabbiakban roviden AS tulajdonsagnak
nevezziik. Testek felett ez a tulajdonsag atfogalmazhat6 a kovetkez6 méddon is.

11.2. Lemma: EgQy K test akkor és csak akkor AS tulajdonsagu, ha a —1 € K nem irhato fel
négyzetosszegkeént.

Bizonyitas: Eloszor tegyiik fel, hogy a —1 felirhaté négyzetosszegként, és ebbdl belatjuk,
hogy K nem AS tulajdonsagi. Legyen n € N és aq, ..., a, € K melyekre a? + ---+ a% = —1.
Ekkor a? + -+ a2 + 12 = -1+ 1 = 0, tehat a 0-t felirtuk négyzetdsszegként, amelyre az
utolso tag 1 # 0, igy K nem AS tulajdonsagu.

A masik iranyba tegyiik fel, hogy K nem AS tulajdonsagu és legyen n € N, a4, ...,a, € K,
melyekre a? +--+a2=0 ¢és a; #0 valamilyen 1<i<n-re. Mivel a tagokat
felcserélhetjiik, feltehetd, hogy a; # 0. Az egyenletet atrendezve azt kapjuk, hogy
—a? = a5 + -+ a3 Mivel K test és a; # 0, leoszthatunk a?-tel, igy azt kapjuk, hogy

a?  a? a? az\? an\? .. ., N ,
—1l=—===++== (—) + -+ (—) felirhato négyzetdsszegként.
ay ay ai a; a

A tovéabbiakban a 11.1. allitds megforditasat fogjuk belétni, azaz ha R integritasi tartomany
AS tulajdonsagu, akkor lehet rajta definidlni egy rendezést, amellyel rendezett integritsi
tartomanyt ad.

11.3. Definicié: Ha R integritasi tartomany egy P S R halmazt pozitivitastartomanynak
neveziink, ha teljesiilnek ra a kévetkezo tulajdonsdagok:

1.0eP

2.Va,b e P-rea+beP

3.Va,b € P-reab € P

4. Havalamely a € R-re a,—a € P, akkora =0
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11.4. Definicio: Ha R integritdsi tartomdany egy P S R porzitivitastartomany teljes, ha
Va € R-rea € PV (—a) € P teljesiil.

A kovetkezd két lemma kapcsolatot teremt a rendezések és a teljes pozitivitastartomanyok
kozott.

11.5. Lemma: Ha R rendezett integritdsi tartomany, akkor a P = {a € R,a = 0} egy teljes
pozitivitdstartomany R-en.

Bizonyitas: Mivel 0 > 0, ezért az 1. tulajdonsag O € P teljesiil. a 2. tulajdonsaghoz ha
a,b € P, akkor a,b >0, az Osszeadasi szabaly és a rendezés tranzitivitasa miatt
0<a<a+b,igy a+b€P. A 3. tulajdonsag egyszerlien a szorzasi szabdly, hiszen ha
a,b = 0, akkor ab > 0, tehat ab € P. A 4. tulajdonsaghoz legyen a € R, melyre a,—a € P,
tehata > 0 és —a = 0, igy a < 0. A rendezés antiszimmetrikussaga miatt ez azt jelenti, hogy
a=0.

A P teljességéhez legyen a € R. A trichotémia miatt a > 0 vagy a < 0, azaz —a > 0 teljesiil.
Mindkét esetben a, —a valamelyike P-ben van, tehat P teljes.

11.6. Lemma: Ha R integritasi tartomany P € R teljes pozitivitastartomany, akkor a <
reldacio R-en, melyet ugy definialunk, hogy a,b € R-re a < b, ha b — a € P egy rendezés R-
en, mellyel R rendezett integritdsi tartomdny.

Bizonyitas: El6szor az latjuk be, hogy < rendezés R-en. A reflexivitashoz ha a € R, akkor az
1. tulajdonsdg miatt a—a =0 € P teljesiil, igy a < a. Az antiszimmetridhoz legyen
a,b € R, amelyre a < b és b < a. Ez azt jelenti, hogy b —a € P ésa—b =—(b—a) € P,
ekkor a 4. tulajdonsag miatt b — a = 0, vagyis a = b. A tranzitivitashoz vegyiink a, b, c € R-
et, melyekre a<b<c, ekkor b—ac—b€eP, a 2. tulajdonsdg miatt
c—a=(b—-a)+(c—b)€P, azaz a < c. Végil a trichotomidhoz legyen a,b € R. A
teljesség miatt ekkor b —a € P, vagy a —b = —(b — a) € P. El6bbi esetben a < b, mig az
utébbiban b < a.

A rendezés és az Osszeadas kapcsolatahoz legyen a,b,c € R, melyekre a < b, tehat
b—a€eP.Ekkor (b+c)—(a+c)=b—a€P,igya+c<b+c. A szorzasi szabalyhoz
pedig legyen a,b € R, a,b = 0. Ekkor a,b =a —0,b — 0 € P, igy a 3. tulajdonsag miatt
ab € P, tehat ab > 0.

Az ¢l6z6 két lemma az R integritasi tartomanyon valdé rendezések és az R teljes
pozitivitastartomdnyai kozott bijekciot ad, ugyanis ha P S R teljes pozitivitds tartomany,
akkor a rendezést a 11.6. lemma alapjan definidlva és ebbdl a 11.5. lemma segitségével egy P’
teljes pozitivitastartomanyt definialva azt kapjuk, hogy a EP' ©®a>0<a—-0=a € P,
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tehat P = P'. A masik iranyba, ha < rendezés R-en, mellyel rendezett integritasi tartomanyt
alkot, akkor a 11.5. lemma alapjan definialva egy P pozitivitdstartomanyt, majd ebbdl a 11.6
lemma alapjan egy <’ rendezést azt kapjuk, hogy
a<'beb—a€eP < b—a=>0 e ac<b,tehat a két rendezés ugyanaz. A tovabbiakban
a rendezhetdséghez elég lesz egy teljes pozitivitastartomany létezését bizonyitani.

11.7. Definicio: Legyen R integritdsi tartomany. Ekkor
SQRR) =" ,a>n€eN,ay,..,a, € R}.

11.8. Allitas: Ha R integritdsi tartomdny AS tulajdonsdgi, akkor SQ(R) € R
pozitivitastartomany.

Bizonyitas: Nyilvan 0 = 0% € SQ(R), igy az 1. tulajdonsag teljesiil. Ha a, b € SQ(R), akkor
legyen m,n € N és ay, ..., an, by, ..., by, € R, melyekre a = ¥, af és b = X%, b?. Ekkor
a+b=3YL af + X7, b} € SQ(R) és

ab = (N, a?) (T, b?) = X, X a?b? = X, 37 (aiby)” € SQ(R) , fgy a 2. és a 3.
tulajdonsagok is teljesiilnek. a 4. tulajdonsaghoz legyen a € R, melyre a, —a € SQ(R). Ekkor
a=a?+--+a?%é —a=b?+ -+ b2 valamely n,m € N-re és ay, ..., a,, by, ..., b, € R-
re, tehait 0 =a+ (—a) =a? + -+ a2 + b? + -+ b%4. Az AS tulajdonsdg miatt ez azt
jelenti,hogya; = - =a, =b; =--=b, =0,igya=a?+ -+ a2 = 0.

11.9. Allitas: Ha R integritdsi tartomdny P S R pozitivitdstartomdny, amelyre SQ(R) € P és
X € R tetszéleges, akkor létezik egy P' € R pozitivitdastartomdny, amelyre P € P' és x € P’
vagy —x € P'.

Bizonyitas: Ha x € P vagy —x € P, akkor az allitas trivialis, hiszen P’ = P j6 lesz, igy a
tovabbiakban feltehetjiik, hogy x, —x & P és ekkor persze x # 0.

Vizsgaljuk meg az ax + b = 0 egyenletet, ahol a,b € P. Az a = b = 0 nyilvan kielégiti ezt
az egyenletet. Nézziik meg, hogy van-e mas olyan P-beli par, ami kielégiti. Tegyiik fel, hogy
nincs ilyen, ekkor a P’ = {ax + b:a,b € P} j6 lesz. Nyilvan 1 = 12 € SQ(R) S P és 0 € P,
igy x=1-x+ 0 € P'. Az is vilagos, hogy ha b € P, akkor b=0-x+ b € P', igy P C P’.
Azt kell még belatni, hogy P’ poztitivitastartomany. Az 1. tulajdonsag a 0 € P € P’ nyilvan
teljesiil. Legyen most A, B € P’, ekkor A =ax+ b,B = cx + d valamely a,b,c,d € P-re.
Ekkor A+ B=ax+b+cx+d=(a+c)x+ (b+d)€P', hiszen a P-re vonatkozd 2.
tulajdonsdg miatt a+c,b+d € P, igy a 2. tulajdonsag teljesil P'-re. A szorzatuk
AB = (ax + b)(cx + d) = acx? + adx + bcx + bd = (ad + bc)x + (acx? + bd) € P/,

hiszen SQ(R) € P miatt x2 € P és a 2. és 3. tulajdonsagok miatt ad + bc,acx? + bd € P,
igy a 3. tulajdonsag is teljesiil P'-re. Végiil a 4. tulajdonsdghoz legyen A € R, melyre
A,—A € P'. Ekkor létezik a,b,a’,b’ € P, melyekre A =ax+b,—A =a'x+b'. Ezeket
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osszeadva 0=A+(—4A) =(a+a)x+ (b +b"). A feltevésink szerint ekkor

a+a =b+b'=0, vagyis a' =—a, b’ =—b. Mivel a,—a € P, a P-re vonatkoz6 4.
tulajdonsag miatt a = 0 és hasonldéan b = 0, tehat A = 0x + 0 = 0.

Hasonloan vizsgaljuk meg a —cx + d = 0 egyenletet, ahol c,d € P. Ha ennek van csak
trivialis megoldasa, akkor az el6z6h6z hasonldé médon a P’ = {—cx +d:c,d € P} egy
pozitivitastartomany lesz, amelyre P € P’ és —x € P'. Tegyiik fel, hogy mindkét egyenletnek
van nemtrivialis megoldasa, azaz van a,b,c,d € P, hogy ax+b =—-cx+d =0 és a,b
illetve c, d koziil is legalabb az egyik nem 0. Ekkor persze egyik sem 0, mert ha a = 0 lenne,
akkor 0 = Ox + b = b is 0 lenne, mig ha b = 0 lenne, akkor ax = ax + 0 = 0 lenne és mivel
x # 0 és R nullosztomentes, ez azt jelentené, hogy a = 0, hasonl6 modon c¢,d kozott sem
lehet 0.

frjuk fel a kovetkezot:
0=c0+a-0=c-(ax+b)+a-(—cx+d)=acx+ bc—acx+ ad = bc + ad. Mivel
bc,ad € P és ad = —bc, a P-re vonatkozo 4. tulajdonsag miatt bc = 0, de ez nem lehet, mert
b,c # 0 és R nullosztomentes. Ez az eset ellentmondasra vezet, igy valoban csak az elsd 2
eset johet szoba, amelyekre az allitast mar belattuk.

11.10. Lemma: Ha R integritdisi tartomdny Py S R pozitivitdstartomany, amelyre
SQ(R) S P,, akkor létezik egy P* C R teljes pozitivitdastartomany, amelyre Py S P*.

Bizonyitas: Legyen P = {P C R: P pozitivitastartomany, P, € P} mint tartalmazasra vett
részbenrendezett halmaz. Vegyiink egy £ € P lancot, azt kell belatni, hogy van felsd korlatja.
L = @ esetén Py € P j6 fels6 korlat L # @ esetén pedig belatjuk, hogy U L € P, ami nyilvan
jo. Vegyiink egy tetszéleges P € L-et, ekkor Py € P CU L teljesiil, igy P, SU L. Azt kell
még belatni, hogy U L pozitivitdstartomany. Mivel 0 € P, CU L, az 1. tulajdonsag nyilvan
teljesiil. Legyen a,b €U L. Ekkor 1éteznek Py, P, € L, hogy a € P;, b € P,. Mivel L lanc,
ezért P; € P, vagy P, € P; teljesiil. Szimmetria miatt feltehetd, hogy az el6bbi, tehat
a,b € P,. Ekkor a P,-re vonatkoz6 2. és 3. tulajdonsag miatt a + b,ab € P, CU L, tehat U L-
ben is teljesiil a 2. és 3. tulajdonsag. Végiil a 4. tulajdonsaghoz legyen a € R olyan, hogy
a,—a €U L. Ekkor léteznek P;, P, € L, hogy a € P;, —a € P,, és megint feltehetd, hogy
P, € P,. Mivel a,—a € P,, a P,-re vonatkozo 4. tulajdonsdg miatt a = 0. Igy minden
tulajdonsag teljestil, U £ valdban pozitivitdstartomany, U L € P felso korlat.

A Zorn-lemma miatt 3P* € P maximalis. Nyilvan P, € P* és P* pozitivitastartomany. Azt
kell mar csak belatni, hogy P* teljes. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil, azaz valamely
X € R-re x,—x & P*. Mivel SQ(R) € P, € P*, ezért a 11.9. allitds alapjan IP' S R
pozitivitastartomany, amelyre P* € P’ és x € P'V (—x) € P', tehat P’ D P* szigorGian
bévebb, ami ellent mond P* maximalitasanak, igy P* valoban teljes.

11.11. Tétel: Ha R integritasi tartomany AS tulajdonsagu, akkor rendezheto.
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Bizonyitas: A 11.8. allitas miatt ekkor SQ(R) & R pozitivitastartomany és mivel
SQ(R) < SQ(R), alkalmazhato ra a 11.10. lemma, tehat IP* C R teljes pozitivitastartomany,
hogy SQ(R) € P*. Ez a teljes pozitivitastartomany pedig a 11.6. lemma szerint megad egy
rendezést, mellyel R rendezett integritasi tartomany lesz.
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12. Rendezett testek és algebrai zartsag

12.1. Allitas: Ha K rendezett test, akkor nem lehet algebrailag zért

Bizonyitas: Az x? + 1 = 0 egyenletnek nem lehet a K-ban megoldasa, hiszen minden x € K-
rax?>0ésigyx?+1=>0+1=1>0, tehat nem lehet 0.

Ebbdl nyilvan latszik, hogy nincs értelme arrdl beszélni, hogy egy rendezett testet
beagyazzunk egy algebrailag zart rendezett testbe, de a fent emlitett és ahhoz hasonlo
egyenletek jelentik szinte az egyetlen problémat ebben a kérdésben. Az R mint rendezett test
kozel van az algebrai zartsaghoz olyan értelemben, hogy minden paratlan foki polinomnak
van folotte gydke €és a pozitiv valosaknak négyzetgydke is van. SOt az R egy masodfokl
boévitése C mar algebrailag zart. Azt fogjuk belatni, hogy hasonlé mas rendezett testek
bovitésével is elérheto.

12.2. Lemma: Legyen (R, <) rendezett integritdsi tartomany, S integritdsi tartomdny, melyre
R © S (ugyanazokkal a miiveletekkel) és minden n € N, rq,..,1,, €ER, 1q,...,7, >0 és
S1, ee, Sy € S-re, melyekre rys? + -+ + 1,52 = 0 teljesiil, hogy s, = -+ = s, = 0. Ekkor van
egy < ' rendezés S-en, mellyel S rendezett integritdsi tartomdny és <'\p =<.

Bizonyitas: Legyen P = {3, ris?:n€N,1y,..,7 ER, 1,0, 7, > 0,5, ..., 5, €S} Azt
fogjuk belatni, hogy ez pozitivitdstartomany S-en. Az 1. feltétel nyilvan teljesiil, hiszen
0=1-02€P. Legyen most ab€P é nmeN, 71,..,7%t,.. ty ER,

T1 s Tpr by s g >0 €S Sq, e, S, Uy, oo, Uy €S Olyanok, hogya = Y-, 7;s? és
b=Y7,tiuf. Ekkor a+b= Zn_l rsf+YXitul €P nyilvan  teljesiil  és

2 . ..
ab=CL,ns 2)(21 Ltu ]) Y X nsttiuf = ?zlzj-"zlritj(siuj) € P, hiszen Vi, j-

re rit; € R,1;t; > 0, igy P-re a 2. és 3. tulajdonsag is teljesiil. Végil a 4. tulajdonsaghoz
legyen a€S olyan, hogy a,—a€P. Legyen nmeN, r,..,n,t,.. tn €ER,

T, ...,rn, ti, - t >0 éS Sy, ..,SpUp, ., Uy €S olyanok, hogya = {Llrl-siz és
—a =YL, tjus. Ez azt jelenti, hogy 0=a+(—a) =Xk, nsf + XL, tu?, igy az allitas
feltételébol 31 = =S5, =U = =Uy, =0, tehait a =Y, 7,02 =0. Ezzel belattuk,

hogy P € S pozitivitastartomany. Az is vilagos, hogy SQ(S) € P, ugyanis ha a € SQ(S),
akkordn € N, s, ...,s, € S,hogya = ¥, s? = Y, 1s? € P.

A 11.10. lemma miatt, ekkor van egy P* € S teljes pozitivitastartomany, amelyre P S P*,
Legyen <’ a P* 4ltal 11.6. lemma szerint definialt rendezés szigora (egyenléséget nem
megengedd valtozata). Ekkor (S,< ') rendezett integritasi tartomany. Kell még, hogy
kiterjeszti a < rendezést R-en. Legyen a,b € R,a < b, ekkor b —a = (b —a)1? € P C P*,
és persze a # b, igy a <'b, vagyis <'|r 2<. teljesiil. De nyilvan ha egy halmazon az egyik
rendezés bévebb a masiknal, akkor a két rendezés megegyezik, igy < ' valdban kiterjesztés.
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Ennek a lemmanak szamos hasznos alkalmazasa lesz a tovabbiakban.

12.3. Allitas: Ha K rendezett test t € K nem négyzetelem, melyre t > 0, akkor a bévitett test,

K [\/f] is rendezheto K rendezésének megtartasaval.

Bizonyitas: Elég a 12.2. lemma feltételeit belatni K € K [\/f] testekre, mint integritasi
tartomanyokra. Legyen n € N, 7y, ...,1,, €K, 11,...,7, > 0, és s4,...,5, € K[\/f], melyekre
rst+ - +rs:2=0. Minden 1<i<n-re s;E€ K[\/f] egyértelmiien  felirhato
si=a; + bVt alakban, ahol a;b; € K. Ekkor 0=Ym", rs?=3", r(a; +bi) =
= Y n(a? + th? + 2a;biVt) = X ri(a? + th?) + (XL, 2ria;b)VE.  Mivel  K[Vi]
minden elemének, specialisan a 0-nak is a felirasa egyértelmt, ezért mindkét tag 0, vagyis

mori(a? +th?) = 0. Az 6sszeg minden tagja nemnegativ K-ban, igy r;(a? + th?) =0
minden i-re. Mivel r; # 0, ezért minden i-re a? + th? = 0, és a t > 0 miatt ez nyilvan azt
jelenti, hogy a; = b; = 0, tehat s; = a; + b;v/t = 0. Ekkor teljesiil a feltétel, a 12.2. lemmat
alkalmazva a rendezés kiterjesztheté K [\/f]

Vegyiik észre, hogy a K [\/f] rendezését elemien is meg tudnank konstrualni a v/t valamilyen
modon vald beillesztésével, €s az elobb adott bizonyitds nem tal konstruktiv. Késébb majd
latni fogjuk, hogy magasabb fokll polinomok gyokeivel valo bdvités esetén ez sokkal
hasznosabb mddszer lesz.

12.4. Lemma: Ha K rendezett test, g € K[x] irreducibilis polinom, amelyre deg(q) pdratlan,
akkor minden n € N-re r,..,1,, €K, 11, ...,7, > 0 -ra és py,...,pn € K[x] polinomokra,
melyekre q|r;p? + - + 1,,p2 teljesiil, hogy V1 < i < n-re q|p;.

Bizonyitas: Teljes indukcio deg(q)-ra nézve. Ha deg(q) = 1, akkor q = c(x — a), ahol
c,a € K. Ekkor nyilvan tetsz6leges p € K[x]-re a q|p pontosan azt jelenti, hogy p(a) = 0, ha
Ty sy EK, 7y, ., > 0 és py, ..., pn, € K[x] olyanok, hogy rp2(a) + -+ + r,p2(a) = 0,
akkor nyilvian minden tag 0, hiszen nemnegativak, azaz V1 < i < n-re p?(a) = 0, vagyis
pi(a) = 0, tehat q|p;.

Tegyiik most fel, hogy deg(q) = 3 paratlan és kisebb paratlan foka g-ra az allitas igaz.
Legyen 7, ...,1 €K, 1,..,1, >0 é  pq,..,pn € K[x] tetszbleges, melyekre
gfrip? + -+ 1,,p2. Elészor is feltehetd, hogy deg(p;) < deg(q) minden i-re, hiszen
maradékosan leosztva p; = a;q + b;, ahol deg(b;) < deg(q) ¢és b; = p;(mod q), igy
q|rb? + -+ + 1,,b2, tehat a p;-ket lecserélhetnénk b;-kre.

Legyen h € K[x] a pq,..,pn € K[x] legnagyobb ko6z0s osztoja. Ha gq|h, akkor q|p;
V1 < i < n-re, ebben az esetben a lemmat belattuk. Tegyiik most fel, hogy g t h. Legyen
fi € K[x], melyre p; = hf; és legyen f=nfi++nft Ekkor
grp? + -+ 1p2 = hPr f2 + -+ h?r, ;2 = h2f. Mivel q irreducibilis, a K[x]-beli
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egyértelmii primfaktorizacié miatt ez azt jelenti, hogy q|f = r1f + - + 1. f;?. Ekkor a p;-ket
fi-kre cserélve a fokszamokat nem novelve elértiik, hogy ne legyen p;-knek 1-nél nagyobb
kozos osztdja, igy a tovabbiakban ez feltehetd.

Legyen 7 p? + -+ 1,,p2 = gs, ahol s € K[x]. Legyen a baloldalon 1év6 p;-k koziil a
legnagyobb fokszamu foka m, ekkor persze m < deg(q), tovabba legyen a p; féegyiitthatoja
c;. A baloldali 6sszegnek nyilvan nem lehet 2Zm-nél nagyobb foku tagja és a 2m foku tagja
pedig nem més, mint ¥* ;_; 7;c¢? > 0, mert legaldbb 1 tag van és minden tag pozitiv. Ez
deg(p))=m

azt jelenti, hogy a baloldal foka 2m. Ekkor persze a jobboldal foka is, tehat
deg(s) = 2m — deg(q) < 2deg(q) — deg(q) = deg(q), és persze deg(q) paratlan, igy
deg(s) is. Legyen s = [1¥, s, ahol s, € K[x] irreducibilis. Mivel deg(s) = ¥* , deg(s;)
paratlan, ezért 31 <1 < k, hogy deg(s;) paratlan. Ekkor s; paratlan fok( irreducibilis
poinom ¢és deg(s;) < deg(s) < deg(q), igy s;-re alkalmazhaté az indukcids feltevés és mivel
s|slgs = ryp? + -+ + 1,p2, ezért s;|p;, V1 < i < n-re, de ez ellent mond annak, hogy a p;-
knek nincs 1-nél nagyobb ko6z0s osztdja, igy az egyetlen lehetséges eset az, amire mar
belattuk a lemmat.

12.5. Allitas: Ha K rendezett test, g € K[x] irreducibilis polinom, amelyre deg(q) pdratlan,

akkor Kx] / is rendezhetd a K-beli rendezés kiterjesztésével.
(a(0)

Bizonyitas: Legyenn € Nry, .., €K, 1y, ...,15, > 0és Py, ...,Pn € K[X]/(q(x))’ melyekre

Pl + -+ 1P, =0 a K[x]/(q(x))-ben. Legyen minden 1 <i <n-re a p; € K[x] a p,

egy tetszéleges felemeltje. Ekkor az ryp? +---+1,p2 a 0 egy felemeltje lesz, vagyis
qlrip? + - + r,p2. A 12.4. lemma miatt ez azt jelenti, hogy q|p; minden i-re, azaz minden i-

re p, = 0. Ekkor a 12.2. lemmat alkalmazva a K rendezése kiterjeszthetd Kx] / (q (x))_re'

12.6. Definicio: EQy K rendezett test algebrailag félig zart, ha Vp(x) € K[x] pdratlan foki
polinomnak van gyoke K-ban és Vt € K,t = 0-nak van négyzetgydke K-ban.

12.7. Tétel: Minden (K, <y) rendezett testhez van egy olyan (M, <,,) algebrailag félig zart
rendezett test, amelyre K € M és a rendezés és a miiveletek kiterjednek.

Bizonyitas: Jelolje K a K algebrai lezartjat és legyen
A ={(L,<.):K <L <K résztest, (L, <,) rendezett test, <, |x =<} Ha
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(Ll, <L1)l (Lz, <L2) € c/q, akkOI’ (Lll <L1) < (Lz, <L2)’ ha Ll c LZ és <LZ |L1 :<L1' Ez
nyilvan egy részbenrendezést ad A-n. Azt fogjuk belatni, hogy minden £ € A lancnak van
fels6 korlatja A-ban. Ha £ = @, akkor a (K, <g) jo fels6 korlat lesz.

Tegyiik fel, hogy £ # @. Ekkor az U £ € K résztestek lancanak unidja, igy résztest. Ezen kell
definialni egy rendezést. Legyen a, b €U L-re a <., b, ha 3L € L, hogy a,b € L és a <, b.
Azt kell belatni, hogy ez rendezés U L. Az irreflexivitas nyilvan igaz, hiszen ha a €U L, akkor
VLE L,a €L-re a<,a, igy a <y, a. A tranzitivitashoz legyen a,b,c €U L, melyekre
a <yg b <y;c. Ekkor 3Ly, L, € L, hogy a,b € Ly,a <, b és b,c € L,,b <, c. Mivel L
lanc, ezért (Ll, <L1) < (LZ, <L2), vagy (LZ, <L2) < (Ll, <L1). Szimmetria miatt feltehetjiik,
hogy az el6bbi. Ekkor az L; € L, miatt a, b, c € L, és a rendezés kiterjesztése miatt a <, b,
igy a<p,,b<,,c, that a <, c, igy a <y;c is teljesil. A trichotomidhoz vegyiink
a,b €U L tetszéleges elemeket. Ezekhez van olyan L, L, € L, hogy a € Ly,b € L,.
Léncfeltételbdl feltehetd, hogy (L1, <;,) < (L, <y,), tehdt a, b € L,. Az Ly-beli trichotémia
miatt ekkor a <;, b, a = bvagy b <, a teljesiil, igy a <, b,a = bvagy b <y a is.

Most azt latjuk be, hogy (UL, <,,) rendezett test. Az Osszeadasi szabalyhoz vegyiink
a,b,c €U L-t, melyekre a <y, b. Legyen L; € L olyan, hogy a,b € L;,a <, b és L, € L
melyre ¢ € L,. Megint feltehetd, hogy (Ll, <L1) < (Lz, <L2), azaz a,b,c € L,, igy
a+c,b+c€lL, tovabbd a <, b, igy a+c <,, b+c, tehat a + ¢ <y b + c. A szorzasi
szabalyhoz legyen a,b €U L melyekre a,b >,; 0. Vegyink L,, L, € L-et melyekre
a€Lj,a>, 0 é b€lLyb>, 0 Ismét feltehetd, hogy (Ly,<;,) < (Lp<.,). Ekkor
a,b€l, é ab>,,0, igy ab €L, és ab >, 0, tehat ab >, 0. Ezzel belattuk, hogy
(U L, <) rendezett test.

Kell még, hogy <. |x =<k. Vegyiink a, b € K-et, melyekre a <x b. Ha L € L tetszéleges,
akkor nyilvan a,b € L és a <; b teljesiil, mert <; |y =<k. Ez azt jelenti, hogy a <., b,
tehat <gS<yr |k, de mindkettd rendezés K-n igy az egyenléség fenall. Ekkor
(UL ,<y,) €A, tovabba az is vildgos, hogy felsé korlat, hiszen a definiciobol addéddan
VL € L-re <, CS<_; |1, és igy egyenldség all.

A Zorn-lemma alapjan létezik (M, <) € A maximalis. Azt kell belatni, hogy M algebrailag
félig zart. Indirekt tegyiik fel, hogy az els6 feltétel nem teljesiil, azaz Ap(x) € M|[x] paratlan
foku polinom, amelynek nincs gyoke M-ben. Feltehetd, hogy p minimalis foku az ilyenek
koziil. Ekkor p-nek musz4j irreducibilisnek lenni M [x] felett, hiszen ha felbomlana két kisebb
foku polinom szorzatara, az egyik paratlan foku lenne és annak lenne gyoke M-ben, ami p-
nek is gydke lenne. Mivel M € K és K algebrailag zart, ezért p-nek van egy a € K gyodke K-
ban. Mivel p(a) = 0 és p irreducibilis M[x] felett, az @« M feletti minimalpolinomja p, azaz

M(a) = M|x] /(p(x))' A 12.5. allitas alapjan ekkor M (a)-n van egy <, rendezés, amely

Kiterjeszti a <j; rendezést, azaz (M (@), <p(a)) € A és (M, <y) < (M(@), <p(q)), és mivel
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p-nek nincs gyoke M-ben, ezért a € M, vagyis a bdvités valddi, ami ellent mond M
maximalitdsanak.

A masik feltételhez tegyiik fel, hogy valamely t € M, t > 0-nak nincs négyzetgyoke. Ekkor a
K algebrai zartsiga miatt 3/t € K négyzetgyok. Ekkor az 12.3. allitds alapjan M (\/f)

rendezhet az M rendezését kiterjesztve, ami az el6z6hoz hasonlé mdédon megint ellent mond
M maximalitasanak.

Ezzel belattuk, hogy minden rendezett test beagyazhato algebrailag félig zart rendezett testbe.
Az algebrailag félig zartsag mar a definiciobol is latszik, hogy elég kozel van az algebrailag
zartsdghoz igy mint példaul R-re teljesiil. A valés szamok mas szempontbdl is kozel vannak
az algebrailag zartsdghoz, hiszen azoknak egy egyszerli mdsodfoku bdvitése C mar
algebrailag zart. A tovabbiakban azt fogjuk belatni, hogy ez altalanosan is igaz algebrailag
félig zart rendezett testekre.

12.8. Definicié: Ha K rendezett test, akkor a K (i) = K(vV—-1) = K[x]/(xz rpetak

komplex bovitésének nevezziik.

Mivel az x2 + 1 = 0 egyenletnek egy rendezett testben nem lehet gydke és masodfoki, ezért
irreducibilis, tehat rendezett testek komplex bovitése is test. A K(i) minden eleme
egyértelmiien felirhaté a + bi alakban, ahol a,b € K. Ha ilyen alakba irjuk az elemeket,
akkor koztiik a miiveletek is ugyantigy miikddnek, ahogy a komplex szamok korében mar
megszoktuk, de természetesen K (i) nem rendezhetd.

12.9. Allitas: Ha K rendezett testben minden t € K,t > 0 négyzetelem, akkor a C = K(i)
minden eleme négyzetelem.

Bizonyitas: Minden t € K, t > 0-ra jeldljiik Vt-vel az egyik négyzetgyokét. Ha t = 0, akkor
nyilvan az egyetlen négyzetgyok a 0, mig t > 0 esetén a két négyzetgyok vt és —/t. Ezek
koziil az egyik pozitiv, masik negativ, ezért feltehetjiik, hogy gy valasztjuk meg a gyokot,
hogy vt = 0 minden t-re. Ekkor minden a € K-ra VaZ? = |a|, hiszen a? két négyzetgyoke a
és —a és ezek koziil a nemnegativ |a|. Ha 0 < a < b, akkor a va < /b is igaz, ugyanis ha

indirekten feltessziik, hogy Va > /b, akkor a =+ava > Vavb = VbVb = b, ami nem
lehet.

Vegyiink egy z € C-t ekkor ez felirhato a + bi alakban, ahol a, b € K. Ekkor a? + b? > 0,
igy a Va? + b? értelmes és = 0. Nyilvan va? + b? + |a| = 0 mert 2 nemnegativ dsszege és
a?+b%>a% miatt Va?+ b2 >+Va?=|al, tehat VaZ+b%—|a|=0. Ez az két
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2 2

egyeltdtlenség azt jelenti, hogy Va? + b? + a,va? + b? — a > 0, igy persze % >0¢s
Va2+bZ2-a Va2+b2+a [Va2+bZ-a
— = 0, azaz ,

€ K értelmesek.

Ha b >0, akkor legyen w € C. Ennek a négyzete

2 2
2 vaZz+b2+a va2+b2-a va2+b?+a [VaZ2+b?-a .
we = ] - — ] +2 i =

2 2 2 2

B \/WMJF \/m_ai
- 2 2

- 2 2 4

2a a?+ b%? —a? Vb? .
:7+2 f1=a+271=a+bl=z

Ez azt jelenti, hogy z négyzetelem. Ha b < 0, akkor hasonld szamolas mutatja, hogy a
. JWM_ \/m_a.
2 2

V@ T +a m_auj(mm)(m_a),
= — I =

i €Cjolesz.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy algebrailag félig zart rendezett testek komplex bdvitése
algebrailag zart. Ehhez felhasznaljuk a Galois-elmélet néhany alapvetd eredményét is.

12.10. Tétel: Minden K algebrailag félig zart rendezett test C = K(i) komplex bévitése
algebrailag zart.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy C nem algebrailag zart. Ekkor van egy p(x) € C[x]
polinom, aminek nincs gydke C-ben. Legyen a C algebrai lezartban a € C egy gydke a p
polinomnak. Ekkor a C(a)|C valddi véges testbOvités, igy nyilvan a C(a)|K is. Legyen N
ennek a testbovitésnek a normalis lezartja (felbontasi teste), igy N|K egy véges, normalis
boévités. Mivel K rendezett test, nyilvan 0 karakterisztikdji, igy minden testbdvitése
szeparabilis, vagyis az N|K bdvités Galois.

Legyen G = Gal(N|K) a Galois-csoport. Vegyiink egy P < G 2-Sylow részcsoportot és
legyen K < F < N a P fixtestje. A Galois elmélet f6tétele szerint ekkor |F: K| = |G: P|, ami
paratlan, hiszen a 2-Sylow részcsoport indexe [3]. Ha vesziink egy B € F / K-t, akkor
KA<A(B) < F, igy a fokszamtételbdl |F: K| = |F: K(B)||K(B): K|, igy |K(B): K| is paratlan.
Ha q(x) € K[x] a § minimalpolinomja K felett, akkor deg(q) = |K(B): K| paratlan. Mivel K
algebrailag félig zart, ezért g-nak van gydke K felett, masrészt q egy legalabb 3 foku
irreducibilis polinom, ami nem lehet.

Az egyetlen megmaradt lehetdség, ha nem tudunk elemet valasztani F / K-bol, azaz F = K.
Ekkor persze |G:P| = |F:K| =1, tehat P = G, vagyis G egy 2-hatvany rendii csoport.
Legyen |G| = 27. Mivel N a C-nek valdodi bovitése, ezért |G| = [N: K| > |C: K| = 2, vagyis
r > 2. Legyen H = Gal(N|C) a C elemeit fixalo részcsoport. Ekkor a Galois elmélet fététele

