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Bevezetés

A szakdolgozat célja a Lorenz leképezések egy valtozata altal meghatarozott
diszkrét dinamikus rendszer tanulmanyozasa periodikus pélyak szempontja-
bol. A Lorenz leképezés egy f: [0;1] — [0; 1] leképezés, amely lineéris a [0; ¢
és a [c; 1] intervallumokon, zl_ig:riof(x) =1és xl_l)IcI_il_Of(x) = 0. A szakadasi
helyén a fliggvényt kétértékiinek tekintjiik. Ennek a variacioja a mi esetiink-
ben az f(1 — z) fiiggvény, amelyet L, ~vel fogunk jel6lni, ahol ¢ a fiiggvény
szakadasi helye, L, .(0) = a, valamint L, (1) = b. Képlettel megadva

a—%:c, ha 0 <z <cg,

Lape(®) =9 1_4° 12
T2 1er, hac<z <1

—c 1—c

Ez egy I — I linearis fiiggvény a [0, ¢), valamint a (¢, 1] intervallumokon,
mely monoton csokkend ezeken az intervallumokon. A ¢ helyen kétértékiinek
tekintjiik, ahol az 1 és a 0 értékeket is felveszi.

1. abra. L. leképezés grafikonja.

Az abra a fiiggvény grafikonjat mutatja a I x I egységnégyzeten. A sza-
kadasi helyet szaggatott vonal jelzi.



A periodikus pontok vizsgalata kapcsan talan a legnevezetesebb tétel Sar-
kovszkij tétele (1964), melynek bizonyitéasa megtalalhato a [I], [2] konyvek-
ben. A tétel egy f: I — I folytonos intervallum leképezés esetén pontosan
meghatérozza a lehetséges elGforduld periddusok halmazat. A természetes
szamok Sarkovszkij rendezése a kovetkezd.

3>gD>57>59>g ...
>¢2:-3>92-5>92-7>52-9>g ...
>322-3>522~5>522-7>522~9>5...

- 24 >g 23 >g 22 >g 22 >g2>61

A tétel allitasa szerint, ha az f leképezésnek van pontosan n-szerint periodi-
kus pontja, akkor minden k <g n természetes szamra is kell lennie pontosan
k-szerint periodikus pontjanak. Az allitas megforditasa is igaz, amennyiben
egy Per C N halmazra teljesiil, hogy

(n € Per) A\ (k <sn) — (k € Per),

akkor van olyan f folytonos intervallumleképezés, hogy Per megegyezik f
eléfordulé peridodusszamainak halmazaval.

A folytonos korleképezéseknek is ismeretek a lehetséges halmazai [2]. A
Lorenz leképezés esetében teljes leirdst ad a periodikus palyak pontos peri-
6dusainak halmazarol a 3] cikk. A bizonyitas nem &altalanosithato a mi ese-
tiinkre, ugyanis épit a forgatasi szamokra, ami negativ koriilfordulasi szam
mellett értelmét vesziti. Folytonos korleképezéseknél is lathato, hogy az iréa-
nyitastarto és iranyitasvalto leképezések alapvetGen masképp viselkednek.

Az els6 fejezetben, tisztazom a jeloléseket, valamint attekintjiik az elGis-
mereteket. A masodik fejezetben megvizsgaljuk az eseteket, amikor az egyik
oldalon a meredekség —1-nél kisebb, vagy pont —1. A harmadik fejezet-
ben a szimmetrikus leképezésekre, vagyis Lg1—q4,1/2 esetén bizonyitom, hogy
amennyiben a > 1/4++/5/4 ~ 0,809016994 teljesiil az a paraméterre, annyi-
ban a leképezésnek minden n € N, n > 2 esetén van periodikus palyaja,
melynek peridodus szama n. Az utolso fejezetben Gsszefoglalom a szakdolgo-
zat eredményeit.



1. fejezet

ElGismeretek

Ebben a fejezetben 6sszefoglalom a dolgozatban hasznalt jeloléseket, az is-
mertnek tekintett fogalmakat, tételeket.

1.1. Jelolések, definiciok

A természetes szamokat N-nel jelolom, vagyis N = {0,1,2,...}. A pozitiv
természetes szamokat NT jeloli.

A bevezetésben emlitett fiiggvényt a szakdolgozat soran végig L, .-vel

fogom jelolni, ahol ¢ a fiiggvény szakadasi helye, Ly .(0) = a és Loy (1) = b,
valamint Lgp . a ¢ helyen a 0 és az 1 értékeket is felveszi. A folytonossagi
intervallumokon L, . linearis, valamint a,b,c € I és ¢ # 0,1, ahol I = [0, 1]
a zart egységintervallum. A dolgozat tovabbi részében is I a zart egységin-
tervallumot jeloli, esetenként, amennyiben alul indexelt I szerepel, az tetsz6-
leges intervallumot jelolhet. A szakdolgozat soran intervallum alatt nem iires
intervallumot értiink.
Megjegyzés. Tekinthetjiik L, . leképezést az egységkor egy leképezésének
is S' = R/Z értelmezéssel. Egy I x I grafikon, szemléltethet egy I — I, vagy
egy ST — S! leképezést is, utobbi esetén (0,y) ~ (1,y), valamint (z,0) ~
(x,1) ekvivalencia all fenn, vagyis ezeket a pontparokat azonosnak tekintjiik
és I x I a toruszt szemlélteti. Ekkor ¢ nem szakadési hely, de 0 =1 (mod 1)
igen, amennyiben a # b (mod 1).

Bizonyos esetekben egy egyparaméteres csalddot fogunk vizsgélni, neve-
zetesen az L, 14,12 fliggvényeket, ekkor réviden az L, jelolést hasznaljuk.

A témaban szokasos modon tetszGleges f leképezésre f™ az n-edik iterdltat
jeloli, igy f™(z) = fo fo---o f(x), ahol a jobb oldalon f n-szer szerepel.
Megéllapodés szerint fO(x) = .

1. Definicié. Egy x € X pontra azt mondjuk, hogy az f: X — X leké-
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pezésnek periodikus pontja, ha van n € N, amire f"(x) = x. Amennyiben
nem okoz félreértést egyszertien csak azt mondjuk, hogy = periodikus pont.
Egy periodikus pont alapperiodusa n, (n € NT), vagy pontosan n szerint
periodikus, amennyiben f"(x) = z és f*(z) # z, k € N* és k < n esetén.
Az egy periddusi pontokat fixpontnak nevezziik.
Egy x € X pont palyaja {z, f(x), f*(z),...}. Ha z periodikus, akkor pe-
riodikus, vagy ciklikus péalyarol beszéliink.

A kovetkezd allitasok, valamint bizonyitasaik jol ismertek.

1. Allitas. Egy f: J — J folytonos leképezésnek, ahol J eqy korldtos zdrt
intervallum, mindig van fizpontja.

Kovetkezé allitasnak szerepeljen itt a fenti fixpont-tétel egy specialis esete,
amire a tovabbiakban Fixpont-tételként fogok hivatkozni.

2. Allitas (Fixpont-tétel). Legyen f: J — K folytonos, differencidlhaté
fiigguény, ahol J és K korldtos zdrt intervallumok, hogy K C J. Amennyiben
|f'(x)] < 1 minden x € J esetén, gy az f figgvénynek pontosan egy fix-
pontja van. f(xg) = xo esetén, minden x € J pontra nh—>r20 f™(z) = xo, vagyis

tetszdleges pontbol indulva a fiigguény iterdltjai a fizrponthoz tartanak.

3. Allitas. Legyen f: I — I folytonosan differencidlhatd leképezés, valamint
J az I egy korldtos zdart részintervalluma, hogy | f'(x)| > 1 minden x € J pont-
ra. Ekkor J minden pontja vagy fizpont, vagy van n € Nt hogy f"'(z) € J
és f"(x) & J, valamint az f‘J fiigguénynek legfeljebb egy fixpontja lehet.

Az el6z6 két allitas lesz segitségiinkre a kovetkezd fejezetben, amikor azon
Loy leképezéseket vizsgaljuk, ahol az egyik oldali meredekség —1-nél na-
gyobb.

Ezzel attekintettiik a jeloléseseket, definiciokat, allitasokat, amikre a ma-
sodik fejezet soran sziikségiink lesz.

1.2. Hurok, Lépatko

A kovetkezd definiciok, allitdsok kulcsszerepet jatszanak a harmadik fejezet-
ben, amelyben bizonyitani fogjuk, hogy szimmetrikus esetben az L, leképe-
zésnek a > 1/4 + +/5/4 paraméterérték mellett tetszoleges n € N, n > 2
esetén van n alapperiodusu periodikus pontja.



1.2.1. Hurok

2. Definicié. Legyen f: I — R egy folytonos leképezés, I C R zart inter-
vallum. Tovabba K, J az I két korlatos zart részintervalluma. Azt mondjuk,
hogy K f-fedi J-t, (vagy, ha nem okoz félreértést K fedi J-t) ha az f(K) D J
tartalmazas fennall.

Jelolés. Amennyiben K f fedi J-t a K ENY jelolést fogjuk hasznalni,
amennyiben nem okoz félreértést a fliggvény nevét elhagyjuk.

A kovetkezs allitas kovetkezs alakja megtalalhato a [2] konyvben. En-
nek egy specialis valtozatat a mi esetiinkre megfogalmazunk, de a teljesség
kedvéért alljon itt az eredeti allitas.

4. Allitas. Legyenek Iy, I, I», ...,I, az R korldtos zdrt intervallumai, me-
lyekre I, = Iy. Tovdbbd teqgyiik fel, hogy f;: I; — R olyan folytonos figgvé-
nyek, hogy

JAELNY LN A
Ekkor van z; € I; (i = 0,1,...,n), hogy fi(x;) = w41, amennyiben i =
0,1,....n—1 és x, = xg.

A kovetkezd specialisabb formaja az allitdsnak kulcsfontossagu a sza-
munkra.

5. Allitas (hurok). Legyen f: J — J fiigguény, ahol J korldtos, zdrt inter-

vallum, tovabbd legyenek Jy, Ji, Ja, ..., Ji a J intervallum részintervallumas,

melyekre teljestil, hogy belsejik pdaronként diszjunkt. Ezenfeliil f’uk ;. folyto-
=07

nos. Ekkor, ha az
f

Ltnind . Lo,
fedési reldcio fenn dll, ahol minden I; intervallum megegyezik valamely J;
intervallummal, valamint Iy = I, akkor van z; € I;, (i = 0,1,....,n), hogy
f(z;) = xip1, amennyiben i =0,1,...,n — 1 és x, = .

Az allitasban szerepld intervallumsorozatot huroknak fogjuk nevezni. Az
allitasra, mint hurok-allitasra fogunk hivatkozni.
Megjegyzés. A fenti allitasra sziikségiink lesz majd a korleképezései ese-
tén is. Ekkor az intervallumok helyett egyszeresen Osszefiiggs zart korive-
ket frunk. Tetsz6leges korleképezés esetén problémat jelent a bizonyitas egy
kulcslépése, az intervallumok sziikitése, ahol egy intervallumot gy szikitiink,
hogy annak teljes képe legyen a kovetkez6 intervallum, ne csak részhalmaza.
Ez korleképezésnél nem feltétleniil teheté meg.

Amennyiben a koriveink és azok fiiggvény szerinti képei egyszeresen Ossze-
fiiggbek, vagyis sem a korivek, sem azoknak képei nem adjék ki az egész kort,



annyiban a fenti allitas szo6 szerint atvihetd intervallumok helyett korivekre. A
kovetkezd definicio ezt az allitast segiti, a leiras egyszertisitése miatt vezetjiik
be.

3. Definici6. Egy I zart korivet egy f: St — St szerint intervallumszertinek
neveziink, ha f|I folytonos, valamint I # S* és f(I) # S" is teljesiil.

6. Allitas. A hurok-dllitds intervallumok helyett intervallumszerd korivekre
15 teljestil.

Bizonyitas. Legyen g: S' — S! fiiggvény, valamint Jy, Ji, ...J; belsejiik-
ben paronként diszjunktak, és a g fliggvény szerint intervallumszerd korivek.
Legyenek Ko, K1, ...K, C S! olyan zart korivek, hogy mindegyikiik J,, Ji,
...J valamelyikével megegyezik. Ezekre a korivekre teljesiiljon a K1 C g’ K,
ahol (i =1,2,...,n — 1), tovabba a Ky = K,, Osszefiiggés.

Ekkor van K,,_;-nek [?n_l részintervalluma, hogy ¢(K, 1) = K,. Ez a
kovetkezGképpen érhetd el. Legyenek a g(K,_1) koriv végpontjai a B és a C
pontok. Tegyiik fel példaul, hogy egy koriiljarasi iranyt fixalva a

~

max{z € K,_1|g(x) = B} > max{x € K,,_1|g(x) = C}
relacio teljesiil. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
max{z € K,_1|g(z) =C} = D,

valamint
min{z € K,,_;|z > D,g(z) = B} = E.

Ekkor a koriiljarasi iranynak megfeleléen a g(|D, E]) = K, Osszefiiggés telje-
siil, igy valoban talaltunk egy a feltételeknek megfelels intervallumot.

Az eljarést tovabb folytatva hétulrol elérefelé, szikithetjiik az intervallu-
mokat. Végiil K, intervallumot lecserélhetjiik a sztikebb K, = K, interval-
lumra, ezzel még mindig teljesiil a kovetkezs fedési lanc.

KoLK 5K, % . 5K,

Ekkor a g”‘ a folytonos fliggvényre nézve K o intervallumszer koriv. A konst-
rukciénak koszonheten a K, C K, = g"(f?o) Osszefiiggés is fennall, igy a
g" leképezésnek van z, fixpontja a Ko halmazban. A sztikitéses eljardsnak
koszonhetéen az x; = ¢'(zo) € K; pontok teljesitik az allitas feltételeit. [

A tovabbiakban erre az allitasra mint korhurok-allitasra fogunk hivatkoz-
ni.

Ez azt jelenti szamunkra, hogy, ha talalunk egy f: I — [ leképezés-
hez intervallumhurkot, (vagy korivhurkot korleképezés esetén) az allitasban
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megadott moédon, akkor kovetkeztethetiink arra, hogy van egy = € I, amire
f™(z) = x. Amennyiben a hurok nem tartalmaz ismétlsdést (vagyis nem egy
kisebb hurok tobbszor egymasutéan irt valtozata), valamint ki tudjuk zarni,
hogy az x pont valamelyik végponttal egybeessen, akkor kévetkeztethetiink
arra is, hogy x az f egy pontosan n szerint periodikus pontja.

1.2.2. Lépatké

4. Definicié. Legyen I C R korlatos zart intervallum. Azt mondjuk, hogy
az f: I — I folytonos leképezés lopatkoval rendelkezik, ha léteznek J, K C
I zart, diszjunkt részintervallumok,hogy mind J, mind K fedi a J és K
intervallumokat is.

7. Allitas. Amennyiben f: I — I folytonos leképezés, ahol I C R korldtos
zart intervallum, rendelkezik J, K intervallumok dltal alkotott lopatkoval,
akkor minden n € NT esetén van f-nek pontosan n-szerint periodikus pontja,
x, hogy minden k € N esetén f*(z) € JUK.

Megjegyzés. A fenti allitas altalanosithatd arra az esetre, amikor az f le-
képezésnek csak a J U K intervallumon tessziik fel a folytonossagat, mivel
minden esetben kiterjeszthets egy ilyen tulajdonsaggal rendelkezé fliggvény
I — I folytonos fliggvénnyé, mivel a J U K halmazon f megegyezik a kiter-
jesztésével, igy az allitas biztosit szamunkra egy periodikus pélyat minden
n € NT esetén n periédussal.

Ennek az allitasnak nem lesz sziikségiink az altalanositasara korleképezé-
sek esetére, de azért megjegyezném, hogy amennyiben f : S' — S! szerint
J, valamint K intervallumszerd korivek a fenti fedési tulajdonsagokkal ren-
delkeznek, annyiban a

J>K—>J—J—..—=>J

hurokra alkalmazhaté a hurok-allitas.



2. fejezet

Elemi megkozelités

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk az

—a h < r<
La,b,c(x) = Cll bcz’l b ==
T2~ 1%, hac<z <1
—c 1—c™?

leképezés meghatéarozta diszkrét dinamikus rendszer hosszu tava viselkedését,
abban az esetben, ha c¢ egyik oldalan, az |L| , (z)] < 1. Amikor szigori
egyenlGtlenség teljesiil, arra néha csak tgy fogok utalni, hogy lapos eset.
Hosszutavu viselkedés alatt, azt értjiik, hogy szeretnénk meghatérozni milyen
x értékekre létezik hrn La b C( ), amennyiben létezik milyen értékeket vesz fel.

Vannak-e perlodlkus pontok ha igen, milyen periddusszammal.

Ebben a fejezetben az Iy = [0, c|, valamint az I, = [c, 1] jelolést fogom
hasznalni. Az L, . leképezést folytonosnak tekintjiik mindkét intervallumon,
tehat Lgp.. | Io(c) =0, Lape ‘ L (c)=1.

2.1. Lapos - Lapos eset

Ebben az esetben |L{ , .(r)| < 1 minden folytonossdgi pontban. Ez annyit
jelent, hogy |a/c| < 1 és |1 —b|/|1 —¢| < 1, vagyis a < ¢, valamint ¢ < b.
Ekkor Iy és I invarians halmazok, vagyis La,b,c(fo) C Iy és Lap(I1) C 1.
Az elGismeretekben leirt Fixpont-tétel szerint, ekkor Iy és I; intervallumokon
is egy fixpont van. Jelolje ezeket rendre x; és z5. Szintén a Fixpont-tétel
alapjan minden x € I, pontra hm Ly, (x) = 21, valamint minden = € [;

pontra hm Ly, (7)) = 2. Erzel Jellemeztuk ezt az esetet. Nem lehetnek sem

1-nél nagyobb periodust pontok, sem olyan pontok, melyek pélydja stri az
I intervallumon.



Ez a viselkedés jol szemléltethets grafikus analizissel. Az abran L, . 1at-
hat6. Ezenkivill az atlo f(x) = x grafikonja, vagyis az ezzel valo metszet
mutatja a leképezés fixpontjat. A grafikus analizis soran kijeloliink egy = € 1
pontot a vizszintes tengelyen, majd itt a tengelyre merélegest allitunk. A
fiiggvény grafikonjaval vett metszéspont (z, Ly p.(z)). EbbSl a pontbdl viz-
szintes szakaszt huzunk az atlohoz, igy megkapjuk az (Lape(z), Lope())
pontot az atléon. Innen tujra fiiggSleges szakaszt huzunk a fiiggvény grafi-
konjahoz, amivel megkapjuk a grafikonon (Lgg(), L2, () pontot. Ezt az
eljarast folytatva az atlon megjelenik egy faziskép, ami szemlélteti a pontok
mozgasat az iteracié soran.

2.1. abra. L, . leképezés grafikus analizise a lapos-lapos esetben.

Ezt a szemléltets eljarast a tobbi példaban is alkalmazni fogjuk.

2.2. Lapos - meredek

Vizsgaljuk meg azt az esetet amikor az egyik oldalon a grafikon meredek-
sége 1-nél kisebb abszolat értékd, a méasik oldalon viszont annal nagyobb.
Tegyiik fel, hogy az I, intervallumon nagyobb a meredekség abszolut értéke.
Ekkor az I; intervallum invarians. A Fixpont-tétel alapjan tehat pontosan
egy fixpont lesz az I intervallumon és minden z € I; pontra teljesiil, hogy
lim,, oo LZ’b’c(a:) = Iy, ahol x5 az egyetlen fixpontot jeldli ezen az intervallu-
mon. Az elGismeretek allitasa szerint az [y intervallumon legfeljebb egy
fixpont lehet és minden méas pont elhagyja ezt az intervallumot. Az abréan
is jol lathato, és szamolassal is konnyen igazolhato, hogy van is egy fixpont.
Jelolje ezt x1, ekkor az intervallumot minden =z # x; pont elhagyja. Meg-
szamlalhatoan sok pont éppen c értéket vesz fel az intervallum elhagyasakor,
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2.2. abra. L, . leképezés grafikus analizise meredek-lapos esetben

mivel 0 és 1 pontok képei I; \ {c} halmazba esnek és minden més pont az
invarians I intervallum belsejébe jut, igy végiil ezekre a pontokra is teljesiil
lim,, o0 L37b7c(x) = Ty.

Tehat a leképezésnek két fixpontja van x; és x5, minden mas pont, az xs
fixponthoz tart.

Abban az esetben, amikor I az invarians intervallumom és [1-en a mere-
dekség abszolut értéke 1-nél nagyobb, ez el6z6hoz teljesen hasonléan lathato,
hogy I intervallumon lesz egy x5 fixpont, minden mas pont, az [ intervallum
x1 fixpontjahoz fog tartani.

Ezzel megvizsgaltuk azt az esetet, amikor legalabb az egyik oldalon a
leképezés lapos.

2.3. Végtelen sok kett6 periodikus palya

Vizsgéljuk, most azt az esetet, amikor fennall az [y, I; intervallumok vala-
melyikén az L), (r) = —1 egyenléség. Ebben az esetben, ezen az oldalon a
fixponton kiviil minden pont 2 szerint periodikus lesz. Amennyiben a mésik
oldalon a derivaltra |L , .(v)| < 1 teljesiil, tgy a korabbiakban leirtak sze-
rint ezen az oldalon minden az oldal fixpontjahoz fog tartani. Amennyiben 1
abszolat értéki a derivalt, ugy szintén ketts periodikus palyak alakulnak ki
ezen az oldalon is a fixpont kivételével. A harmadik esetben pedig, amikor
a derivaltra |f'(x)| > 1 feltétel teljesiil, annyiban a meredekebb oldalon a
fixpont taszito lesz, el6bb utobb az iteralas soran minden palya elhagyja ezt
az oldalt (persze a fixpont kivételével), igy ezek mind végperiodikus pontok

lesznek, vagyis, minden pont egy bizonyos iteralttol kezdve egy 2 periodikus
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2.3. abra. Grafikus analizis egyik oldalon —1 meredekség esetén.

palyan fog mozogni. Mindez konkrét szamolassal is konnyen igazolhaté az
a = ¢, vagy b = c Osszefiiggéseket az L, . képletébe helyettesitve.

Az egyik érdekessége ennek az esetnek, hogy klasszikus példédkban (példé-
ul logisztikus fiiggvénycsalad) rendszerint, ha egy n periddusi palya megszii-
letik, akkor meg is marad nagyobb paraméter értékekre. Ebben az esetben
nem ez torténik. Szimmetrikus esetben az elébb latottak alapjan a = 0,5
paraméterértéknél megsziiletik végtelen sok 2-periodikus palya, majd régton
el is tlinik. A kovetkez§ paraméterérték, aminél megjelenik egy 2 periddusu
palya a = 1.

A kaotikus rendszer mintapéldaja

Tekintsiik azt az esetet, amikor ¢ = 0,5, a = 1, b = 0. Az abran ennek
a fliggvénynek két iterdltja lathato, a masodik és a harmadik. Az iteraltak
grafikonjanak metszete az f(x) = x fiiggvény grafikonjaval, ezen iteralt fix-
pontjait jelenti, tehat az abrén, a fliggvénygrafikon és az atl6 metszéspontjai.
Az n-edik iteralt egy fixpontja pedig egy periodikus pont, melynek alappe-
riodusa osztja n-et. Az is lathato, hogy az n-edik iteralt 2™ helyen metszi az
atlot. Bevezetve a Per(n) jelolést az n szerint periodikus pélydk szaméra a
kovetkezd Osszefiiggést kapjuk.

2" = Z k Per (k).

k|n

Ebbdl lathato, hogy kettd fixpontunk van és ha n primszam, akkor (2" —2)/n
a szama az n alapperiodusu palyaknak, specidlisan pozitiv. Amennyiben
n Osszetett szam, akkor kihasznalva, hogy n minden valédi osztdja, osz-
toja egy n/p alaku természetes szamnak is, ahol p az n egy primosztodja
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>k K Per(k) <nPer(n) + 3, 2"/? alaki becslést kapunk. Tovabb becsiil-

ve kihasznélva, hogy az n szamnak legfeljebb log,(n) kiilonb6z6 primosztdja
lehet azt kapjuk, hogy

2" < nPer(n) + log,(n)2"/2.

Tehat, ha a 2"/% > log,(n) osszefiiggés teljesiil, akkor Per(n) > 0. Igy minden
n € N* természetes szamra van n alapperiodusu pélya.

Ezeknél a konkrét paraméterértékeknél (a = 1, b = 0), az a kiilonlegesség
jegyezhets meg, hogy rogzitett ¢ paraméter mellett a leképezést korleképe-
zésként tekintve, vagyis az abran lathaté négyzetet a torusz adbrazolasanak
tekintve, ahol a szemkozti pontokat azonositjuk egymassal a négyzet kertile-
tén, ez az egyetlen olyan értékpar, a > 0,5, b < 0,5 mellett, ahol a leképe-
zésnek nincsen szakadasi pontja, folytonos. Igy tekintve a leképezést, annak
hérom fixpontja lesz, paros n esetén csak 2" — 1 metszéspontja lesz az n-edik
iteraltnak az atloval, paratlan n esetén pedig 2™ + 1.

2.4. abra. Ly leképezés méasodik és harmadik iteraltja.

Koénnyen lathatoan J = [0;1/2], K = [1/2;1] teljesitik a fedési feltétele-
ket, belsejiik diszjunkt, de a hurok-allitas nem alkalmazhato, mivel mindkét
intervallum képe az egész kor.

Tekintsiik J — K — J hurkot. Ez szabalyosnak mondhat6, ha J és K
helyére talalunk olyan intervallumokat/koriveket, hogy azokra megszoritva
Ly-et intervallumleképezést kapunk, vagyis egyik koriv képe sem adja ki az
egész kort. Az eredeti intervallumokbol kiindulva, hatulrol kezdve az inter-
vallum szikitést a

[0;1/8] — [3/4;1] — [0;1/2]
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eredményt kapjuk. Felhasznélva, hogy egy fedési relacioban a fedett interval-
lum sztikithetd, az utolsé intervallumot lecserélhetjiik az elsére, igy mar egy
szabalyos hurkot kapunk. A korleképezés megszoritasai az adott korivekre
tekinthet&ek intervallum leképezéseknek. Erre mar alkalmazhatoak az elsé
allitasok, valéban

0—1—0

a kozos végpontja (a koron) az intervallumainknak, ami ott fixpont. Az adott
korleképezésnek egyaltalan nincsen 2-periodikus pontja. Mint intervallum le-
képezés, a 0-1 valoban egy ciklikus pélya 2-peridédussal.

A jo hir, hogy tovabb folytatva a hurkunkat |0;1 /2] megszoritasaival balrol
a nagyobb n értékekre mar nem lép fel ilyen probléma. Folytatva két elemmel
a sort a

[8/32;9/32] — [7/16;8/16] — [0;1/8] — [3/4;1] — [8/32;9/32]
hurkot kapjuk. Lathato, hogy itt mar nem szerepel 0 vagy 1 minden inter-

kisebb periddusszammal mint 4, mivel az utols6 el6tti halmaz metszete bar-
melyik korabbival csak az 1 pont lehet (0 forméjaban), és ezt kizartuk.

Ez a modszer, ha a mi esetiinkben nem is miikodott zokken&mentesen,
sikeriilt beldtnunk segitségével, hogy L;-nek van n-ciklusa minden n > 2
esetén, valamint 2-periodikus palyaja is van 1, ha mint intervallumleképezésre
gondolunk ra, valamint eddig is lattuk mar, hogy 2 fixpontja van. A teljesség
kedvéeért alljon itt egy dbra, ami szemlélteti, hogy valoban nincsen méas ketts
periodikus palyéja.

2.5. abra. L, leképezés, valamint annak méasodik iteraltja a > 1/2 esetén

Az abran az eredeti fliggvényt szaggatott vonal jeloli, a szakadasi helyeket
mindkét fliggvény esetében pontozott vonal. A masodik iteraltat sima vonal
jeloli. Halvanyabban az 4tlo, vagyis az f(z) = x fiiggvény grafikonja lathato.
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Ezen az dbrdn nem a = 1 szerepel, hanem egy 0,5 < a < 1, mivel ez
més paraméterértékekre is teljesiil. Lathato, hogy az atlot a masodik iteralt
csak az xg és x; fixpontokban metszi. A mi paraméterértékiinknél a 0 és 1
pontokban is lathatnank metszéspontot.
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3. fejezet

n-ciklusok nagy a esetén

Ebben a fejezetben az egyparaméteres L, fiiggvényosztalyt fogjuk vizsgal-
ni periodikus palyék tekintetében nagy a értékekre. A kordbban bevezetett
jeloléseket fogjuk hasznélni, vagyis L,-val azt az [ — [ fiiggvényt jeloljiik,
mely lineéris a [0;1/2) valamint az (1/2;1] intervallumokon és L,(0) = a,
0,5 szakadési helyen a bal oldali hatarérték 0, a jobboldali hatarérték 1 és
Lq(1) = 1 — a. Ugy tekintjiik, hogy a leképezés kétértekii a szakadasi he-
lyen, igy ott a 0 és 1 értékeket is felveszi. Az els6 részben megmutatom,
hogy elég nagy a esetén L2 rendelkezik lopatkoval, valamint minden maga-
sabb rendi iteraltja is. Ebbdl kovetkeztethetiink hat szerint periodikus pont
el6fordulésara. Ezt az eredményt a masodik részben kiaknézzuk és P-grafok
segitségével megmutatjuk, hogy ebbdl a mi esetiinkben kévetkezik minden
n-ciklus létezése n > 3 esetén. Végiil az utolsé részben megvizsgaljuk, mi a
helyzet n = 3 esetén.

3.1. Lopatko az L? leképezésben és ennek kovet-
kezményei

Ebben a részben megvizsgaljuk, hogy a milyen értékeire tudjuk garantalni,
hogy az L? leképezés rendelkezik lopatkoval. Egy monoton csokkend fiiggvény
masodik iteraltja monoton novekedd. Feltehetd, hogy a > ¢, mivel a < ¢ ese-
tében mar ismerjiik a fiiggvény dinamikéjat az eléz6 fejezetbsl. Igy L (c)
kételemd halmaz, az egyik elem a (0;c¢), a masik a (¢; 1) intervallumba esik.
A fiiggvénynek igy harom szakadasi helye van, L_'(c) két eleme, valamint c.
Ez négy intervallumra osztja az egységintervallumot, jeloljiik ket rendre Iy,
Lo, 111, I1p-val. Az indexek arra utalnak, hogy a pont ¢ melyik oldalara esik a
novekvé iteraciok soran. Példaul Ij; azon pontok halmazanak lezartja, ame-
lyek a 0-dik iteralas soran (identitas, 6 maga) c-nél kisebb, mig elsg iteraltjuk
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(L, értéke) c-nél nagyobb. Az abran is lathato, hogy az intervallumok leirt
sorrendje a valoédi sorrend. Azt fogom belatni, hogy Iy és I;; 1opatkonak
tekinthets. Pontosabban ebbdl a két intervallumbol mindkét végén levag-
va keveset, olyan intervallumokat kapunk, amik diszjunktak, a leképezésiink
ezekre megszoritva mar folytonos. Latni fogjuk, hogy a lopatko tulajdonsag
ezekkel az altalanosabb feltételekkel is alkalmazhato.

ooy N K
Io] ]00 ]11 110

3.1. abra. Lopatko L? leképezésben.

Egyszerd szamitassal adodik, hasznélva a grafikon kézéppontos szimmet-
riadjat, hogy
1

L +

27 4a’

Az is vilagos, hogy L2(c—0) = a, ahol f(c—0) = lim, ». f(z) jelolést hasznal-
juk a baloldali hatarértékre. Akkor fedi Iog képe I1;-t, ha a > max L, *(c). Az
adodik, hogy a kivant fedések az aranymetszés fele f6lott teljesiilnek, vagyis
a > 1/44/5/4 ~ 0,809 esetén Ioy és Ij; teljesitik a lopatko definicioja-
ban szerepld fedési feltételeket. Mivel hatarozott egyenlGtlenséget koveteltiink
meg, igy van az [y, intervallumnak olyan részintervalluma, hogy arra a fedés
még mindig teljesiil, tovdbba a két végpontot, vagyis L? szakadasi helyeit
ne tartalmazza. Igy nyeriink egy J C Iy, valamint szimmetrikusan az 1/2
helyre egy K C I; zart intervallumot, melyekre megszoritva L? leképezést,
mar folytonos fiiggvényt kapunk.

Megjegyzés. Az abrat tovabb vizsgalva, a fedéshez elegendGek a két fixpont
altal meghatérozott zart intervallummal vett metszeteik is. Ezzel szdmolva
a fedéshez elegends az a > 1/ V2 ~ 0,707 érték is. Ezutan az intervallu-
mok c¢ felé es6 végébdl levaghatunk egy megfelelen kicsit, hogy a végpontok
ne okozzanak problémat. (Ezért kell mindenhova hatarozott egyenlétlenség.)
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Jeloljiik az igy nyert intervallumokat a J és K bettikkel. A kévetkezot allit-
hatjuk.

1. Lemma. Legyen f: I — I leképezés, ahol I eqy korldtos, zdrt interval-
lum. Legyenek J, K diszjunkt zart intervallumok, melyek kélcséndsen fedik
egymdst és magukat, tovabbd legyenek az f‘K €s f|J megszoritasok folytono-
sak. Ekkor f minden n € NT esetén rendelkezik n-ciklussal.

Bizonyitas. Ha f folytonos lenne, akkor készen lennénk, hiszen rendelkezne
lopatkoval. A bizonyités lényege az egyszerd észrevétel, hogy f viselkedése
a megadott intervallumokon kiviil semmilyen hatéassal sincs a lemma felté-
teleire. K U J egy zart részhalmaza a korlatos zart [ intervallumnak, tehat
f } KLy folytonos és kiterjeszthetd I-re folytonosan. Igy nyeriink egy f folyto-
nos fliggvényt, amire mar alkalmazhato a lopatko allitas. Az e szerint garan-
talt periodikus pontok palyaikkal egyiitt a K U J halmazba esnek, ott pedig
a két fliggvény megegyezik, igy a lemmat belattuk. [

A korébban definialt K és J intervallumokra, valamint az L? leképezésre
nyilvanvaléan teljesiilnek a lemma feltételei, igy belattuk a kovetkezét:

8. Allitas. Az L? leképezésnek a > 1/4/2 esetén minden n pozitiv egész érték
esetén van n alapperiodusi pontja.

Most vizsgaljuk meg, hogy ez mit jelent szAmunkra. Ha = az f* leképezés
pontosan n-szerint periodikus pontja, ahol & € NT, akkor az f leképezésnél
nem tudhatjuk pontosan a periodusat, de az biztos, hogy kin alaku, ahol k; |k
pozitiv egész szam. Ezek szerint minden n € NT esetén L, leképezésnek van
ciklikus pontja n vagy 2n periodussal, amennyiben a > 1/v/2. Ezt 6sszevetve
azzal, hogy L,-nak nincs 2-periddusa, csak egy dolgot allithatunk biztosan,
L, leképezésnek van ciklikus pontja 4 periddussal.

Ennél nekiink tobbre van sziikségiink. Megvizsgalva az els6é néhany ite-
ralt grafikonjat lathato, hogy a [0, ¢| intervallum feletti részt a masodik ite-
ralt megforditja, a kisebbik fixpont fiiggéleges tengelye koriil és lekicsinyiti
ugyanezen tengely megtartasaval (lasd a 3.2 dbrat). A kovetkezs iteraltak is
mind ezt teszik. Igy mindig lesz a fixpont koriil egy intervallumunk, amin a
fiiggvény linedrisan Osszekoti a 0 értéket az a értékkel. Ez talan egy tulsago-
san szemléletes, geometriai lefras, de konnyen precizzé tehetd. Amennyiben
L™(z) = L™ Y(—2ax+a) modon tekintjiik, figyelembe véve, hogy a € (1/2;1),
akkor ez pont a leirt fiiggvénytranszformaciot adja meg a [0; ¢| intervallumon.
Mivel L? esetén ez a linearis rész a min L, '(1/2) értéknél kezdsdik, allit-
hatjuk, hogy a korabban megadott a > 0,80982 értékekre L3 leképezésnek
minden n pozitiv természetes szamhoz taldlhatdé n alapperiédusi pontja. A
fenti gondolatmenetbdl az is kovetkezik, hogy ezen érték felett nem csak a
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harmadik, és a masodik iteralt rendelkezik minden periddusszammal, hanem
minden magasabb rendd iteralt is.

01000 , Jl1Ll1

» H . e

Too I

3.2. abra. Az Iy o, illetve az I;; ; intervallumok, mint l6patkok.

Nekiink mindebbdl csak egy aprosigra lesz sziikségiink a kovetkezd rész-
hez.

9. Allitas. Minden a > 1/4 4+ \/5/4 érték esetén az L, leképezésnek van
pontosan 6 szerint periodikus pdlydja.

Bizonyitas. Ez el6bbiekben lathattuk, hogy az L? leképezésnek az adott
paraméter érték mellett van 2-ciklusa. Ekkor LS(z) = z ezen ciklus egy
pontjara. Az x pont L, szerinti periédusa csak 6 osztoja lehet. L3-nak x
nem fixpontja, valamint tudjuk, hogy L,-nak nincs pontosan kett§ szerint
periodikus pontja. Ezeket Osszevetve nyerjiik, hogy x az L, egy periodikus
pontja, 6 alapperidodussal. [

Megjegyzés. Ebben a fejezetben elért eredményekhez nem sziikségszert az
egyparaméteres csaladot hasznalni. Azért tettem mégis ezt, mert ez nagy-
ban megkonnyiti a konkrét szamitédsokat. Ahhoz sem sziikséges a szimmet-
ria, hogy belassuk a magasabb rendt iteraltak 16patkod tulajdonsagat, hiszen
ehhez pont azokat az intervallumokat hasznaltuk, amiknek elemei még sosem
njartak” a tuloldalon, nincs rajuk hatéssal a leképezés c-n tili része.

3.2. A 6 peri6édusok

Az el6z6 részben belattuk, hogy az L, leképezésnek elég nagy a paraméter-
érték esetén van 6-periodusu ciklikus palyaja. Ezt a ciklikus palyat L3 egy
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2-periodusi pontjabol nyertiik, igy 1étezik olyan pont, zy, hogy az pontosan
6-szerint periodikus és minden n € N esetén L3"(zo) € J U K teljesiiljon, az
el6z6 fejezet jeloléseivel. Kizarhato, hogy a 6-periodust péalyanknak része le-
gyen a ¢, 0, 1 pontok barmelyike. Egyik pont sem eleme a J U K halmaznak,
L7Y0) = LY (0) = ¢ és L,(0), Ly(1) ¢ J U K osszefiiggések alapjan lehe-
tetlen, hiszen a pélyanak lenne 3 egymast kovet§ iteraltja, amik nem esnek
J U K halmazba.

A periodikus palyara a P = {p1, pa, p3, P4, P5, D6 } jelolést fogjuk hasznélni,
ahol a pontok indexelése a természetes rendezés alapjan torténik. Ekkor az
La(pi) = py(i) Osszefiiggés egyértelmiien meghataroz egy ¢ : {1,2,3,4,5,6} —
{1,2,3,4,5,6} permutaciot, vagyis bijekciot. Ennek a permutécionak cikli-
kusnak kell lennie, hiszen csak igy lehet pontosan 6 szerint periodikus a palya.

A permutacidkat a ciklus felbontasuk alapjan fogom felirni, ekkor példéaul
(16)(253) jeloli a permutaciot, ahol p(1) =6, p(6) =1, ¢(2) =5, ¢(5) = 3,
©(3) =2 és p(4) = 4. Ez a feliras egyértelmii, eltekintve a ciklusok sorrendjé-
t6l és a ciklusokban a kezdSelem valasztasatol. Igy az elgbb leirt permutéacio
irhato példaul (532)(61) alakba is.

3.2.1. A lehetséges 6 ciklusok

Az el6z6ek alapjan jelolje ¢ : {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6} azt a permuté-
ciot, melyre L(p;) = L(p,@)). Azon kiviil, hogy a ¢ permutacionak ciklusnak
kell lennie, P sorba rendezésének és L tulajdonsagainak készonhetGen ¢ mo-
noton csokkend a c el6tti és a ¢ utani elemeken is. Tehat ¢ két részre osztja
P-t és ezeken a részeken ¢, mint leképezés, monoton csokkend.

Ezek utdn egy nem tul gyors, de egyszerti kombinatorika feladatot kell
megoldanunk. Féleg esetszétvélasztéassal dolgozunk. A fejezet végén megta-
lalhato a tablazatban az Osszes fenti feltételeknek eleget tevé 6-ciklus.
Most részletesen megtargyaljuk, hogy hogyan kaphato e tablazat.

Kezdjiik azzal, hogy hogyan osztja fel ¢ a P halmazt, a két rész elemsza-
méat vizsgalva. A 0+ 6 felosztas nem lehetséges, mivel egy monoton csokkend
{1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6} bijekci6 csak ¢ = (16)(25)(34) lehetne, ami
nem 6-ciklus. Természetesen pont ugyanigy a 6 + 0 felbontas sem lehetséges.
Altalaban is igaz, hogy i + j és j + i megfeleltethetGek egyméssal pont az
elébb leirt (16)(25)(34) bijekcioval vett konjugélas segitségével. Ez megfelel
az f(x) = 1 —x homeomorfizmussal vett konjugélasnak a fliggvények esetén.
Ezek szerint elég vizsgalnunk 3 4 3, 2 + 4, 1 + 5 eseteket.

Elgszor is tekintsiik a 3 + 3 esetet. Tegyiik fel, hogy ¢(1) = 6. A mo-
notonités ebben az esetben azt jelenti, hogy ¢(1) > ¢(2) > ¢(3), valamint
©(4) > p(5) > ¢(6). Ebbdl lathato, hogy az 1 csak a 6, vagy a 3 képe lehet.
Igy csak a 3-at képezheti az 1-be, kiilonben egy kisebb ciklusunk alakulna
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ki, tehat ¢(3) = 1. Ekkor a 6-ot nem rendelheti 3-hoz, mert az egy 3-ciklust
adna, 4-hez, vagy 5-hoz sem, mert ekkor a monotonitas miatt a 4-et és az
5-6t nem lenne hova képeznie, tehat csak a 2-t rendelheti a 6-hoz. A 3-at
csak az 5-hoz rendelhetem ezek utan, mivel a 2-héz rendelve kisebb ciklus
alakul ki, a 4-hez rendelve pedig nem maradna az 5-nek a monotonitasnak
megfelel§ elem, tehat ¢(5) = 3. Végiil a kisebb ciklust, csak egyféleképpen
tudom elkeriilni, tehat az adodik, hogy az egyetlen 3-+3-as ciklus, ami az 1-et
6-ba képzi: (162453).

Vizsgaljuk tovabb azt az esetet, amikor c el6tt is, utén is 3 eleme van a
ciklikus palyanak. Tegyiik fel, hogy ¢(1) = 6 nem teljesiil. A monotonitas
miatt 6 csak az 1, vagy a 4 képe lehet, tehat ebben az esetben ¢(4) = 6.
Altalaban is igaz ebben a felosztasban, hogy ¢ (1) csak 4, 5 vagy 6 lehet, mivel
©(3) < v(2) < (1), igy 2 nem lehet, valamint p(1) = 3 esetén p(2) = 2
lenne, ami lehetetlen egy 6 ciklus esetén. Tehat az el6zGek alapjan két esetiink
maradt ¢(1) = 4, valamint p(1) = 5.

Tekintsiik elészor azt az esetet, amikor ¢(1) = 4. Ekkor ¢(2) = 3, mivel
©(2) < 4, 2 nem lehet (akkor nem 6-ciklust kapnank) és p(3) < ¢(2) alapjan
1 sem, igy valoban csak ¢(2) = 3 lehetéség maradt. 3 képe ekkor csak 1
lehet, a monotonitas alapjan ezenkiviil csak 2 johetne szoba, de ekkor egy
2-ciklus alakulna ki. Mar csak két értékiink hianyzik és p(6) = 2 esetén
egy b-ciklus alakul ki, tehat nem lehetséges, p(6) = 5-bdl pedig ¢(5) = 2
sérti a monotonitast, tehat ellentmondasra jutottunk. Tehat ¢(1) = 4 nem
lehetséges p(4) = 6 mellett.

Az el6z6ek alapjan abban az esetben, amikor ¢ el6tt és utan is 3 pontja
van a ciklusnak az az eset var megvizsgalasra, amikor ¢(4) = 6 és p(1) = 5.
A monotonitas miatt ¢ csak a 3-at, vagy a 6-ot képezheti az 1-be.

E szerint folytatjuk esetszétvalasztassal, tekintsiik elsének a p(6) = 1
esetet. Ebben az esetben vizsgéljuk elsének, hogy melyik szam képe a 4. Az
5-é nem lehet, mivel ekkor egy 4 ciklus alakulna ki. A 3 képe sem lehet a 4,
mivel ekkor a monotonitas miatt 2 képe 5, 1 képe 6 lenne sziikségszertien,
ami lehetetlen. Mivel mar fixaltuk, hogy ¢(1) = 5 igy 1 képe se lehet méar a
4. Egy lehet6ség maradt, ¢(2) = 4. Ekkor 5 képe nem lehet 2, mivel ekkor
zarodna egy 5-ciklus, tehat csak a p(5) = 3, és a p(3) = 2 eset lehetséges.
Tehat kaptunk még egy a feltételeknek megfelels 6-ciklust, nevezetesen az
(153246) permutaciot, ami valoban teljesiti a monotonitési feltételeket is.

Most folytatjuk azzal az esettel, amikor ¢(3) = 1.

A feltevéseink szerint most p(4) = 6, ¢(1) = 5 és ¢(3) = 1. Ekkor
meg kell még hatdroznunk, hogy a 2, 5 valamint a 6 szamok melyikéhez
rendeli a bijekci6 a 2, 3, valamint a 4 értékeket. p(5) = 2 nem lehetséges,
mert ez csak ¢(6) = 1 mellett lehetséges a megadott monotonitasi feltételek
mellett. p(2) = 2 is kizart, igy csak a 6-hoz rendelheti 2-t, vagyis ¢(6) = 2.
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©(2) = 4 ekkor ciklust zarna be, igy csak ¢(2) = 3 és ebbdl adodoan ¢(5) = 4
lehetséges. Ezzel megkaptuk az utolso lehetséges ciklusunkat, az (154623)-t,
abban az esetben, ha c el6tt és utan ugyanannyi pontja van P-nek.
Kovetkezhetnek a més felosztasokhoz tartozo ciklusok. Tekintsiik most
azon ciklusokat, amelyeknél pi,ps < ¢, valamint ps, p4, ps és pg nagyobb c
értékénél. Ebben az esetben a monotonitas alapjan a 6 értéket csak 1 vagy
a 3 helyen veheti fel a ¢, hasonléan az 1 érték csak a 2, vagy a 6 helyekhez
tartozhat. Elgszor tegytik fel, hogy ¢(1) = 6. Ekkor ¢(6) = 1 nem lehetséges
(ezzel egy 2-periodikus palyat kapnank), igy sziikségképpen ¢(2) = 1. Mivel
meghataroztuk az 1 és 2 képét, igy a hozzarendelést a monotonitési feltétel,
valamint az egy-egyértelmiiség egyértelmiien meghatarozza mar a kévetkezs

bijekciot.
1 2 3 4 5 6
6 1 5 4 3 2 )°

Ebben a felirdasmoédban az als6 sor minden eleme a felette allo6 szam képe.
Jol lathato, hogy igy (4) = 4 adodik, ami ellentmond a feltételeinknek. Igy
kizarhatjuk a ¢(1) = 6 esetet, igy csak a p(3) = 6 lehetséges. Az el6z6ek
alapjan ¢ az 1 értéket csak a 6, vagy a 2 helyeken veheti fel. Tegyiik fel, hogy
©(6) = 1. 1 képe ekkor csak 4, vagy 5 lehet, ugyanis 1 és 3 esetén kisebb
ciklus alakulna ki, mig 2 esetén ¢(2) = 1 adéodna a monotonités alapjan, ami
lehetetlen. Ujabb esetszétvalasztassal vizsgaljuk elsének a (1) = 4 esetet.
Ekkor ¢(2) < ¢(1) alapjan ¢(2) = 3, mivel 2 nem lehet, az 1-et pedig mar
méashoz rendeltiik. Az 1 és a 2 képét meghatarozva a leképezésiink megint
csak egyértelmtien meghatarozott, csak az

6

')

1 2 3

< 4 3 6

permutécio johet szoba. Ezt a permutéciot felirva ciklus felbontasa alapjéan,
(145236), rogton lathato, hogy ez valoban egy 6-ciklus.

Ezzel még nem vagyunk készen a ¢(3) = 6, p(6) = 1 feltevésiinkkel, meg
kell még vizsgalnunk a (1) = 5 esetet is. Ekkor a 2, 4 és 5 szamokhoz kell
még hozzarendelni a 2, 3, 4 értékeket. A 4-hez 4-et nem rendelhetiink és a
monotonitas miatt 2-t sem, igy a ¢(4) = 3 lehetGség marad csak. Ezt, csak
egy modon fejezhetjiik be kisebb ciklus kialakulasa nélkil, igy az (152436)
6-ciklushoz jutunk, ami valéban teljesiti a monotonitasi feltételt is.

Apr < py <c<p3s<py<ps < peesetbdl mar csak az maradt hatra,
amikor ¢(3) = 6, valamint ¢(6) # 1, ekkor ¢(2) = 1. Mivel a legkisebb
fennmarado érték 2, igy az vagy a 6-nak, vagy az 1-nek a képe, amibdl csak az

elsé eset lehetséges, kiilonben 2-ciklus alakulna ki. A bijekciét, a megmarado
3 hely és 3 érték kozott két modon fejezhetjiik be a monotonitasi, valamint

4
3

DO Ot
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©(4) # 4 feltételeket szem el6tt tartva, igy

1 2 3 4 5 6
x 1 6 5 x 2

alaktl permutaciokat kapunk, ahol az z-ek helyére a 3 és a 4 értékeket le-
het rni. Tetsz6leges sorrend mellett a monotonitasi feltétel teljestil. Ciklus
felbontast hasznalva felirjuk a két lehetséges permutéciot, igy (1362)(45), va-
lamint (145362) ciklus felbontasokat kapjuk, amibdl lathato, hogy az egyik
eset nem 6-ciklus, igy ebbdl az esetbdl csak az (145362) permutécio felel meg
a feltételeknek.

Végiil tekintsiik azt az esetet, amikor p; < ¢ < ps < p3 < ps < p5 < P
teljesiil. Ahogy azt az el6z6 esetekben lathattuk a monotonitasi feltételnek
koszonhetSen, amennyiben a ¢(1) értéket meghatarozzuk, az méar egyértel-
miien meghatarozza a permutaciot. Mivel ¢(1) = 1 nem lehetséges, igy a
monotonitas alapjan ¢(6) = 1 teljesiil. Szintén a monotonitas miatt a 6 ér-
téket az 1-hez, vagy 2-hoz rendelhetjiik, mivel 2-ciklus alakulna ki p(1) = 6
esetén, igy ¢(2) = 6. A 2 értéket csak az 5-hoz, vagy az 1-hez rendelhetem,
mivel ez a legkisebb megmaradt értékem, de ¢(1) = 2 esetén 3 ciklusom
alakulna ki, igy csak ¢(5) = 2 lehetséges. Ekkor (1) = 5 kizarhato, hiszen
igy egy kisebb ciklus alakulna ki, tehat a monotonitas alapjan ¢(3) = 5.
Hasonléan az 1 képe nem lehet 3, hisz ekkor kisebb ciklus alakulna ki, igy
csak ¢(1) = 4 lehet, igy mar adja magat az utols6 par ¢(4) = 3. Ezzel ezt
az esetet is attekintettiik, az egyetlen szobajovs permutécio az (143526), ami
valoban teljesiti a feltételeket.

Az Osszes esetet végigvizsgalva azt kaptuk, hogy a lehetséges 6-ciklusok
a szerint, hogy ¢ a P halmazt milyen elemszdmu halmazokra bontja szét, a
kovetkezsk. Abban az esetben, ha ¢ el6tt és utan is 3 elem van (162453),
(153246) és (154623) lehetséges, 2+4-es felosztasbol (145236), (152436) és
(145362) johet szoba, 1+5-6sbdl pedig (143526). Tehat Osszesen 11 ciklus
felel meg a feltételeknek a 120-bol (hiszen az utolsok kettd helyett allnak,
képviselve a 4+2 és 5+1 szétosztasokat is). Megvizsgalni P-graffal viszont
csak 6-ot kell, mivel a felsorolt hét kozil az els6 ketts egymés konjugalt-
ja (16)(25)(34) szerint. Az (154623) permutacioé konjugéltja énmaga, igy ez
ezért nem szerepel ,,duplan”.

A kovetkez§ tablazat osszefoglalja ennek a fejezetnek az eredményeit és
elére vetiti a kovetkezs fejezetek tartalmat.
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’ ciklus \ felbontas \ kezelése

(162453) | 343 | P-graf
(153246) | 3+3
(154623) | 343 | P-graf

(145236) | 244 | Kizarhato ilyen ciklus létezése
(163254) | 4+2 | az L, leképezés esetén.
(152436) | 244 | P-graf
( )
( )
( )
( )
( )

162534 442
145362 244 Az altalunk biztositott 6 ciklus
156324 442 nem lehet ilyen alaku.

143526 1+5 P-graf

163425 5+1

3.3. dbra. A lehetséges 6 ciklusok

A tablazat mind a 11 ciklust tartalmazza, egy rubrikdban vannak a kon-
jugaltak. A kovetkez§ fejezetben vizsgaljuk azokat, amelyek P-grafja hurkot
biztosit szamunkra. A két eltérd ciklust kiilon fejezetben vizsgaljuk.

3.3. P-grafok

Ebben a fejezetben egy igen erételjes eszkozt fogunk hasznalni, Markov-
grafokat, vagy P-grafokat. A Markov-graf egy intervallumfelosztashoz tartozo
fedési relaciok abrazolasa iranyitott graf forméajaban. Ha az intervallumokat
egy ciklikus pélya hatarozza meg, akkor P-grafrol beszéliink. Hasonldéan az
el6z6 fejezethez hasznaljuk a P = {p1, p2, p3, P4, D5, D6} jelolést a 6-ciklikus
palyajara, ahol itt is, az indexelés az egységintervallumon vett rendezésiik
szerint torténik, ez értelmes akkor is, ha korleképezésrdl beszéliink. Az eldis-
meretekben lattuk, hogy ha sikeriil bizonyos feltételekkel hurkot csinalnunk,
azzal garantalhatjuk bizonyos ciklikus palyak 1étezését. Néhany esetben ezzel
nem fogunk tudni n-ciklusokat garantalni minden n > 3 természetes szam
esetén, ezekkel az esetekkel a kovetkezs fejezetekben foglalkozunk.

Ebben a fejezetben az L, leképezést korleképezésnek tekintem, vagyis
L, : St — S ekkor L, folytonos az 1/2 helyen, viszont 0 = 1 (mod 1)
helyen szakadésa lehet, ahol ebben az esetben kétértékiinek tekintjiik.

Menjiink sorra az el6z6 fejezetben talalt ciklusokon. Kezdjiik az (162453)
ciklussal. Az abran egy sematikus abra lathato errdl a ciklusrol.

A ciklus legkisebb eleme el6tti, valamint a legnagyobbik utani részt nem
abrazoltam, mivel ezen a részen a fliggvény nem folytonos korleképezésként
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* Iy I C I3 Iy =

3.4. dbra. Az (162453) ciklus sematikus abraja.

tekintve, igy ezt az intervallumot nem hasznalhatjuk egy hurokhoz. Az abra
nem méretaranyos és nem is linearis a fiiggvény, de a monotonités kapcsan, P
sorrendjét tekintve teljesen hiteles. Igy konnyen leolvashaté rola, hogy mely
intervallumok mely intervallumokat fednek, valamint jol lathaté, hogy jogo-
san hasznéljuk az intervallum szét, hiszen minden koriv valoban intervallum-
szerd, hiszen egyik képe se adja ki a teljes korivet. A [p1, 2], [p2, 3], [P4, Ps]
és [ps, ps] intervallumokra rendre az Iy, I, I3 és I, jelolést fogom hasznalni,
valamint [ps, p4] intervallumot C-vel fogom jelélni. A cikluson kiviil es§ rész-
re, vagyis a [0, p1] U [pe, 1] halmazra a * jelolést hasznélva a kovetkezs P-graf
adodik:

Iy

15Y

3.5. abra. Az (162453) ciklus P-grafja.
Lathato, hogy van egy korlink a grafban, mégpedig I — Iy — I, — I,
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ahol az Iy intervallum magéat is fedi, tehat Io C L,([2) is teljesiil. Tovabba
minden intervallum végpontja P egy pontja.
A korhurok-allitast fogom hasznalni az

IQ—)IQ—>"'—>IQ—)11—>I4—>IQ

hurokra. Ez minden n > 3 esetén elallithato. A korhurok-allitas feltételei
teljesiilnek, mivel az adott harom koriv a bevezetett definiciok alapjan inter-
vallumszeri. Amennyiben az intervallum végpontjait ki tudjuk zarni, gy a
felirt hurkok sziikségszertien egy n-periodusi pontot biztositanak, mivel az
ivek belseje diszjunkt és a hurok nem tartalmaz ismétlédést. A végpontok
kizarhatoak, mivel P pontjai, viszont egyik intervallumban sem szerepel a
ps pont. Ezzel készen vagyunk ezzel a ciklussal, amennyiben L, leképezé-
stinkben olyan 6-os ciklus van, aminek pontjai az (162453), vagy az (153246)
permutacionak megfelel§en mennek korbe, tgy L,-nak minden n > 2 ciklusa
van. Azt mar eddig is tudtuk, hogy a < 1 esetén ketts ciklusa nincsen a
leképezésiinknek.

Kovetkezd permutacionak nézziik az (154623)-t. Ennek sematikus képe
lathato az abran.

=

&

o

~
fi

* L I C Is 1Ia *

3.6. abra. Az (154623) ciklus sematikus abraja.

Ennek a ciklusnak a P-gréafja a kovetkezd lesz.
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Iy

J
3.7. abra. Az (154623) ciklus P-grafja.

Ebben az esetben lathato, hogy a graf tartalmaz egy négy hosszu kort,
nevezetesen az I; — I3 — I, — I, — I hurkot, valamint az I, intervallum
fedi 6nmagat. Ez a fedés megfelel az altalanos fedés feltételeinek, a semati-
kus abran jol lathato, hogy egyik intervallum sem fedi az egész kort. Ennek
koszonhetGen minden n > 3 esetén meg tudunk adni egy

Il—>13—>f4—>12%]2—>"'—>12%]1

tipust hurkot, ahol legalabb egy I szerepel. A hurok-allitdsnak koszonhetGen
tehat minden n > 3 esetén lesz egy x € [p1, p2] = I pontunk, aminek a meg-
felel6 iterédltjai a hurok megfelels intervallumaiban lesznek az n hosszi hurkot
tekintve, valamint L”(z) = z. Amennyiben ki tudjuk zarni a végpontokat x
lehetséges értékei koziil, gy ez egy n-ciklust fog garantalni. A végpontokat,
P pontjait kizarhatjuk 6  n esetén, valamint akkor is, ha az Iy intervallum
tobb mint 2-szer ismétlgdik, hiszen tudjuk, hogy L,(p2) = ps és La(ps) = p1.

Ezzel minden n > 3, n # 6 esetén kizartuk P pontjait, igy ebben az
esetben azt kaptuk, hogy az L, leképezésnek minden n > 3 esetén van n pe-
riodust pontja. Ezzel végeztiink azon permutaciokkal, ahol ¢ mindkét oldalan
hérom pontja van P-nek.

Folytassuk a vizsgalatot az (152436) permutacioval.

27



&

* I C I Is Iy =

3.8. dbra. Az (152436) ciklus sematikus abraja.

Egy sematikus abra segitségével itt is lathato, hogy az 6sszes folytonossagi
korfv intervallumszerd, tehat egyik intervallum képe sem fedi S'-et. Ezek
szerint a P-graf segitségével kereshetiink hurkokat és azokra alkalmazhatjuk
a korhurok-allitast. Az abran ezen graf lathato.

14 Iz

I3

3.9. abra. Az (152436) ciklus P-grafja.

Ebben a griafban tébb kor is van, ami tartalmaz olyan intervallumot,
mely fedi magat, igy hasznéalhatjuk a korabban latott moédszert. Ez az el-
s6 eset azonban, hogy jelentGseggel bir, hogy korleképezésnek tekintjiik az
L, fiiggvényt, mivel ezek a hurkok mind tartalmazzak a C' intervallumot.
Tekintsiik példaul a kovetkezs, ismétlédést nem tartalmazoé hurkokat, ahol
megkdveteljiik, hogy a végén legalabb egy C' legyen, vagyis tényleg hurokrol
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beszélhessiink.
C—oL—=>I;-C—=C—--—=C.

Meg kell még vizsgalni, hogy P elemei nem teljesithetik a feltételeket, tehat
a korhurok-allitas P pontjaitol eltérs pontot ad, ekkor mar biztosak lehetiink
benne, hogy egy n ciklust nyeriink, hiszen a kiilonb6z6 intervallumok belseje
diszjunkt és a hurkunkban nincs ismétlédés. P pontjai, viszont valéban nem
teljesithetik a feltételeket, hiszen azok palyaja tartalmazza a p; pontot, ami
nem része egyik intervallumnak sem a harom hurkot alkoté koziil.

Ezzel belattuk, hogy ebben az esetben is kell lennie minden n > 3 esetén
n ciklusnak. Bar ebben az esetben 3 ciklusnak is kell lennie.

Van még egy 2 + 4 felosztasu ciklusunk, de mivel ez mas megkozelitést
igényel, igy ezt kiilon targyaljuk. Tekintsiik tehat az (143526) permutaciot.

* C I Is I3 Iy *

3.10. abra. Az (143526) ciklus sematikus abraja.

A sematikus dbran itt is lathato, hogy minden koriv intervallumszert.
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Iy Iz

I3
3.11. abra. Az (143526) ciklus P-grafja.

A P-grafon lathato, hogy megjelenik egy kor, amiben van olyan interval-
lum, ami fedi magat. Ezek szerint vehetjiik a

C—-hL—-L—-C—-C—--—=C

hurkokat és a korhurok-allitas segitségével ezek minden n > 3 esetén biztosi-
tanak nekiink egy n-ciklust, mivel ps-et egyik intervallum sem tartalmazza,
igy P pontjai nem johetnek szoba. Tehét az intervallumok belsejének paron-
kénti diszjunktsaga és a hurok ismétl§désmentessége biztosit szamunkra egy
re CUI UI, C S pontot, melyre L7(x) = x és x alapperiodusa n.

A maradék két ciklust a kovetkezs fejezetekben vizsgaljuk meg.

3.4. A kizarhato ciklus

A kovetkez6 permutacionk az (145236) ciklus. Errdl is szerepeltetek egy sema-
tikus abrat, mivel ez segitségiinkre lesz, ha nem is a P-graf megrajzolasdban.
Az intervallumokat Gjra ugy jelolve, hogy valos fiiggvényként tekintve, az ab-
ra szerint a C' intervallumba essen a szakadas, tehat az intervallumok rendre
* 1, C, Iy, I3, Iy és .
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3.12. dbra. Az (145236) ciklus sematikus abraja.

Tekintsiik a sematikus abrat figyelembe véve, hogy lineéris csokkend fiigg-
vényrdl van sz6. Legyen e linearis leképezés meredekségének abszolut értéke
m, a meredekség fogalma természetesen korleképezések esetén is értelmezhe-
t6 lenne, de az egyszeriiség kedvéért tekintsiik ujra a leképezésiinket, mint
I — I leképezést. Azt biztosan feltehetjiik, hogy m > 1, ennél tébbet is
feltehetnénk, de nem lesz réa sziikségiink. Kihasznaljuk azt is, hogy az egy-
paraméteres csaladban vagyunk, tehat a két folytonossagi intervallumon a
meredekség megegyezik. A kovetkezd Osszefiiggések olvashatoak le az dbrarol
hasznalva a |.J| jelolést egy J intervallum hosszara. m|ly| = |Is|, m|l| = |14,
m|Iy| = |I;]. A harom egyenletbél egyszertien adodik, hogy m?|,| = |I4],
ami lehetetlen, hiszen tudjuk, hogy m > 1 és |I;] > 0. Ezzel ezt az esetet
kizartuk.

Megjegyzés. Ez az eset nem szimmetrikus esetben is kizarhato, elég felten-
ni, hogy mindkét folytonossagi intervallumon a meredekség abszolit értéke
egynél nagyobb.

Miel6tt megvizsgéaljuk az utolsdé permutéciot, ratériink a harom-ciklusok
vizsgalatara. Ennek eredményeit felhasznaljuk az (145362) ciklus vizsgéalata-
kor.

3.5. A harom ciklusok

Eddig lattuk, hogy az L, leképezésnek nincsen kettd ciklusa, amennyiben
a < 1. A fenti eredmények bizonyos esetekben csak n > 3 esetén garantalnak
pontosan n-periodikus palyat. Meg kell vizsgélnunk, hogy mi a helyzet 3-
ciklusokkal. Az abra az els§ harom iteraltat mutatja a = 0,808, valamint
a > 0,808 esetén.
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3.13. abra. Az L3 leképezés az a = 1/4 + v/5/4 paraméterérték mellett és
ennél nagyobb paraméterértékkel.

A harmadik iteralt a vastaggal jelolt vonal, az elsé szaggatott, a masodik
a felemasan szaggatott.

Egy korébbi fejezetben mar lattuk, hogy L? szakadasi helyei 1/2 + 1/4a,
valamint az 1/2 helyeken vannak a > 1/2 esetén és ilyen paraméterérték
mellett valoban harom szakadasi hely van. A szakadasi helyek az [ egységin-
tervallumot a korabbi jeloléssel az Iy, I, I11 és 1o intervallumokra osztjék.
Ezeken az intervallumokon L2 linearis és novekvs. Az Iy intervallumon a
felvett értékek L2(0)-t6l novekednek 1-ig. Amennyiben LZ2(0) < 1/2, annyi-
ban lesz egy zy € Iy pont, amelyre L?(zy) = 1/2. Ebben a pontban az L3
leképezésnek szakadasi helye lesz, melyre lim, ., o L3(z) = 0, mas szakadé-
si hely nem lesz az Iy; intervallum belsejében, igy a [0, xq] intervallumon az
L3 leképezés folytonos, monoton csokkend, tehat lesz fixpontja. Mivel az L,
leképezés fixpontja az [y, intervallumba esik és 2-periodikus palyaja nincsen,
igy az L3 elbb talalt fixpontja az L, leképezésnek egy 3-periodusi pontja
lesz. Mar csak meg kell vizsgalni, hogy milyen esetben lesz L2(0) < 1/2.
Szimmetrikus esetben az

L(z) a — 2azx, ha 0 <z <1/2,
a\l) =
l+a—2ar, hal/2<z<1

alakot 0lti a leképezéstink. Mivel L,(0) = a > 1/2, igy
L(0) = Ly(a) = 1+ a — 2a°.

Egy egyszerti masodfoku egyenlStlenség megoldéasaként adodik, hogy a kivant
L2(0) < 1/2 egyenl6tlenség pozitiv a esetén az a > 1/4++/5/2 esetén teljesiil.
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Ezzel belattuk, hogy a > 1/4 4+ v/5/2 esetén az L, leképezésnek van 3-
periodikus pontja. Igazabol ennél tobb is igaz, az a < 1/4 + v/5/2 esetén
nincs a leképezésnek 3-periodikus pontja. Ez abbdl lathatod, hogy ekkor az
elébb elmondottak alapjan az L3 leképezésnek legfeljebb 6 4ga lehet, vagyis
5 szakadasi pontja. Minden ag linearis csokkend fiiggvény, igy legfeljebb 1-
szer metszheti az atlot. 2 metszéspont az eredeti leképezés fixpontja. Ekkor
szimmetria miatt, hacsak L3(1/2) # 1/2, ami pont metszéspont is, akkor
a leképezés, csak 2, vagy 4 helyen metszheti az atlot, mindketts lehetetlen,
hiszen a fixpontol eltérs periodikus pontok mind egy 3-peridédust pélya pont-
jai. Konnyt szamoléssal adodik, valamint az dbran is lathato, hogy az adott
L3(1/2) = 1/2 kritérium csak a = 1/4 4+ /5/2 esetén all fenn.

3.6. Az utolsoé ciklus

Végiil térjiink ra az (145362) ciklus vizsgéalatara. Ehhez a ciklushoz nem raj-
zolunk sematikus dbrat, sem P-grafot, de megemlitjiik, hogy az nem tartal-
maz hurkot. A hat ciklus létezését oly moédon bizonyitottuk, hogy belattuk,
hogy az L3 leképezésnek van kettd periodikus palydja, mégpedig annak a
folytonossagi intervallumnak a belsejében, amely a fixpontot is tartalmazza,
mivel ebben megadhaté egy lopatko. Ezt a két intervallumot fogjuk elsé-
ként jobban megvizsgalni. Ekkor a két megfelels folytonosséagi intervallumot
jeloljiik Iy, illetve I11; modon.
Megjegyzés. Ez 6sszhangban van a kordbban hasznalt jel6léssel, vagyis oo
azon pontok halmazénak lezartjat jeloli, melyek az Iy = [0, ¢) intervallumba
esnek, valamint ebbe az intervallumba esik az elsé és masodik iteraltjuk is.

Ekkor ez I,y — I1;; — I{o hurok olyan 2 periddusi palyat biztosit, mely
Iyoo eleme és képe I11-ben fekszik. Ez az L, leképezésre azt jelenti, hogy van
egy 6-periodust pélyaja, melynek az az [y és az I11; intervallumokban is
van pontja.

Hasonléan az el6z6 fejezetben leirtakhoz szamolhato, hogy

1 11 1 1

Tog = |= — —:1= — — 4+ —
0= 15T 10’2 e 822

Ezutan ratérhetiink a vizsgélandoé ciklusra. Tudjuk, hogy
P1<p2<1/2<p3<ps<ps<ps

teljesiil. Meg fogjuk mutatni, hogy p; < 1/2 — 1/4a, valamint p; > 1/2 —
1/4a+1/8a® minden esetben teljesiil, igy az a ciklus, amit mi biztositottunk
nem lehet ilyen tipusi. Mivel ismerjiik pontosan L, képletét és azt is tudjuk,
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hogy p; iteraltjai 1/2 melyik oldalara esnek, igy konnyen kiszamolhat6 p; =
L5(py) kibontésaval, hogy a b = 2a egyszer(sits jelolést hasznalva

b(b—1)(b* — b — 1)
266 — 1)

p1 =

Ekkor a kivant egyenlStlenség, vagyis p; < min(Zyg) felirhato a b paraméter-
rel. Ekkor az a paraméter lehetséges értékei alapjan az 1,5 < b < 2 becslés
teljesiil. Igy az egyenl6tlenség kifrasa utan egyszertsithetiink a b—1 > 0 szor-
zotényezével, valamint szorozhatjuk az egyenlStlenséget a b — 1, valamint a
b3 + 1 kifejezésekkel, hiszen ezek pozitivak. Végiil a

4P —1>0

egyenlStlenségre jutunk, ami b > 1,5 alapjan teljesiil. Tehat (1++/5)/4 felett
a tetszoleges értékeére teljesiil, hogy p; < min(Zog).

Mivel ebben az esetben ¢(2) =1 és py < 1/2, igy p1 = a — 2ap,, errdl az
imént lattuk be, hogy p; < 1/2—1/4a. Az egyenl6tlenségbe behelyettesitve p;
értékét a és po valtozokkal kifejezve pont a kivant ps > max Iygp eredményre
jutunk. Ezek szerint PN Iy = (), vagyis (145362) tipusi ciklus nem lehet az
a ciklus, amit L3 leképezés 16patkoja garantal.

Ezzel belattuk, hogy az altalunk garantalt 6-ciklus nem lehet (145362) ti-
pusti permutécio. Igy sziikségképpen a tablazat egy masik permutécidja
is el6keriil az a > (14 1/5)/4 paraméterérték tartomanyban, ami garantélja,
hogy minden n € N, n > 3 esetén van az L, leképezésnek n alapperiodusi
ciklikus pélyaja.
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4. fejezet

Osszefoglalo

A szakdolgozatban belattuk, hogy az L, leképezésnek 1 > a > %5 esetén

minden n € N, n > 3 mellett van ciklikus pontja n periddussal. Ez a hatar
éles hatar, a < (1 ++/5)/4 esetén nincsen 3-periodikus palya. Azt is lattuk,
hogy 2-periodikus pélya nincsen 1/2 < a < 1, valamint a < 1/2 paraméter-
érték esetén, de meglepGen, a = 1/2 mellett végtelen sok van. Azt is lattuk,
hogy egy ilyen leképezésnek csak specialis ciklusokat kovethetnek a ciklikus
palyaik, amiket n = 6 esetén &t is tekintettiink. Megjegyzem, hogy volt olyan
ciklus, amirél belattam, hogy, bar az alapfeltételeket teljesiti mégsem johet
szoba, de egyik ciklusrél sem bizonyitottam, hogy ténylegesen létezik. Az
utolso fejezetben latott modszerrel ez vizsgalhato. Lathato, hogy a paramé-
ter rogzitése mellett p; kifejezhets a fiiggvényében. Ez bizonyitja, hogy egy
tipusu ciklussal csak egy palya fordulhat eld.

Az is lathato az eredményekbdl, hogy a Sarkovszkij tétel nem teljesiil az
L, leképezéscsaladra. Folytonos esetben, ha van fixponton kiviil periodikus
palya, akkor pontosan 2-szerint periodikus palya is van, de a mi esetiinkben
elég nagy a esetén minden peridodusi palya van, kivétel 2. Azonban, ha a 2-
t6l eltekintiink, akkor megkaptuk eredményiil, hogy az utolsé periddus, ami
,megsziiletik” a 3, ami 0sszhangban van a Sarkovszkij elmélettel.
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