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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Tarcsay Zsigmondnak a téma ajanlasat, illetve
a rengeteg segitséget, amelyet a dolgozat irasa soran nytujtott. Koszonet illeti tovabbé a
remek mesterszakos funkcionalanalizis kurzusokért, amelyek még kozelebb hoztak hozzam
a téméat. Koszonet illeti tovabba csaladomat egyetemi éveim alatti tAmogatasukért.



El6sz6

Jelen szakdolgozat célja betekintést nyujtani normalt algebrak (Banach-algebrak, C*-al-
gebrak, Hilbert terek korlatos operatorainak algebraja) kozotti izomorfizmusok elméleté-
be. Els6ként Johnson automatikus folytonossagi tételét targyaljuk. Erre két kiilonb6zé
bizonyitast is mutatunk, melyek koziil az els6t Banach-algebrak reprezentécidelméleté-
nek egy rovid alapozésa el6zi meg. Ezutan belatjuk Eidelheit tételét, amely Banach-téren
értelmezett korlatos operatorok algebraja kozotti algebra-izomorfizmusok lehetséges alak-
jat karakterizalja. Késsbb a Jordan-homomorfizmusok elméletét targyaljuk, bebizonyitjuk
Herstein tételét, majd a fejezet eredményeinek alkalmazasaként a Gleason-Zelazko-Kahane
tételt. Ezutan C*-algebra egységgombjének extremalis pontjainak karakterizaciojat tar-
gyaljuk, majd a kovetkezd fejezetben belatunk egy C*-algebrakra vonatkozo altalanositott
Schwarz-egyenlGtlenséget, illetve ennek alkalmazéasaként leirjuk C*-algebrak rendezés tartd
leképezéseinek strukturajat. Végiil bizonyitjuk Kadison két izometria tételét, melyek koziil
az els§ Jordan-homomorfizmusok izometrikussagat targyalja, a mésodik pedig a Banach-
Stone tétel altalanositasa nemkommutativ C*-algebrakra.



Jelolések, felhasznalt tételek

Az alabbiakban Osszegyijtiink néhany, a dolgozatban hasznalt jelolést, illetve ismertnek
tekintett, bizonyitas nélkiil hivatkozott tételt. K mindig a val6s vagy komplex szamtestet
jeloli. B(X) egy X Banach-tér korlatos operatorainak algebrajat jeloli.

0.0.1. TETEL. (Kommutativ Gelfand-Naimark tétel) Minden kommutativ egységelemes
C*-algebra izometrikusan *-izomorf egqy alkalmas kompakt Hausdorff-tér folytonos fiigg-
vényalgebrdjinak megfeleld részalgebrdjdval.

0.0.2. TETEL. (Nemkommutativ Gelfand-Naimark tétel) Minden nemkommutativ eqység-
elemes C*-algebra izometrikusan *-izomorf egy alkalmas 3 Hilbert-tér korldtos operdtora-
inak algebrdjdnak megfeleld részalgebrdjdval.

0.0.3. TETEL. (Zart grdf tétel) Egy T operdtor grafikonjdn(vagy grdfjin) az aldbbi
G(T) ={(z,Tx)|z € domT}

halmazt értjik. Ha X,Y normdlt terek, akkor azt mondjuk hogy a T : X — Y operdtor
zdrt, ha a G(T) halmaz zdirt X x Y-ban. A Banach-féle zdrt grdaf tétel: Legyenek E és F
Banach-terek, és T : E — F zdrt linedris operdtor. Ekkor T folytonos.

0.0.4. TETEL. (Douglas faktorizdcios tétele) Legyen H Hilbert-tér, és legyenek A, B €
B(H) folytonos linedris operdtorok. Ekkor a kovetkezd kijelentések ekvivalensek:

(i) A és B képtereire fenndll, hogy

ran A C ran B,

(ii) létezik olyan ¢ > 0, hogy minden x € H vektorra

|A"2]| < c-[[B ],

(ili) minden y € M wvektorra létezik olyan cy, > 0 szdm, amelyre minden x € H vektor
mellett
|(z[Ay)| < ¢, - [[B]],

(iv) létezik olyan D € B(H) folytonos linedris operdtor amelyre

A= BD.



A fenti feltételek teljesiilése mellett egyetlen olyan D € B(H) operdtor létezik, amely ren-
delkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal:

|D|| = inf{\ > 0|AA* < \*BB*}, (1)
ran D C [ker B]*. (2)
Ezt a D operdtort a
BX = A,

X ismeretlennel felirt Douglas-egyenlet megolddsdnak hivjuk.



1. fejezet

Banach-algebrak reprezentacioja

Ahhoz, hogy a kovetkez§ fejezetben beldthassuk az automatikus folytonossagi tételt sziik-
ségiink lesz néhany eredményre Banach-algebrak reprezentacidelméletébdl. Az alabbiakban
ezeket foglaljuk Gssze.

1.0.1. Definici6é. Legyen A algebra és X vektortér. A egy T reprezentacioja X-en egy
a — T, homomorfizmusa A-nak £(X)-be. Az Y altér T-invarians, ha T,y Y-beli minden
y € Y-ra. Azt mondjuk, hogy a T reprezentacio:

e Hii, ha a T" homomorfizmus injektiv.
e Trivialis, ha T, = 0 minden a € A-ra.

e Irreducibilis, ha a {0} és X az egyetlen T-invarians alterek, és 7' nem trivialis.

e Ciklikus, ha létezik egy z € X' (tgynevezett ciklikus) vektor, amelyre X = {1,z : a €
A}

e Ekvivalens A-nak egy S ) vektortéren adott reprezenticidjahoz, ha létezik egy U :
X — Y linearis bijekcié (amit ekvivalencianak hivunk), amelyre teljesiil hogy:

S, U=UT, aec A

A folytonosséagi tétel bizonyitésa az irreducibilis reprezentaciokon keresztiil torténik, igy az
alabbiakban ezek néhany tulajdonsagat foglaljuk Gssze. ElGszor egy ekvivalens jellemzést
adunk.

1.0.2. Allitas. Legyen A algebra, és T A eqy reprezentdcidja X-en. Ekkor T pontosan
akkor ciklikus, ha ekvivalens LA/-lel A-nak valamilyen £ moduldris balidedljdval. Ha z
tetszdleges ciklikus vektora T-nek, akkor L vdlaszthato gy, hogy

L ={aec AT,z =0}.

Bizonyitds. Legyen z tetsz6leges vektor X'-ben, ekkor £ = {a € A: T,z = 0} egy balideal.
Tegyiik fel most, hogy z ciklikus vektor. Ekkor létezik e € A, hogy T.z = z. Igy e nyilvan



egy relativ jobb egysége L-nek, tehat £ modularis. Tetszbleges a € A-ra legyen U(a +
L) = T,z. Ez joldefinialt £ valasztasa miatt, és igy egy linearis injekcioja A/L-nek X-be.
Sziirjektiv, mivel z ciklikus vektor. Kénnyen lathato, hogy T,U = U Lf/ “ minden a € A-ra,
és igy U ekvivalencia, ami igazolja a feltétel sziikségességét. Tegyiik fel most, hogy L egy
modularis balideal e relativ jobb egységgel . Ekkor Lf/ E(e + £) = a+ £ minden a € A-ra,
és igy e+ L ciklikus vektora LA/£-nek. Mivel az ekvivalencia megérzi a ciklikussagot, ezzel
belattuk a feltétel elégségességét is. O

1.0.3. TETEL. Legyen A algebra, és T az A egy reprezentdcidja az X vektortéren. Ekkor
a kovetkezdk ekvivalensek:

1. T irreducibilis.

2. Minden nemnulla vektor X -ben ciklikus vektor, és X nem nulla dimenzids.

3. Létezik olyan mazimdlis moduldris balidedl £, hogy T ekvivalens LA/~ -lel,

Bizonyitds. 1 =2

A{z € X :Tyz ={0}} egy T-invarians altér, és mivel T irreducibilis, ezért csak a {0}
vagy X lehet. Mivel T nemtrivialis, ezért ez az altér csak a {0} lehet. Barmely z € X-re
Tyz ={Tyz:a € A} egy T-invarians altér, ami a {0} vagy X. Minden nemnulla z
vektorra T4z = X, azaz z ciklikus.

2=3

Az el6z6 allitas szerint T ekvivalens LA/£-lel valamilyen £ modularis balideallal. Ha £
valodi, de nem maximalis, akkor tekintslink valamilyen K balidealt, ami val6di médon
tartalmazza L-et. Ekkor K /L egy nemnulla valodi LA/L invarians altér. Ez azonban
ellentmondas, ugyanis K /£ minden nemnulla eleme egy ciklikus vektora LA/L ek LA/E
és T ekvivalencidja miatt.

3=1
Ha £ egy maximalis balideal és Y egy L*/£-invarians altere A/L-nek akkor
{aeA:a+LeY}

az A egy balideélja, ami tartalmazza £-t. Igy ) csak a {0} vagy A/L lehet. Ekkor ha £
modularis, akkor mind LA/£, mind a vele ekvivalens T reprezentaci6 irreducibilis. O

1.1. Reprezentacidék normalt tereken

Az alabbi alfejezetben ismertetjiik a fejezet elején bevezetett fogalmak normalt térbeli val-
tozatat, majd bebizonyitjuk azokat az allitasokat, amelyek Johnson folytonossagi tételének
belatasdhoz sziikségesek.

1.1.1. Definicié. Legyen T az A algebra egy reprezentacidja az X' normalt téren. Ekkor
azt mondjuk, hogy T



1. Normaélt, ha T, € B(X) minden a € A-ra.

2. Topologikusan ciklikus, ha létezik olyan z € X vektor, amelyre Tyz = {T,z : a € A}
stird X-ben.

3. Topologikusan irreducibilis, ha a {0} és X az egyetlen zart T-invarians alterek, és T
nem trivialis.

4. Topologikusan ekvivalens az A algebra egy S reprezentaciojaval az Y normaélt téren,
ha létezik olyan U linearis homeomorfizmusa X-nek Y-ba, amelyre

S, U=UT, ae A

Ha A egy normélt algebra, akkor T
5. Folytonos, ha normalt és folytonos mint A — B(X) leképezés.

6. Erdsen folytonos, ha a — T,z folytonos leképezés A-bol X-be minden rogzitett = €
X-re.

1.1.2. Allitas. Egy Banach-algebra eqy erdsen folytonos normdlt reprezentdcidja folytonos.

Bizonyitds. Legyen T egy erésen folytonos normalt reprezentacidja az A Banach-algebranak
az X normélt téren. Alkalmazzuk a Hahn-Banach tételt az {S, : x € X;} halmazra, ahol
X1 az X egységgombje, és

Sy(a) =Tux Voe Axe X

Az er6s folytonossag miatt minden S, leképezés folytonos A-bol X-be. T' normaltsagabol
kovetkezik, hogy

1Sz (@)l = | Tax|] < ||Tallll2|l < |ITal]  Vac Az e X.
Igy létezik olyan M, amelyre
[|S.]| < M Ve € X,
amibdl kapjuk, hogy

1 Tal] = sup [|Ta(2)|| = sup [[Sz(a)|| < M]lall,
zeX1 reX1

azaz T folytonos.
O

1.1.3. TETEL. Legyen T eqy ciklikus reprezentdcidja az A normdlt algebrdnak az X vek-
tortéren. Ha z egy ciklikus vektora T-nek, és az {a € A: Tyz = 0} zdrt, akkor

||z||. = inf{||a|| : a € A, T,z =z} Ve e X

egy normdt definial X -en, amelyre T' egy folytonos reprezentdcid (X, ||.]|2)-n, amelyre tel-
jestl, hogy ||To(x)||. < |la|]| minden a € A-ra. Ha A Banach-algebra, akkor (X,||.||2)
Banach-tér. Ha X eleve Banach-tér a ||.|| normdval, akkor T' erdsen folytonos ||.|| szerint,
és ||.||» ekvivalens ||.||-val.



Bizonyitds. Legyen L = {a € A: T,z = 0}. Ekkor ||.||; nem mas, mint az A/L faktornor-
méajanak atvitele az ekvivalenciaval X-be a ciklikus reprezentaciok ekvivalens jellemzésénél
megadott ekvivalenciaval. A ||T,||. < ||a|| kijelentés egy egyszerii atfogalmazasa annak,
hogy LA/% egy kontraktiv reprezentacio. Ebbdl azonnal kivetkezik, hogy (X,]|.||.) teljes,
ha A Banach-algebra. O

1.1.4. Allitas. Legyen A algebra. Ekkor semelyik valddi egy-vagy kétoldali moduldris idedl
sem tartalmazza a relativ egységét.

Bizonyitas. Ha I baloldali modularis ideal A-ban és e € [ relativ jobb egység, akkor
barmely a € A elemre a —ae € I és ae € [ miatt a = (a —ae) +ae € I, vagyis I = A. [

1.1.5. TETEL. Legyen ||.|| norma az A Banach-algebrdn. Minden valédi egy-vagy kétoldali
moduldris idedl lezdrdsa a ||.|| szerint valodi. Kovetkezésképp minden mazimdlis moduldris
idedl zdrt.

Bizonyitds. Mivel minden eset hasonléan targyalhato, csak balidedlokra bizonyitjuk be az
allitast. Legyen e relativ jobb egység az L valodi modularis balidealhoz. Megmutatjuk,
hogy barmely b € L elemre ||e — b|| > 1. Ha nem, ||e — b|| < 1-b8l kovetkezik, hogy létezik
¢ kvazi-inverze e — b-nek. Ez azonban ellentmond az el6z6 allitasnak, igy e nincs benne £
lezartjaban, azaz a lezéart valodi. O

1.1.6. Definici6. Egy idealt primitivnek neveziink, ha egy irreducibilis reprezentacié mag-
ja. Egy valédi I idealt primnek neveziink, ha barmely I, Is idedlokra ha teljesiil I1Io C I,
akkor Iy C I vagy I» C I. Ha L balidedl, akkor az

L:A={ac AlaAC L}
halmazt az £ kvéciensének hivjuk.
1.1.7. TETEL. Legyen A algebra.

1. Egy P C A idedl pontosan akkor primitiv, ha elédll £ : A alakban valamilyen L
maximdlis moduldris balidedlra. Ekkor P a legnagyobb idedl L-ben.

2. A P primitiv idedlra teljestil, hogy
P Cn{L]| L egy maximdlis moduldris balidedl, amelyre P = L : A}
Bizonyitds. 1.: Tegyiik fel, hogy P a magja a nemtrivialis irreducibilis 7' : A — £(X)
reprezentacionak. Legyen z € X \ {0} és definialjuk L-et a
kovetkezSképp: L = {a € A : T,z = 0}. Ekkor a korabbiakban latottak szerint £

maximalis moduléaris balideal, és T ekvivalens L*4/£-nel. Nyilvan P a magja LA/ £-nek, és
ezamag L: A. L: AC L. Barmely Z C L ideél esetén ZA C L és igy fennadl Z C L : A.

2.
Mivel £ : A C L fennall barmely £ baloldali moduléris idealra, igy

P C N{L| L egy maximalis moduléris balideal, amelyre P = L : A}.

10



A forditott iranyu tartalmazas belatasahoz tegyiik fel, hogy P a T : A — L(X)
irreducibilis reprezentacié magja, és a € A\ P. Ekkor T,z nem azonosan nulla valamely
z € X vektorra. Igy a nem eleme az £ = {a € A|T,z = 0} halmaznak. Ugyanakkor az
elébb bizonyitottuk hogy L-re teljesiill P = L : A. O]

1.1.8. Allitas. Egy Banach-algebra barmely primitiv idedlja zdrt.

Bizonyitds. Legyen P az A Banach-algebra egy primitiv idealja. Az el§z8 tételben meg-
mutattuk, hogy P el6all valamilyen £ maximalis moduléris balidealra mint £ : A. A ko-
rabbiakban megmutattuk, hogy £ zéart, £ : A definici6jabol addédoan pedig P is zart. O

1.1.9. TETEL. Legyen T az A algebra egy irreducibilis reprezentdcidja az X wvektortéren.
Ekkor a
(Ty) ={SeL(X):ST,=T,5 ac A}

halmaz egy hdanyados algebra. Ha (T'x) egy hdanyados algebra, akkor T felbonthatatlan.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy S € (T4)". Ekkor SX egy T-invarians altér. Mivel SX = {0}
pontosan akkor, ha S nulla, ezért SX = X minden nemnulla S-re. Hasonléan, az {z :
Sz = 0} is T-invarians, és igy {0} minden nemnulla S-re. Igy minden nemnulla S € (T)’
invertalhato £(X)-ben és inverze is (T4)"-beli, azaz (T)4)" hanyados algebra. Tegyiik most
fel, hogy T felbonthato. Ekkor a két altérre vetit projekcio (T'4)-beli, mivel az alterek
invariansak. Azonban ezek a projekcidk nemtrivialis idempotens elemek, ami ellentmond
annak, hogy (74) hanyados algebra O]

1.1.10. TETEL. Legyen T egy irreducibilis reprezentdcidja az A Banach-algebrdinak az X
vektortéren. Ekkor a

(Ta) ={S € L(X): ST, =T,S a € A}

halmaz az X identikus leképezésének komplex tobbszordseinek a halmaza.

Bizonyitds. Legyen o norma A-n, tovibba legyen z € X egy nemnulla vektor, és legyen
||.||» & korabban mér bevezetett norma. Tegyiik fel, hogy S benne van a (7)4)" halmazban.
Ekkor x = T,z-re kapjuk, hogy Sz = ST,z = TSz, amibdl kovetkezik, hogy ||Sz||. <
| Tall=11Sz]]- O

1.1.11. TETEL. Legyen A Banach-algebra. A minden irreducibilis normdlt reprezentdcidja
eqy normdlt téren folytonos.

Bizonyitds. Legyen P a magja az A Banach-algebra T irreducibilis normalt reprezenta-
cibjanak az X normalt téren. Ekkor P primitiv, ennélfogva zart. Igy lecserélhetjiik A-
t A/P-re, és feltehetjiik, hogy T hd reprezentécié. Tekintsiik A-t mint operatorok egy
B(X)-be beagyazott irreducibilis algebrajat. A korabbiak szerint elég megmutatni, hogy T
erésen folytonos(azaz minden x € X-re A — Ax folytonos). Ha X véges dimenzios, akkor
A C B(X) szintén véges dimenzios, igy az A — Az leképezés folytonos A-n minden x € X-
re. Feltehet6 tehat, hogy X végtelen dimenzios. Tovabba az A algebra A’ kommutétora a
korabbiak szerint CI, igy megadhato X-beli vektorok olyan {z,},en A’ felett linearisan
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fiiggetlen sorozata, amelyre ||x,|| = 1 minden n € N-re. Tegyiik fel, hogy = € X olyan
vektor, hogy az A — Ax leképezés folytonos A-n. Ekkor minden régzitett B € A-ra az
A — AB — ABz folytonos minden A € A-ra. Ugyanakkor T irreducibilitasaboél tudjuk,
hogy {Bz|B € A} = X minden x nem nulla vektorra. Igy az A — Az leképezés vagy
folytonos vagy nem folytonos minden nem nulla z € X vektorra. A méasodik lehet&ségbdl
ellentmondéasra fogunk jutni, amellyel igazoljuk a tételt. Tegyiik fel, hogy A — Ax nem
folytonos minden =z € X-re. Elgszor megmutatjuk, hogy minden K > 0,e¢ > 0,m € N-hez
létezik A € A a kiovetkezs tuladjonségokkal:

1. |4l <e€
2. Aa;l = A{EQ = ...= Axm_l
3. ||[Azn|| > K

Legyenek K, e, m a tovabbiakban rogzitettek, tovabba legyen M, = {A € A : Az, = 0}.
Ekkor M, minden n € N-re egy maximélis modularis balidealja A-nak. Definiadljuk R-et és
L-et a kovetkez6képpen: R = MyNMyN...NMpy,,, L = R+ M,,. A tételben megmutattuk,
hogy létezik olyan B € A amelyre Bxy = Bxo = ... = Bzy,.1 = 0,Bxy, = xp # 0.
Ez a B € A elem R C L-ben van, viszont nincs benne M,,-ben, igy M,,, maximalitasabol
kapjuk, hogy L = A. Igy az 6sszeadas egy folytonos linearis leképezést definial R@® M,,-bsl
A-ba. A nyilt leképezés tétel szerint létezik olyan § > 0 konstans, hogy minden B € A-hoz,
amelyre teljesiil ||B|| < de léteznek A € R és C' € M,, elemek, amelyekre teljesiil, hogy
B =A+Cé¢s||A]ll| <e ||C]| < e Mivel A — Az, nem folytonos létezik olyan B € A,
hogy ||Bxy,|| > K. Valasszuk most A-t és C-t a fentiek szerint. Ekkor A megfelel az 1,2,3
feltételeknek (mivel Cz,, = 0). Indukcioval készithetiink olyan {A,}nen A-beli sorozatot,
amelyre a kovetkezdk igazak:

1. [|A,]| <277
2. Apxy =Apao=... = Apxp_1 =0
3. ||[Anzn|| > n+ ||A1xn + Aszp + .o+ Ap_12y||.
Definidljuk By € A-t tgy, hogy By, = >_ A,. Mivel minden A,, eleme a zart M}, idealnak

n>k
minden n > k-ra, By, eleme Mj-nak. Igy minden k € N-re kapjuk, hogy

||Boxk|| = ||A1xk + Aszxy + ... + Agzy + Bragl|

> HAkka — HAlxk + Aosxp + ...+ Akflka
>k = kl||xg]|-

Azonban By egy korlatos operator, mivel T normaélis reprezentaci6. Ezzel az ellentmondéas-
sal belattuk a tételt. 0
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2. fejezet

Algebrak radikalja

Az alabbi fejezetben Osszefoglaljuk azokat az ismereteket, amelyekre a kés6bbi allitasok
megértéséhez sziikségiink lesz az egységelemes algebrak radikiljadnak elméletébdl.

2.0.1. Definicié. Egy egységelemes A radikaljanak nevezziik és Rad(A)-val jeldljiik az
A maximalis balidealjainak metszetét. Ha A-ban nem létezik maximalis balideél, akkor

Rad(A) = A.

2.0.2. Definicioé. Azt mondjuk, hogy az A algebra félig-egyszert, ha Rad(A) = {0}, azaz
ha A maximalis balidedljainak metszete triviélis.

A Zorn-lemma alkalmazasaval egyszertien belathato az alabbi allités:

2.0.3. Lemma. Ha A egységelemes algebra, akkor A minden valddi idedlja része eqy ma-
ximalis balidedlnak.

2.0.4. Koévetkezmény. Legyen A egységelemes algebra, és a € A olyan elem, amelynek
nincs balinverze. Ekkor létezik olyan M C A mazimdlis balidedl, amelyre a € M.

Bizonyitds. Jeldlje T := A-a, akkor Z C A valodi balideal, tovabbé a € Z. Az el6z6 lemma
szerint 1étezik olyan M maximalis balideal, amelyre Z C M, specidlisan a € M. O

2.0.5. Lemma. Jeldlje G(A) az A invertdlhato elemeinek halmazdt. Legyen x € Rad(A),
ekkor 1 —x € G(A).

Bizonyitds. Els6ként megmutatjuk, hogy 1 —x balinvertalhat6. Valoban, ha nem volna az,
akkor az el§zd allitas szerint 1étezik M maximalis balideal, amelyre 1—x € M. Ugyanakkor
z € Rad(A) miatt v € M, azaz 1 =2+ (1 —2z) € M+ M C M, ami ellentmondas. Ezzel
igazoltuk, hogy létezik y € A, amelyre y(1 — x) = 1. Megmutatjuk, hogy (1 —x)y = 1 is
teljesiil. Ehhez elég igazolni, hogy y-nak van balinverze. Tegyiik fel indirekt, hogy y nem
balinvertalhato, ekkor a fentiek szerint létezik M maximalis balideal, amelyre y € M, de
ekkor x € M miatt yxr € M, amibdl kapjuk, hogy

1=y(l—-2)=y—yx eM,
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azaz 1 € M, ami lehetetlen. Ezzel belattuk, hogy y egyszerre bal- és jobbinverze is 1 — z-
nek, azaz 1 —z € G(A). O

Az alabbi tétel a radikal egy karakterizacidjat adja egységelemes Banach-algebra esetén.

2.0.6. TETEL. Legyen A egységelemes Banach-algebra, ekkor
Rad(A) ={a € A|r(ba) =0 Vb e A}.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy ha a € A olyan elem, amelyre minden b € A esetén
r(ba) = 0, akkor a € Rad(A). Tegyiik fel indirekten, hogy a ¢ Rad(A). Ekkor létezik M
maximalis balideal, hogy a ¢ M. Vilagos, hogy az Z = A - a + M olyan balideél, amelyre
a €T és M C T, ezért M maximalitdsa miatt Z = A. Specialisan, léteznek olyan b € A
és x € M elemek, hogy 1 € 7 elGéll 1 = ba + = alakban, azaz 1 — ba € M. Az a elemrdl
azonban feltettiik, hogy r(ba) = 0, és igy 1 — ba € G(A), ez azonban lehetetlen, mivel
az M valodi balideal nem tartalmazhat invertalhato elemet. Megforditva, megmutatjuk
hogy ha a € Rad(A) és b € A, akkor r(ba) = 0. Mivel Rad(A) C A balideal, ezért
b € A esetén ba € Rad(A), azaz elég megmutatni, hogy tetszéleges © € Rad(A) esetén
r(z) = 0.A korabbiak alapjan barmely y € Rad(A) esetén 1 —y € G(A), specidlisan
barmely 2 € Rad(A) és A € C\ {0} esetén 1 —A"1z € G(A), vagy méasképp A1 —z € G(A),
azaz A ¢ Sp(x). O

2.0.7. Kévetkezmény. Ha A egységelemes Banach-algebra, akkor az A Jacobson-radikdlja
megegyezik az A jobboldali idedljainak metszetével, azaz Rad(A) C A kétoldali idedl.

Bizonyitds. Jelolje Rad’(A) az A jobboldali idealjainak metszetét. Az el6z6 tételhez ha-
sonlban igazolhatd, hogy

Rad’(A) = {a € Alr(ab) =0 Vb e A}

Mivel a Jacobson-lemma szerint r(ab) = r(ba) teljesiil minden a,b € A, ezért a fenti
egyenlGségbdl és az eléz tételbsl kapjuk, hogy Rad(A) = Rad'(A). Mivel Rad(A bal,
Rad’(A) pedig jobboldali ideél, ebbél az egyenlGségbdl kapjuk, hogy a Jacobson-radikal
kétoldali ideal. O

2.0.8. Allitas. Legyen A egységelemes Banach-algebra és jelolje m : A — A/ Rad(A) a
kanonikus faktor leképezést. Bdarmely a € A esetén

Sp(a) = Sp(w(a))

Bizonyitds. Mivel 7 egységelemtartd algebra homomorfizmus, ezért fennéll az Sp(mw(a) C
Sp(a) tartalmazas. Megforditva, elegendd azt igazolni, hogy ha 7(a) invertalhato az A/ Rad(A)
faktor algerbaban, akkor A invertalhato A-ban. Tegyiik fel tehat, hogy létezik b € A amely-

re

m(b)m(a) = w(a)w(b) = 1 4+ Rad(A),

akkor létezik x € Rad(A), hogy ab = 1 + z, de akkor r(x) = {0} miatt ab invertalhato,
amibdl kovetkezik, hogy a-nak létezik jobb inverze. Hasonléan kapjuk, hogy a-nak létezik
bal inverze is, azaz a € G(A). O
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Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy minden C*-algebra félig-egyszerti. Ehhez sziikségiink
lesz az alabbi lemmara:

2.0.9. Lemma. Egységelemes C*-algebrdban barmely oénadjungdlt balinvertdlhatd elem in-

vertdlhato.

Bizonyitds. Legyen a € A 6nadjungalt, balinvertalhato elem, és b € A olyan, hogy ba = 1.
Ekkor
b* = bab™ = (bab*)* = b** =0,

azaz b* = b. Ebbdl pedig méar kovetkezik, hogy ab = (ba)* = 1* = 1, azaz b jobb inverze is
a-nak. O

2.0.10. TETEL. Minden egységelemes C*-algebra félig-eqyszeri.

Bizonyitds. Legyen A egységelemes C*-algebra és a € Rad(A).Tegytik fel indirekt, hogy

a # 0, akkor r(a*a) = ||a*a|| = ||a]|*> > 0. Legyen A\ € Sp(a*a) olyan(az éndajungalt
elemek spektruménak valés volta miatt sziikségképpen valos) szam, hogy A = r(a*a),
1 %

akkor A1 — a*a nem invertélhato, vagy ami ezzel ekvivalens, 1 — ya*a nem invertalhato.
Mivel a € Rad(A) és Rad(A) C A balidedl, ezért +a*a € Rad(A), kivetkezésképp 1— }a*a
balinvertalhat6. Azonban 1 — %a*a onadjungalt, ezért invertalhato is, ami ellentmondés.
Azaz Rad(A) = {0}, tehat A félig-egyszerti. O

2.0.11. TETEL. Ha E Banach-tér, akkor B(E) félig-egyszeri.

Bizonyitds. Rogzitett nem nulla v € E vektor mellett jelolje
T, =A{T € B(E)|Tu = 0},

akkor 7, valédi balidedl. Megmutatjuk, hogy Z, maximalis balideal. Legyen ugyanis 7
olyan balidedl, amelyre Z,, C Z. Vilagos, hogy ekkor az

Ey=Zu={Tu|T € T}

olyan linearis altér, amelyre Ey # {0} és amely minden T' € B(E) operator esetén 7T-
invarians. Konnyen lathato, hogy emiatt Ey = E. Specidlisan u € Ey, azaz létezik U € T
amelyre Uu = w. Barmely T' € B(E) mellett TU — T € 7, és TU € I, ezért T =
(TU-T)+TU € 7, + T C Z, amibdl kapjuk, hogy Z = B(F), amivel megmutattuk, hogy
7, maximalis balideal. Ebbél pedig kovetkezik, hogy

Rad(B(E)) € () Zu,

amibdl pedig mar egyszertien kovetkezik, hogy Rad(B(FE)) = {0}, ugyanis a metszetben
csak olyan operator lehet, amely minden nem nulla vektort a nullvektorba visz, ez azonban
csakis a 0 operator lehet. O
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3. fejezet

Johnson automatikus folytonossagi
tétele

Az alabbiakban két kiilonb6zd bizonyitast adunk Johnson folytonosségi tételére. Az elsg bi-
zonyitas az el6z6 fejezetben kiépitett reprezentacidéelméleti eszkozoket hasznélja, a mésodik
Ransford bizonyitasa.

3.0.1. TETEL. (Johnson) Legyen A tetszdleges, B pedig félig-egyszerd Banach-algebra.
Ekkor minden ¢ : A — B sziirjektiv homomorfizmus folytonos.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy ¢ : A — B teljesiti a fenti feltételeket, de nem
folytonos. Ekkor ¢ nem zart, azaz létezik olyan (a,)nen C A sorozat, hogy a, nulldhoz
tart, de ¢(a,) egy nemnulla b € B elemhez konvergal. Mivel B félig-egyszert, és b # 0,
létezik B-nek egy olyan T irreducibilis reprezentacioja, amelyre Ty, #£ 0. Mivel ¢ sziirjektiv,
ezért T o ¢ egy irreducibilis normalt reprezenticidja A-nak, tehat a kordbbiak alapjan
folytonos. Igy T folytonossagabol kivetkezik, hogy a {T¢(an)}neN sorozat a nemnulla T
operatorhoz tart, de T' o ¢ folytonossidgabdl kapjuk, hogy Ty(4,) = (T o ¢)(an) nullidhoz
konvergal. Ezzel az ellentmondéassal belattuk a tételt. O

Az alabbiakban bebizonyitjuk Johnson tételét a Ransford-lemman keresztiil is.

3.0.2. Lemma. (Ransford) Legyen A egységelemes komplex Banach-algebra, tovdbbd le-
gyenek ag, ai, ...,ar € A tetszdlegesek, valamint vezessiik be a

p(z) =) #a;, (2€0)
§=0
egyenldséggel értelmezett p : C — A fiigguényt. Ekkor bdrmely R > 0 szdm esetén fenndll,

hogy

sup r(p(e”))* < sup r(p(Re"))- sup r(p(R™'e™))
t€[0,27] t€[0,27] t€(0,27]

Bizonyitds. Az a; elemek eitaj—re val6 lecserélésével lathato, hogy elég a

sup r(p(1))?2 < sup r(p(Re™)) - sup r(p(Rte'))
t€[0,2m] t€[0,2n] te[0,2n]
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egyenlGtlenséget belatni.A Hahn-Banach-tétel értelmében létezik olyan f € A’ ||f]| = 1
folytonos linearis funkcional, amelyre f(p(1)) = ||p(1)||, valamint vezessiik be a

k
4(2) = f(p(2)) =) _ B, (2€0)
j=0

komplex egyiitthatos polinomot, ahol 8; = f(a;). Ekkor

k
Ip(V)I* = [£(p(1))? = la(FF =1 5"
5=0

A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget kétszer alkalmazva kapjuk, hogy

k

1> B 1P < (k+1)- Z\BJIQ

J=0

= (k+1)- ) (RB;)(R7|B4)

Mw

Il
o

J
k

ﬂmw«ZW%A%ZR%m%

J=0

vagyis
(DI < (k+1)- mejézgm@%
Vegyiik észre, hogy
- 22j_k 127r g it (2
jz::()Wj’ R JZ::QF/WJ‘Re |“dt

27Tk

/Z‘B R 2dt
1 jit) |2

=5 |ZBjRJe I12dt
7r0 =

2
1 R
z/MWW%
27
0

< sup [g(Re")?
t€[0,27]

< sup |[p(Re")||?
t€[0,27]

17



és hasonléan megmutathat6, hogy
k
YIBIPRTH < sup |[p(R™'e™)|?
=0 te[0,27]
amikbdl figyelembe véve az els§ egyenlStlenségiinket, kapjuk hogy

P < (k+1) sup |[p(Re™)||*- sup [[p(R™"e")|[?
te[0,27] te[0,27]

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlGtlenség tetszéleges p : C — A A-egyiitthatos polinomra
fennéll, igy azt p helyett rogzitett pozitiv egész n szdmra p™-re alkalmazva, és figyelembe-
véve, hogy deg(p™) = nk kapjuk, hogy

Ip(1)"[]* < (nk+1) sup |p"(Re")[[*- sup [|p"(R™"e")|?
te[0,2m] t€[0,2m]

Végiil vezessiik be tetszbleges pozitiv n egész szamra az
. n, 1
Fa(t) = |lp(Re™)? |27, (¢ € [0, 2))
Vilagos, hogy f, : [0,27] — R folytonos fiiggvény, melyre 0 < f,,11 < f,, ugyanis
_ ity2n |1\ ST
faa(t) = ([lp(Re™)”™ - p(Re")]])2

ami a norma szubmultiplikativitdsat hasznalva

. 1
[Ip(Re™)||z7

[N

. n 1
< ([lp(Re™)*||77)
1 it || ST
= fu(t)2 - |[p(Re™)||27 7
tovabba a spektralsugar-tétel szerint (fy,)nen pontonként tart az
f(t) :==p(Re™), t€]0,2n]

egyenl6séggel értelmezett f : [0,27] — Ry fliggvényhez. Mivel f nem feltétleniil folytonos,
igy a konvergencia nem feltétleniil egyenletes. Igaz azonban a kdvetkezd:

A0 < froy1 < fn egyenlStlenség miatt tudjuk, hogy || f|leo < a:= lim || fp||oo. Megfordit-
n—oo

va, ha € > 0 tetszéleges valos szam, akkor a
K, :=[fn>a—¢

jeloléssel (K, )nen csupa nem-iires kompakt halmazoknol 4ll6 sorozat, amelyre K, 11 C K,
ezért a Cantor-tétel miatt létezik olyan x € [0,27], amelyre 2 € K,,, Vn € NT. Ez azt
jelenti, hogy fn(x) > o — € minden n-re, amibdl ||f||co > f(x) > a — €, ésigy ||f]leo > @
kovetkezik. Hasonléan igazolhat6, hogy fennall a

gnlt) = [Ip(R™ ™)' |27, g(t) := r(p(R~'e™)), t € [0,2n]
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fiiggvényekre a ||gn||co — ||g]|cc Osszefliggés. Mivel a

Ip(1)"]|* < (nk +1) sup |[p"(Re)|*- sup [|p"(R™e™)||?
te[0,27] te[0,27]

egyenlGtlenség 2™-edik gyokvonas utéan éppen azt jelenti, hogy

n,, 2 1
()| < (2K +1)27 || fulloo[gn|oo-

ezért ebbdl az n — oo hataratmenettel || fn|loco = |1flloo, [|gnlloc = |9]|cc figyelembevéte-
lével éppen a bizonyitandd

sup r(p(1))2 < sup r(p(Re™)) - sup r(p(Rte'))
t€(0,27] te[0,27) te[0,27]

egyenlGtlenséget kapjuk. O

3.0.3. TETEL. (Johnson) Legyenek A és B egységelemes komplex Banach-algebrdk, B félig-
egyszerd. FEkkor minden ¢ : A — B sziirjektiv algebra-homomorfizmus folytonos.

Bizonyitds. A korabbi bizonyitashoz hasonléan, elég megmutatni, hogy ¢ zart leképezés.
Tegyiik fel tehat, hogy a, — 0 és ¢(a,) — b valamely A-ban haladd(a,),en sorozatra
és b € B-re. Azt kell megmutatni tehat, hogy b = 0, vagy ami ezzel ekvivalens, hogy
b € Rad(B). Rogzitsiink egy a € A elemet, hogy ¢(a) = b és minden n > 1 egész mellett
vezessiik be a kovetkezs fliggvényt:

pn(2) = 2é(ay) + (¢(a) — ¢(ay)), z € C.

A norméara vonatkozo haromszog-egyenlStlenséghdl és az r(z) < ||z|| egyenlStlenségbdl
adodik, hogy barmely z € C szdmra

r(pn(2)) < |2ll[0(an)] + [I(a) — ¢(an)],

vagyis tetszdleges R > 0 szam mellett z = R™1e! (t € [—n,7]) valasztassal

r(pa(R™1e")) < R7H|¢(an)l| + [16(a) — é(an)ll-

Masrészt ¢ sziirjektivitasdbol lathato, hogy ¢ egységelem tartd. Tegylik fel ugyanis, hogy
(1) = a. Vegyiik észre, hogy ¢ sziirjektivitasa miatt a # 0.Ekkor tetszéleges x € B-re
létezik y € B hogy = = ay. Azonban ¢ sziirjektivitasa miatt tudjuk, hogy léteznek aq,as €
A clemek, amelyekre ¢(a1) = z,¢az) = y, azaz d(a1) = adlaz) = dlar) = é(1)plaz),
amibdl x = y, amibdl kénnyen lathaté, hogy a bal egység B-ben. Hasonléan belathato,
hogy a jobb egység, azaz ¢(1) = 1. Mivel ¢ egységelem tarto, ezért barmely x € A elem
spektrumaéara fennall Sp(¢(x)) C Sp(zx) és igy r(¢p(x)) < r(z) is. Kovetkezésképp

r(pn(2)) = 7(0(zan + (a = an))) < 71(zan + (a = an)) < |2[[|an]| + |la = anl],
gy R > 0 mellett 2 = Re® (t € [—m,7]) valasztassal

r(pn(Re™)) < Rllan]| +[la — anl.
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Mivel p, (1) = ¢(a) = b, ezért a Ransford-lemma valamint az r(p,, (Re®) és r(p, (R~ e'))-re
bizonyitott egyenlétlenségekbdl kapjuk, hogy

r(6)? < (Rllanl| + lla — anl]) - (R7H]é(an)l] + [l¢(a) — ¢(anl|)

teljesiil minden n természetes szamra és R pozitiv valos szamra. Mivel a,, — 0 és ¢(ay,) — b,
ezért az n — oo hataretmenetet véve kapjuk, hogy

r(b)* < R lall[[b]]-

Mivel ez tetszGleges R > 0 szamra fennall, ebbdl kapjuk, hogy r(b) = 0. Megmutatjuk,
hogy b € Rad(B), amihez a korabbiak szerint elég megmutatni, hogy r(b'd) = 0 Vb’ € B-re.
Legyen a’ € A olyan elem, amelyre ¢(a’) = b, akkor b'a,, — 0 és ¢(a’a,) — b'b. Vegyiik
észre, hogy a bizonyitas els6 felében megmutattuk, hogy 7(y) = 0 minden olyan y € B
elemre, amelyhez létezik olyan (z,,)neny C A sorozat, amelyre z, — 0 és ¢(zy,) — y. Ebbél
pedig kiovetkezik, hogy az y = b'b elemre is r(b'b) = 0 teljesiil, amivel megmutattuk, hogy
b € Rad(B) = {0}, vagyis a zart graf tétel szerint ¢ folytonos. O

Egy algebra radikilja, és igy félig-egyszertisége is tisztan algebrai fogalom. Ezért meglepd
az alabbi, szintén Johnsontdl szdrmazo6 tétel:

3.0.4. Kovetkezmény. Ha A féligegyszerid komplex egységelemes algebra, akkor ekviva-
lencia erejéig legfeljebb egy olyan norma létezik A-n, amellyel az Banach-algebra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ||.|| és ||.||" mindketten olyan norméak .A-n, amellyel az Banach-
algebra. Ekkor az el6zd tétel szerint az

id : (A LD = (A LD

homeomorfizmus (mivel nyilvan bijektiv algebra-homomorfizmus), ami azt jelenti, hogy a
||.]| és a||.||" normak ekvivalensek. O

3.0.1. Félig-egyszeri kommutativ Banach-algebrak

Az alabbi alfejezetben megmutatjuk Johnson tételének egy kommutativ Banach-algebrakra
valo élesitését. Vildgos, hogy ha az A algebra kommutativ, akkor A minden baloldali ideélja
kétoldali ideél, ezért ekkor az A Jacobson-radikilja megegyezik az A maximaélis idealjainak
metszetével. A kovetkezd tétel kommutativ Banach-algebrak félig-egyszertiségének ekviva-
lens jellemzését adja:

3.0.5. TETEL. Legyen A kommutativ eqységelemes komplex Banach-algebra. Ekkor a ko-
vetkezdk ekvivalensek:

A félig-eqyszeri,

az A Gelfand-reprezentdcidja injektiv,

barmely a € A elemre r(a) = 0 pontosan akkor, ha a = 0,

N v o~

barmely a € A elemre Sp(a) = {0} pontosan akkor, ha a =0,
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5. X(A) szepardlja A pontjait.

Bizonyitds. A 3, és 4, kijelentések ekvivalenciaja vilagos. Legyen I' az A Gelfand-reprezentacioja,
akkor 4, szerint I'(a) = 0 pontosan akkor, ha Sp(a) = {0}, amibgl kapjuk 2, és 4, ekviva-
lencidjat. Az A algebra idealjai éppen az A karaktereinek magterei, vagyis Rad(.A) elsall

Rad(A) = ﬂ ker(x)

alakban, azaz a € Rad(A) pontosan akkor, ha x(a) = 0 minden X(A) > x-re, azaz
I'(a) = 0. Ezzel bebizonyitottuk, hogy

Rad(A) = ker T,

amibdl az 1, < 2, ekvivalencia adddik. Az 5, és 2, ekvivalencidjahoz tegyiik fel elGszor, hogy
X (A) szeparéalja A pontjait. Ekkor tetszdleges a # 0 elemhez létezik x € X (A) amelyre
x(a) # 0, azaz a ¢ kerD, vagyis kerI' = {0}, vagyis I' injektiv. Megforditva, tegyiik
fel, hogy I' injektiv, és legyenek a,b € A olyan elemek, hogy a # b, akkor I'(a) # I'(b),
kovetkezésképp létezik x € X (A), hogy T'(a)(x) # T'(b)(x) azaz x(a) # x(b) ami éppen azt
jelenti, hogy X (.A) szeparalja A pontjait. O

3.0.6. Kovetkezmény. FEgy egységelemes komplex Banach-algebra pontosan akkor félig-
egyszerd, ha felette a spektrdlsugdr fliiggvény norma.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy kommutativ egységelemes komplex Banach-algebra f6l6tt a spekt-
ralsugar mindig algebra-félnorma. Az el6z6 tétel szerint tehat r pontosan akkor algebra-
norma, ha az algebra félig-egyszert. O

3.0.7. TETEL. Ha A egységelemes komplex Banach-algebra, B félig-eqyszerd kommutativ
egységelemes komplexr Banach-algebra, akkor minden m : A — B egységelem tarto algebra-
homomorfizmus automatikusan folytonos.

Bizonyitds. A zéart graf tétel szerint elég megmutatnunk, hogy a
graf(r) = {(a,m(a))|la € A} CAxB

zart az A x B szorzattérben. Legyen tehat (ay)nen olyan A-ban haladd sorozat, amelyre
an — 0 és m(a,) — b valamilyen B 5 b-re. Azt kell megmutatnunk, hogy b = 0. Mivel B
félig-egyszert ez azzal ekvivalens, hogy x(b) = 0 minden x € X (B) karakterre. Rogzitsiink
egy x € X(B) karaktert és vezessiik be a

¥(a) = x(w(a), ac A

egyenlGséggel értelmezett 1 : A — C fliggvényt. Vilagos, hogy 1 karakter, mivel y karakter,
7 pedig algebra-homomorfizmus, azaz 1) multiplikativ és linearis A — C fiiggvény. Mivel v
karakter, ennélfogva folytonos, azaz a,, — 0 miatt ¢(a,) — 0, ugyanakkor x folytonossaga
és m(ay) — b miatt

w(an) = X(ﬂ-(an)) - X(b)7
azaz x(b) = 0. O
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4. fejezet

Eidelheit tétele

Ebben a fejezetben Eidelheit egy tételét targyaljuk, amely két Banach-tér standard opera-
toralgebréja kozotti algebra-izomorfizmusok lehetséges alakjat karakterizalja.

4.0.1. Lemma. Legyen X normdlt tér, ekkor egqy T € B(X) nemnulla operdtor pontosan
akkor egy-rangi, ha minden S € B(X) operdtor esetén (ST)? = AST teljesiil valamely
szam esetén.

Bizonyitds. HaT € B(X) egy-rangu akkor létezik z € X és f € X* hogy T el6all T = z® f
alakban, ahol z ® f ugy hat egy tetszleges € X vektoron, hogy (2 ® f)z = f(x)z. Mivel
barmely S € B(X) operator esetén ST = (Sz) ® f, ezért

(ST)* = STST = (STS2) ® f
Mivel TSz € ranT = Cz, ezért T'Sz = Az valamilyen alkalmas A komplex szamra. Azaz
(STSz)® f = (ASz) ® f = AST,
azaz (ST)? = \ST.

Megforditva, tegyiik fel hogy T rendelkezik a fenti tulajdonsaggal és tegyitik fel indirekten,
hogy T nem egy-rangt. Ekkor léteznek x1,x2,y1,y2 € X ugy hogy Tz; = y; (j = 1,2)
agy, hogy 1, yo linedrisan fiiggetlenek. Legyenek tovabbé o1, @2 X™*-beli folytonos linearis

funkcionalok tgy, hogy pa(y1) = @1(y2) = 1 és p1(y1) = wa2(y2) = 0, és legyen S =
T1 ® 01+ T2 @ @o. Ekkor (ST)xy = 11 és (ST)?z9 = x9, azaz 19 € Cxy amibdl kovetkezik,
hogy 1o € Cyq, ami ellentmondas.

Tehat belattuk, hogy T egy-rang. O

4.0.2. TETEL. (Eidelheit) Legyenek X és Y Banach-terek és legyen ® : B(X) — B(Y)
algebra-izomorfizmus. Ekkor létezik olyan T : X — 'Y linedris homeomorfizmus, hogy

®(A) =TAT !, Ac B(X).
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Bizonyitds. Rogzitsiink egy x¢g € X nemnulla vektort és ehhez egy fo € X* funkcionélt,
amelyre fo(zo) = 1. Ekkor a
Py =20 ® fo

egyenlGséggel definidlt linearis operator egy-rangu idempotens. Az egy-rangisig az elébbi
lemma kovetkezménye, az pedig hogy P idempotens konnyen latszik abbol, hogy fo(xo) =
1, ugyanis tetsz6leges x € X vektorra

P2z = P(20 ® fo)x = P(fo(z)m0) = fo(x) - fo(wo) - w0 = fo(x) - 139 = Pa.

Vilagos, hogy a Qo := ®(Fp) operator is idempotens, hiszen algebra-homomorfizmus idem-
potens elemeket idempotensbe képez. Megmutatjuk, hogy @ is egy-rangu, legyen ugyanis
S € B(Y) egy tetszbleges operator, akkor ® sziirjektivitdsa miatt létezik Sy € B(X), hogy
®(Sy) = S. Az el6z6 lemma szerint (SgPy)? = ASgPy valamely A € C szamra, ezért

(SQo)* = ®(SoPo)* = A®(SoPy) = ASQo,

amibdl az el6z8 lemmat alkalmazva kapjuk, hogy Qg egy-rangi. Emiatt 1étezik olyan yo € Y
nem-nulla vektor és go € Y™ go(yo) = 1 funkcional, hogy

Qo = Yo @ go-

Legyen x € X tetszoleges vektor és legyen U € B(X) olyan, hogy Uzy = x(ilyen operator
létezik, ugyanis x ® fq ilyen). Definidljuk a T : X — Y leképezést a kovetkezSképp:

Tx:=®U)yp, € X,Uzxo=0.

Megmutatjuk, hogy T joldefiniélt, azaz értéke nem fiigg U megvalasztasatol. Legyenek
ugyanis Uy, Uy € B(X) olyanok, hogy Uyzg = Uszy = z, akkor

UrPy = U129 @ fo = Uz ® fo = U2 Py,
ezért q)(Ul)QO = (I’(Ulpo) = (I)(UQP()) = @(UQ)Q(), amibdl
Q(Ur)yo = (U1)Qoyo = (U2)Qoyo = ®(U2)yo,

azaz T joldefinialt. A ® leképezés linearitasabol nyilvanvald, hogy T linearis. Megmutatjuk,
hogy T injektiv: legyen = € X olyan, hogy Tz = 0, azaz

D(U)yo = 0,

ahol Uz = x. Ekkor Qg értelmezése alapjan 0 = ®(U)Qo = (U Fy), ezért ® injektivitasa
miatt UPy = Uzg ® fo = 0, amibdl kovetkezik, hogy Uxg = 0 azaz x = 0. Megmutatjuk,
hogy T sziirjektiv is: legyen y € Y tetszSleges, és legyen V' € B(Y) olyan, hogy Vyy = v.
Legyen U = ®~1(V), akkor x = Uxg valasztassal T definicidja alapjan

Te=0U)yo=Vyo =y,

azaz megmutattuk, hogy T sziirjektiv. Végiill megmutatjuk, hogy T linearis homeomorfiz-
mus, amihez elég megmutatni, hogy T folytonos. Vegyiik észre, hogy mivel B(Y) félig-
egyszerd, ezért ® az el6z6 fejezetben targyalt Johnson-tétel alapjan folytonos. Legyen
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(n)nen X-ben haladé nullsorozat és tekintsiik az U, := z, ® fy egyenlGséggel értelme-
zett operatorsorozatot. Vilagos, hogy minden n € N-re U,z¢g = z,, tovabba ||U,|| =
l|znl] - [|fol| = 0, kovetkezésképp ||®(Uy)|| — 0. Masfelsl minden n-re Tz, = ®(U,)xo,
amibgl Tx, — 0. Ezzel bebizonyitottuk hogy T : X — Y linearis homeomorfizmus. Végiil
belatjuk, hogy ® el6all ®(A) = TAT ! alakban. Vegyiik észre, hogy a T definicidja alapjan
tetszSleges U € B(X) operator esetén

TUZQ = @(U)yo

Legyen A € B(X) tetszéleges operator és x € X tetszbleges vektor. Ha most U € B(X)
ismét olyan, hogy Uxg = z, akkor

TAz = TAUzo = ®(AU)yp = ®(A)®(U)yo = ®(A)TUzo = ®(A)Tx.

Mivel a fenti egyenldség minden x € X vektor és A € B(X) operator esetén igaz, ezért igaz
a
TA=®(A)T, AeB(X)

egyenlGség is, amibdl T bijektivitasabol kovetkezik a
B(A) =TAT!, AecB(X)
egyenlGség is. O

4.0.3. Kovetkezmény. Ha a B(X) és B(Y') algebrdk izomorfak akkor az X ésY Banach-
terek linedrisan homeomorfak.

4.0.4. Kovetkezmény. Ha X Banach-tér akkor B(X) minden automorfizmusa belsd.

Megjegyzés. Igaz a tétel egy konnyen ellenérizheté megforditasa is, nevezetesen ha X és Y
Banach-terek, T': X — Y linearis homeomorfizmus, akkor az

A= TAT™'  AcB(X)

hozzérendelés algebra-izomorfizmust definial.
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5. fejezet

Herstein tétele

A kovetkezg fejezetben bevezetjiik a Jordan-homomorfizmusok fogalméat, megmutatjuk né-
hény elemi tulajdonsidgukat, majd bebizonyitjuk Herstein egy tételét. Végiil ennek egy
alkalmazéasaként belatjuk a Gleason-Zelazko-Kahane tételt.

5.0.1. Definici6. Legyenek A és B valos vagy komplex algebrak, akkor azt mondjuk, hogy
a ®: A — B leképezés Jordan-homomorfizmus, ha ® linearis és

O (ab + ba) = ®(a)P(b) + ®(b)P(a) a,b € A.
Felhasznalva ® linearitasat a b = a véalasztassal vilagos, hogy ®(a?) = ®(a)?. Megmutatjuk,
hogy ez forditva is igaz. Legyen ugyanis ® : A — B olyan lineéris leképezés amelyre

®(a?) = ®(a)?. Ekkor a
®((a+b)?) = ®(a+b)?

azonossag és a linearitas miatt
®(a®) + ®(ab + ba) + (b°) = (a)® + (a)®(b) + ®(b)®(a) + (b)*,
amibdl felhasznalva hogy ®(x2) = ®(x)? kapjuk, hogy
®(ab+ ba) = ®(a)P(b) + 2(b)P(a),
azaz ® valoban Jordan-homomorfizmus. Ezzel belattuk a kévetkezst:

5.0.2. Allitas. Egy ® : A — B linedris leképezés pontosan akkor Jordan-homomorfizmus,
ha ®(a?) = ®(a)? minden a € A elemre.

5.0.3. Allitas. Legyen ® : A — B Jordan-homomorfizmus. Ekkor

D(bab) = B(b)®(a)®(b) a,b € A.

Bizonyitds. Legyenek a,b € A, akkor

®((ab + ba)b + b(ab + ba)) = ®(ab + ba)P(b) + ®(b)P(ab + ba)
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[©(a)®(b) + @(b)2(a)|P(b) + 2(b)[D(a)P(b) + 2(b)D(a))]
= ®(a)®(b)? + (0)’®(a) 4+ 20(b)®(a)P(b)

masrészt
®((ab+ ba)b + b(ab + ba)) = ®(ab® + 2bab + b*a) = ®(ab® + b%a) + 2®(bab)
= ®(a)®(b?) + &(b*)®(a) + 20(b)D(a)D(b).
A fenti két egyenlGséget dsszehasonlitva adodik az allitas O
5.0.4. Kovetkezmény. Bdrmely ®(a) : A — B Jordan-homomorfizmus és barmely n €
NT természetes szamra fenndll, hogy
d(a")=®(a)", ac A

Bizonyitds. Az eddigiek alapjan a formula igaz az n = 1,2 esetben, tovabbéa n > 3 esetén
az el6bbi harmas szorzatra vonatkozo6 azonossagot felhasznalva

®(a)®(a"")®(a)

amibdl a bizonyitandé allitas teljes indukcioval kovetkezik O
5.0.5. Allitas. Ha ® : A — B Jordan-homomorfizmus, akkor

®(abc + cba) = ®(a)P(b)P(c) + ®(c)P(b)P(a), a,b,ce A

Bizonyitds. A harmas szorzat formulabél adodik, hogy

P((a+c)bla+c)) =P(a+c)(b)P(a+c)

[@(a) + @()]|2(b)[®(a) + (c)]
®(a)2(b)®(a) + (a)2(b)®(c)
+0(c)2(0)2(a) + 2(c)2(b)®(c)

= +
+
masrészt

®((a+ c)b(a + ¢)) = ®(aba) + ®(abe + cba) + P(cbe)

= ®(a)®(b)P(a) + ®(abc + cba) + ®(c)P(b)P(c)

amit az el6z6 egyenléséggel Gsszevetve éppen a bizonyitandé allitas adodik

5.0.6. Lemma. Tetszdleges ® : A — B Jordan-homomorfizmus és a,b € A esetén
[©(ab) — ®(a)®(b)][®(ab) — (b)P(a)] =0,
lletve

[@(ab) — @(b)®(a)][®(ab) —
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Bizonyitds. Az el6z6 allitas és a hdrmas szorzat formula felhasznalasaval
[@(ab) — @(a)®(b)][®(ab) — P(b)P(a)]

= ®(ab)? — [@(ab)D(b)®(a) + ®(a)P(D)P(ab)] + (a)D(b)*®(a)
= ®(abab — ab®a — abab + ab’a) = ®(0) = 0.
A masodik formula hasonldéan bizonyithato. O

5.0.7. Lemma. Legyen ® : A — B Jordan-homomorfizmus, és a,e € A gy, hogy € = e
és ae = ea. Ekkor ®(e)? = ®(e) és ®(ae) = ®(a)®(e) = ®(e)P(a).

Bizonyitds. Az hogy ®(e) idempotens nyilvanvalé a Jordan-homomorfizmusok azon tulaj-
donségabol hogy ®(a?) = ®(a)?. Masrészt

D (ae) = P(ace) = P(eae) = ©(a)P(e)P(e) = P(a)P(e).

Hasonlban,

O

5.0.8. Kovetkezmény. Ha A egységelemes algebra akkor minden a € A elemre, B egység-
elemes algebrdra és ® : A — B Jordan-homomorfizmusra ®(a)®(1) = ®(1)®(a) = P(a).
Ha ® szirjektiv, akkor ®(1) a B egységeleme.

5.0.9. Definicié. Egy B algebrat prim algebranak neveziink, ha x,y € B elemekre xBy =
{0} esetén x = 0 vagy y = 0 teljesiil.

5.0.10. Lemma. Legyen B prim algebra. Ha valamely u,v € B elemekre ubv 4+ vbu = 0
teljesiil minden b € B elemre, akkor u =0 vagy v = 0.

Bizonyitds. Legyenek x,y € B tetsz6legesek, ekkor b = xuy valasztéssal a feltételbsl kap-
juk, hogy
uzuyv + vruyu = 0,

ugyanakkor vru = —uxv és uyv = —vyu, amit a fenti egyenlGségbe behelyettesitve kapjuk,
hogy

0 = —uzvyu — urvyu,
azaz urvyu = 0 minden z,y € B elem esetén. Rogzitsiik le most az y elemet, ekkor kapjuk,
hogy uBvyu = {0}, és mivel B prim algebra, ebbdl kivetkezik, hogy u = 0 vagy vyu = 0.
Ez utobbi azonban tetszéleges y € B elemre fenn kell, hogy &lljon, ezért vBu = {0}, ami
csak gy lehet ha v = 0 vagy u = 0. O

5.0.11. Definici6. Legyenek A és B algebrak. Azt mondjuk, hogy a ® : A — B lineéaris
leképezés algebra-antihomomorfizmus, ha

®(ab) = @(b)P(a), a,be A
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5.0.12. TETEL. (Herstein) Legyenek A és B wvalds vagy komplex algebrdk, és tegyiik fel,
hogy B prim algebra. Ekkor minden ® : A — B szirjektiv Jordan-homomorfizmus algebra
homomorfizmus, vagy algebra anti-homomorfizmus.

Bizonyitds. Legyenek a,b € A tetsz6legesek. ElGszor megmutatjuk, hogy az u = ®(ab) —
®(a)P(b) vagy a v = ®(ab) — ®(b)P(a) kifejezések valamelyike 0.Legyen ¢ € B tetszbleges,
akkor @ sziirjektivitasa miatt ¢ el6all ¢ = ®(d) alakban valamely d € A elemre. A Jordan-
homomorfizmusokra bizonyitott mtveleti tulajdonsagok alapjan kapjuk, hogy

ucv = [®(ab) — @(a)P(b)]P(d)[P(ab) — P(b)P(a)]
= ®(ab)®(d)P(ab) + (a)P(b)P(d)P(b)P(a) — P(ab)P(d)P(b)P(a)
—®(a)®(b)®(d)P(ad)
= ®(abdab) + ®(abdba) — ®(ab)®(d)P(b)®(a) — ®(a)P(b)P(d)P(ab),

és hasonloan

veu = [®(ab) — @(b)P(a)]|P(d)[P(ab) — P(a)P ()]

= ®(abdab) + ®(badab) — ®(ab)®(d)P(a)P(b) — ®(b)P(a)P(d)P(ad),

és igy ezek Osszegére:
ucv 4+ veu = ®(2abdab + badab + abdba) — ®(ab)®(d)[P(a)P(b) + P(b)P(a)]
—[®(a)®(b) + ®(b)®(a)]®(d)P(ab)
= ®(2abdab + badab + abdba)

—[®(ab)®(d)®(ab + ba) + ®(ab + ba)P(d)P(ab)]

= ®(2abdab + badab + abdba) — ®(abd(ab + ba) + (ab + ba)dab) = 0.

Az el6z6 lemma szerint ekkor u = 0 vagy v = 0 teljesiil. Ezzel belattuk, hogy tetszéleges
a,b € A elemek esetén ®(ab) = ®(a)P(b) vagy ®(ab) = ©(b)P(a) teljesiil. Rogzitett a € A
elem mellett jeldlje

My = {b € Al®(ab) = ®(a)®(b)}, Nu={b€ Al®(ab) = (b)P(a)}
akkor A és N, az A linearis alterei, legyenek ugyanis by, by € M,, ¢ € C akkor
®(a(by + cbz)) = ®(aby) + ®(ach2) = ®(a)P(b1) + P(a)P(cb2)

= &(a)[®(by) + D(chs)] = B(a)®(by + cbo).

Hasonl6 szamolassal adodik, hogy N, altér. Az eddigiek alapjan M, UN, = A, ami csak
ugy lehet, ha M, = A vagy N, = A. Végiil jelolje

M={ac AM, = A}, N ={ac AN, =A}.

Ekkor M és N linearis alterei A-nak és az el6bbihez hasonloan M UN = A, vagyis
M = A vagy N = A. El6bbi esetben ® algebra homomorfizmus, utébbiban algebra anti-
homomorfizmus. O
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Megjegyzés. Ha X normaélt tér, akkor B(X) minden olyan részalgebraja prim, amely tar-
talmazza az egy-rangu operatorokat. Legyenek ugyanis A, B € B(X) olyanok, hogy

AB(X)B = {0},

és tegyiik fel, hogy A # 0, B # 0. Ekkor léteznek y,z € X vektorok, hogy By # 0 és
Az # 0 tovabba a Hahn-Banach tétel szerint létezik f € X* folytonos linearis funkcional,
amelyre f(By) = 1. Definidljuk a T" operatort a kovetkezdképpen:

Tr:=(z® f)x.

Akkor
ATBy = Af(By)z = Az # 0,

ami ellentmondas.

5.0.13. TETEL. (Gleason-Zelazko-Kahane): Legyen A egységelemes Banach-algebra, és
legyen ¢ : A — C linedris egységelem-tarto leképezés(azaz (1) = 1). Ekkor az aldbbiak
ekvivalensek:

1. p(a) = 0-bdl kévetkezik ¢(a?) = 0 minden a € A-ra.
2. ¢(a®) = p(a)? minden a € A-ra.

3. ha p(a) = 0 valamely a € A-ra, akkor minden b € A-ra is p(ba) = 0, azaz ker(p)
balidedl.

4. ¢ algebra-homomorfizmus, azaz ¢(ab) = p(a)p(b) minden a,b € A-ra.
5. ker(p) nem tartalmaz invertdlhato elemet.

6. Minden a € A-ra p(a) € Sp(a).

Bizonyitdas. 1, = 2,:
Mivel ¢p(a — ¢(a)l) = 0, ezért
0= ¢((a —p(a)1)*) = p(a* — 2ap(a) + p(a)*1)

= ¢(a®) — 2¢(a)® + p(a)® - (1),

9, — 3,
Ekkor ¢ Jordan-homomorfizmus, és igy
p(be + cb) = p(b)p(c) + ¢(c)p(b),
azonban ¢(b), ¢(c) € C, és igy ¢(b)p(c) = ¢(c)p(b), azaz
w(be + ¢b) = 2p(b)p(c).

Ebbél kapjuk, hogy ¢(a) = 0 esetén ¢(ab + ba) = 0 minden b € A-ra, és a 2, tulajdonsag
alapjan o((ab + ba)?) = 0. Ezutan felhasznalva a

(be — eb)? = 2((beb)c + c(beb)) — (be + cb)?
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azonossagot kapjuk, hogy

(p(ba — ab))* = o((ba — ab)?)
= 2¢((bab)a + a(bab)) = 4p(bab)p(a) = 0.
Ezutan ¢(ab+ ba)-t és p(ba — ab)-t dsszeadva nyerjiik, hogy

2¢(ba) = ¢(ab + ba) + ¢(ba — ab) = 0.

3, = 4,

Mivel p(a — p(a)l) = 0, ezért a 3, tulajdonsagot felhasznalva kapjuk, hogy tetszSleges
a,b e A-ra
0= p(bla —p(a)l1)) = p(ba) — (a)p(b).

4, = 1,
Trivialis.
4, = 5,
Ha a € A olyan invertalhato elem, amelyre ¢(a) = 0, akkor a
0=p(a'a)=p(1)=1
ellentmondést kapjuk.
5, = 6,
Kovetkezik abbdl, hogy
p(pla)l —a) = 0.
6, = 5,
Ha a invertalhato, akkor a 0 nincs benne a spektruméaban.
6, = 1,
Rogzitett n € N természetes szamra és a € A elemre tekintsiik a
() = (A1 - a)")

polinomot, és jelélje ennek gydkeit Aj, 1 < j < n. A p((Aj-1—a)") = 0 egyenlGségbdl
kovetkezik, hogy (A; -1 —a)” nem invertalhato, és igy A; -1 — a sem invertalhat6. Ez azzal
ekvivalens, hogy A; € Sp(a) minden 1 < j < n-re.

Kifejtve

p) =TT =) = X" = mga 4 ( JolaIn 2 -

Jj=1
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és az egylitthatok Osszehasonlitasaval kapjuk, hogy

n

Zx\j =np(a) =0

j=1
és
n
S = (5 )elad)
i<k
Ugyanakkor

n

0=0_N)?=D_N+2) A\
j=1

j=1 i<k

miatt kapjuk, hogy

n(n—1le(a)?] =21 ) Al =D AT < DN < np(a)’.
j=1 j=1

j<k

Mivel n € N tetszdleges volt, és p(a) véges, ezért kapjuk, hogy o(a?) = 0.
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6. fejezet

C*-algebra egységgombjének
extremalis pontjai

A kovetkezs fejezet célja C*-algebra egységgombjének extremalis pontjainak karakteriza-
cidja.

6.0.1. Lemma. Legyen A egységelemes C*-algebra, és legyenek a,b € Agq onadjungdlt
elemek, amelyekre ab = 0. Ekkor ||a + b|| < max{]|all,||0]|}-

Bizonyitds. Az a,b elemek 6nadjungéltsaga miatt teljesiil ba = (ab)* = 0 is, azaz a, b felcse-
rélhets elemek. Legyen B olyan kommutativ egységelemes C*-részalgebra A-ban, amelyre

szerint izometrikus algebra-izomorfizmus. Tovabba fennéll, hogy I'(a) - I'(b) = 0, amibdl
kovetkezik hogy ||I'(a) + I'(b)|| < max{||T'(a)||,||T'(b)||} amibsl kapjuk, hogy |la + b|| <
max{]|al], [|b[|}- ]

6.0.2. Lemma. Legyen E valds vagy komplex normdlt tér, és jelélje B az E zdrt eqység-
gombjét. Legyenek x,y € OB olyan egységuektorok és 0 < o < 1 olyan pozitiv valds szdm,
amelyre ax + (1 — a)y € 0B. Ekkor [z,y] C IB.

Bizonyitds. El8szor azt mutatjuk meg, hogy ha u,v € E olyan vektorok, amelyekre ||u +
v|| = [|u|] + ||v]|, akkor tetszSleges s,t > 0 szamokra

[[su + tv]| = s[ul| + t|]v]|
is fennéall. Vilagos, hogy elég a fenti egyenlGséget 0 < s < t esetben belatni.
[[su+tv|| = [[t(u +v) — (t = s)ul[ > [t[|u +v]| = (t — s)]|ul]
= t|[ul] + tl|v|] = (& — s)|[ul] = s||ul| + t[|v]].

A forditott iranyu egyenlStlenség kiovetkezik a haromszog-egyenlGtlenségbdl. Tegyiik fel,
hogy z,y egységvektorok, és 0 < a < 1 olyan szam, amelyre ||ax + (1 — a)y|| = 1. Ekkor
az u = ax és v = (1 — a)y jeloléseket bevezetve fennall, hogy

lull +{lvl] = 1 = [[u+wvl],
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ezért tetszdleges 0 < A < 1 szam esetén
A 1—-A A 1—-X
A2+ (1= Nyl = || S+ =0 = Sl + 7= 1ol = A+ 1= A =1,
o 11—« «o 1l -«

amivel belattuk, hogy [z,y] C 0B. O]

6.0.3. Kovetkezmény. Legyen E wvalds vagy komplex normdlt tér, és jelolje B az E zdrt
eqységgombjét. Ha z € B nem extremdlis pontja B-nek akkor léteznek x,y € B kiilonbozd
pontok, hogy z = 1 (z + y).

Bizonyitis. Ha z € B\ 0B akkor létezik olyan u € E nem-nulla vektor, hogy z +u € B
és z —u € B, ekkor z el6all z = 3[(z + u) + (2 — u)] alakban. Ha z € 9B és 2 eldall
z = ax+(1—a)y alakban valamely x,y € B kiilonboz6 vektorok és 0 < o < 1 szam mellett,
akkor z,y € OB, és igy az el6z6 lemmabol kapjuk, hogy [z,y] € dB. Ebbdl pedig u = z—y
és elég kicsi t > 0 valasztassal z + —tu € [z,y] C B, vagyis z = 3[(z + tu) + (z — tu)]. O

6.0.4. Allitas. Legyen A egységelemes C*-algebra és legyen B az A zdrt egységgombie.
Ekkor 1 extremdlis pont B-ben. Ha e € A projekcid, akkor ha B jeldli az eAe redukdlt
C*-részalgebra zdrt eqységgombjét, akkor e € B, extremdlis pont.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy 1 nem extremaélis pontja B-nek, akkor az el6z8 kdvet-
kezmény szerint 1éteznek olyan a,b € B kiilonbo6z6 elemek, amelyekre 1 elGall GTH’ alakban.
Ekkor ¢ = £(a* + a) és d = 3(b* + b) olyan 6nadjungalt elemek, amelyekre 1 = 1(c + d).
Ezt atrendezve kapjuk, hogy d = 2-1 — ¢, azaz d benne van a c altal generalt kommutativ
egységelem C*-részalgebraban. Jelolje I' ennek a Gelfand-reprezentéaciojat, akkor
1=T(1) = J(T(e) + ().

Ha valamely y karakterre I'.(x) < 1 akkor sziikségképpen I'y(x) > 1, ami I izometrikus-
sadga miatt lehetetlen. Emiatt I'(¢) = T'(d) = 1 és ezért ¢ = d = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy
a* +a=2-1. Az el6z8ekkel azonos moédon kapjuk, hogy a =1 és b = 1, azaz 1 valoban
extremélis pont. A mésodik allitas belatédsahoz tekintsiik tetszéleges e € A projekcié mel-
lett a B = eAe redukalt C*-részalgebrat, akkor e a B egységeleme, ezért az elézé érvelés
alapjan e a B, extremalis eleme. O

6.0.5. Definici6. Legyen A egységelemes C*-algebra. Ekkor azt mondjuk, hogy az a € A
elem parcialis izometria ha a*a 6nadjungalt idempotens.

6.0.6. TETEL. Legyen A egységelemes C*-algebra, és jelolje B az A zdrt egqységgombijét.
Ekkor x € B pontosan akkor extremdlis pont, ha parcidlis izometria és ha

(1—zz")A(1 — z*x) = {0}. (6.1)

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy * € B extremalis pont. Megmutatjuk, hogy ekkor
e := z*x € A projekcid, azaz 6nadjungélt idempotens elem. Mivel e pozitiv elem, ezért
chhez elég megmutatnunk, hogy Sp(e) C {0,1}. Mivel |le|| < 1, ezért Sp(e) C [0, 1], tehat
azt kell megmutatni, hogy ha 0 < A < 1, akkor A ¢ Sp(e).Tegyiik fel indirekt ennek
ellenkezgjét, azaz hogy valamely A € (0,1)-re A € Sp(e). Jelolje C, az e elemhez tartozd
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folytonos fliggvényszamito operatort. Legyen tovabba ¢ : [0,1] — Ry olyan nemnegativ
fiiggvény, amelyre ¢(\) > 0, ugyanakkor

lz-(1+¢(2)? <1, z€]0,1].

Tekintsiik a C. : C(Sp(e); C) — A folytonos fliggvényszamito operatort, akkor C, izomet-
rikussaga és ep(e) = ¢(e)e alapjan kapjuk, hogy

1> le- (1 £ p(e))?|| = [1(1 £ p(e))z"z(1 £ ¢(e))l| = ||lz(1 £ p(e))I 1%,

amibdl kapjuk, hogy = + xp(e) € B.Ebbdl a z1 = z + xp(e) jelolés bevezetésével nyerjitk
az = extremalis elem z = %(Z_A,_ + z_) elsallitasat, amibol © extremalis voltabol kovetkezik,
hogy = = z4 = z_, azaz xzp(e) = 0, és igy egyuttal ep(e) = 0. Ez azonban lehetetlen,
ugyanis Ap(A\) > 0, A € Sp(e) igy a folytonos fiiggvényszamité operator injektivitasa
miatt ep(e) # 0. Ezzel belattuk, hogy z*x projekcié. Ugyanakkor a Jacobson-lemmabol
tudjuk, hogy Sp(zz*) = Sp(z*x) U {0} C {0,1}, ezért zz* pozitivitdsa alapjan zz* is
projekcié, amivel belattuk, hogy x parciélis izometria. A méasodik allitashoz legyen a €
(1 —zz*)A(l —z*x), ||a|]| < 1, megmutatjuk, hogy ekkor a = 0. Mivel z*x projekcio, ezért
(1 — z*z)x*x = 0, ezért az*x = 0, és igy a C*-azonossag alapjan

0 = [laz*za”|| = [lza”||* = [Jaz*[?,

vagyis ax* = xa* = 0. Mivel zz* is projekcio, ezért xa*(1 —zaz*) = 0, és igy a alakja miatt
xx*a = 0, azaz xr*aa® = 0. A kordbbi lemma alapjan

|z £ al|® = ||(z £a)(z £ a)*|| = ||z2* £ za* £ az* + aa||
= [lza” + aa”|| < max{[[zz"]], [|aa™[[} <1,

azaz v +a € B. Felhasznalva, hogy = € B extremalis pont és hogy = = $[(z+a) + (z — a)]
kapjuk, hogy a = 0, amivel belattuk a (6.1) egyenlSséget. Tegyiik fel most, hogy = € B-re
teljestil a (6.1) egyenlgség, akkor

0=2"(1—2zz")z(l —z%x) = (x — za™2)* (x — xa™x)

amibdl a C*-azonossaghol x — xax*z = 0, és ezt jobbrdl illetve balrél is x*-gal szorozva
adodik hogy z*x = (z*x)? és za* = (xa*)?, azaz x parcialis izometria. Az e := z*x és
f = xa™ jeloléseket bevezetve adodik, hogy

(ex™ —a™)(ex™ —a")* = (ex” — z*)(ze — x)
=ex*re — ex*r — x*xre + r¥x
=ecee—ce—eet+e=e—e—e+e=0,

amibdl kapjuk, hogy ex* = z* és xe = x. Tegylk fel, hogy x € B nem extremaélis pont,
akkor a 6.0.2 Lemma értelmében léteznek olyan a,b € B, a # b vektorok, amelyekre
x = CLTH’. Ekkor
3 . La+b ex*ae + ex*be
e=e’ =ex"xre=ex e=

2 2
Jelolje B, az eAe redukalt C*-részalgebra zart egységgombjét, akkor ex*ae, ex*be € B,
ugyanakkor a 6.0.4 Allitas szerint e € B, extremalis pont, amibdl

e = ex*ae = ex*be.
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Ebbdl pedig
x = ze = z(ex*ae) = (ze)zr*ae = xax*ae = fae,

és hasonléan
x = ze = x(ex*be) = (xe)x"be = xax*be = fbe.

Kihasznalva, hogy ae = fae + (1 — f)ae és hogy
ea*fae =x*vr =€

1 > [lea™ael| = [[[fae + (1 — f)ae]*[fae + (1 — f)ae]l|
= |lea” fae + ea® (1 — f)ae|| = ||xzz™ + ea™(1 — f)ae|| = ||le + ea™ (1 — f)ae],

vagyis h = ea* (1 — f)ae € eAe olyan elem, amelyre ||e +h|| < 1. Igy tetszoleges eAe feletti
p allapotra
1<1+ph)=ple+h)<1

vagyis p(h) = 0 teljesiil, amibsl h = 0 kovetkezik, azaz ea*(1 — f)ae = 0. Hasonloan
kapjuk, hogy eb*(1 — f)be = 0. Ebbdl kiévetkezik, hogy (1 — f)ae =0 = (1 — f)be, azaz

ae = fae = x = fbe = be.

Ezzel belattuk tehat, hogy ha = € B-re (6.1) teljestil, akkor x = %(a +b) a,b € B esetén
ae = be = z teljesiil, ahol e = z*z. (6.1) mellett ugyanakkor (1 — z*z)A(1 — zz*) = {0}
is fennall, tovabba z* = %(a* + %), ezért a*f = b*f = ¥, vagyis fa = fb = x. Végiil az
ae = be = fa = fb egyenlbségek és (1 — f)A(1 — e) = {0} felhasznalasaval kapjuk, hogy

a=[f+ 1 - f)lale+ (1—e)
= fa(l —e)+ (1 — f)ae + fae
= fb(1 —e)+ (1 — f)be + fbe
=[f+A=pble+1—-e]=0b
amivel belattuk, x extremalis voltat és ezzel a tételt is. O

6.0.7. Kovetkezmény. Legyen T kompakt Hausdorff-tér és jeldlje B a C(T; C) C*-algebra
zdrt egységgombjét. Ekkor eqy ¢ € B fligguény pontosan akkor extremdlis pont, ha minden
teT-re|p(t) =1, azaz

ex B={p e C(T;C)|le(t) =1 (t€T)}.
Bizonyitds. Ha |p| = 1, akkor 1 — ¢ - ¢* = 0 és igy az el6z6 tétel figyelembevételével ¢

extremalis pontja B-nek. Megforditva, ha ¢ extremalis pont, akkor az el6z6 tétel szerint
(1 —pp*)1(1 — ¢*p) = 0, amibdl |p| = 1 kovetkezik. O

6.0.8. Kovetkezmény. Legyen A kommutativ egységelemes C*-algebra, és jelolje B az A
zart eqységgombjét. Ekkor B extremdalis pontjai éppen az unitér elemek, azaz

ex B={ue Aju*u =1}
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Bizonyitas. Jelolje T' az A Gelfand-reprezentaciojat, akkor a kommutativ Gelfand-Naimark
tétel szerint I' izometrikus *-algebra izomorfizmus A és C(X (A); C) kozott valamely alkal-
mas X (A) kompakt Hausdorff-térre. ' linearitasa és izometrikussaga folytan vilagos, hogy
I~!aC(X(A);C) zart egységgdmbjét illetve annak extremélis pontjait B-re illetve ex B-re
képezi. Ebbdl és az el6z8 kovetkezménybdl kapjuk, hogy

ex B={I""plp € C(X(A);C), lp(x)| =1, (z € X(A)},

ami valoban az A unitér elemeinek halmaza. O

A kovetkezdkben az egy normaju pozitiv elemek halmazanak extremalis pontjait vizsgaljuk.
Ehhez sziikséglink lesz a kovetkez§ allitasra:

6.0.9. Allitas. Legyen A egységelemes C*-algebra, a € Ay pozitiv elem és legyen e € A
projekcio. Ekkor ha a < Ae valamely A > 0 szdm mellett, akkor a = eae.

Bizonyitds. A nemkommutativ Gelfand-Naimark tétel szerint 1étezik .A-nak hii abrézolasa
egy alkalmas H Hilbert-térben, azaz létezik egy 7 : A — B(H) injektiv *-algebra izomor-
fizmus. Ekkor az E = 7(e) és A = 7(a) jelolések mellett A < AE, amibdl a Douglas-féle
faktorizacios tétel szerint ran A C ran E, vagyis A = EA, illetve ker A+ C ran E mi-
att A = AFE kovetkezik. Ebbgl tehat a m(a) = 7(eae) Osszefiiggést nyerjiik, amibdl 7
injektivitdsa miatt a = eae.

O

6.0.10. TETEL. Legyen A egységelemes C*-algebra és jelolje P az A legfeljebb egy normdji
pozitiv elemeinek halmazdt. Ekkor P extremdlis pontjai éppen a projekcick, azaz fenndll,

hogy
ex P={ec Ale=e*=e"}.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy e € A projekcié és e = aa + (1 — )b valamely
a,b € P-re és 0 < a < 1 szamra, akkor alkalmas A > 0 szamra a < Ae és b < Je, igy
az el6zd allitast felhasznéalva adodik, hogy a = eae és b = ebe. Ebbdl kapjuk, hogy a és
b elemei az eAe redukalt C*-részalgebranak, és ha B, jeloli ennek zart egységgombjét,
akkor a,b € B,, tovabba a 6.0.4. Allitas szerint e € B, extremalis pont, azaz a = b = e,
amibdl mar kdvetkezik, hogy e extremaélis pont. Tegyiik fel most, hogy e € P extremalis
pont, tudjuk hogy ekkor Sp(e) C [0, 1]. Ha lenne olyan A € Sp(e) spektrumpont, amelyre
0 < A < 1 akkor az e altal generalt kommutativ C*-részalgebra Gelfand-reprezentaciojat
véve kapnéank olyan x pozitiv eleme létezését, amelyre 0 < I'(et+x) < 1, azaz e+ € P, ami
ellentmond e extremalitasanak. Ezzel belattuk, hogy Sp(e) C {0, 1}, vagyis e projekcio. O

A fejezet zarasaként C*-algebra legfeljebb egy normaju 6nadjungélt elemeinek halmazanak
extremalis pontjait vizsgaljuk. Ehhez el6szor bevezetjiik a szimmetria fogalméat C*-algebra
elemei kozott.

6.0.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A egységelemes C*-algebra s eleme szimmetria,
ha 6nadjungalt és unitér, azaz s = s* = s~ L.
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6.0.12. Allitas. Az A egységelemes C*-algebra egy s elemére a kovetkezdk ekvivalensek:

1. s szimmetria, vagyis s = s* = s~ 1,

2. s normadlis és Sp(s) C {—1,1},

3. létezik olyan e € A projekcid, hogy s = e — e*, ahol et =1 —e.

Bizonyitds. Legyen s normalis elem, akkor az 6nadjungalt és unitér elemek spektralis jel-
lemzése alapjan kapjuk, hogy s pontosan akkor szimmetria, ha Sp(s) C DN R, azaz pon-
tosan akkor, ha Sp(s) C [—1, 1], amivel belattuk az 1, < 2, ekvivalenciat. Tegyiik fel, hogy
s-re 2, teljesiil, akkor a ¢ := xy_1} és ¢ 1= xyp) figgvények Sp(s)-re vett megszoritasai
folytonosak. A

¥(z) =1—=9(2), ¢(2) —¥(z) =z (z € Sp((s)

egyenlGségek figyelembevételével a folytonos fiiggvényszamitas tételébsl adodik, hogy e :=
©(s) € A olyan projekcié, amelyre el = 1(s) és egytttal s = ¢(s) —(s) = e — e* teljesiil,
amivel igazoltuk a 2,— 3, implikaciot. Végiil ha e € A projekcio, akkor s := e — et
nyilvanval6an 6nadjungalt, tovibba

s =(e—et)? =e® —eet —ete+ (e1)?

:e—e+e—e+62+1—2e+62:1,
azaz s unitér, vagyis szimmetria. 0

6.0.13. TETEL. Legyen A egységelemes C*-algebra, és jelolje S az A zdrt eqységgombjének
onadjungdlt elemeit, azaz S := Asq N B, akkor S extremdlis pontjai éppen a szimmetridk,
azaz

exS={scAls=s" =s"'}

Bizonyitds. Ha s szimmetria, akkor vilagos hogy (1 — ss*).A(1 — s*s) = {0} teljesiil, igy
a 6.0.6. Tétel szerint s extremélis pontja a B egységgombnek, és igy nyilvan S-nek is.
Megforditva tegyiik fel, hogy s extremalis pontja S-nek. Ekkor léteznek s™, s~ egymassal
felcserélhets pozitiv elemek, amelyekre |[sT|| < 1, sts™ = 0 és s elsall st — s~ alakban.
Jelolje P az A legfeljebb egy norméju pozitiv elemeinek halmazat, megmutatjuk, hogy
s extreméalis pontok P-ben. Tegyiik fel, hogy st elgall st = %(h + k) alakban valamely
h,k € P elemek mellett, akkor

-1<-s <h-s <h<1

figyelembevételével kapjuk, hogy [|h — s7||, vagyis h — s~ € S. Hasonléan adodik, hogy
k— s~ €8, vagyis

h—s™  k—s"
-
s=3s5 S 5 + 5
¢s s € ex S figyelembevételével kapjuk, hogy 2=~ = 555 azaz h = k adédik, amivel

belattuk, hogy s € P extremalis pont. Hasonl6an igazolhato, hogy s~ is extremalis pont.
A 6.0.10. Tételbsl kapjuk, hogy s és s~ projekciok, ezért a tétel igazolva lesz, ha meg-
mutatjuk, hogy s™ + s~ = 1. Jelolje B az s és s~ 4ltal generalt kommutativ C*-algebrat,
és legyen e = 1 — s + s, tovabba jelolje B Gelfand-reprezentaciojat I', akkor e projekcio
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és se = 0, amibdl lathato hogy a I'(s) és I'(e) fiiggvények diszjunkt tartojuak, és ezért
l|ste|]|=|T'(sEte)|| <1,azaz s+te e S. Ebbdl viszont s extremalitasa miatt e = 0, azaz
sT + s~ =1, amivel igazoltuk a tételt. O
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7. fejezet

Kadison altalanositott
Schwarz-egyenl6tlensége

7.0.1. Lemma. Legyen H komplex Hilbert-tér és legyenek Ay, As,...A, € B(H) pozitiv
operdtorok. Ekkor tetszdleges x1,xa,...xy € H vektorok esetén fenndll, hogy

IS <[ ;4] S

Bizonyitds. Elészor konstrudlunk egy segéd Hilbert-teret minden tetszéleges A € B(H)
pozitiv operatorhoz a kovetkezd modon:tekintsiik A képterét és lassuk el azt az (-, )4
skalarszorzattal a kovetkezSképp:

(Az, Ay) 4 = (Azly) =,y € H.

Megmutatjuk, hogy (-, -) 4 joldefinialt skalarszorzat ran A-n. Legyenek ugyanis x1, x2, y1,y2 €
‘H olyan vektorok, amelyekre Axy = Axg és Ay; = Ays, akkor

(Az1|yr) = (Az2ly1) = (22|Ay1) = (22| Ay2) = (Az2|y2),

amivel megmutattuk, hogy (-, -) 4 jol definialt. Legyen tovabba x € H olyan, hogy (Ax, Ax) 4 =
0, azaz (Ax|z) = 0. Ekkor a fél-skalarszorzatokra vonatkozé Cauchy-Schwarz egyenlgtlen-
ség alapjan kapjuk, hogy minden y € H vektorra

|(Az|y)* < (Az|z) - (Ayly),

amibgl kapjuk, hogy Az = 0. Ezzel belattuk, hogy (-, -) 4 pozitiv definit, azaz skalarszorzat.
Jelolje ezutén Sy az igy nyert (ran A, (-,-)4) prehilbert tér teljessé tételét, mely a skala-
ris szorzat Sy-ra valo kiterjesztésével Hilbert-tér. A Sy feletti skalarszorzatot is az (-, )4
szimbdélummal jeloljik, és az Sy teret az A operatorhoz tarsitott segéd Hilbert-térnek ne-
vezziik. Ezutan tekintsiik az A1, Ao, ..., A, pozitiv operatorok elbbi konstrukcioval kapott
segéd Hilbert-tereit, és jelolje ezek direkt Osszegét IC, azaz

K:= EBHAk.
k=1
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Tekintsiik az alabbi
V.= (Azx, Asx, ..., Apx), x € H

egyenlGséggel értelmezett V : H — K fliggvényt, amely linearis operator. Tovabbé az alabbi
(A1, Aoz, ..., Anz)|(Arz, Asa, .., Ap))x Z (Ajz]z) < H ZA H |2
j_

egyenlGtlenséghdl latszik, hogy V  korlatos operdtor, és norméajara fennall a

VI <

n
‘ZAjH becslés. Tekintsiik a V' operator adjungaltjat, azaz a V* : K — H
operatort, tovabba legyenek 1, xs, ..., x, és y H-beli vektorok, akkor

(V*(Arzy, Agxa, ..., Apzy)|y) = ((A1z1, Asxo, ..., Apzy) | (Ar1y, A2y, ..., Any))k

—Z (Aj2;ly) = (Zijry)

amibdl kapjuk, hogy
V*(Ayz1, Agza, ..., Apxy) ZA Tj, T1,%2,...,Tn € H.
Végiil a ||[V*|| = ||V|| 6sszefiiggés figyelembevételével kapjuk, hogy
n 2
> Agas|| = 1V (Avr, Asas, oy Anizn)| 2
j=1

< VH? - |[(Avar, Aga, .., Apn)| [
n n
= H ZAJ‘H Y (Aaleg),
j=1 j=1
amivel belattuk a bizonyitand6 egyenl&tlenséget. O

A kovetkezokben B> (T'; C) jeloli a T kompakt Hausdorfl-téren értelmezett komplex értéki
korlatos Borel-mérhets fliggvények C*-algebrajat, amelyen a norma a szokasos

[[f[| :==sup|f(t)], t€T
teT

egyenlGséggel értelmezett szuprémum-norma.

7.0.2. Lemma. Legyen T kompakt Hausdorff-tér, H pedig komplex Hilbert-tér. Legyen
tovabbd ®g : C(T;C) — B(H) folytonos linedris leképezés, amelyre ||Po|| < 1 és amely
rendezéstarté abban az értelemben, hogy ha valamely ¥, ¢ € C(T;R) valds értéki fiiggvények
esetén o < 1 teljestil, akkor ®o(p) < ®o(v0). Ekkor létezik ®o-nak egyetlen ® : B>(T;C) —
B(H) folytonos linedris és rendezéstarto kiterjesztése, amelyre ||®|| < 1.
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Bizonyitds. Legyenek x,y € H rogzitett vektorok, és tekintsiik az

gy () = (Po(p)zly), ¢ €C(T;C)

egyenlGséggel értelmezett u,,, : C(T;C) — C lineéris funkcionalt. Az alabbi

|[(@o(@)z[y)] < [[Po(P)IIIllyll < el - [lz[[[ly]]

becslés alapjan g, folytonos, és norméjara fennéll az ||ug || < ||z||||y|| becslés. Ezért a Ri-
esz reprezentacios tétel szerint 1étezik egy pi, , regularis Borel-mérték a 1" Borel-halmazain,
amelyre fennall, hogy

Ugy(p) = /@d/lx,y, v eC(T;C),
T

tovabba a pi, , teljes valtozasara teljesiil, hogy |1z 4 |(T) < ||z]|||y||. Vegyiik észre tovabba,
hogy ha ¢ € C(T;C) olyan fiiggvény, amelyre ¢ > 0, akkor ®( rendezéstarto tulajdonséga
miatt ®o(p) € B(H) pozitiv operator. Ekkor minden x € H-ra

0 < (®o(p)z]r) = U,

vagyis g, pozitiv funkcional. Ebbdl ismét a Riesz reprezentacios tételbsl kapjuk, hogy
Uz o mérték minden x € H esetén. Legyen f € B>(T'; C) korlatos Borel-mérhets fiiggvény
és tekintsiik az
F(z,y) = /fd,ux,y T,y EH
T

F:H xH — C fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy az (x,y) — iz, hozzarendelés sesquilinie-
aris, ezért az I fliggvény is az, tovabba az

/fdusc,y < [ floo - 112y /(T) < [ floo - [[[[[l]]
T

becslés alapjan F' korlatos, éspedig ||F|| < ||f]lco, 18y egyértelmten létezik egy olyan
®(f) € B(H) folytonos linearis operator, amelyre

(®(f)zly) = / Fdpny 1y € H.
T

Megmutatjuk, hogy a ® : B>®(T;C) — B(H) ecleget tesz a Lemma allitdasaban szerepld
feltételeknek. A definicié alapjan vildgos, hogy @ linearis, tovabba

(A = [IFI] < [[f]loo

miatt ® folytonos és ||®|| < 1. Az is konnyen lathato, hogy ® kiterjeszti ®o-t, legyenek
ugyanis x,y € H tetszbleges vektorok és ¢ € C(T'; C) fiiggvény, akkor

(B()aly) = / iy = (Bo()2]y).
T
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amibgsl ®g(p) = ®(p) kovetkezik. Meg kell mutatnunk még, hogy ® rendezéstarto: ehhez
elég megmutatni, hogy tetsz8leges f € B>®(T;C), f > 0 fiiggvény esetén ®(f) € B(H)
pozitiv operator, azaz

(®(f)z]z) = / Fditaa > 0.
T

Ez azonban nyilvanvalé abbdl, hogy pi; , mérték. O

7.0.3. TETEL. Legyen A egységelemes C*-algebra, H Hilbert-tér, és legyen ® : A — B(H)
olyan rendezéstartd folytonos linedris leképezés, amelyre ||®|| < 1. Ekkor minden a € As,
onadjungdlt elemre fenndll, hogy

®(a)? < (a?).

Bizonyitds. Rogzitsiik az a € A 6nadjungalt elemet, és jeldlje B az a altal generalt kom-
mutativ egységelemes C*-részalgebrat. Mivel barmely b € B esetén Spp(b) = Spa(b),
ezért az A 6nadjungalt elemein bevezetett rendezés B-re vett megszoritasa megegyezik a B
C*-algebrabeli pozitivitas altal indukalt rendezéssel. Ezért ha W jeloli a @ leképezés B-re
vett megszoritasat, akkor kapjuk, hogy a ®(a)? < ®(a?) egyenlStlenség pontosan akkor
teljesiil, ha ¥(a)? < W(a?), vagyis az allitast elegends kommutativ C*-algebrakra belat-
nunk. Ugyanakkor ha A kommutativ C*-algebra akkor a Gelfand-reprezentacioja rende-
zéstarto izometrikus *-izomorfizmust létesit az A és C(X (A); C) C*-algebrak kozott. Ezek
alapjan lathato, hogy a tétel allitasat elég abban a specidlis esetben igazolnunk, amikor
A = C(T;C) alaka valamely T kompakt Hausdorff-térre. Legyen tehat A = C(T;C) és
legyen ®( : A — B(H) olyan folytonos linearis rendezéstarto leképezés, amelyre || Pl < 1.
Jelolje @ a &y B>®(T';C)-re vett kiterjesztését az el6z6 Lemma értelmében. ElGszor azt
mutatjuk meg, hogy barmely ¢ : T'— R mérhetd 1épcsSs fliggvény esetén

b(p)” < B(¢?).
Legyenek F1, Fs, ..., E, olyan paronként diszjunkt mérhets T-beli halmazok és A1, Ag, ..., Ap
n

valos szamok, amelyek mellett ¢ elGall ¢ = Z)\jXE]. alakban. Ekkor @ linearitasa és
j=1

n
©? = Z )\?X E; figyelembevételével a ()% < ®(p?) egyenlbtlenség azzal ekvivalens, hogy
j=1

2
j=1 j=1

ami az Aj 1= ®(xg;) (j = 1,2...,n) jeldlést hasznalva pontosan akkor teljesiil, ha minden
x € H vektor mellett

H Zn:AjAijz < zn:(Ajijujx).

J=1 J=1
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Mivel xg; < 0, ezért ® rendezéstart6 tulajdonsaga miatt A; = ®(xg;) pozitiv operator, és

n n
az F; halmazok diszjunktsaga miatt Z xE; <1, ezért Z A; < ®(1), és igy egyuttal
j=1 Jj=1

|4 < el
j=1

igy a Lemmat az A; pozitiv operatorokra és x; := A\jz (j = 1,2,..,n) vektorokra al-

n n
kalmazva éppen a H Z)\jijHZ < Z()\jAjiL‘|/\j$) egyenlGtlenséget nyerjiik, amivel a
Jj=1 Jj=1

P (p)? < ®(p?) egyenlétlenséget tetszbleges ¢ valos lépesds fiiggvény esetén belattuk. Le-
gyen most ¢ € C(T; R) tetsz6leges valos értéki folytonos fiiggvény, és legyen (¢p, )nen olyan
valos 1épesds fliggvényekbdl 4116 sorozat, amely egyenletesen konvergal p-hez, akkor @ foly-
tonossiga miatt ®(p2) — ®(p?) és ®(pn)? — ®(p)? B(H) az operator normaban. Ezért
ha x € H tetszbleges vektor akkor az elgbb igazolt egyenlGtlenség felhasznalasaval kapjuk,
hogy

(@(p)alr) = lim (B(pn)2lz) < lim (B(2)z]x) = (@(o)ala),

amivel a bizonyitandé allitast belattuk tetszéleges ¢ folytonos valos fliggvény esetén.
O

7.0.4. Kovetkezmény. Legyenek A és B egységelemes C*-algebrdk, és legyen ® : A — B
rendezéstarto folytonos linedris leképezés, amelyre ||®|| < 1. Ekkor bdrmely a € A dnad-
Jungdlt elemre teljesiil, hogy

®(a)? < ®(a?).

Bizonyitds. Legyen 7 : B — B(H) a B C*-algebra egy hii reprezentacioja, akkor a b € B
elem pontosan akkor pozitiv, ha w(b) € B(H) pozitiv, és igy m és ¥ := 1o ® : A —
B(H) is rendezéstarto. Legyen a € A 6nadjungélt elem, akkor az altalanositott Schwartz-
egyenlétlenség szerint W(a)? < W¥(a?), azaz

m(®(a)?) = 7(®(a))® < 7(®(a?)),
azaz ®(a)? < ®(a?). O
A kovetkez6 tétel bizonyitdsahoz bizonyitas nélkiil hivatkozzuk a kovetkezd allitast(Russo-
Dye tétel).
7.0.5. Allitas. Legyen A C*-algebra, és jellje A, az
{expih|h = h*, h e A}
halmazt. Ekkor Ae norma-zdrt konvex burka az A egységgombie.

7.0.6. TETEL. Legyenek A és B egységelemes C*-algebrik, és legyen ® : A — B olyan
egységelemtarto linedris bijekcio, amely mindkét irdnyban rendezéstarto, azaz

a<be ®(a) <P(b), a,be Ag.

Ekkor ® Jordan-homomorfizmus, azaz ®(a?) = ®(a)?, a € A.
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Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ® folytonos és ||®|| = 1. Legyen h € Ay, 6nadjungalt
elem, akkor —||h||1 < h <||h||1, és igy (1) = 1 miatt és @ rendezéstartd tulajdonsagat
figyelembevéve —||h||1 < ®(h) < ||h||1, amibsl kapjuk, hogy ||®(h)|| < ||h||. Legyen most
a € A tetszbleges elem, és legyen h := Rea, k := Ima, akkor ||h|],||k]| < ||a]|. Legyen
ugyanis f € A, ||f|| = 1 olyan allapot, amelyre |f(h)| = ||h||, akkor f(h), f(k) € R
figyelembevételével

181> = [F (W) < FP + [F(R)1? = [f(h+ k)] = [£(a)]* < []al?,

vagyis ||h|] < ||a||, és hasonldéan adodik, hogy ||k|| < ||a||. Ebbdl pedig mar adodik, hogy
® folytonos és hogy ||®|| < 2. Legyen ugyanis a € A tetszSleges, akkor

@)l < [[@M)I[+ [|@(F)[] < [|Al] +[[F]] < 2l|al].
Az nyilvanvalo, hogy ||®(1)|| < ||®||, meg kell mutatnunk, hogy
@) <lle(1)], acA (7.1)

Feltehetd, hogy [|®(1)|| = 1. A Russo-Dye tétel szerint (7.1) bizonyitasahoz elég az egyen-
16tlenséget a helyett tetsz6leges u unitér elemre megmutatni. Ekkor az dltalanositott Schwarz-
egyenlGtlenségbdl adodik, hogy

D(u) @(u) < (u'u) = (1) < [|2([[1 =1,

és gy ||®(u)|| < 1 = ||®(1)||. Ekkor mivel @~ is rendezéstarto, a Tétel allitasa kovetkezik
a 7.0.4. Kévetkezménybdl.

O
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8. fejezet

Kadison 1zometria tétele

Az alabbi fejezetben belatjuk Kadison tételét.

8.0.1. TETEL. (Kadison) Legyenek A és B egységelemes C*-algebrdk, és legyen ® : A —
B olyan bijektiv Jordan-homomorfizmus, amely pontosan az énadjungdlt elemeket képezi

onadjungdltakba. Ekkor ® olyan izometria, amely megtartja a kommutativitdst, azaz ha
a,b € A olyan elemek, amelyre ab = ba, akkor ®(a)®(b) = ®(b)P(a).

Bizonyitds. Lathato, hogy ®(14) = ®(1p), kiilonben ®(1 4) egy projekcio, melyre tetszd-
leges a € A elemre
P(a) = P(1aaly) = 2(14)P(a) (1),

azaz ® az A C*-algebrat a ®(14)AP(14) C*-algebrara képezi, amelynek ®(14) az egy-
ségeleme, azonban a sziirjektivitas miatt tudjuk, hogy ®(14)AP(14) = B. Megmutatjuk,
hogy ® pontosan a pozitiv elemeket képezi pozitiv elemekbe. Legyen ugyanis a € A pozitiv
elem, akkor a = b? valamely b € A, 6nadjungalt elemre, és igy ®(a) = ®(b?) = ®(b)?
pozitiv. Megforditva tegyiik fel, hogy ®(a) pozitiv, akkor az |a| = va*a jeldléssel

®(|al)? = @(la]*) = @(a*a) = ®(a®) = ®(a)?,
amibgl a pozitiv elem négyzetgyokének unicitasat figyelembevéve kapjuk, hogy ®(|a|) =
®(a), és igy P injektivitdsa miatt a = |a| > 0. Belatjuk, hogy ® az énadjungélt elemeken

izometria. Legyen a € A 6nadjungalt elem, akkor a spektralleképezés tétel figyelemvevéte-
level és Sp(a) € [—|lall, ||a||] miatt

Sp(llal[1 = a) = {llal]] = A]A € Sp(a)} € [0,2]]al]] € Ry,
amibdl kapjuk, hogy ||a||1 —a € A. Mivel ® pozitivat pozitivba képez, ezért
®([lal|1 — a) = [[a]|1 — ®(a)
is pozitiv, specialisan Sp(®(||a||1 — a)) € R4, amibdl ismét a spektralleképezés tételt

hasznélva kapjuk, hogy
max Sp(®(a)) < ||all.
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Cseréljiik le ezutan az a elemet —a-ra, akkor kapjuk, hogy
[la|]| > max Sp(®(—a)) = — min Sp(P(a)).

A fenti egyenlStlenségekbdl kapjuk, hogy ||®(a)|| = r(®(a)) < ||a||. Hasonloan, mivel ®(a)
onadjungalt, ezért ||®(a)||1 — ®(a) € B4, ahol

12(a)|[1 = ®(a) = @(||®(a)[|1 — a).

Mivel ® csak pozitiv elemet vihet pozitivba, ezért ||®(a)||1 — a € A,. Ismét a spektralle-
képezés tételt hasznalva kapjuk, hogy

|1®(a)]| = max Sp(a),

majd ismét lecserélve a-t —a-ra és a fenti érvelést megismételve kapjuk, hogy ||®(a)|| >
r(a) = ||a||, vagyis ||®(a)|| = ||a||, amivel belattuk, hogy ® az 6ndajungalt elemeken
izometria. Legyen most a € A tetszbleges egységnyi norméju elem. Mivel (aa*)™ és (a*a)”
onadjungaltak fennélnak a kévetkezd egyenlGségek:

1= lal[* = llaa”[[*" = ||(aa®)*"]]
= H%[(aa*)" +i(a*a)" + ((aa™)" +i(a"a)")"]||
1

[15[(aa™)" —i(a”a)" + ((aa®)" — i(a”a)")"]l|
< [[(aa™)" +i(a"a)"|| - [[(aa™)" —i(a"a)"|]
= [[(aa)* + (a”a)*" +i((a*a)" (aa")" — (aa”)"(a"a)")]|
=[|®((aa")* + (a*a)*") + i ®((a"a)" (aa*)" — (aa")"(a*a)")]|
= [[(@(a)®(a”))*" + (2(a")®(a))*" +i((P(a”)P(a))" (®(a)®(a"))"
— (®(a)®(a”))"(®(a”)®(a))")]]
< [l(aa*)*"| + [1(a”a)*"|| + [[(a*a)" (aa™)"|| + [|(aa*)" (a*a)"|| < 4l|al|™" = 4,

amibdl nyerjik, hogy

4 < [[(@(a)®(a"))*" + (2(a)@(a))*" +i((P(a”)®(a))") (R (a)D(a"))"
— (P(a)®(a*))"(@(a")®(a)"|| < 4/|(a)||*",

azaz ||®(a)||*" > 1 minden n € N-re, azaz ||®(a)|| > 1. Hasonlé gondolatmenetet kovetve
®(a)-ra mint a-ra kapjuk, hogy

4|@(@)[["" < [[(®(a)®(a™)*" + (®(a")B(a)*"
+i((®(a”)@(a))")(®(a)®(a))" — (D(a)@(a”))"((a")D(a))"[| < 4,

azaz ||®(a)||*" < 1 minden n € N-re, vagyis ||®(a)|| < 1, amivel bebizonyitottuk, hogy
ha ||a|| = 1, akkor ||®(a)|| = 1, amibdl az izometrikussag mar kovetkezik. Hatra van még
a kommutativ struktira megdrzésének bizonyitésa. Els6ként belatjuk, hogy ® megérzi az
[[a, ], c] Lie-zarojelet, azaz
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O([[a, b], ]) = [[®(a), 2(b)], ©(c)].
Valoban, legyenek a, b, c € A, akkor:

[@(a), @(b)], D(c)] = B(a)@(b)®(c) — @(b)P(a)P(c) — B(c)P(a)P(b) + P(c)P(b)®(a)

= ®(abc + cba) — ®(bac + cab) = ®((ab — ba)c — c(ab — ba)) = ®([[a, b], c]).

Hasonléan egyszert szamolassal megmutathato, hogy ®([a, b)?) = [®(a), ®(b)]?. Igy ha a és
b kommutélnak, akkor tetszéleges ¢ € A elemre [[a, b], c| = 0, amibél [[®(a), (b)], P(c)] =0
és [®(a), ®(b)] benne van a B centrumaban. Ugyanakkor [a, b]? = 0, és igy [®(a), ®(b)]? = 0,
vagyis [®(a), ®(b)] egy centrumbeli nilpotens, azaz [®(a), ®(b)] = 0, ami ekvivalens azzal,
hogy ®(a) és ®(b) kommutéalnak.

O

8.0.2. Lemma. Legyenek A és B egységelemes C*-algebrdk, és legyen p : A — B olyan
egységelem tartd leképezés, amely az A normdlis elemein izometria, akkor p involicid tartd,
azaz p(a*) = p(a)*, a € A.

Bizonyitds. Legyen a € A, |la|]| = 1 6nadjungélt elem, és legyen p(a) = b + ic valamely
b, ¢ € B 6nadjungaltakra, és tegyiik fel, hogy ¢ # 0, ekkor létezik 8 > 0, § € Sp(c)(ellenkezs
esetben tekintsiik az a helyett a —a elemet). Ekkor minden n € N természetes szamra a C*-
tulajdonsag figyelembevételével ||a+inl||? = ||a® +n%1|| < 1+n?, és igy (1 —|—n2)% -n—=0
miatt elég nagy n-re

lla 4+ inl|| < B+ n,

ahol § 4+ n € Sp(c+ inl) figyelembevételével 5+ n < ||c + nl|| = ||ic + inl||, és igy
lla 4+ inl|| < |lic +inl|| < ||b+ ic+inl]|| = ||p(a + inl)]].

Viszont a+inl normalis elem, és igy a feltétel szerint ||p(a+inl)|| = |la+inl||, ami ellent-
mondés. Ebbdl kapjuk, hogy p(a) énadjungalt, amibdl pedig kovetkezik, hogy p involtcio
tartd. Legyen ugyanis = € A 6nadjungalt, akkor

p(e”) = p(x) = p(x)”.

Legyen most a € A tetszéleges, és legyenek z,y € A 6nadjungéltak, amelyekre a = x + iy.
Ekkor

p(a®) = p((z +1iy)*) = p(z — iy) = p(x) —ip(y)
= [p(z)" +ip(y)"]" = p(z +1iy)" = p(a)*

O

Megjegyzés. Vegylik észre, hogy az el6z8 bizonyitasban csak azt hasznaltuk fel, hogy az
xr = a+inl alakt elemeken, ahol a 6nadjungalt és n € N természetes szam ||p(z)|| < ||z||
teljesiil, igy igaz a kovetkezo allitas:
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8.0.3. Allitas. Ha A és B egységelemes C*-algebrdk, és p : A — B olyan linedris leképezés,
amelyre p(1) =1 és

llp(a+inl)|| < |la + inl]|, a€ Asq, n €N,
akkor p involicio tartd.

8.0.4. TETEL. Legyenek A és B egységelemes C*-algebrdk és legyen ® : A — B olyan line-
dris izometrikus bijekcid, amely az A énadjungdlt elemeit a B dnadjungdlt elemeire képezi.
Ekkor létezik olyan u € B dnadjungdlt unitér elem, amely B minden elemével felcserélhetd,
és létezik m: A — B Jordan *-izomorfizmus, hogy ® elddll

®(a) =un(a), a€ A

alakban.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ® az A := {a € Al||a|| < 1, a* = a} halmazt a B :=
{b € B||b|]| <1, b* = b} halmazra képezi, és mivel ® linearis és izometrikus, ezért ¢ az
A halmaz extremalis pontjait a B extremélis pontjaiba képezi, specialisan u := ®(1) ext-
remélis pontja a B C*-algebra legfeljebb egy normaju énadjungalt elemeinek halmazanak,
ezért a Tétel szerint u € B unitér elem. Definidljuk a m : A — B leképezést a kivetkezd
egyenlGséggel:
m(a) ;== uP(a), a € A,

akkor 7 szintén linearis bijektiv izometria, tovabba 7(1) = 1 és ||7|| = 1, ezért az el6z6
lemma szerint 7 involticié tartd. Tovabba m(Ay) = By, ugyanis a b € B 6énadjungalt elem
pontosan akkor pozitiv, ha [|||b]|1 — b|| < ||b||, ez azonban a b = 7(a) 6nadjungélt elemre
fennél 7 izometrikussaga és egységelem tarté tulajdonsaga miatt. Ebbgl kapjuk, hogy 7
rendezéstartd bijekcio A és B kozott. Hasonléan belathaté, hogy 7! is rendezéstarto,
tovabba ||7|| = 1, és igy 7 Jordan-homomorfizmus A és B kozott. Végil megmutatjuk,
hogy u € Com(B), amihez elegendd azt igazolni, hogy v B minden 6nadjungalt elemével
felcserélhets. Legyen tehat b € B egy onadjungalt elem, ekkor b = ®(a) valamely a € A,
a = a* elemre, tovabba u = u* = u~! miatt um(a) = ®(a) = b = b* = 7(a)*u* = 7(a)u,
amibdl mar kdvetkezik, hogy v a B minden elemével felcserélhetd. O

8.0.5. TETEL. Legyenek A és B C*-algebrdk. Birmely ® : A — B izometrikus izomorfiz-
mushoz létezik m : A — B Jordan-izomorfizmus és u € B unitér elem, amelyre

®(a) = ur(a), ac A

Bizonyitds. Az el6z8 tétel bizonyitasaval analog modon megmutathatd, hogy ®(1) unitér,
amibgl u = ®(1) jeloléssel m = u* P izometrikus vektortér izomorfizmus, amelyre (1) = 1.
Megmutatjuk, hogy m Jordan-izomorfizmus. Bebizonyitjuk, hogy az olyan u unitér eleme-
ket, amelyek a = %(u—i—u*) valos része pozitiv és invertalhato, a m leképezés unitér elemekbe
kiildi. Legyen az o« > 0 szdm az a spektrumanak minimuma, és legyen n elég nagy, hogy
2na > 1.

Ekkor
= 12 = [|(u — 1) (w = nD)]| = (0% + 1)1 — n(u + )| = [[(? + 1)1 — 2na]
=r((n®*+ 1)1 —2na) = sup |[n®>+1-2n\=n>+1-2na,

AeSp(a)
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ahol az utolso lépésben kihasznéltuk, hogy o = min Sp(a) > 0.

Ekkor |lu — nl|| = sup{((n — A2) + 1 — A%)z|\ € Sp(a)} = sup{(n® — 2\n + 1)z|A €
Sp(a)} = (n? — 2an + 1)% < n. Ha 7(u) nem lenne unitér, akkor az egységgémb egy
extremalis pontjaként egy nem invertalhato parcialis izometria lenne. Ekkor ||m(u) —nl|| >
n > ||lu — nl||, ami ellentmond 7 izometrikussdgénak, azaz m(u) unitér. Legyen most a
tetszoleges legfeljebb egységnyi norméju pozitiv invertalhato elem, akkor az a +i(1 — a2)%
unitér elem valés része pozitiv invertalhato, és igy m(a)+im((1—a?) %) unitér,és igy normalis
elem. Normalis elem valos és képzetes része felcserélhetd, legyen ugyanis b € A normalis,
akkor b = Re(b) + i Im(b) és b* = Re(b) — i Im(b). Ekkor

bb* = (Re(b) + i Im(b))(Re(b) — i Im(b))
= Re?(b) — iRe(b) Im(b) + i Im(b) Re(b) + Im?(b)

b*b = (Re(b) — i Im(b))(Re(b) + i Im(b))
= Re?(b) — i Im(b) Re(b) + i Re(b) Im(b) + Im?(b).

A b*b = bb* egyenlGség figyelembevételével pedig adodik, hogy
2i Im(b) Re(b) = 2i Re(b) Im(d),

amivel igazoltuk az allitast. Ezért az x := m(a) és y := w((1 — aQ)%) elemek benne vannak
egy kommutativ C*-algebraban, ami a kommutativ Gelfand-Naimark tétel szerint tekint-
hetd egy folytonos fiiggvény algebranak. Ugyanakkor z és y pozitiv elemek(vagyis pozitiv
folytonos fiiggvények), amelyekre 1 = (z +iy)(x — iy) = 2% +y?, ezért y> = 1 — w(a)?. Mi-
vel C*-algebraban pozitiv elem négyzetgyoke egyértelmt, ezért y = (1 — W(a)Q)%. Hasonlo
mondhaté el aa-r6l, ahol « elég kicsi pozitiv szam. Ezutan a binomialis tételbsl kapjuk,
hogy

és
o?r(a)?  or(a)
2 8
Mivel 7 izometria és igy folytonos, kapjuk, hogy

(1-n(ca)?)? =1

2 8
2 2 4 ()4
:(1—7r(aa)2)%:1—aﬂ(a) _atm(a)t

2 8

Amibdl 1 1 1 1
—§7r(a2) - §a47r(a4) = —§7r(a)2 - §a47r(a)4 -,

amibél a-val nulldhoz tartva kapjuk, hogy —3m(a?) = —ir(a)?, azaz 7m(a®) = w(a)>
Tetszbleges normaju pozitiv invertidlhaté a elem esetén hasonld bizonyitas adhatéd az ﬁ

esetre. Kommutalé a,b invertdlhaté pozitiv elemek esetén a + b pozitiv és invertalhato,
ugyanis ha ab = ba, akkor a és b benne van egy kommutativ C*-részalgebraban, amire az
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els6 Gelfand-Naimark tétel szerint gondolhatunk folytonos fiiggvényalgebraként.Ekkor ha
f, g pozitiv fliggvények, akkor nyilvan f 4 ¢ is az, és kénnyen lathato, hogy létezik f + ¢
pontonkétni inverze. Igy 7((a + b)?) = 7(a + b)?, amibél 27(ab) = m(a)w(b) + 7(b)7(a).
Tetsz6leges a € A 6nadjungaltra a = aVO0+ 1 — (1 —a A0) és jelolje b = aV 1 és
c = 1 — a A0 pozitiv, invertalhato elemeket. Ekkor 7(a?) = 7(b?) — 27(bc) + 7w(c?) =
7(b)? — w(b)w(c) — w(e)w(b) + 7(c)? = (w(b) — 7(c))? = w(a)?, amivel belattuk, hogy 7
Jordan-homomorfizmus. O
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