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1. Bevezetés

Dolgozatom téméja a funkcionalanalizis, azon belil az absztrakt harmonikus
analizis témakdrébe esik.

A végtelen csoportok reprezentacidelméletében alapvetd jelentGségiiek az unitér
reprezentaciok. Ha ugyanis G egy lokalisan kompakt csoport, és m G-nek egy
unitér reprezentacioja, ami folytonos az erés operator topologiara nézve, akkor m
el6all mint ciklikus reprezentéciok direktosszege. Emellett G unitér reprezentaci-
6i és az L'(G) Banach-*-algebra *-reprezentacioi kozott koleséndsen egyértelmii
megfeleltetés van, ezért az unitér reprezentaciokat lehet a legkbnnyebben vizs-
galni a funkcionalanalizis eszkozeivel.

Sokaig eldontetlen kérdés volt, hogy minden korlatos reprezentacié hasonld-e
egy unitér reprezenticiohoz. Ha a G csoportra teljesiil ez a tulajdonsag, akkor
G-t uniterizalhatonak nevezziik.

Egy véges csoport reprezentaciéi mindig korlatosak, és az ilyenekre mindig igaz,
hogy hasonléak egy unitér reprezentacidhoz. Ennek bizonyitasa azt hasznal-
ja ki, hogy ha >, A\it; a C[G] csoportalgebra egy eleme, és >0 | wit; =
S As—14,t; ennek az s-sel val6 baleltoltja, akkor

1 & 1 &
AT i = = iy
G] ; G] ;“

vagyis az atlag C[G]-n balinvarians.

Az olyan csoportokat, amik rendelkeznek egy balinvaridns kézéppel L>°(G)-n
amenéabilisnek nevezziik. Abban az esetben, ha a G csoport diszkrét, ez ekviva-
lens azzal, hogy G-nek nem létezik paradoxikus felbontasa.

J. Diximer a [10] cikkében belatta, hogy az atlag helyett egy balinvarians koze-
pet hasznélva a véges eset bizonyitasa atvihets tetszdleges amenabilis csoportra.
Ugyanebben a cikkben megfogalmazta sejtését, miszerint ha a GG lokalisan kom-
pakt csoport minden korlatos reprezentacioja uniterizalhato, akkor G amenabi-
lis, bar ekkor még nem ismertek példat olyan korlatos csoportreprezentéaciora,
ami ne lett volna hasonlé egy unitér reprezentaciohoz.

Mind az amenabilis, mind az uniterizalhaté csoportokrol tudjuk, hogy nem tar-
talmazhatjak a két elem altal generalt szabadcsoportot részcsoportként. Ha Dix-
imer sejtése nem igaz, akkor egy uniterizdlhato, de nem amenébilis csoport egy-
ben példa is lenne olyan csoportra, ami nem amenébilis, de nem tartalmazza
Fy-t. Ilyen csoportra az elsd ismert példa az A. Yu. Olshanskii altal konstruélt
Tarski monster csoportok voltak.

G. Pisier bebizonyitotta Diximer sejtését abban az esetben, ha a G csoport
diszkrét [7], vagyis:



Tétel. Ha G egy diszkrét csoport, és G minden korldtos reprezentdcidja hasonlo
egy unitér reprezentdcichoz, akkor G amendbilis.

A dolgozat 6nallé eredményt nem tartalmaz, célja a fent emlitett tétel bizo-
nyitasanak, és a tétel bizonyitashoz sziikséges eszkozoknek a bemutatésa. A
topologikus csoportokrél és az unitér reprezentéciokrél szold rész G. Folland
A Course in Abstract Harmonic Analysis [2] c. tankonyvén, az amenabilis cso-
portokrol szolo rész V. Runde Lectures on Amenability [5] c. tankdnyvén, az
uniterizalhato csoportokrol szolo rész pedig G. Pisier Similarity problems and
completely bounded maps [6] c. kényvén, és [7] cikkén alapszik.



1.1.

Jelolések
I felfelé iranyitott halmaz.
U Az I rendezésfilterét kiterjesztd ultrafilter.

Irott nagybetti jeloli a vektortereket, # Hilbert-tér, £ Banach-tér, X to-
pologikus vektortér. A vektorokat mindig x,y vagy z jeloli.

A 7 Hilbert téren (.|.) jeloli a skalarszorzast.

Ha X topologikus vektortér, z € X és f € X*, akkor (z, f) jeloli f értékét
az x helyen.

B(X1, Xs) jeloli a X; topologikus vektortéren értelmezett, Ao topologikus
vektortérbe képezs korlatos linearis operatorok terét.

Xy = X = X esetén B(X) = B(X, X).

G(B(X)) jeloli a B(X)-beli folytonosan invertalhato operatorok terét.
X* jeloli az X topologikus vektortér topologiai dualisat.

w* jeloli az X*-beli gyenge-*-topologiat.

G topologikus csoportot jelol. A G egységelemét 1, a t&bbi csoportelemet
mindig ¢, s vagy u jeloli.

C.(Q) jeldli a G-n értelmezett, komplex értékd kompakt tartoju, folytonos
fliggvények terét.

C.(G)* jelsli a G-n értelmezett, kompakt tart6ja, pozitiv folytonos fiigg-
vények halmazat.

Cy(G) jeldli a G-n értelmezett, komplex értéki, korlatos fliggvények terét.

LUC(G), RUC(G), UC(G) jeldlik rendre a G-n értelmezett, komplex érté-
ki, balrél egyenletesen folytonos, jobbrol egyenletesen folytonos, és egyen-
letesen folytons fiiggvények terét.

Ha f(x,y) kétvaltozos fliggvény, akkor f.(y) = f(z,y) és f¥(z) = f(z,y)
jelolik a szekciofiiggvényeit.

1 jeloli a bal-Haar-mértéket G-n.
LP(G) (1 < p < o0) jeloli LP(p)-t.
M(G) jeloli a G-n értelmezett komplex Radon-mértékek terét.

Minden t € G-re §; jeloli, a t pontba koncentralt Dirac-mértéket.



1.2. Felhasznalt tételek

1.1. Tétel (Riesz reprezentacios tétel). Legyen X Hausdorff, lokdlisan kompakt
topologikus tér, ekkor M(X) és a C.(X)-en értelmezett pozitiv folytonos line-
dris funkciondlok kézott kélesondsen egyértelmd megfeleltetést ad a p— (f —

Jx fdp) képlet.

1.2. Tétel (Spektral tétel, [2] Theorem 1.51). Legyen H Hilbert tér és A € B(H)
eqy onadjungdlt operdtor. Ekkor egyértelmien létezik egy Sp(A)-n értelmezett,
requldris P projektorértékd mérték, amire teljesil, hogy A = fSp(A) AdP, és
minden E C Sp(A) Borel-mérhetd halmaz esetén AP(E) = P(E)A.

1.3. Tétel ([1] Theorem 3.12). Egy (X,T) szepardlt, lokdlisan konvex topologi-
kus vektortér E konvex részhalmazdnak gyenge és T szerinti lezdrtja megegyezik.

1.4. Tétel ([I] Theorem 3.1 Banach-Alaoglu). Legyen X egy szepardlt topolo-
gikus vektortér, és V a 0 egy kornyezete. Ekkor a

K={Ae X" : |[Az|<1Vz eV}
halmaz w*-kompakt.

1.5. Tétel ([1] Theorem 3.20 (c)). Az X Fréchet-tér egy K kompakt halmazdra
teljesiil, hogy a konvex burkdnak ¢o(K) lezdrtja is kompakt.

1.6. Tétel ([1] Riesz-Thorin interpolacios tétel ). Legyenek (Q1, u1), (Q2, 12)
o-véges mértékterek és 1 < po,p1,q0,q1 < 00. Rdgzitett 0 < 0 < 1 szdmra
Gl 1 _ 1=6 4, 0 g 5 1 _ 1=60 4, 0 14
definidlja pg-t az 50 = o T oo képlet, és qo-t a o = T képlet. Ha
T : LPo(uy) + LP (1) — L9(uo) + L9 (ue) linedris operdtor, ami folytonosan
képzi LPo(pq)-et LI (us)-be, és folytonosan képzi LP*(uy)-et LI (ug)-be, akkor

T folytonosan képzi LP° (uy)-et L9 (us)-be.




1.3. Vektorértéki fiiggvények integralja
1.7. Definicio. Legyen (Q, 1) egy mértéktér, X egy topologikus vektortér, amit
X* szeparal és f : Q — X olyan fiiggvény, hogy minden A € X*-ra Af u szerint
integralhat6é. Ha létezik egy olyan y € X vektor, hogy

Ay—/QAfdu (A e xr),

akkor y-t az f integraljanak nevezziik, és fQ fdp-vel jeloljiik.
1.8. Tétel. Legyen
(a) X egy topologikus vektortér amit X* szepardl,
(b) Q kompakt, Hausdorff tér, és u egy Borel valdszinidségi mérték Q-n.

Ha f: Q — X folytonos figgvény és H = o(f(Q)) X-nek kompakt része, akkor
f-nek létezik integrdlja, és y = fQ fdueH.

Bizonyitds. Tekintsiink X-re mint valés vektortérre. Rendeljiik hozza X'* egy
véges L = (A;)}_; részéhez az

EL—{yGH:Ay—//\fdu, VAEL}
Q

halmazt. Ha van y € Ny Ep, akkor y a keresett vektor. Fj zart része H-nak
ezért kompakt, és igy elég minden véges metszetrdl belatni hogy nemiires. De
minden véges metszet is E, alaki, tehat elég csak az ilyeneket tekinteni.

Minden n elemti L halmaz definial egy X — R” folytonos lineéaris leképezést. Le-
gyen K = L(f(Q)) és m € R™ az a vektor, amire teljesiil, hogy m; = fQ Af dp.
Ha m € ¢o(K), akkor L linearitasa miatt van egy yr, € H, amire L(y) = m, és
akkor yr, € Ey,.

Tegyiik fel tehat, hogy m ¢ ¢6(K). A Hahn-Banach tétel szerint létezik egy f €
(R™)* folytonos linearis funkcional, ami ergsen elvalasztja m-et és ¢o(K)-t. R™-
en a folytonos linearis funkcionélok egy R"-beli vektorral valo skalarszorzasnak
felelnek meg, vagyis léteznek c¢; valos szamok, hogy minden u € K-ra teljesiil,

hogy

n

n
E Cily < E CiMy,
i=1

i=1
azaz minden ¢ € Q-ra, hogy

n

Z CZAZf(q) < Z cims;.
=1

i=1



Az egyenlétlenség két oldalat integralva a

icimi = Z/ ci\if(q) du < i/ emy dp < icimi
— ; JQ i=17@ i=1

ellentmondéast kapjuk. O

1.9. Allitas. Ha f egy folytonos Q — X fiiggvény, létezik / fdueésT € B(X)
G

egy folytonos linearis operator, akkor

T/Qfdu/Qde,u.

Bizonyitds. Minden A € X*-ra AT € X*. Az integral definici6jabol latszik,
hogy

ATy = /Q AT f(2)) dpa).
és ebbdl kovetkezik az allitas. O

1.10. Megjegyzés. Ha X Fréchet-tér, akkor az 1.5 Tétel szerint minden f :
@ — X folytonos fiiggvényre teljesiil, hogy H kompakt.

1.11. Tétel. [Minkowski-egyenldtlenség integrdalokra, [5] 4.13] Legyenek (Q1, u1),
(Qa2, p2) o-véges mértékterek. Legyen f : Q1 XY — C egy py X v-mérthetd fiigg-
vény, amire teljesiilnek az aldbbiak:

(a) majdnem minden y-ra fY € LP(u1),
(b) azy = ||, figguény L (p2)-beli.

Ekkor majdnem minden y-ra az v +— fY flz,y) dus(y) figguény LP(uq)-beli és

H/ny dp2(y)

< Y, dua(y).
p_/Qan Iy dua(y)
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1.4. Ultralimeszek

1.12. Definicié. A H nemiires halmaz feletti nemiires F halmazrendszert fil-
ternek nevezziik, ha F metszetzart és felszallo.

Barmelyik véges metszetre zart halmazrendszer felszallo burka egy filter lesz.
A tartalmazasra névzve maximalis filtereket ultrafilternek nevezziik, és a Zorn-
lemma miatt minden filter kiterjeszthetd ultrafilterré. Egy U ultrafiltert {6 ult-
rafilternek neveziink, ha van olyan h € H hogy U a {h} felszall6 burka.
Minden U ultrafilterre telesiil, hogy ha U} H; = H egy véges partici6, akkor
pontosan egy i-re lesz H; € U.

Egy I felfelé iranyitott halmazra a ({j € I : j > i});es filtert I rendezésfilteré-
nek nevezziik.

A kovetkezokben I mindig egy felfelé iranyitott halmaz, U egy nem f6 ultrafilter
ami kiterjeszti I rendezésfilterét, és (x;);cr egy I-vel indexelt, az (X, d) metrikus
térben haladé altaldnositott sorozat.

1.13. Definicié. Ha az x € X pontra teljesiil, hogy minden ¢ > 0 esetén
{i €I:d(z;,z) < e} €U, akkor x-et a (x;);cs sorozat ultralimeszének nevezziik
és liLI{n x;-vel jeloljiik.

Ha egy altalanositott sorozatnak van ultralimesze, akkor ez egyértelmi, mert ha
z,y € X és d(x,y) =€, akkor az {i € [ : d(z;,x) < §} és {i € I : d(ws,y) < §}
diszjunkt halmazok koziil csak egy lehet U-beli.

1.14. Allitas. Ha (X, d) egy kompakt metrikus tér, akkor minden altalanositott
sorozatnak létezik ultralimesze.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy € > 0 szamot. X erdsen korlatos, ezért felbonthato
véges sok halmaz UJ_, X; diszjunkt uni6jdra tigy, hogy minden j-re diam(X;) < e.
I ={iel:xz; € X;} egy véges partici6ja I-nek, ezért pontosan egy I; lesz U-
beli. Legyen X, = cl(X) erre a j-re és legyen minden n € N-ra Y,, = ﬂ};:lX%.
Mivel U véges metszetre zart, (Y, )nen egymasba skatulyazott, nemiires, kom-
pakt halmazokbdl all és diamY,, — 0. Tehat N,enY, egypontd, és ez a pont
ultralimesze a sorozatnak. O

1.15. Allitas. (atviteli elv) Ha (X, d;), (Y,ds) metrikus terek, f : X — YV
folytonos fliggvény, (z;);cr altalanositott sorozat, és li&n x; = x, akkor

lin f(2) = ()

Bizonyitds. Minden ¢ > 0 szamhoz létezik § > 0 szam, hogy ha dq(x,2') < §
akkor da(f(x), f(z')) < e. Mivel hzflnxi =z, ezért {1 € I : dy(z,2;) < 0} € U.

De {i € I:di(x,z;) <6} C{iel:do(f(),f(x;)) < e}, és U felszallo, tehat
lim £ () = f(). .
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2. Topologikus csoportok reprezentaciéelmélete

2.1. Topologikus csoportok

2.1. Definicié. (topologikus csoport) A (G, -, 7) harmas topolgikus csoport, ha
(G,-) csoport, (G, 7) topologikus tér és (¢, s) — s~ 't folytonos. Egy topologikus
csoport Hausdorfl (kompakt, lokdlisan kompakt stb.), ha mint topologikus tér
az.

2.2. Definicié. (csoporthatas) Legyen G egy csoport és X egy halmaz. Egy
GxX — X, (t,z) — t -z fliggvényt bal-csoporthatasnak neveziink, ha minden
t,s € G-re és x € X-re teljesiil, hogy 1 -z =z és s- (t-x) = (st) - x.

2.3. Jelblés. G topologikus csoport t elemére jelslje L, az t~'-zel valé balszor-
zast, R; az t-el valo jobbszorzast.

2.4. Jelslés. (komplexus miivletek) G topologikus csoport A illetve B részhal-
mazaira legyen A=! = {a7'|a € A} A komplexus inverze, AB = {abla € A b€
B} A és B komplexusszorzata.

2.5. Definicié. G topologikus csoport A részhalmaza szimmetrikus ha A= =

A.

Az Ly eltolasoperétor a G topologikus csoport egy homeomorfizmusa, mert foly-
tonos bijekcio, aminek inverze, L,—1 szintén folytonos. L,-1L;U = U > 1 pon-
tosan akkor nyilt, akkor L:U > x is az, tehat a topologia eltolasinvaridns, azaz

7(t) = Le(7(1)).

2.6. Allitas. Minden U nyilt egységkornyezet tartalmaz egy V szimmetrikus
nyilt egységkornyezetet is amire VV C U.

Bizonyitds. Legyen U > 1 nyilt. A szorzas folytonos, ezért vannak Vi 2 1,75 > 1
nyiltak, hogy V1Vo C U. Ekkor V. =V N Vl_1 NVaN V2_1 szimmetrikus, nyilt,
1 €V és teljesiil ra, hogy VV C 1V, C U. O

2.7. Allitas. G topologikus csoport H részcsoportjanak H lezartja is részcso-
port.

Bizonyitds. Legyenek t és s elemek H-ban. A szorzas folytonossagabol kovetke-
z6en minden V' € 7(ts) kdrnyezethez vannak V; € 7(t) és V; € 7(s) kornyezetek,
hogy ViV, C V. Mivel t,s € H, léteznek t' € V, N H és s’ € V, N H elemek, és
ezek szorzata t's' e V,V,NH C VN H. O

2.8. Allitas. G topologikus csoport minden nyilt részcsoportja zart.

Bizonyitds. H nyilt részcsoport komplementere a mellékosztélyainak unioja,
ami nyilt a topoldgia eltolasinvariancidja miatt. O

2.9. Definicié. (lokalisan kompakt csoport) (G, -, 7) topologikus csoport loka-
lisan kompakt csoport, ha 7 lokélisan kompakt Hausdorff topologia G felett.

12



2.10. Allitas. G lokalisan kompakt csoportnak van nyiltzart, o-kompakt rész-
csoportja.

Bizonyitds. Legyen K szimmetrikus, kompakt egységkornyezet, és jelolje K,, a
K 6nmagaval vett n-hossza szorzatat. K, a K™ folytonos képe, tehat kompakt,
emellett K, szimmetrikus. Legyen H = U,, K,,. H o-kompakt. Ha t, s € H akkor
van n,m, hogy t™! € K,, és s € K,,, ekkor t s € K, 4,, C H, ami azt jelenti,
hogy H részcsoport. K egységkornyezet, ezért van V' C K nyilt egységkornyezet
és VK,, C K,4+1 K, minden pontja H-nak belsd pontja, tehat H nyilt. Az el6z8
allités szerint pedig minden nyilt részcsoport nyiltzart. O

2.11. Definici6. (fiiggvény eltoltja) Legyen G egy topologikus csoport és le-
gyen f egy rajta értelmezett komplex értékd fiiggvény. Az L f(t) = f(s™1t),
R, f(t) = f(st) egyenlSséggel értelmezett fiiggvényeket f s-sel valo bal-, illetve
jobbeltoltjanak nevezziik.

2.12. Definicid. (egyenletes folytonossag) Azt mondjuk, hogy a G topologikus
csoporton értelmezett f fiiggvény balrol egyenletesen folytonos, ha s — 1 esetén
ILsf — fllsup — O, illetve jobbrol egyenletesen folytonos ha |Rsf — flsup — O-
Az f fiiggvényt egyenletesen folytonosnak nevezziik, ha mindkét oldalrol egye-
neletesen folytonos.

2.13. Jelblés. A G topologikus csoporton értelmezett bal-, jobb-, illetve egyen-
letesen folytonos fliggvények halmazat rendre LUC(G), RUC(G), illetve UC(G)
jeldli.

2.14. Allitas. A G topologikus csoporton értelmezett, kompakt tartoja, foly-
tonos f fliggvény egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen f € C.(G) és € > 0. Minden ¢ € supp(f) ponthoz létezik U;
egységkornyezet, hogy minden s € Uy pontra teljesiil, hogy |f(st) — f(t)] < 5.
Legyen V; szimmetrikus egységkornyezet, amire V;V; C Uy. Mivel supp(f) kom-
pakt, ezért létezik véges sok ti, ..., t, € supp(f) pont, hogy supp(f) C UpV%, .
Legyen V = N; V4, .
Belatjuk, hogy minden t € supp(f), s € V-re teljesiil, hogy |f(s~t) — f(t)| < e.
Ha t € supp(f), akkor létezik k, hogy t € V4, ) és minden s € V-re teljesiil,
hogy s7t € sV, ty C VVi, ti C Uy, ti. Ebb6l kovetkezik, hogy

[f(s™) = FO] < 1F(s7H) = f(t) + | £ () — F(O)] < 5 +

= €.

DO

Ha s~!t € supp(f) akkor ¢ helyére s~!t-t, s helyére s~!-et frva ugyanezt kap-
juk. Ha t, s~ 't ¢ supp(f), akkor |f(s~'t) — f(t)| = 0. Tehat minden s € V-re
|Lsf — fllsup < € és f balrol egyenletesen folytonos. A g(t) = f(¢t7!) képlet-
tel értelmezett fliggvény C.(G)-beli, tehat balrol egyenletesen folytonos, és ez
ekvivalens azzal, hogy f jobbrol egyenletesen folytonos. O

2.15. K6vetkezmény. A G csoport folytonosan hat C.(G)-n.
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2.2. Haar mérték

2.16. Definicié. (Radon mérték) Legyen (X, 7) egy Hausdorff topologikus tér,
és B az X Borel-mérhets halmazainak o-algebraja. A B-n értelmezett p mértéket
Radon mértéknek nevezziik, ha

(a) minden K kompakt halmazra u(K) véges,

(b) minden B € B Borel-mérhets halmaz mértéke az 6t fedd nyilt halmazok
infimuma,

(¢) és minden U nyilt halmaz mértéke a benne fekvs kompakt halmazok mér-
tékének szuprémuma.

2.17. Megjegyzés. A (b) tulajdonsagot kiilss, a (¢) tulajdonsagot belss regu-
laritasnak hivjuk.

2.18. Definici6. (Haar mérték) G topologikus csoporton értelmezett p mérték
bal-Haar-mérték, ha

(a) p nem azonosan 0,
(b) p Radon mérték,

(¢) p bal-invarians, azaz minden S C G Borel-mérhet halmazra és minden
t € G csoportelemre teljesiil, hogy p(tS) = u(S).

A p mértéket jobb-Haar-mértéknek nevezziik, ha a bal-invariancia helyett jobb-
invariancia teljesiil, és Haar-mértéknek nevezziik, ha mindkét oldali invariancia
teljesiil ra.

2.19. Megjegyzés. Egy v mérték pontosan akkor jobb-Haar-mérték, ha u(S) =
v(S~1) bal-Haar-mérték. Ha p bal-Haar-mérték akkor tetszéleges ¢ pozitiv valos
szamra igaz, hogy cu is bal-Haar-mérték.

2.20. Allitas. Ha p Haar-mérték a G topologikus csoporton, akkor minden U
nyilt halmaz mértéke pozitiv.

Bizonyitds. Minden C kompakt, és U nyilt halmazra teljesiil, hogy C' lefedheté
U véges sok eltoltjaval. Ha létezne olyan U nyilt, amire u(U) = 0, akkor minden
C kompakt halmaz mértéke 0 lenne, és a bels regularitds miatt u(G) is 0
lenne. O

2.21. Tétel (Haar-mérték létezése [2] Theorem 2.10). Minden lokdlisan kom-
pakt G topologikus csoporton létezik bal-Haar-mérték.

A 2.21 tétel bizonyitasa soran egy pozitiv, baleltolasinvarians ¢ linearis funk-
cionalt konstrualunk C.(G)-n. Az 1.1 Tétel szerint ¢-nek megfeleltethetd egy
¢ Radon-mérték, ami ¢ eltolasinvariancidja miatt bal-Haar-mérték lesz. Nem
lokalisan kompakt csoportokon masképpen sem lehet bal-Haar-mértéket konst-
rualni, amit a kovetkezé tétel mutat.
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2.22. Tétel. (Steinhaus) Ha p bal-Haar-mérték a G topologikus csoporton, C
pozitiv mértékd, kompakt része G-nek, akkor CC~1 egységkérnyezet.

Bizonyitds. p kiils6 regularitdsa miatt létezik U D C nyilt, amire teljesiil, hogy
w(U) < 2u(C). Minden ¢ € C ponthoz létezik U nyilt egységkornyezet, hogy
tU; C U. Minden Uy-hez létezik V; nyilt egységkornyezet, hogy V,V; C U,.

Az tV; halmazok C egy nyilt fedését adjak, ebbdl C kompaktsiga miatt kiva-
laszthato egy t1V4,, ..., tn, V4, véges részfedés. Legyen V = NV, , ez egy nyilt
egységkornyezet, és

cv = Jtv c|JuVV c|Jtls, CU.
teC k k

Belatjuk, hogy V € CC~1. Minden v € V-re u(vC) = pu(C), tehat C és vC nem
lehetnek diszjunktak, kiilénben

w(U) 2 p(CUvC) = pu(C) + p(Ve) = 2u(C)

L . . —1
ellentmondéasra vezetne. Tehat van c1,co € C, hogy ve; = c2, és v = cac; ~ €

cc—1. O

2.23. Kovetkezmény. Ha G topologikus csoporton létezik bal-Haar-mérték,
akkor GG lokalisan kompakt.

Bizonyitds. Legyen u egy bal-Haar-mérték G-n. G mértéke a belsé regularitas
miatt kompaktakkal kdzelithets, ezért ha minden kompakt mértéke 0 lenne, ak-
kor y azonosan 0 lenne. Legyen C kompakt, u(C) > 0. CC~! a C x C kompakt
halmaz folytonos képe, tehat kompakt, és a Steinhaus-tétel szerint egységkor-
nyezet. A topologia eltolasinvarianciaja miatt ha az egységelemnek van kompakt
kornyezete, akkor minden pontnak van kompakt kdrnyezete, vagyis G lokélisan
kompakt. O

Ha p bal-Haar mérték és f p szerint integralhato fliggvény, akkor f és f bar-
melyik baleltoltjanak integralja megegyezik, ugyanis tetszéleges kozelitGosszegre
fennall > f(te)w(Ex) = Y p_o Ly f(yte)w(yEx). Az 1.1 szerint ha p és v két
Radon mérték, és minden nemnegativ, kompakt taréju folytonos f fiiggvény
p-szerinti és v-szerinti integralja megegyezik, akkor a két mérték is megegyezik.
Tehat ha p olyan Radon mérték, hogy minden ilyen f-re és minden s € G-re
Jo f dp= [, Lsf dp, akkor i bal-Haar-mérték.

2.24. Tétel (Haar-mérték egyértelmtsége). Ha p, v bal-Haar-mértékek a lokd-
lisan kompakt G csoporton, akkor létezik egy ¢ > 0 konstans, hogy p = cv.

Bizonyitds. Mivel a CF (G)-beli fliggvények integraljai mar meghatarozzak a p
és v mértékeket, ezért elég belatni hogy minden fi, fo € CF(G) fiiggvényre igaz,

Jofidu  [ogdp
hOgy fol dv — fgg dv '’

Legyen tehat fi, fo € CF(G), és legyen Fy(t,s) = fi(st) — fi(ts) és Fu(t,s) =
fa(st)— fa(ts). Ha Vj egy kompakt egységkornyezet, akkor minden s € Vj pontra

supp(Fy) C A = Vysupp(f1) Usupp(f1)Vo
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és
supp(F5) C B = Vo supp(f2) Usupp(fa) Vo
kompaktak. Mivel F(¢,1) = F»(¢,1) = 0 minden ¢ pontra, és Fy, F5 folytonos,

ezért minden € > 0 szadmhoz létezik egy V' C Vj szimmetrikus egységkornyezet,
hogy minden ¢ és s € V pontra teljesiil, hogy |Fi(¢,s)| < €. Legyen h € CH(G)
olyan fiiggvény, hogy supp(h) C V és h(t) = h(t~!) minden ¢ pontra.
Ekkor
A dute) dvls)
[ )£t dutt) avts)
és
h(t) f1(s) du(t) dv(s)
h(s™'t) f1(s) du(t) dv(s)
= [ [ ne )51 dvt) duts)
= [ [ ms)sites) dvts)duce).
aJa

A két egyenletet egymasbol kivonva azt kapjuk, hogy

/G hd /G frdp - /G hdy /G fr dv /G /G Fi (s, 1)h(s) dv(s) du(t)‘

< eu(A) /G hdv.

<

Es hasonléan

/Ghdu/Gfgd,uf/Ghd,u/Gfgdy

Ezeket az egyenlGtlenségeket [, hdv [, fidv-vel és [, hdv [, fi dv-vel osztva,
majd egymashoz adva azt kapjuk, hogy

Jofrdv  Jg fadv mA) _p(B)
fG fl d,u fG f2 d/,é fG fl dv fG f2 dv

Ez minden e-ra teljesiil, és ebb6l mar kovetkezik az allités. O

< eu(B)/Gh dv.

€

Legyen G lokalisan kompakt csoport, és p € [1,00) egy szam. Jelolje LP(G) az
L?(G, n) fuggvényalgebrat, ahol u egy bal-Haar-mérték G-n.
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Ha G lokalisan kompakt, de nem o-kompakt, akkor altalaban nem teljesiil, hogy
a p Haar-mérték o-véges. Viszont egy LP(G)-beli 1 < p < oo fiiggvény tartoja
mindig o-véges. Tehat ha f egy tobbvaltozos fliggvény, ami LP(G)-beli fliggvé-
nyek szorzata, akkor annak a tartdja is o-véges mértéki a szorzatmérték szerint.
Igy ilyen esetekben a Fubini-tételt alkalmazhatjuk az f fiiggvényre.

Lokalisan kompakt téren az L™ szokasos definiciéjaval nem teljesiil, hogy L
az L' topologiai dualisa, ezért médositunk a definicion.

2.25. Definicié. Legyen (X, 7) Hausdorff, lokalisan kompakt topologikus tér,
rajta pu egy Radon-mérték. Azt mondjuk hogy

(a) E C X lokalisan Borel-mérhetd, ha minden véges mértékd F' Borel-mérhetd
halmazra £ N F' is Borel-mérhetd.

(b) f: X — C fliggvény lokalisan mérhets, ha minden véges mértéki F Borel-
mérhet6 halmazra valé megszoritasa mérhetd.

(¢) Egy tulajdonséag lokalisan majdnem mindeniitt teljesiil, ha minden véges
mértékid F' Borel-mérhets halmazra, F-nek csak nullmértékd részén nem
teljestl.

Az el6z6 definicioban bevezetett fogalmakat hasznalva
L>*(G)={f:G— C : f lokdlisan mérhetd, [ lokdlisan m.m. korldtos},

és
Iflloo = inf{c : |f] < ¢ lokdlisan m.m.}.

Ha p bal-Haar-mérték, akkor a pus(E) = u(Es) egyenlSséggel értelmezett mérték
is bal-Haar-mérték: a topoldgia eltolasinvarianciaja miatt FE pontosan akkor
nyilt, (kompakt, Borel), ha Es is az, ezért pus Radon mérték, és

ps(tE) = p((tE)s) = u(t(Es) = p(Es) = ps(E).
Tehat minden s-re létezik cs pozitiv konstans, hogy us = csp.

2.26. Definicié (Modularis fiiggvény). Legyen G lokalisan kompakt csoport és
1 bal-Haar-mérték G-n. A G modularis fliggvényének nevezziik azt a fiiggvényt,
ami egy s ponthoz azt a Ag(s) szamot rendeli, amire teljesiil, hogy ps = Ag(s)p.

2.27. Allitas. G lokalisan kompakt csoport modularis fiiggvénye egy folytonos
csoport homomorfizmus G-bdl a valos szamok Ry multiplikativ csoportjaba, és
minden f € LY(G) fiiggvényre teljesiil, hogy

|t an=a6 [ pan

Bizonyitds. Ha s,t € G, akkor barmelyik Borel-mérhet6 F C G-re

A(st)u(E) = p(Est) = A(s)u(Et) = A(t)A(s)u(E)
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tehat A csoport homomorfizmus.
Legyen E C G egy mérhet§ halmaz. Ekkor

/ xe(ts) du(t) = / Xom1g(t) du(t) = u(Es™) = Als™)u(E)
G G
=567 [ et dute).

Tetszbleges f € C.(G) esetén az [ fliggvényt lépcs6s fliggvényekkel kozelitve
kapjuk meg az allitast.

Végiil rogzitsiink egy f € C.(G) fliggvényt aminek az integralja nem 0. Az
inverzképzés, az s — Ry f,ésaz Ry f — f o Bsf dpleképezések mind folytonosak,

JoBaonf du A(s) leképezés is. O

tehat az s — ToT i

2.28. Definici6. (unimodularitas) G lokalisan kompakt csoport unimoduldris,
ha Ag = 1.

2.29. Példa. e Minden K kompakt csoport unimoduléaris. Valoban, a 2.27
Allitas szerint Ay folytonos fiiggvény, ezért K’ := A (K) kompakt rész-
csoportja Ry -nek. Ha valamely t-re Ag (t) > 1 lenne, akkor (Ag (t)")nen
egy nemkorlatos sorozat lenne K'-ben, ami lehetetlen. Ha pedig Ax (t) < 1
lenne valamely t-re, akkor Ag (t71) = Ag ()~ > 1 lenne. Ezzel megmu-
tattuk, hogy Ax(K) = {1}, ami azt jelenti, hogy a K csoport unimodu-
laris.

e Minden A lokalisan kompakt Abel csoport unimoduléris, ugyanis barmely
s € A és E C A Borel-mérhet6 halmaz esetén p(Es) = pu(sE) = p(E).

2.30. Definici6. (X, 7) topologikus téren értelmezett p,r Radon mértékek
erdsen ekvivalensek, ha létezik olyan f : X — (0,00) folytonos fliggvény, hogy
minden ® € C.(X) fiiggvényre teljesiil, hogy

/thdu:/xéfdy.

2.31. Allitas. Ha G lokalisan kompakt csoporton p bal-Haar-mérték és v a
v(E) = p(E~Y) képlettel értelmezett jobb-Haar-mérték, akkor p és v erésen
ekvivalensek és dv(t) = A(t™1) du(t).

Bizonyitds. Legyen ® € C.(G) tetszileges. Ekkor

| RO®AE) du(t) = A [ a(t)A((s™) du(e)
G

G

:/ DAY dul(t).
G

Tehat a & — [, ®(x)A(t") du(t) funkcional jobb invarians. A hozza asszo-
cialt mérték jobb Haar mérték, vagyis van egy olyan ¢ szam, hogy cdv(t) =
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A du(t).

Tegyiik fel, hogy ¢ # 1. Mivel A folytonos, ezért valaszthatunk egy U szimmetri-
kus egységkornyezetet, tigy, hogy |1 —A(t71)] < %|c— 1]. Mivel U szimmetrikus,
ezért u(U) = v(U), tovabba

e = 1p(U) = [ev(U) — w(U)| =

| A =1 au)] < 3le - 1u).
G

Az U egységkornyezetre pu(U) > 0 teljesill, igy a fenti egyenlStlenséggel ellent-
mondasra jutottunk. O
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2.3. Konvoliacid

Legyen G lokalisan kompakt csoport és legyenek u,v € M(G) komplex Radon-
mértékek G felett. Konnyen lathato, hogy az alabbi A : C.(G) — C,

o /G /G £(ts) dp(t) du(s) (1)

leképezés folytonos linéris funkcionalt definial. Az 1.1 Tétel szerint egyértelmiien
létezik olyan p * v szimbolummal jelolt Radon-mérték, amelyre fennéll, hogy

AfZ/gfd(/i*V% f € CG).

Ezek alapjan értelmes az alabbi

2.32. Definicié. Legyen G lokalisan kompakt csoport és legyenek pu, v € M(G)
komplex Radon-mértékek, akkor a y és v konvolucidjanak nevezziik azt a uxv €
M(G) komplex Radon-mértéket, amelyre fennall, hogy

/G F (s v) = /G /G F(ts) dut) duls), [ € Cu(G).

2.33. Allitas. A G lokalisan kompakt csoport felett értelmezett komplex Radon-
mértékek M (G) vektor tere algebra a konvolticiéval mint szorzassal, és a totalis
variaco teljes algebra-norma M (G) felett.

Bizonyitds. A konvolicié asszociativ: minden f € C.(G) fliggvényre, u,v,0 €
M(G) mértékre

/f (usv) = ot //fts (4 v)(t) do(s)
=[] rteus) auty vty aots)
_ /G /G F(tu) du(t)( dv s do)(u)

_ / F() dp s d(v = 0)(1)
G

A 0; Dirac-mérték egységelem, mert minden f € C.(G)-re teljesiil

/Gf(t)d - /(/fst ) dov(t >d,u(s)
:/Gf(s)d

Ha a (1, )52 komplex mértékek egy (X, M) mérhetd téren, és (u,)o2,; Cauchy-
sorozat a totalis varidcod szerint, akkor minden M € M mérhets halmazra a
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pn (M) sorozat konvergens C-ben. A p(M) = lim p, (M) egy mértéket defini-

al. Ha mindegyik u,, véges, akkor u is véges, mert létezik egy m index, hogy
it — 1] < 1, &5 akkor [u(X)] < |pim(X)| + 1.

Tegyiik fel, hogy mindegyik p,, Radon-mérték. Legyen € > 0 rogzitett. Legyen
M € M éslegyen N olyan index, hogy minden n > N-re teljesiil, hogy |, —pu| <
€. Mivel p,, Radon-mérték, létezik egy V' O M nyilt halmaz, hogy |p, (G~ M)| <
€. 68 |y, — pu| < e. Emiatt

(G~ M) < pn (G~ M|+ |pn — p| < 26

Ez minden e-ra teljesiil, tehat ezzel belattuk p kiils6 regularitasat, és a belsé
regularités hasonlo gondolatmenettel adodik. Tehat ;1 Radon-mérték, és M(G)
teljes a megadott normaval. O

2.34. Definici6. (mérték adjungaltja) Az M(G) mértékalgebran a p*(E) =
p(E—1) képlet involuciot definial. A p* mértéket a p mérték adjungaltjanak
nevezziik.

Minden f € L'(G)-beli fiiggvénynek megfeleltethetjiik azt a puf mértéket, ami-
nek f a Radon-Nikodym derivéltja. Két ilyen mérték konvolaciojara teljesiil a
kovetkezd:

Lo gy = [ [ 06ts) duste) dug (o
- / / B(ts) f(1)dA(D)g(s)dA(5)
GJG

= [ 26 ([ rae e ) axe

Tehét pp * 1y Radon-Nikodym derivéltja [ f(t)g(t~'s)dA(t), ez indokolja az
alabbi definiciot:

2.35. Definicié. (fiiggvények konvolicioja) Az f,g € L'(G) fiiggvények kon-

P

Frglt) = / F(8)g(s™E)dA(s)
G
fliggvényt nevezziik.

2.36. Definicié. (fiiggvény adjungaltja) Ha pf az a mérték aminek f a Radon-
Nikodym derivaltja, akkor pu} derivaltja az

TNOEFNCESVIGE!

fliggvény, és ezt a fiiggvényt f adjungaltjanak hivjuk.
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Tehat az L'(G) fiiggvénytér Banach-*-részalgebraja az M(G) mértékalgebra-
nak. L'(G)-t a G csoport csoport Ha G nem diszkrét, akkor L!(G) nem egység-
elemes. Ha G véges, diszkrét csoport [1(G) egybeesik a véges csoportok repre-
zentacio elméletében csoportalgebranak nevezett C[G]-vel.

Két L'-beli fliggvény konvoliciéjat megadhatjunk nem csak pontonként, hanem
mint egy L'-értéki fiiggvény integralja:

frg= /G FLogdA(s).

Ebbdl a felirasbol latszik, hogy L, (f * g) = Ly f x g és Ry(f xg) = f * (Ru9).

A 2.35 Definicioban megadott képlettel kiterjeszthetjiik a konvolaciot LP(G)-
beli fliggvényekre is:
2.37. Tétel. Ha f € L'(G) és g € LP(G) (1 < p < o), akkor

(1) az f x g-t definidld integrdl majdnem minden pontban konvergens, f x g €
LP(G), és |If *gllp < [l fl1llgllp

(2) ha G unimoduldris vagy f kompakt tartéji, akkor ugyanez igaz g x f €
LP(G),

(3) p= o0 esetén f * g folytonos,

(4) és ha G f kompakt tartdju, akkor ugyanez igaz g * f-re is.
Bizonyitds. (1) Az 1.11 Tételt alkalmazva a h(s,t) = f(s)g(t~?!) fiiggvényre, azt
kapjuk, hogy

1 gl = H [ 1620 duts)

p

< /G FEILa(9)lp dp(s)
<11 llgllp-

(2) Ha G unimodularis, vagy supp(f) = K kompakt, akkor létezik ¢ konstans,
hogy sup A(t) < ¢. Ismét az 1.11 Tételt alkalmazva, azt kapjuk, hogy
K

oo 11y = | [ oL.05) dute

< 1R @)l /G ()| As) 5!

< cllgllpll 1l

p

/G A(s™)Ru-1 () (5) du(s)

p
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(3) Legyen f € C.(G), supp(f) = K. Felhasznalva, hogy f egyenletesen folyto-
nos:

o= Frattol = ‘/Gf (tos)a(s™) = (M tos)a(s™) dp(s)
S/G‘(f(tos)—f(f_ltoS))g(s‘l)\ dpu(s)

< gl /G | Fltos) — F(t~ t08)| dp(s)
< Nllloc2 BN F ~ Le oy — 0.

A kompakt tartojt folytonos fiiggvények stirtin vannak L' (G)-ben, és ha (f,,)nen
olyan L!(G)-beli sorozat, hogy || f, — f|l1 — 0, akkor minden t-re

[fnxg(t) = frg(t)] < /G fa(s) = f(s)lg(s™'t) du(s) < llgllocllfn = fll1,
tehat f, * g — f * g egyenletesen, és igy f * g folytonos.

(4) Ismét legyen f € C.(G) és supp(f) = K. Ekkor
lg * f(tto) — g * f(to)| = ‘/G (fttos™") — f(tos™)) g(s™HA(s™") du(s)
< [ 1ftetos™) = FosDllals A dus)

< lglloo2p(K) sup Al f — L fllsup — 0.
K t—1

O

2.38. Tétel. Az eltoldsoperdtorok folytonosak LP(G)-n (1 < p < 00), vagyis ha
feLP(Q) ést— 1, akkor ||Lif — fllp = 0 és ||Ref — fllp — 0.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy V' kompakt egységkornyezetet. Legyen g € C.(G)
és K = supp(g)V UV supp(g). K kompakt, ezért u(K) véges, és supp(L:(g)),
supp(R:(g)) C K. Tehat

_1
124(9) — glly < u(K) ™3| Ze(g) — glloc ——0,
mert g egyenletesen folytonos.

Ha f € L7(G), akkor [Lo(H)ll, = £l é |Re(Dlly = A®) ||l Mivel A
folytonos, ezért korlatos, vagyis létezik egy C konstans, hogy minden ¢ € V-re
IR:()ll, = Cllfllp- Minden f € LP(G) approximalhaté C.(G)-beli figgvények-
kel. Ha ||f — g|l, < e ést €V, akkor

ILef = Fllp < ILe(f = Dllp + [1Leg — gllp + 1 — gl
<2+ |Lig — gl — 0,
t—1
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és
IRef = fllp < 1Re(f — 9)llp + [[Reg — gllp + [1f — gllp
< (CHDe+[[Rig = gll 7 0.

O

Ha G nem diszkrét, akkor az M (G) mértékalgebra d; egység eleme nincsen benne
az L'(Q) csoport algebrdban. Az egységelem hidnyat az alabbi tétel értelmében
kikiiszoboli a kévetkezd definicio:

2.39. Definici6é. (Approximativ egység) Legyen V az egységelem egy kirnye-
zetbazisa, ez a forditott tartalmazassal egy felfelé iranyitott halmaz. Minden
U €V kornyezethez rendeljiink egy olyan ¢y fiiggvényt, amire teljesiil, hogy

(a) supp by kompakt része U-nak
(b) Yu =0,

(¢) Yut™) =4u(t),

(d) [ovdp=1

Ekkor a oy fliggvények V-vel indexelt altalanositott sorozatat approximativ
egységnek nevezziik.

2.40. Tétel. Ha Yy egy approximativ egység, akkor
(1) Ha f € LP(G) (1 < p < 0), akkor li(lJan x Py — fll, = 0.

(2) Ha f € L/(G) (1< p < oc). akkor |y « f — fll, =0.
(8) Ha f € L™(G) és jobbral egyenletesen folytonos, akkor lim|f + oy — fllac = 0.
(4) Ha f € L>(G) és balrl egyenletesen folytonos, akkor ||y + f = fll = 0.
Bizonyitds. Felhasmalva, hogy (t~1) = ¢(¢) és [, v dp = 1, teljesiil
Fru(9) = 16) = [ sty dutt) = 565) [ 00) duco)
= [ 1Rer(s) = £ 6) dut
b * (s /w F(E1s) du(t) /wU ) dpu(t)
= [ 114 (5) = Flw(e) dute).
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Ezért az 1.11 Tétel szerint
1f*vu = fllp < / [Ref(s) = f(s)llpvu(t)
G

< sup||Ref = flp,
teU

lw # £ — Fllp < /G 1Lef(s) — F(3) e (t)

< sup||Lef — fllp-
teU

Ha f € LP(G), (0 < p < o0), akkor ||L;f — f]|, tart a 0-hoz a 2.38 Tétel szerint,
ha f € L*(G), akkor ||L:f — f|lc tart a 0-hoz f egyenletes folytonossaga
miatt. O
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3. Linearis reprezentaciok

3.1. Definicié. (linearis reprezentacio) Legyen G lokalisan kompakt csoport, £
Banach-tér. Egy olyan 7 : G — G((B(£)) csoport homomorfizmust, ami folyto-
nos a G-n adott topologiara és G((B(€))-en a gyenge operator topologiara nézve,
G folytonos linearis reprezentaciojanak (vagy folytonos linearis dbrazolasanak)
nevezzik.

3.2. Megjegyzés. Az dolgozatban szereplé minden csoportreprezentacié foly-
tonos linearis reprezentacio, ezért ezeket a jelzéket a tovabbiakban elhagyjuk.

3.3. Lemma. G lokilisan kompakt csoport 7 reprezentécioja folytonos az erés
operator topologiara nézve.

Bizonyitds. Legyen K kompakt egységkornyezet. Mivel 7 folytonos a gyenge
operatortopologiara nézve, ezért w(K) gyengén kompakt, és minden x € H
vektorra (K )z gyengén korlatos, azaz korlatos része H-nak. Tehat a Banach-
Steinhaus tétel szerint a 7(K') pontonként korlatos operatorcsalad norméaban is
korlatos, vagyis van olyan ¢ > 0 konstans, hogy minden ¢ € K pontra ||7(t)|| < e.

Legyen V olyan szimmetrikus egységkornyezet, amire teljesiil, hogy VV C K,
és legyen ¢y, olyan approximativ egység, hogy minden o-ra supp(vy,) C V.
Rogzitsiink egy « € H vektort. Minden s € K pontra és minden « indexre
tekintsiik a ¢s o (t) = Yy, (s71)7m(t)z fiiggvényt. Ha s~t € V akkor t € VK C
KK, tehat supp(¢s o) kompakt és ¢ o(G) gyengén kompakt, vagyis ¢s -ra tel-
jesiilnek az 1.8 tétel feltételei.

Jelolje ys.o a @5 o integraljat. Legyen x4 = y1,o. A t +— 7(t)z, fliggvény folyto-
nos G-bél H-ba, mert minden u € U-ra

I7(t)2a — zall = || / o, (s)m(s)e dps / bo (5)7(8) du(s)

_ /G (o, (s)7(ts) — o, (5)7(s)) 2 dps(s)

= /G (Yu, ') — v, (s)) m(s) dpu(s)
< Cllz|ILepu., — Yu, 1,

ami a 2.40 Tétel szerint tart a 0-hoz, ha t tart az 1-hez.

Legyen F azon z € X vektorok halmaza, amikre t — 7(t)z folytonos. F' linearis
altér, és zart a normatopolégiaban mert minden z,, — z sorozatra és t; — 1
altalanositott sorozatra teljesiil, hogy

782 — 21 < w(te)2 — 7(t3) 2l + 7 (Es) 20 — 2all + 120 — 21
<(C+1)lzn = 2| + [I7(t:)zn = 2nll = 0.

F konvex halmaz, ezért az 1.3 Tétel szerint zart. F tartalmazza az (z4)q al-
talanositott sorozatot és x ennek gyenge limesze, tehat F' tartalmazza z-et is.
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Ez minden z-re teljesiil, vagyis F' = H és ebbdl kovetkezik, hogy 7 folytonos az
erds operator topologiara nézve. O

3.4. Definicié. G lokalisan kompakt csoport m reprezentacidja korlatos, ha
létezik egy C > 0 konstans, hogy minden ¢ € G pontra |7 (t)|| < C.

3.5. Definicié. G lokalisan kompakt csoport m reprezentacidja unitér, ha min-
den t € G képe unitér operator.

3.6. Megjegyzés. Az el6z6 lemma unitér reprezentaciokra sokkal kénnyebben
megkaphato: az unitér operatorok U(H) algebrajara megszoritva a gyenge ope-
rator topologia és az erds operator topologia megegyeznek, ugyanis

(S = T)ull* = ((S = T)u|(S — T)u)
= ||Sul|* — 2Re(Tu|Su) + || Tu|?
= 2|jul”* — 2Re(TulSu) — 2(||ull* — || Tul* =0,

ha S — T gyengén.

3.7. Definicié. Legyen G lokalisan kompakt csoport ami hat az X Hausdorff,

lokélisan kompakt téren. A p € M(X) mértéket G-kvaziinvariansnak nevezziik

ha létezik egy folytonos, ¢ : G x X — R, fliggvény, hogy minden t € G és

minden z € X-re teljesil du(tx) = ¢(t, z)dp(x).

3.8. Példa. e Ha G lokalisan kompakt csoport hat X-en és p € M(X)
G-kvéziinvarians mérték akkor 7(f) = ¢(t,t~1z)"2 f(t~'x) G egy unitér
reprezentaciojat definialja az L?(G) Hilbert-téren.

e Ha az el6z6 példaban G 6nmagan hat a baleltolassal és p bal-Haar-mérték,

akkor az igy kapott 7 reprezentéciot G bal-reguléris reprezentacidjanak
nevezziik és ezentul mindig A-val jeloljiik.

3.9. Definicié. Ha 71, w5 a G lokélisan kompakt csoport reprezentécioi a Hi, Ho
Hilbert tereken, akkor a T € B(#H1,H2) operatort 6sszekot6 operatornak nevez-
ziik, ha minden g € G pontra teljesiil, hogy Tm(g) = ma(g9)T.

3.10. Jeldlés. Az 0sszekots operatorok halmazat C(my,ms) jeloli, és C(w) =
C(m, ) a 7(G) centralizatora B(H.,)-ben.

3.11. Definicidé. A m,m reprezentéaciok hasonlok, ha létezik egy T' € C(mq, m2)
invertalhato operator, és unitér ekvivalensek, ha létezik U € C(mq,m2) unitér
operator.

3.12. Definicio. Az M < H alteret 7 invarians alterének nevezziik, ha minden
t € G-re w(t)M C M. llyenkor m megszoritasa M-re 7 egy részreprezentaciojat
adja, amit 7™ jelol.

3.13. Definicié. Ha (m;)ier (m : G — B(H;)) reprezentaciok egy csaladja,
akkor ezen reprezentaciok direktésszege az a m = @, m : G — B (@ﬂ-ﬂi)
reprezentéacio, amit a w(¢)(>(z;)) = > mi(t)z; képlet definial.
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Ebben az esetben a H; alterek invarians alterek, s6t, ha M invarians altér, akkor
1M mindig direktésszeadando:

3.14. Allitas. Ha M invarians altér, akkor M is invarians altér.

Bizonyitds. Minden x € M, y € M+ ést € G esetén

(w(t)z|m(t)y) = (w(t)"z[y) = 0.

3.15. Kovetkezmény. Ha M invarians altér akkor 7 = 7™M @ M

Minden = € H vektorra az M, = span{n(t)z : ¢ € G} altér invarians altér. Ha
M, = H akkor z-et a 7 ciklikus vektordnak hivjuk.

3.16. Allitas. Minden unitér reprezentacio ciklikus reprezentaciok direkt Gssze-
ge.

Bizonyitds. Paronként ortogonalis, invarians alterekbdl 4ll6 rendszerek felszal-
16 uniodja is ilyen, vagyis a Zorn-lemma szerint létezik ezek kozott maximaélis

L
(Ma)a- Tegyiik fel, hogy @MQ # H. Akkor létezik egy = € (@ Ma>

(e (03
vektor, és az ez altal generalt ciklikus altér ortogonélis minden M,-ra, ami

ellentmond (M, ), maximalitasanak.
O

3.17. Allitas. Legyen M zart altér és P az ortogonélis projekcié M-re. M
pontosan akkor invaridns altér ha P benne van 7 centralizatoraban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy P € C(x). Ekkor minden ¢ € G-re, minden z € M-
re és minden y € Mt-re teljesiil 7(t)z = n(t)Pz = Pr(t)z és n(t)P(y) =
Pr(t)y = 0, vagyis M invarians.

Forditva, tegyiik fel, hogy M invarians altér. Ekkor minden x € M-re teljesiil
Pr(t)x = w(t)x = w(t)Px és 0 = Px(t)y = w(t)Py, vagyis P € (). O

3.18. Lemma. (Schur) Ha 7, a lokalisan kompakt G csoport unitér repre-
zentéacioi, akkor teljesiilnek az alabbiak:

(1) w1 pontosan akkor irreducibilis ha a centralizatora az identitas skalarszo-
rosaibol all,

(2) ha m,m unitér ekvivalensek akkor C(mi,m2) 1-dimenzios, kiilonben 0-
dimenzios.

Bizonyitds. (1) Ha m nem irreducibilis, akkor a centralizatora tartalmaz egy
nem trivialis projekciot, tehat C(m) nem allhat csak az identitas skalarszorosai-
bol.

Forditva, tegyiik fel, hogy létezik egy T € C(w) ami nem cId alaka. Ekkor az

A= 3(T+Tr) és a (T — T*) operatorok is C(m)-ben vannak. Feltehetjiik,
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hogy A nem cld alaka. A énadjungalt, ezért minden operator ami kommutéal
vele kommutal az & spektralis projekcidival is. Mivel A nem cld alaku, ezért
ezek kOzOtt van nemtrividlis projekcio, és igy az el6z6 allitas szerint w3 nem
irreducibilis.

(2) Ha T € C(my,m2), akkor a
T'ma(t) = [ma(t™)T) = [Ty (1) = ma(t)T*
azonossag szerint T* € C(mg,m1). Tovabba
TT*mo(t) = TmT* =w(t)TT",

ezért TT* € C(m) és hasonléan T*T € C(m). Tehat TT* = T*T = cld, és
ebbdl kovetkezik, hogy T = 0, vagy ¢™? unitér operator. Az el6bbi esetben
71, T2 nem unitér ekvivalensek, és C(my,m2) 0-dimenzios. Az utébbi esetben,
ha T1,T» € C(m1,m2), akkor T{lTl € C(m), vagyis cId alaku. Tehat C(mq,m2)
barmelyik két eleme linearisan Osszefliggs, és C(my, m2) 1-dimenzios. O
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3.1. Az L'(G) csoportalgebra *-reprezenticioi.

3.19. Definicid. Legyen B egy Banach-x-algebra, és H egy Hilbert-tér. Egy 7 :
B — B(H) leképezést x-reprezentdcionak neveziink ha 7 egy folytonos x-algebra-
homomorfizmus. A 7 *-reprezentaciot nemelfajulonak nevezziik, ha teljesiil

span{m(a)z:a € B, x€H}="H.

3.20. Allitas. A B Banach-x-algebra 7 reprezentaciéja pontosan akkor nem
elfajuld, ha minden = € H vektorhoz létezik = € B algebra elem, hogy 7(a)¢ # 0.

Bizonyitis. Ha K = span{n(a)z : a« € B, = € H} # H, akkor létezik egy
r € K+ vektor. Minden y € H-ra és a € B-re teljesiil, hogy

0= (m(a")ylz) = (ylm(a™)"x) = (y|7(a)z),
vagyis minden a € B-re w(a)x = 0.

Forditva, tegyiik fel, hogy létezik egy x € H, hogy minden a € B-re w(a)z = 0.
De akkor minden y € H-ra

(r(a®)y|z) = (y|m(a)z) = 0,
vagyis
re{n(a)r:xr€ B, ¢cH} =span{n(a)r:2€ B, xcH}",

és ebbdl kovetkezik az allitas.
O

A G lokalisan kompakt csoport minden 7 unitér reprezentécidja meghataroz egy

7 LG) = BIHG), fo= [ f(On(e) dutt)
G

leképezést.

3.21. Példa. Ha A a G bal-reguléris reprezenticioja, akkor

A(f)g = /G F(8)Leg dpu(t) = [+ g.

3.22. Tétel. Legyen m a G lokdlisan kompakt csoport egy unitér reprezentdcidja
H, felett. Ekkor az

f o R(f) = /G () du(t)

leképezés LY (GQ)-nek egy nem elfajuld *-reprezentdcidja. Tovdbbd minden t € G,
és f € LY(G)-re teljesiil, hogy

m(Opi(f) = 7(Lef), 7(f)m(t) = A )m(Ry-1 f.)
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Bizonyitds. Ez a hozzarendelés valoban egy x-algebra-morfizmus, mert

F(f #g) = / /f (s~ ) (t) dpu(s)du(t)

/ / F(8)g(tyn(st) diu(s)du(t)

/ / fs () du(t)du(s) = 7()n(g)
fr(f*):/G T /f (6 du(t)
- / O] dut) = 7(f)"

/f /f 7(ts) du(s)

- /Gf(t_ls)w(s) dp(s) = 7(Lif)

= [ 1@mom) duts) = 67 [ fs)m(st) duts)
= A6 [ J(6t7)m(s) duls) = A )RR f)

Legyen 0 # x € H,. Valasszunk egy V kompakt egységkornyezetet, tigy hogy
|7 (t)x — x|| < ||z| teljesiiljon minden ¢ € V-re. Legyen f = ﬁXV- Ekkor

Itz =l = 5 | [ In(tra = alauto)]| < .

vagyis 7(f)(x) # 0 és igy a 3.20 Allitasbol mar kovetkezik, hogy 7 nem elfajulé.
O

3.23. Tétel. A G lokdlisan kompakt csoport L'(G) csoportalgebrdjinak min-
den p : LY(G) — B(H) nem elfajulo *-reprezentdcidjdnak megfeleltethets egy
unitér reprezentdcidja G-nek, amire teljesil p = .

Bizonyitds. Legyen D = span{p(f)z : f € LY(G), x € H}, ez H stird altere,
mert p nem elfajuld. A 2.40 Tétel szerint ¢y * f — f L'(G)-ben. Igy minden
t € G esetén (Lyby,) * f = Yo * (Lef) — Lif LY(G)-ben és p folytonossaga
miatt p(L:y)p(f)x — p(Lef)x B(H)-ban. Tehat p(L:f) konvergal egy linearis
operatorhoz D-n, jelélje ezt m(t). Ez joldefinidlt, ugyanis ha > ., p(fi)z; = 0,
akkor

P <Z P(Ltfi)$i> = ZP(Ltfi)mi = lim Z(Lt¢u)P(fi)$i =0
i=1

Minden U-ra ||, ]|1 = 1, ezért minden ¢ € G-re ||p(L))|| < 1, is teljesiil, ebbdl
pedig kovetkezik, hogy ||7|| < 1. Teh4t minden ¢-re m(¢) kiterjed H-ra norma-
tarté modon.
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Az igy definialt 7 egy unitér reprezentacioja G-nek. Szorzattartd, mert
m(ts)p(f)x = p(Lisf)z = w(t)p(Lsf)z = m(t)w(s)p(f)x,
és minden ¢t € G-re 7(t) unitér, mert
lzll = It ()] < llw ()] < [,

és egy sziirjektiv izometria unitér. Mivel az eltolasok folytonosak L!'(G)-ben,
ezért egy (t;)ier G-beli altalanositott sorozatra teljesiil, hogy

m(ti)p(f) = p(Le f) = w(Lif) = w(t)p(f),

vagyis 7 folytonos az erGs operator topoldgiara nézve.

Belatjuk, hogy p = 7. Minden f € L'(G)-re p(f) folytonos linearis operétor,
ezért a az 1.9 Tétel szerint kommutal az L' (G)-értéki fiiggvények integraljaval.
Ebbél azt kapjuk, hogy minden f, g € L!(G)re teljesiil, hogy

p(olg) = p(f * g) = /G F(0)o(Leg) diu(t)

- /G FOm(t)p(g) dpu(t)
[ 0w dutv)] ot
~G

(H)plg).

Tehat @ = p D-n, és igy H-n is.

32



4. Amenabilis csoportok

4.1. Paradoxikus felbontasok

Ha a G csoport hat az X halmazon, akkor az X halmazt G paradoxikusnak
hivjuk, ha létezik egy

=1 k=1

k_, csoportelemek, hogy

véges partici6ja és olyan (g;)i-;, (h;);

k
X= Ugi(Az‘) = U h;(B;).-

Minden csoport hat sajat magén a balszorzassal, és egy csoportot paradoxikus-
nak neveziink, ha erre a hatasra van paradoxikus részhalmaza.

Az Fy, két elem altal generalt szabad csoport paradoxikus. Tekintsiik ugyanis
az alabbi felbontésat. Jeldlje a és b az Fy két generatorat. Ekkor

Fy=W(a)UW (@ HUW (b)) UW b,

ahol W (z) jeloli az x-szel kezd6d6 redukalt szavak halmazat. Minden w € Fj
reduklt szora vagy w € W (a) igaz vagy w € aW (a~1), és ugyanigy w € W (b)
vagy w € bW (b~ 1), tehat ezek Fy-nek egy paradoxikus felbontasat adjak.

A Banach-Tarski paradoxon szerint R? D3 egységgémbjének van paradoxikus
felbontésa, ha R3 izometriai hatnak rajta. A tétel bizonyitasa azon alapszik,
hogy van két olyan forgatas R? izometriacsoportjaban, amik Fh-t generaljak.

Tarski tétele szerint egy G csoport pontosan akkor nem paradoxikus, ha

(1) létezik egy olyan P(G)-n értelmezett nemnegativ, végesen additiv p mér-
ték, amelyre u(G) = 1, és amely balinvarians, azaz minden ¢ € G csoport-
elemre és E C G részhalmazra teljesiil, hogy p(tE) = u(E).

Ha a G csoportot ellatjuk a diszkrét topologiaval, akkor ez a feltétel ekvivalens
azzal, hogy

(2) létezik egy m € [°°(G)* folytonos linearis funkcional amire teljestil, hogy
Im|| = (1,m) = 1.

Ha egy G diszkrét csoport megfelel ezen feltételeknek, akkor G-t amenébilisnek
hivjuk. Az amenabilis csoportok definicidjat a (2) feltétel segitsegével terjesztjiik
ki tetszéleges lokalisan kompakt csoportra.
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4.2. Amenabilis lokalisan kompakt csoportok

4.1. Definici6. (kozép) Legyen G lokalisan kompakt topologikus csoport, és
legyen E L*°(G) egy olyan altere, ami tartalmazza a konstans fiiggvényeket,
ekkor egy m € E* folytonos linearis funkcionélt kozépnek hivunk, ha (m,1) =
[m] = 1.

4.2. Allitas. Az F felett értelmezett kozepek E* konvex, w*-kompakt részét
alkotjak.

Bizonyitds. Ha 0 < A, Ao, A1 + Ay = 1 és m, n kozepek, akkor Aym + Aon is
kozép, mert
(1,)\1m + )\271) = /\1<1,m> + )\2<1,7’L> =1

és tetszbleges ¢ € E fliggvényre

(¢, Avm + Aan)| = (¢, Avma) + (&, Aen)| < Aallmll[| @]l + Azl|nllll] < ([l

Mind a norma, mind az 1 behelyettesitése folytonos, ezért ||m| =1és (1,m) =1
zéart feltételek, és a kozepek halmaza B (0, E*)N[{(1,m) = 1] az E* egységgdmb-
jének w*-zart része. Az 1.4 Tétel szerint By (0, E*) w*-kompakt, ezért a kozepek
halmaza is w*-kompakt. O

4.3. Példa. e Ha f € LY(G), ||f]1 = 1, akkor (®,m) = [, ®f du egy k-
zepet definial.

e Hasonloan, ha A diszkrét valoszintségi mérték G-n, azaz A = 3 \;d;,, ahol
> A =1, akkor (®,m) = [, ®dA =37 \i®(t;) is egy kozép.

4.4. Allitas. Ha m € E* olyan folytonos linearis funkcional, hogy (1,m) = 1
akkor m pontosan akkor kozép, ha pozitiv.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy m kozép. Legyen f € FE valos értéki, és legyen
(f,m) = a+ Bi, ahol «, 8 valos szamok. Tetszdleges t € R szamra teljesiil, hogy

B+ < |a+ (B+)il> <|(f+it- D> <||f +it- 1o < || flloo + 22

Ezt 4trendezve azt kapjuk, hogy minden t-re 2t8 < || f||oo — 3%, de ez csak akkor
lehet ha 8 = 0, tehat valds értékid fliggvényeken m is valos értéket vesz fel.
Legyen most f > 0. Ekkor g = 2f — || f]leo - 1 valos értékd, és ||gllcc < ||f]]oo-
[lm]] <1 miatt

(o) = 5o+ 1l 1,m) = 2lg,m) + 1 flloo > [1flloe — lglloo >0

tehat m pozitiv funkcional.
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Forditva, tegyiik fel, hogy m pozitiv. Egy valos értékd f € E fliggvényre

0<(Iflloe - 1= fim) = ([[flloc - 1,m) = (f,m) = || flloc — (f,m)
0 < ([[flloc - 14 fom) = ([[flloc - L,m) + {f,m) = [ flloc + (f,m)
[(Fm)] < ([ flloo-

Legyen f € E tetsz6leges fiiggvény, és A olyan szam, hogy |(f,m)| = A(f,m). E
zart a komplex konjugélasra, ezért

Re(Af) = = (\f +Af) € E,

DN | =

m(\f) = o (Af ~ ) € B
valos értéktek, és f = Re(f) + ¢ Im(Jf).
0 <[{fym)| = (Af,m) = (Re(Af), m) +i(Im(Af), m)
= (Re(Af),m) < [[Re(Af)loe < IAflloo
O

4.5. Kovetkezmény. Az (m,1) = 1 feltételbdl kovetkezik, hogy ha f valos
értékd, akkor (f —sup f-1,m) = (f,m)—sup f vagyis (f,m) < sup f. Hasonloan
(f.m) > inf f.

4.6. Allitas. A diszkrét valoszintségi mértékek ¥, halmaza w*-strd részét
alkotjak az L°°-en értelmezett kozepeknek.

Bizonyitds. ¥4 konvex részét alkotja (L™°(G)*, w*)-nak. Legyen m € L*>(G)*
egy kozép, és tegyiik fel, hogy m nincs benne X5 w*-lezartjaban. (L (G)*, w*)
lokalisan konvex tér, tehat a Hahn-Banach tétel szerint létezik

fe (L¥(G)w)" = L>(G),

hogy
(m, Re(f))(m/, Re(f))

minden m’ diszkrét mértékre. Tehat
(Re(f),m) > (Re(f),dr) = f(t)
minden ¢ € G-re. De akkor sup Re(f) < (f,m), ami ellentmondas. O

4.7. Kovetkezmény. A véges tartoja valoszintiségi mértékek is w*-siird részét
alkotjak az L°°(G)-n értelmezett kozepeknek.

4.8. Jeldlés. P(G) ={f € LYG) : f>0,|fl. =1}

4.9. Megjegyzés. Ha P(G)-t azonositjuk az L'(G)** = L°°(G)*-beli képével,
akkor P(G) az L™(G) felett értelmezett kzepek halmazanak balinvarians, w*-
stird része.
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Bizonyitds. Hasonloan a 4.6 Allitas bizonyitasahoz, ha m nincs benne P(G) w*-
lezartjaban, akkor létezik egy g € L™ fiiggvény, hogy (Reg,m) > § + (Reg, f)
minden f € P(G)-re. Legyen € > 0 és E = [Reg > supReg — €. Ekkor f, =
ﬁxg € P(G) ¢s (Reg, fo) > supf —e. Az e = & valasztassal (Reg,m) >
sup Re g, ami ellentmondas. O

4.10. Definicié. L*°(G)-beli fiiggvények egy H halmaza balinvarians, ha min-
den f € H fiiggvényre és t € G csoportelemre teljesiil, hogy d; x f € H.

4.11. Definici6. (balinvarians kézép) L™ (G) egy E balinvarians altere E felett
értelmezett m kozepet balinvariasnak neveziink, ha minden f € E fiiggvényre
és minden t € G csoportelemre teljesiil, hogy (§; * f,m) = (f,m) .

4.12. Példa. Tekintsiik az egész szamok Z™ additiv csoportjat, legyen U egy
nemfs ultrasztird N-en és definialja m-et a (f,m) = limy ﬁ S, f(k)a
képlet. Ez pozitiv, (1,m) =1 és

Két*fﬂn>—<f7"0\:

1u2n+1< Z UG Zf(k))‘

k=—n—t k=n—t

TIFlloe =

u2n

4.13. Definicié. A G lokélisan kompakt csoportot amendblisinek nevezziik, ha
létezik L>°(Q) felett értelmezett balinvarians kozép.

Ha m balinvarians kozép, és legyen f(t) = f(t71). Ekkor a (f,m’) = (f, m)
képlettel definialt m’ egy jobbinvarians kozép. Igy ha egy jobbinvarians kézép
létét kovetelnénk meg, akkor is ugyanazokat a csoportokat kapnank.

4.14. Definicié. Legyen FE az L>(G),Cy(G), LUC(G), RUC(G),UC(G) te-
rek valamelyike. Egy F felett értelmezett m kozepet topologikusan balinvari-
ansnak neveziink ha minden f € P(G) és g € FE fluggvényre teljesiil, hogy

{(f*g,m) = (f,m).

4.15. Lemma. Legyen E az L™(G),Cy(G), LUC(G), RUC(G),UC(G) terek
valamelyike. Ha egy E felett értelmezett m topologikusan balinvarians, akkor
balinvarians.

Bizonyitds. Legyenek ® € E, f € P(G) fuggvények és g € G csoportelem. Ekkor
(0 % @) = (f % (8g % @), m) = ((f * d,) x ), m)) = (B, m).
O
4.16. Lemma. Egy G lokalisan kompakt csoportra az aldbbiak ekvivalensek:
(1) G amenabilis,

(i4) Létezik egy P(G)-beli fiiggvényeknek egy (fo)a altaldnositott sorozata,
hogy minden t € G pontra d; * fo, — fo — 0 a w* topologidban,

36



(7it) Létezik egy P(G)-beli fliggvényeknek egy (f,)q altalanositott sorozata,
hogy minden ¢ € G pontra ||6; * f — f||1 — 0.

Bizonyitds. ((i) < (ii)) Ha G amenabilis, akkor létezik rajta egy m balinvari-
ans kozép, és mivel P(G) w*-strd része a kozepek halmazanak, ezért van egy
fo P(G)-beli altalanositott sorozat, ami m-hez konvergal a w* topologiaban.

Ha pedig f, olyan, mint (i¢)-ben akkor alkalmas részsorozatra attérve feltehet-
jik, hogy f, konvergens, mert. A kézepek halmaza w*-kompakt része L>°(G)-
nek. Ha lim,, f, = m, akkor m pontosan akkor balinvaridns ha é; x f, — fo, — 0
a w*-topologidban, mert

(¢, m) — (0¢ x p,m) = li(£n<¢, fa) = hgl<6t * b, fa)
((#4) = (iii)) Legyen E = [[, L*(G) az L{G)-beli normatopoldgiék szorzatto-
pologiaval. Legyen
T:LYG) = E, fr (6% f — f)e.

Ha f, olyan P(G)-beli sorozat amire teljesiil, hogy

5t*fo¢7fa£_>0(t€G)a

akkor 0; * fo — fa — 0 az L'(G)-beli gyenge topologidban. A gyenge topolo-
gia E-n az L'(G)-beli gyenge topologidk szorzata, vagyis 0 € E benne van a
T(P(G)) gyenge lezartjaban. De E lokalisan konvex terek szorzata, tehat loka-
lisan konvex, és akkor az 1.3 Tétel szerint 0 benne van a co(T(P(G))) E-beli
(erds) lezartjaban. Ez ekvivalens azzal, hogy van egy g, altaldnositott sorozat
P(G) konvex burkidban, amire teljesiil, hogy

10 * go — galls — 0 (t € G).
O

4.17. Lemma. Ha m egy balinvarians kézép UC(G)-n, akkor m topologikusan
balinvarians.

Bizonyitds. Minden ¢ € UC(G)-re az L'(G)-n értelmezett f — (f * ¢, m) line-
aris funkcional folytonos, ezért egyértelmiien létezik egy ¢ € L*°(G) fliggvény,
hogy

(v ovm) = [ FE)0(0) dut).
G
A 2.37 Tétel szerint minden f € L'(G) fiiggvényre f * ¢ € UC(G), ezért

<6t*f*¢7m> = <f*¢7m>7
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vagyis

(8s % f * &,m /f s (1) dA(t /f (st)dA(t)

£ é,m /f
R,

Tehat minden ¢-hez létezik egy Cy konstans, hogy (f * ¢,m) = Cy [ f dp.
Legyen ¢y C P(G) approximativ egység. Minden f € P(G) fiiggvényre

{f x¢,m) = Hm(f * pu * §,m) = Cp = lim(yy * ¢, m) = (¢, m).
Tehat m topologikusan balinvariéns. O
4.18. Tétel. Egy G lokdlisan kompakt csoportra ekvivalensek az aldbbiak:
(1) G amendbilis,
(4%

létezik balinvaridns kozép Cy(G)-n,

(iv) létezik balinvaridns kozép RUC(G)-n

)
)
(iii) létezik balinvaridns kézép LUC(G)-n
)
(v)

Bizonyitds. Egy balinvarians kozép megszoritasa egy balinvaridns altérre egy
balinvarians kozép, ezért (i) = (it) = (i1i) = (v), (i) — () .

létezik balinvaridns kozép UC(G)-n.

((i7) = (i)) Legyen m egy balinvarians kozép UC(G)-n, és ¢y egy P(G)-beli
approximativ egység. Definialjuk az m’ kozepet a

(¢,m') = ngn(?/JU * ¢ * Py, m)

képlettel. Legyen f € LY(G). Az el6z6 lemma szerint m topologikusan invarians,
ezért

(% 6y = lin( + f + 6+ Yy, m)
= Hm(f *Yu * ¢ v, m)
= lim(yy * ¢ * Yy, m)
= (¢, m).
Tehat m' topologikusan invarians, és akkor balinvarians. O

4.19. Ko6vetkezmény. Legyen G lokalisan kompakt csoport, és jeldlje G4 a G
csoportot a diszkrét topologiaval. Ha G4 amenabilis, akkor G is amenéabilis.
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Bizonyitds. Ha m balinvarians kozép (°°(Gy)-n, akkor Cy(G) C I°(Gy), és ve-
hetjiik m megszoritasat Cp(G)-re, ami egy balinvarinas kozép Cy(G)-n, vagyis
G amenabilis. O

4.20. Tétel. Legyen G egy amendbilis lokdlisan kompakt csoport és H egy lo-
kdlisan kompakt csoport. Ha 6 egy folytonos G — H csoport homomorfizmus
aminek strid a képe H-ban, akkor H is amendbilis.

Bizonyitds. Legyen 0* a ¢ — ¢ o 0 képlettel definidlt Cy(H) — Cp(G) folyto-
nos algebramorfizmus. Minden ¢-re 6* o ¢ balrél egyenletesen folytonos. Legyen
ugyanis (t;);cs altalanositott sorozat G-ben, ami a t elemhez konvergal. Ekkor

liin d¢, % 0" = Him 0% (8g=(1,) * P)
= 0" (0g+t * @)
= 0; % 0.
Legyen m balinvarians kézép LUC(G)-n, és definialjuk az m’ kozepet a
(@,m') = (0"¢,m)

képlettel. Mivel 0*-nal pozitiv fiiggvény képe pozitiv, és a konstans 1 fiiggvény
képe a konstans 1 fiiggvény, ezért m’ valoban kozép. Tovabba minden t € G-re
teljesiil

<69(t) * qb, m’> = <9*(59(t) * qb), m) = <9 * (b, m) = <¢, m)
Mivel 6 képe stirt és m folytonos, ebb6l mar kovetkezik m’ balinvariancidja. [

4.21. Kovetkezmény. Egy G amenébilis lokilisan kompakt csoport minden
folytonos homomorfizmusnal vett képe is amenébilis.

4.22. Tétel. Ha G lokdlisan kompakt csoport, N < G normdlosztd, és N, G/N
amendbilis csoportok, akkor G is az.

Bizonyitds. Legyen az m balinvarians kézép Cp(N)-en. Minden ¢ € LUC(G)
fliggvényre legyen
T(b :G—=C t— <5t *¢\N,m1>.

Mindegyik T'¢ balrol egyenletesen folytonos, ugyanis ds x T = T'(d,-1 * ¢) és
fgy

||6a * T¢ - T¢||sup < sgp ‘<5s*1t * ¢7m1> - <5t * , m1>| < ||6s*1t * ) — Ot * ¢||sup-

Es ez utobbi tart a 0-hoz, ha s~! tart az 1-hez. Legyenek ¢, s olyanok, hogy
Ns = Nt, azaz van egy olyan n € N, hogy nt = s. Ekkor

(TP)(t) = (0 * &, m1) = (6n % b5 x &l n, ma)
= (0s x ¢|v,m1) = (T'P)(s).
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Tehat T'¢ konstans az N mellékosztalyain, és ezért létezik egy 17" : LUC (G) =
Cy(G/N) leképezés, aminek T felemeltje. Legyen ms egy jobbinvarians kozép
Cy(G/N)-en és legyen m az a kozép amit a

<¢7 m> = <T¢7 m2>
T-nél és T-nal is pozitiv fiiggvény képe pozitiv, és a konstans 1 fiiggvény képe

a konstans 1 fiiggvény, vagyis m valoban kozép. Minden ¢t € G, ¢ € LUC(G)
esetén

<5t * d)v m> = <T(6t * ¢)7m2> = <T(¢) * 5t_1N7m2> = <T¢a m2> = <¢)a m>a

tehat m balinvarians. O
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4.3. Kesten-Hulanicki kritérium
4.23. Tétel. G diszkrét csoportra az aldbbiak ekvivalensek:
(1) G amendbilis,

(it) Létezik egy C konstans, hogy minden G-n értelmezett, véges tartdji, pozitiv
f figgvényre teljesil, hogy

Z @) < CUNHIBaz@a))s

teG

(791) (i) teljesil C =1 vdlasztdssal.
Bizonyitds. ((i) = (i#i)) Legyen m balinvarians kézép L*°(G)-n. A 4.16 Lemma

szerint 1étezik (f;)ier olyan I*(G)- beli altalanositott sorozat, hogy minden i-re
(@)

Ifill = 1, fi > 0 és g; —= m. Ekkor m balinvarianciaja miatt minden t € G-re
lign||6t *gi — gillh = Hlilmét % gi — gillh = ||0s *xm — m|l; = 0.

A hi(t) = gi(t)? jeldlést hasznalva lim; |8, % h; — hg||2 = 0.

Rogzitsiink egy f € C[G] fiiggvényt amire || A(f)||su2(c)) < 1. Ekkor

= (A(Hhilhi) < IMHlIsez@pllhall® < 1,

S F(w)hi(u™"s)i(s)

és miatt

<1

S rw) < 3 )l <

Az egyenlé6tlenség mindkét oldala pozitiv homogén, ezért ebbsl mar kovetkezik

((i1) = (4i1)) Ha f € C[G], akkor minden n € N természetes szamra f*" € C[G]
is teljesiil. Alkalmazva erre a (ii) feltételt, azt kapjuk, hogy

> flu)h(s)h(s)

(Z f(t)) = Zf*”(t) < CIAS ) Baze)) < CIANOBuz@))-

Az egyenl6tlenség mindkét oldalabol n-ik gyokot vonva és n-nel a végtelenhez
tartva adodik (iii).

((#7) = (7)) Legyen 1 € E C G egy véges halmaz. A (iii) feltétel szerint teljesiil,
hogy
Bl <[>0 <S¢ = |E|.
1B1< [ A0 ) < SINOllscecon = 1EI
teE teE
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Tehat létezik 1?(G)-beli fiiggvényeknek egy (g2),en sorozata, hogy minden n-re
lgE|l2 =1 és limnﬁoonﬁ >ier A(t) * gE| = 1. Ezzel ekvivalens, hogy

1> Agr

Mivel [2(G) Hilbert-tér, ezért ez csak gy lehet, ha minden t,s € E-re teljesiil
INE)gE — A(s)gE |2 — 0, és specidlisan ||A(t)gE — gZ|la — 0. A gF sorozatot
ugy is valaszthatjuk, hogy minden n > k-ra és minden ¢t € E-re mér teljesiiljon
INE) * 92 = 922 < -

E
— ZH)\(t)gn [

A természetes szamok, és G véges részhalmazainak rendezett parjain definialjuk

a
(n,E)<(n',E'Y ECE ésn<n

részbenrendezést, ami felfelé iranyitott halmazza teszi. A gZ 4ltalanositott so-
rozatra igaz, hogy minden t € G esetén |\(t)gZ — gZl2 — 0.

Terjessziik ki a rendezésfiltert egy U ultrafilterré. Definialjunk egy m kozepet
I°°(G)n a
(fym) =Tim(fg;197)

képlettel. Ez az m lineéris, pozitiv, mert minden gZ pozitiv, (1,m) = 1, mert
minden g5-re (1-g5|g¥) = ||g5 |i2(¢) = 1. Tovabba m balinvarians, mert

(01 % f,m) = Tim((3, + g 19n)
= hLI{n(f(st—l * gf|5t*1 * gf)
= tim (/9 19)
= (f,m),

tehat G amenabilis. O
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5. Uniterizalhat6é csoportok

Ismert, hogy egy G véges csoport egy (FE,(-,-)) euklideszi tér feletti m repre-
zentacioja hasonl6 egy unitér reprezentacidhoz, amit tgy kaphatunk meg, hogy
ujradefinialjuk a skalarszorzatot a

1
[CE,y] = ? Z(?T(g)xﬂr(g»
Gl 7=
képlettel. Ezen a téren, a
> wlg) = w(gh)
geG geqG

azonossag miatt a reprezenticié mar unitér lesz.
Altaldban nem lehet igaz, hogy minden lokélisan kompakt csoport minden foly-
tonos reprezentacidja hasonld lenne egy unitér reprezentaciéhoz. Példaul az

9 1 ¢t
R—C tr—>[0 1]

reprezentacié nem lehet hasonlé egy unitér reprezentéciohoz, mert csak egy in-
varidns altere van, és ha hasonl6 lenne egy unitér reprezentaciohoz, akkor fel
kellene bomlania ilyenek direkt Gsszegére.

Sokaig eldéntetlen volt, hogy minden lokalisan kompakt csoport minden korlatos
reprezentacidja hasonlo-e egy unitér reprezentacidhoz.

5.1. Definici6. A G lokilisan kompakt csoportot uniterizalhatonak nevezziik,
ha minden 7 : G — B(H) korlatos reprezentacioja hasonlo egy unitér reprezen-
taciohoz.

A véges eset bizonyitasat terjeszti ki az alabbi tétel tetszéleges lokalisan kompakt
amenabilis csoportra, az atlag helyett egy m balinvarians kézepet hasznalva:

5.2. Tétel (Dixmier-Day). Egy G amendbilis csoport minden m : G — B(H)
korldtos reprezentdcidja hasonld egy unitér reprezentdciohoz.

Bizonyitds. Minden x,y € H vektorra definialjuk a

(I)a:,y(t) = (W(t_l)xh(t_l)y)

fiiggvényt. Mivel 7 folytonos az erds operator topolégiara nézve, ezért @, ,, foly-
tonos fliggvények kompozicioja. Ha |r| < ¢ akkor a Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség
miatt [P, ,(z)| < A|z|||yll, vagyis ®,, € Cp(G). Tovabba minden z,y € H
vektorra teljesiil, hogy

@ (t)a,m(t)y(5) = (7(5_1)W(t)x‘ﬁ(s_l)ﬂ(t)y) = (0 * Dy y) (5)
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Legyen m € Cy(G)* balinvarianis kézép és [x,y] = (P4, m). Ez egy pozitiv-
definit szeszkvilineéris forma H-n, vagyis létezik egy S : (H, (-|-)) — (H,(-|"))
invertalhato pozitiv operator, hogy [z,y] = (Sz|y). Ha T = S'/? az S pozitiv
négyzetgyoke, akkor [z,y] = (Tz|Ty) és Tw(t)T ! unitér operdtor minden t-re,
mert
(Tr()T 2| Tr() T y) = [r() T ta, 7(t) T y]
<(b7r(t)T1x x()T-1Y, M >
<5t*(I)T lg,T—1y, M >
<(I)T 1, T—1y, m>
= [Tz, 77y
(517|y)
Mivel (¢y 5, m) < sup ¢z o,
(T2|Tx) = [1,2] = {$are,m) < sup < P(ala)
és
(z]2) = (r()zr(t r®)ar(t™) < Popa(t),
vagyis
(z|2) < ?inf ¢y o < (Py .y m) = [z, 7).

Ezekbdl az egyenlGtlenségekbdl kovetkezik, hogy
ITlscy < e NT s < ¢
O

Ha K < G zart részcesoport, akkor K minden korlatos reprezentacidja indukalja
G egy reprezentaciojat. Tehat ha G uniterizalhato, akkor minden zart részcso-
portja is az. Viszont uniterizalhat6 csoportokrol nem ismeretes a 4.22 Tételhez
hasonl6 tétel, s6t, olyan eredmény sincs, ami azt mondana, hogy uniterizalhato
csoportok direktosszege uniterizalhato.
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A Diximer-tétel megforditasanak bizonyitasahoz sziikséglink lesz az alabbi fiigg-
vényterek definiciojara, és néhany alapvets tulajdonsagukra.

5.3. Definicié. B.(G)-vel jeloljiik azon korlatos f : G — C fiiggvények halma-
zat, amikre teljestil, hogy létezik egy m : G — B(H), |7| < ¢ reprezentacio és
léteznek x,y € H vektorok, hogy minden t csoportelemre (7 (t)x|y) = f(¢).

B1(G) a csoport Fourier-Stieltjes algebraja.
5.4. Allitas. B.(G) Banach-tér az

1/l Beey = inf {[lz[lyll}
T,y

norméval ellatva.
Bizonyitds. B.(G) vektortér: ha fi, fo € B.(G) fuggvények, A € C szam és
f1(t) = (m(®)x1|yr) és fi(t) = (ma(t)z2ly2), |m1| < ¢, |72 < ¢ akkor a |7 (t) &
m(t)] < ¢,
(AS)(E) = (ma(t)(Ax)]y) (2)
J1(t) + f2(t) = ((m1(t) © m2(t)) (21 © 22) |1 © y2), (3)
A (2) egyenlségbdl latszik, hogy

AN B.ey < X[yl < (A=Yl

vagyis a definialt norma abszolut homogén.
Minden € > 0-ra valaszthatjuk 7y, w2, x1,y1, 22, y2-t olyannak, hogy

(@) llzallllyall < X+l fills.c)
®) llz2llly2ll < T+ )l f1llB.c)
(©) [lz1ll? = [l l* < @+ &)l fill Boca)s
(d) llz2]* = Nyl < A+ )l f2ll Bo(6)-

A (c), (d) allitasok azért igazak, mert minden A € C-re
F(t) = (n(t)z[ry) = (7()Azly).
A (3) egyelgség alapjan

11+ foll. ) < lon @ zol*[lyn @ yo|?
< (e [+ llae2l) (lya I + [ly2)
< (IAllsao + 12l 5.(c) + 2€)?

négyzetgyokot vonva, és e-nal a 0-hoz tartva a norma szubadditivitasat kapjuk.

B.(G) teljes: Mivel minden t € G.re f(t) < Cllz||||lyl|l, ezért B.(G)-beli fiige-
vények egy (fn)52, Cauchy-sorozata egyenletesen konvergens. Attérhetiink egy
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olyan részsorozatra, hogy minden N-re n,m > N esetén || fn — finllp.(c) < 5%
Legyen

gOZfO; gn:fn_fn—l ('fl>0)

Valasszunk olyan m, a H, Hilbert-terek felett értelmezett reprezentacidkat,és
Zn, Yn vektorokat, hogy teljesiiljon g, (t) = (m,(t)xn|yn), és

lnll® < lgnllB.c) (X +€), Myall® < llgnlls.e) (1 +6).

Ekkor &, x,, és ®,y, bennek vannak a H,, Hilbert-terek Hilbert-direktosszegében

es
10 =Y g0 = (P ) @nea)l (@)
O

5.5. Megjegyzés. Minden ¢ < ¢-re teljesiil, hogy B.(G) C B.(G) és ha
f € Be(G), akkor || f|l, ) < IfllB.c)-

5.6. Jeldlés. UB(G) jelsli UB.(G)-t.
Ha T € B(H) egy invertalhato operator, akkor
f(&) = (x(t)€ln) = (Tr(O) T (TEIT™) ™ y),
vagyis ha G uniterizalhato, akkor B.(G) C B1(G) és
1£11B: @y < IT2lIT*) " yll < 1T~ ey,

vagyis
1£ 152y < ITINNT) M |-

5.7. Definicio. M;(G) jeldli azon korlatos f : G — C fiiggvények halmazat,
amikre teljesiil, hogy léteznek (H;)L, Hilbert-terek, és (£;)%; korlatos leképe-
zések, hogy Ho = Ha =C, & : G — B(H;,Hi;—1) és minden (ti)le—re teljestil,
hogy f(t1...tq) = &1(t1)...8a(ta) (a B(C,C) = C azonositas mellet).

M4(G) a pontonkénti szorzasra algebra és a

sy =t {TTsuwllerten}

norméaval Banach-algebra.
Minden d esetén My 1(G) C My(G) és ”fHMd(G) < Hf”MdH(G)v mert

Ftita) = f(1-tytg) = E (D)€ (tr)...Ear1(ta) = & (t1)E5(t2)...E(ta)-

5.8. Allitas. Minden c,d-re B.(G) C My(G) és ||fllp.cc) < < fllmac) A
B.(G) és My(G) terek kozott a kovetkezo tartalmazas all fenn:
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Bizonyitds. Legyen f € B.(G). Ennek f(t) = (w(t)z|y) egy B.(G)-beli elgalli-
tasa. A La(ta)(A) = An(ta)w, &(t:) = w(t:) (1 < i < d), &i(t)z = (7(t1)z]y)
valasztéassal f egy My(G)-beli elgallitasat kapjuk, és

Hsgpllfi(t)ll < [l *[lIllyll-

Mivel minden By (G) beli elgallitashoz talaltunk egy Mg(G)-belit amire teljesiil
ez az egyenlGtlenség, ezért az

inf su t; < inf ||z
ot gd{H t})ll&(z)}_ int Jlally]

is teljestilni fog. O

5.9. Definicié. T,(G) jeloli azon f : G — C fliggvények halmazat, amik els-
allnak f(t1ta2) = a(t1,ta) + B(t1,t2) alakban, ahol « és S olyanok, hogy minden
t-re az oy és B¢ szekciofiiggvények [P (G)-beliek.

T,(G) Banach-tér a

1l = inf {supnasnp n supllﬁtllp}
(%/3 s t

normaval ellatva.
5.10. Tétel. Ha egy G diszkrét csoport uniterizdlhatd, akkor T1(G) C B1(G).

Bizonyitds. Rogzitsik egy f € T1(G) figgvényt. Ekkor léteznek olyan «, S
fiiggvények, és C konstans, hogy

f(s7h) = a(t, s) + B(L, s),
és
supllag; < C sgpllﬁtlll <C. (4)

Definialjuk az A, B, p(f) : I°(G) — 1°°(G) lineéris operatorokat a
Ag(t) = alt,s)g(s),
Bo(t) = 3" B(t,5)g(s),
p(Hg(t) = f(s " t)g(s)
képlettel.

Ekkor A+ B = p(f), és p(f)g nem més mint g % f, ahol f(t) = f(t~!). Ezért
minden t € G-re teljesiil, hogy A(t)p(f) = p(f)A(t). Tehat

0= [p(f),A®)] = [A4,A@)] + [B, A(t)]-
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Legyen D(a) = [Ag,a]. A (4) feltétel ekvivalens azzal, hogy
[Allsar )y <€, IBlla=(a) < C,
ezért minden ¢ € G-re
DA 8@y <2C,  [[DA®) = (c)) < 2C-
Az 1.6 Tétel szerint ebbdl kdvetkezik, hogy
DA suze) < 2C. (5)
Legyen H = [2(Q) ® [?(G) és definidlja a 7 : G — B(H) leképezést a

A(t)  D(A(?))
m(t) = [ 0 A }

képlet. Ez G-nek egy reprezentéacioja, mert A(£)A(s) = A(ts) és
DA@)A(s)) = BAA(s) = A)A(5) B = D(A(H))A(s) = A() D(A(s))-
Az =1(0,01),y = (61,0) valasztassal
(r(t)zly) = (DA@)d1, A(£)01)[(61,0))
91]61)
— A(t)B)é1[01)
= 5(17t) - ﬁ(t_lv 1)'
f&)=a(1,t) + B(1,t) = [a(1,t) + B, 1] + [B(1,8) — B, 1)]

Az 6sszeg elsé tagja 11 (G) C B1(G)-beli és a 7 reprezentaciora, (5) miatt |7| <
2C + 1 teljesiil, és igy (5.5) miatt az Osszeg masodik tagja Bacy1(G) = B1(G)-
beli. O

A fenti tétel segitségével lehet példat adni olyan csoportra, ami nem uniterizal-
hat6. Ez a kovetkez§ allitdson alapszik:

5.11. Allitas. Legyen Fy, a (t,)S; elemek &ltal generalt szabad csoport. Egy
t csoportelem hossza legyen az 6t reprezentaléd (egyértelmi) redukalt szo hossza.
Ekkor az 1-hosszu szavak f indikator fiiggvénye T1(Fs) \ By (Fixo)-beli.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f € Bi(F). Ekkor létezik egy 7 : G — B(H)
unitér reprezentacié és x,y € H vektorok, hogy

f) = (@@)zly) =1 (}t}=1)
f@) = (r(®)zly) =0 (|t] #1).
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Jeldlje a;j a m(t;) valos részét, vagyis a; = i7(t;) + 7(t;)*. Minden n € N-re
definidljuk az
n .
i
R, =1]] (1 + aj)
=1 v
operatort. Minden j-re |a;|| <1, és

I+ s G < (14t
S N P 1
N ni — n)’

1 n
IR < (1 + ) <e.
n

Ugyanakkor a szorzatot kibontva

ezért minden n-re

n

Ro=Yxt) + )y + Y o).

j=1 2vn 1<|t|<n
Tehat . .
(Rely) =3 3 (7(ts) + 7(t)")aly) = 5= = v/,
és ebbdl a

)
A ) 3
tim —= = lim(Ryzly) < L | R eyl < el )

ellentmondéast kapjuk.

Legyen A = {(s,t) : |st| =1, |s| > |t|} és B={(s,t) :|st|=1, [t| > |s|}. Az
a = xa 6s f = xp figgvények mutatjak, hogy f € T1(Fw). O

5.12. K6vetkezmény. Ha a G lokilisan kompakt tartalmaz egy legalabb 2
elem altal generalt szabad csoportot zart részcsoportként, akkor G' nem unite-
rizalhato.
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5.1. A Diximer tétel megforditasa

5.13. Tétel. ([9]) Egy G lokdlisan kompakt csoport Bi(G) Fourier-Stieltjes
algebrdja 2-kotipusi, vagyis létezik egy C konstans, hogy minden véges (z;)7_,
vektorsorozatra teljestil, hogy

(Slel?)’ < &

ahol € az {1,..,n} — {—1,1} figgvényeken fut.

> eli)z

€,1

= Cavel“age:':(Hxi||)7

5.14. Tétel. ([5] Theorem 1.12) Legyen G egy diszkrét csoport, H egy Hilbert-
tér és f : G — B(H) figgvény. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

(1) Létezik egy m : G — B(H,) korldtos reprezentdacio, és & € B(H, Hy),
n € B(H,, H) korldtos operdtorok, hogy minden t € G-re f(t) = nm(t)§.

(i1) Léteznek K, ¢ konstansok, hogy minden d € N-re léteznek (H;)%_, Hilbert-
terek, és (&)L leképezések, hogy Ho = Ha = H, & : G — B(Hi, Hi1),
minden t-re sup,||&(t)|| < ¢ és minden (t;)%_,-re teljesiil, hogy f(t1...tq) =
K&i(tr).-Lalta).

5.15. Kovetkezmény. Ha f € NgMy(G) és létezik egy ¢ > 1 szam, hogy
Sre i Fl fllaee) < o0, akkor f € B.(G), tovabba teljesiil

£ By < IFOI+ D F I fllane)-
Bizonyitds. O

5.16. Kovetkezmény. Legyen f € Bi(G) és d > 2. Ekkor minden ¢ > 2-re
teljesiil

£y < 20 fllaace) +2¢~ VN f 5y (oy-

Bizonyitds. Felhasznalva, hogy d' > d, f € Ma(G) esetén || f{|ar,c) < [1flla1, (@)
és hogy [f(1)] < sup, f(t) < || fllmac):

oo
1£lB.) < FOT+ D ™ 1 f It
m=1
d oo
=1fOI+ D ™l + Y. ¢ Ifllan o)
m=1 m=d+1
d )
< I fllarace <1 +> Cm> + Y "If s
m=1 m=d+1

< 2| flamace) + 2¢Ol (6)-
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5.17. Lemma. Ha G diszkrét csoport és f € C[G] véges tartoju fliggvény, akkor
1z < 1l (c)-

Bizonyitds. Rogzitsik f egy To(G)-beli f(t1te) = a(ty, t2)+(t1,ta) elGallitasat.
Tekintsiik az

& :G = B(C,12(G)), t~ ()\ =AY alt, t2)6t2>

to

51 G — B(l2(G)a(C)a i (g — (g‘(stz)ZQ(G))

n: G = B(C,12(Q)), t— (A — /\Zﬂ(tl,t)%)

2]

m:G— B(ZQ(G),C)7 t— (g — (6t1|g)12(G))

leképezéseket. Ezekre teljesiil, hogy &1(t1)&2(t2) = a(t1,tz) és ni(ti)n2(t) =
5(t1,t2). Tovabba

supl|&1 (1) sup €2 (t2)

‘ = supHZ Oé(tl, t2)6t2
t1 ta

12(@)

supllrs (8) ]| supllns (¢2)]] = sup | 3 811, )60, |
t1 t2 t1 o 12(G)

Tehat f minden «, 8 T>(G)-beli eldallitasra talaltunk egy Ms(G)-beli &1, & els-
allitast, aminek a normaja kisebbegyenls, tehat az ilyenek infimuma is kiseb-
egyenld lesz. O

5.18. Tétel. Ha G diszkrét csoport és B1(G) = Ma(G) akkor G amendbilis.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy B1(G) = M2(G).
Az 5.8 Allitas szerint az Id : By (G) — My (G) folytonos leképezés Banach-terek
kozott, és a feltevésiink szerint invertalhato is, tehét a linearis homeomorfizmus
tétel szerint az inverze is folytonos. Létezik tehat egy K konstans, hogy minden
f € B1(G)-re

15 () < Kl fllaa(c)-
5.19. Lemma. Ha f € C[G] egy véges tartoju fliggvény, akkor léteznek Cq, Cy
konstansok, hogy

1fll2 < Craverage (|| f]l 5, (c))

averagez (| fllan (e < G| > 1/ (PA®)

1
2

B(I*(G))

A lemmabol kovetkezik, hogy

1
2

B(*(G))

1713 < (LRG| 17 (B PA®)
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amibdl A 4.23 Tétel alapjan kovetkezik hogy G amenébilis.
A lemma els6 egyenlGtlensége kovetkezik az 5.13 tételbsl. Az 5.17 Lemma szerint

||f||M2(G) < Hf”Tz(G)

és minden e elGjelsorozatra || f||7,q) = ll€fllm(q), ezért
averagex (|| fllar@) < [Ifllm o)

is teljesiil.

Elég tehat azt belatni, hogy

1l < G| 31 <'f)'”<t>”i(

(@)

Ha
| rora|, ., <

akkor || f]l2 < 1, mert

A Bazcy) = 1Az = [1f[]2-
Az afty, ta) = f(tite), B(t1,t2) = 0 valasztassal azt kapjuk, hogy

£l < fll2 < 1.

A norma abszolut homogenitasa miatt ebbdl mar kévetkezik az allitas. O

5.20. Megjegyzés. A B1(G) = My(G) feltételbdl valojaban csak annyit hasz-
naltunk ki, hogy minden f € C[G]-re teljesiil ||f||5,(q) < K| fllrm(q), és ez a
gyengébb feltétel mar elég ahhoz, hogy G amenébilis legyen.

5.21. Tétel. Egy G egy diszkrét csoportra az aldbbiak ekvivalensek.
(1) G amendbilis,

(1i) Léteznek K és o < 3 konstansok, hogy G minden korldtos = : G — B(H)
reprezentdcidjdara teljesil, hogy létezik egy olyan T € B(H) invertdlhatd
operdtor, hogy ||T7|||T|| < K|r|*, és S~1n(.)S unitér reprezentdcid.

(13i) Léteznek K és o < 3 konstansok, hogy minden ¢ > 1-re B.(G) C B1(G)
¢s minden f € B.(G)-re teljesiil || f| , (@) < Kc*[| fllB.a)-

Bizonyitds. ((i) — (ii)) Az 5.2 Tétel szerint G amenabilis csoportra (ii) teljesiil
K =1, a = 2 valasztassal.

((#9) — (7i1)) Az 5.5 Megjegyzés alapjan

1£lB: @) < ITHITINA ooy < Klml*[1£115.()-
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((#9i) — (7)) A (iil) feltételbdl és az 5.16 Kovetkezménybdl d = 2 valasztéassal
latszik, hogy

Il By < K| fllB.(c
< K| fllaaa) + 2K fll By o)

A ¢ = K5= valasztassal 2K o3 = %, és akkor

1 «
§||fHBlc < K flana-

Az 5.20 Megjegyzés alapjan ebbdl mar kévetkezik, hogy G amenébilis. O
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