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A magyar modszer és altalanositasai

Frank Andras*

Absztrakt

A linedris programozas dualitds tételének legkordbban eléfordulé specidlis
alakja Egervary Jend klasszikus tétele teljes paros graf teljes parositdsainak
maximalis silydrdl. Az elegdns bizonyitas elvezet egy hatékony algoritmushoz,
melynek a szallitasi problémara kiterjesztett alakja a nemzetkozi szakirodalom-
ban a Magyar Mddszer nevet viseli. A mdédszer alapelvét azéta tobb irdnyban is
altalanositottak: nemparos grafok maximalis silyu parositasainak meghatéro-
zésara, a silyozott matroid metszet problémara, folyam és szubmodularis dram
feladatokra. Jelen munkaban attekintjiik a Magyar Mddszer e kiterjesztéseit.

The Hungarian Method and its Extensions

One of the earliest appearance of a special form of the linear programming duality theorem is
E. Egervary’s classical result on the maximum weight of a perfect matching in a complete bipartite
graph. Its elegant proof gave rise to an efficient algorithm called the Hungarian Method. The basic
principles of the procedure has been generalized in several directions such as the maximum weight
matching problem in nonbipartite graphs, the weighted matroid intersection and the submodular
flow problem. In the present work we overview these extensions of the Hungarian Method. As a
new contribution, a short proof is given for the weigth-splitting version of the weighted matroid

intersection theorem.

1 BEVEZETES

A Matematikai és Fizikai Lapok 1931-es 38-as szamaban jelent meg Egervary Jend:
Matrizok kombinatorius tulajdonsdgairdl cimii dolgozata. [A cimben szerepld kombi-
natorius sz6 valdsziniileg nem eliras, mert a cikk paratlan oldalainak tetején is ekként
szerepel. Ugyanakkor Egervary egy 1957-ben megjelent dolgozatanak [9] irodalom-
jegyzékében sajat cikkére hivatkozva mar a kombinatorikus szot hasznélja.] A dolgo-
zat 6 eredménye Koénig Dénes péaros grafok maximalis elemszamu parositasairdl szélo
tételének sulyozott valtozata, melyet eredeti, betiihiv alakban idéziink:
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Ericsson Hungary, Laborc u.l, Budapest, H-1037. A szerz6 tagja az Egervary Kutatocsoportnak
(EGRES). e-mail: frank@cs.elte.hu
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1. Fejezet: BEVEZETES 2

1.1. TETEL (Egervary). Ha az ||a;|| n-edrendi matriz elemei adott nemnegativ
egészek, gy a

X+ >a, (4,5 =1,2,...n), (\i,pj, nem negativ egészek) (1)
feltételek mellett

min Z<)\k —+ ,uk) = max(alyl + A2y +...+ anz/n)> (2)
k=1

hol vi,va,... v, az 1,2,...n szamok o6sszes permutdcioit befutjik.

Egervary a dolgozatban megjegyzi, hogy a tétel akkor is érvényben marad, ha
elejtjik az a;; matrixelemekre rétt egészértékiiségi feltevést, és a \;, u; szdmokrol
nem koveteljiik meg az egészértékiiséget.

Koénig Dénes érdeme volt, hogy felismerte az eredetileg Frobenius altal vizsgalt
stulyozatlan probléma grafelméleti jellegét, Frobenius tételét (amelynek ekvivalens
alakja a Hall tétel) altalanositotta, és a konstruktiv alternalé utas mddszert alkalmaz-
ta tételének bizonyitasara. Ennek segitségével hatékonyan ki lehet szamitani paros
graf maximalis elemszamu parositasat és az éleknek pontokkal torténé minimaélis e-
lemszamu lefogasat. Akkoriban a grafelmélet gyerekcip6ben jart, igy nem csoda, hogy
Egervary a tételét még a matrixok nyelvén fogalmazta meg. Lényegét tekintve azon-
ban ez a tétel paros grafokrol szdl, és az altalanositasokhoz is konnyebben eljuhatunk,
ha grafos alakban adjuk meg. Tekintettel arra, hogy az A matrix a;; elemei koltségként
értelmezhetdk, a tovabbiakban a helyett a ¢ jelolést hasznéaljuk. Azt is elére bocsatjuk,
hogy a célfiiggvényt néha koltség- néha silyfliggvénynek nevezziik, az elébbit inkabb
minimalizalaskor, az utobbit maximalizaskor hasznalva.

1.2. TETEL. Legyen G = (V, E) teljes pdaros grdf, melynek pontjai két n elemi
osztalyba vannak sorolva. Legyen tovabbd ¢ : E — Ry az éleknek egy nemnegativ
szamokkal torténd siulyozdsa. Ekkor G teljes pdrositdsainak maximadlis sulya eqyenld a
nemnegativ sulyozott lefogdsok minimdlis sulydval, ahol nemnegativ sulyozott lefogdason
egy olyan 7 : V. — Ry fugguényt értink, amelyre w(u) + w(v) > c(uv) a grdf min-
den wv élére fenndll. Amennyiben c egészértéki, ugy az optimdlis w is vdlaszthato
egészértékinek.

A szakirodalomban a maximalis silyu parositas kérdését gyakran hozzarendelési
problémanak nevezik. Erdemes még egy ekvivalens alakban megfogalmazni Egervary
tételét, a linedris programozas nyelvén.

1.3. TETEL. Jelolje A a G teljes pdros graf pont-€él incidencia mdtrizdt, és legyen c
nemnegativ célfigguény. Ekkor a max{ax : x > 0, Ax < 1} linedris program optimuma
mindig felvétetik egész (és igy 0 — 1) vektoron, és van olyan egész optimdlis megoldds,
amelyre Az = 1. Tovdbbd, ha c egészértékd, gy a min{d (w(v) : v € V)7 >
0,mA > ¢} linedris program optimuma is egészen felvétetik, és a két optimum mindig
megegyezik egymdssal.
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1. Fejezet: BEVEZETES 3

Egervary eredményének uttord jellege a kovetkezokben foglalhatéd Gssze.

1. A tétel a legels6 explicit megfogalmazasa, mégha specidlis matrixokra is, a
linedris programozas dualitas tételének.

2. A dualitas tételnek olyan esetét irja le, amelyben mindig létezik egészértékii
optimum.

3. A konstruktiv bizonyitasi jelleg ramutat az algoritmusoknak, mint 6nallé mate-
matikai objektumoknak jelentéségére, Osszefiiggésben az algoritmusok hatékonysaga-
val. Bar 1931-ben e fogalmak értelemszertien fel sem vet6dhettek, Egervary mddszere
mind gyakorlatilag, mind elméletileg hatékony. Amint az kimutathat6 (lasd alabb),
polinomialis, s0t valdjaban erésen polinomidlis futasideji.

4. Egervary tétele és eljardsa azt demonstralja, hogy egy elegdns matematikai
eredmény miként nyijthat megoldést természetesen felvetédd gyakorlati kérdésekre.

A Magyar Mddszer szamos tovabbi eljaras kiindulé pontja lett. Korai példaként
Ford és Fulkerson minimalis koltségii folyam algoritmusa hozhaté fel. A hozzarendelési
feladatban, szallitasi problémaban, halézati folyamoknél fellép az a jelenség, hogy az
optimum egész vektoron is felvétetik. Ennek valéjaban koézos gyokere van, éspedig
az, hogy a szobanforgd problémahoz tartozé linearis program feltételi matrixa tel-
jesen unimodulédris. A Magyar Mddszer gondolatait azonban olyan koériilmények
kozott is sikerrel fejlesztették tovabb, amikor a feltételi matrix mar nem teljesen uni-
modularis, mégis az optimum egészértékiisége biztosithatd, ennek messzehaté kombi-
natorikus kovetkezményeivel egytitt. Mindkét eljaras kiindulépontja J. Edmondstol
szarmazik. Az elsd segitségével meg lehet hatdrozni tetszoleges graf maximalis sulyt
parositasat. A maéasodik kiterjesztés matroidokra vonatkozik. Ennek segitségével
példaul ki lehet szamitani egy élsilyozott irdnyitatlan graf olyan minimalis sulyu
feszit6 fajat, amely egy megadott pontban (vagy altalanosabban egy stabil ponthal-
maz pontjaiban) fokszam korldtoknak tesz eleget. Vagy, a graf élhalmazan megadott k
darab koltségfiiggvényhez meg tudunk hatarozni k élidegen feszit6 fat gy, hogy min-
imalizéljuk a kivalasztas teljes koltségét, ahol az i-dik fat az i-dik koltségfiiggvény
szerinti koltsége szerint szamoljuk be.

A dolgozat célja, hogy Osszefoglalot adjon az ilyen irdnyd eredményekrdl. En-
nek soran megadok néhany olyan bizonyitast, melyek ismertek ugyan, de magyar
nyelvii szakirodalomban még nem szerepeltek. A silyozott matroid metszet tételre
egy masutt még nem publikdlt 1j bizonyitast adok, amely csak a matroidok elemi tula-
jdonséagait hasznalja szemben a komolyabb apparatust igénylo korabbi poliéderes vagy
algoritmikus héatteru bizonyitasokkal. Azt is igazolni fogom, hogy mar Egervary ere-
deti bizonyitasa is hatékony, azaz erdsen polinomidlis futasidejii algoritmust szolgaltat
maximalis sulyu teljes parositas megkeresésére. Ez nem ugyanaz, mint a H. W. Kuhn
altal javasolt eljards (amit valdjaban Kuhn nyomén Magyar Mddszernek neveznek),
mert Kuhn a dudl valtozok cseréjét és az alternald utas maddszert egybe otvozi, mig
az Egervary bizonyitasbol kozvetleniil adédé algoritmusban a maximalis elemszamu
parositast meghatarozé Koénig-féle algoritmus egy kiilonallo szubrutinként szerepel.
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2. Fejezet: PAROS GRAFOK 4

2 PAROS GRAFOK

2.1 Maximalis elemszamu parositasok

Az egész elmélet kiindulépontja Kénig [I5] klasszikus tétele.

2.1. TETEL (K&nig Dénes). Egy G = (S,T; E) pdros grifban o diszjunkt élek
maximdlis v = v(G) szama egyenld az éleket lefogé pontok minimdlis T = 7(G) elem-
szdmaval.

Biz. Egy v elemi parositas lefogasdhoz kell legalabb v csics, igy az Gsszes élhez is
kell, ezért v < 7. Ebbdl az is kovetkezik, hogy (%) egy v elemi L lefogds eqy v elemi
pdrositds minden élét pontosan eqyszer fogja le.

A forditott irdnyhoz ldssuk be, hogy G élei lefoghatok v(G) ponttal. Indirekt,
legyen G minimaélis ellenpélda abban az értelemben, hogy v(G) < 7(G), de minden
G-nél kisebb G’ grafra v(G') = 7(G").

Minden u csticsot elkeriil maximélis parositas, mert ha valamelyiket nem, ugy v(G —
u) < v(G), és miutdn G — u élei mar lefoghatdk v(G — u) < v(G) — 1 ponttal, ezen
lefogashoz u-t hozzdvéve G éleinek egy legfeljebb v(G) elemii lefogasat kapnank.

Legyen e = st a graf egy éle, melyre s € S,;t € T. A G — e éleinek 1étezik
v(G) elemit L := A U B lefogésa, ahol A C S;B C T. Az L nem fogja le e-t,
mert kiilénben G éleinek is v(G) elemi lefogdsa volna. G — s-nek van v(G) elemi
pérositdsa, amelynek B-t fed6 Mp része (x) miatt nem fedi A egyetlen pontjit sem.
G — t-nek van v(G) elemi parositdsa, amelynek A-t fed6 My része (%) miatt nem
fedi B egyetlen pontjat sem. De most My U Mp U {e} parositasa G-nek, melynek
elemszama |A| + |B| + 1 = v(G) + 1, ellentmondds.

A most kovetkezo algoritmikus bizonyitas lényegében Konig eredeti bizonyitdsa
kicsit algoritmikusabb nyelven elmondva. (Kénig nem tekintette explicit azt a kérdést,
hogy miként lehet megtaldlni a szébanforgd alternalé utakat, de a bizonyitdsabdl ez
kozvetleniil kiolvashato.)

Algoritmikus bizonyitas.

A nemtrividlis v > 7 irdny igazolasahoz konstrualunk egy M parositast és egy
L lefogést, melyek elemszéama ugyanaz. Az eljaras tetszoleges M pérositasbdl indul
ki, ami kezdetben az tires halmaz is lehet. Az altaldnos 1épésben vagy taldlunk egy
nagyobb parositast, és ekkor a nagyobb parositdasra vonatkozoan iteraljuk az eljarast,
vagy pedig egy |M|-mel megegyezd elemszamu lefogast, amikoris az algoritmus véget
ér.

Iranyitsuk meg M éleit T-tol S felé, mig az Osszes tobbi élt forditva. Jelolje Rg
illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M 4&ltal fedetlen pontok halmazat. Jelolje
Z az Rg pontjaibdl az igy kapott irdnyitott grafban irdnyitott tuton elérheté pontok
halmazat (amit példaul szélességi kereséssel talalhatunk meg).

Két eset lehetséges. Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk egy
olyan Rg-t és Rp-t Osszekotdé P utat, amely M-ben alternal. Most M és P szim-
metrikus differencidja egy M-nél eggyel tobb élbél 4116 M’ parositas. (Technikailag az
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2.1 Maximalis elemszamii parositasok )

eljarast nagyon egyszert végrehajtani: a megtalalt 1t éleinek iranyitasat egyszeriien
megforditjuk.)

A masik esetben Rp diszjunkt Z-t6l. Z definicidja folytan Z-bdl nem lép ki
iranyitott él. Ervényes tovabbda, hogy Z-be nem lép be megiranyitott uv € M
parositas €l, hiszen v csak u-n keresztiil érhet6 el, igy v csak akkor lehetett irdanyitott
uton elérhet6 Rg-bol, ha u is az volt.

Kovetkezik, hogy az L := (T'N Z) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja az Osszes
élt, masrészt minden M-beli élnek pontosan az egyik végpontjat tartalmazza, tehat
|M| = |L|. ®

A fenti bizonyitds egyuttal hatékony algoritmust is jelent a szobanforgé optimumok
meghatérozasara. A 1lépésszam megbecsléséhez figyeljiik meg, hogy legfeljebb n /2
alkalommal kell utat keresniink. Miutén egyetlen 1t megkeresése az élszammal ardnyos
id6ben torténhet, az 0sszlépésszam nem nagyobb, mint O(nm) (ahol n a graf pont-
szama, mig m az élszdma).

A Konig tételhez szorosan kapcsolédik Hall tétele.

2.2. TETEL. Egy G = (S,T; E) pdros grifban akkor és csak akkor létezik S-t fedd
pdrositds, ha teljesiul a Hall-féle feltétel:

ID(X)| > | X| minden X C S részhalmazra, (3)
ahol T'(X) jeldli azon T-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X -ben.

A tételt rogton kicsit altalanosabb alakban igazoljuk. Definidljuk egy X C S halmaz
hidnyat a h(X) := (| X]| — |['(X)]|) értékkel és legyen p = p(G, S) a maximalis hidny,
azaz

p = max h(X) (4)

2.3. TETEL. Egqy G = (S,T; E) pdaros grdfban egy pdrositds dltal nem fedett S-beli
pontok minimalis szama eqyenld p-vel.

Biz. A max < min egyenl6tlenség nyilvan fenndll. A forditott irdny igazoldsahoz
legyen M egy maximadlis (azaz v elemi) pérositas és L egy minimalis (azaz 7 = v
elemi) lefogds. Legyen X := S — L. Ekkor M pontosan |S| — v elemét nem fedi
S-nek. Mésrészt I'(X) C L — S ésigy | X|—|I(X)| > |S—L|—|L-S|=|S|—|L| =
S| —7=|S|—v. e

Legyen F az S maximédlis (azaz p) hidnyu részhalmazainak rendszere, vagyis F :=
{X C 8§ :|X|—-|I'(X)|] = pu}. Az F tagjait roviden max-hidnyd halmazoknak
fogjuk hivni. Az el6bbi bizonyitas mutatja, hogy egy-egy értelmii kapcsolat all fenn a
minimalis lefogasok és a max-hidanyd S-beli halmazok kozott: Ha L minimélis lefogas,
akkor S — L max-hidnyd halmaz, mig ha H C S max-hidnyd halmaz, akkor I'(H) U
(S — H) minimalis lefogds lesz.

2.4. Lemma. F zart a metszet és unio képzésre.
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2.2 Sulyozott parositasok 6

Biz. Konnyt ellenérizni, hogy a h fiiggvény szupermoduldris, azaz h(X) 4+ h(Y) <
X NY)+ h(XUY). Tegyiik most fel, hogy X és Y két maximalis hidnyi halmaz
(azaz F elemei). Ekkor p+p=h(X)+h(Y) <X NY)+hA(XUY) < u+pu, és
emiatt valéban h(X NY) = u, (X UY) =p. o

A lemmébdl kovetkezik, hogy az Gsszes max-hianyt halmaz metszete is és unidja
is max-hianyu, azaz létezik egy egyértelmii legsziikebb és egy leghovebb max-hianyt
halmaz. Megjegyzendd, hogy Konig fenti alterndlé utas algoritmusa segitségével e
két halmaz konnyen megkonstrualhato. Példaul, a legsziikebb K max-hidnyt halmaz,
amint azt konnyt kimutatni, éppen ZN.S lesz, ahol Z jelolte az irdanyitott segédgratban
az Rg-bol elérhet6 pontok halmazat. Ez egyuttal azt is mutatja, hogy az algoritmus
altal produkalt (S — K UT'(K)) lefogds nem fligg az algoritmus futdsatél (szemben
az algoritmus &ltal szolgéltatott parositdssal). A stlyozott parositasi algoritmus bi-
zonyitasahoz sziikségiink lesz még az alabbi hasznos megfigyelésre.

2.5. Lemma. Legyen K C S a legszikebb max-hidanyi halmaz G-ben. Ha a grafbol
kitoroljik az dsszes olyan €élt, amely T'(K) és S — K kozott vezet, akkor a létrejovd
G’ grafban a mazximadlis hidny ugyanaz, mint G-ben. Tovabbd G és G' max-hidnyi
halmazainak rendszere ugyanaz.

Biz. Miutdn G egy M maximdlis pérositdsdnak a I'(K)-t fedd élei mind K-ban
végzodnek, az M benne van G’-ben is, vagyis G’ max hianya legfeljebb akkora, mint
G-é, de persze kisebb nem lehet, mert G’ részgrafja G-nek. Ebbdl az is kovetkezik,
hogy a GG egy max-hidnyu halmaza G’-ben is max-hidnyi. Legyen most X tetszéleges
max-hianyu halmaz G’-ben. Mivel K max-hidnyt G’-ben is, a P.4 lemma szerint
K N X is max-hidanyd G’-ben. De akkor K N X max-hidnyu G-ben, hiszen K N Xbél
indulo’élt nem toroltiink, és igy a K minimalitasa folytan K C X. Ekkor viszont
I'(X) =TI"(X), azaz X max-hidnyu G-ben is. e

2.2 Sulyozott parositasok

Egervarynak a [[.2 tételére adott eredeti bizonyitasdnak a vaza a kovetkezo. Legyen 7
egy minimalis sulyt nemnegativ, egészértékii silyozott lefogas. (A 7 silydn a  [r(v) :
v € SUT] 6sszeg értendd.) Feltehetjik, hogy 7 az S elemein mindeniitt pozitiv, mert
ha nem, akkor az S-beli pontokon eggyel novelve, a T-beli pontokon eggyel csokkentve
mar ilyen lesz. Amennyiben azon élek G részgrafjaban, melyekre 7(u)+m(v) = c(uv)
1étezik teljes M parositas, ugy M maximalis silyt parositas, melynek silya egyenlo
a m(v) értékek Osszegével. Ha viszont Gr-ben nincs teljes parosités, tigy Konig vagy
Hall tétele alapjan létezik hidnyos X halmaz, azaz olyan, amelynek | X|-nél kevesebb
szomszédja van. A 7 értékeit az X pontjain eggyel csokkentve, a I'¢_(X) pontjain
pedig eggyel novelve, egy masik nemnegativ, sulyozott lefogast kapunk, amelynek
sulya kisebb, mint 7-é, ellentmondasban 7= minimalis valasztasaval.

Ez a bizonyitas konnyen algoritmizalhato, hiszen tetszéleges 7 stlyozott lefogasbol
kiindulva vagy talal egy maximalis silyd teljes péarositast, és ekkor az aktudlis 7

EGRES Technical Report No. 2002-06



2.2 Stulyozott parositasok 7

is optimalis, vagypedig talal egy jobb stlyozott lefogast, amivel az eljarast iteralva
véges sok 1épés utan az elso eset kovetkezik be. Egy kézenfekvé gyorsitasi lehetoség
azonnal kinalkozik (amint azt Egervary a késébbi [9] dolgozataban maga is javasolja):
a 7 sulyozott lefogds mddositasakor ne eggyel noveljink vagy csokkentsiink, hanem
a legnagyobb olyan § értékkel, amelyre a médositott ©’ még sulyozott lefogas. Az
igy nyert eljardst nevezziik Egervary algoritmusénak. (Hangsilyozzuk, hogy ez nem
ugyanaz, mint a H. W. Kuhn 4altal kifejlesztett primél-dudl eljaras, amit ma valéjaban
a vildgban Kuhn javaslata nyoman Magyar Mdédszernek hivnak.)

Az Egervary algoritmusnak az az elénye is megvan, hogy nem egészértékii ¢ sily-
fiiggvényre is miikodik, bar ekkor még az is kérdés, hogy az eljaras véges-e egyaltalan,
és Egervary val6jaban a nemegész ¢ esetét nem algoritmikusan, hanem folytonossagi
megfontolasokkal intézte el.

Nem kevésbé fontos a masik kérdés, hogy Egervary algoritmusa milyen hatékony,
akar egész a c, akar nem. Példaval megmutathato, hogy ha tetszoleges olyan X hal-
mazt hasznalunk a m médositasara, amely megsérti a Hall-féle feltételt, akkor az algo-
ritmus nem polinomidlis futédsidejii (és ez a kellemetlenség még akkor is el6fordulhat,
ha X maximélis hidnyd halmaz.) Réadasul irracionélis koltségek esetén még azt sem
tudjuk, hogy az algoritmus véges sok 1épés utan megédll-e.

Egervéary azonban [8]-ban azt javasolja, hogy a 7 valtoztatasat annak a maximalis
hidnyd X halmaznak a segitségével végezziik, amelyet Konig alternalé utas algorit-
musa szolgaltat, amely tehdt a(z egyértelmii) legsziikebb max-hidnyd halmaz. Az
alabbiakban kimutatjuk, hogy Egervary algoritmusa ilyenkor polinomialis, s6t erésen
polinomialis futasidejii. Mivel nem jelent semmilyen tobblet nehézséget, a bizonyitast
rogton a tétel azon csoppnyit altalanosabb alakjara mondjuk el, amikor a paros graf
nem feltétleniil teljes, csupan azt irjuk eld, hogy tartalmazzon teljes parositast.

2.6. TETEL. Tegyiik fel, hogy a G = (S,T; E) pdros grafnak van teljes pdrositdsa.
Legyen tovdbba ¢ : E — Ry az éleknek egy nemnegativ szamokkal torténd siulyozasa.
Ekkor G teljes pdrositdsainak mazimdalis sulya eqyenld a sulyozott lefogdsok minimdalis
sulydval, ahol sulyozott lefogison eqy olyan w : 'V — R fligguényt értink, amelyre
m(u) + m(v) > c(uwv) a grdaf minden uv élére fenndll. Amennyiben c egészértékii,
ugy az optimdlis m is vdlaszthato egészértékiinek. Amennyiben G teljes pdros grdf, az
optimdlis m valaszthato nemnegativnak.

Biz. Tetsz6leges M teljes parositésra és m stlyozott lefogdsra fennéll, hogy > (7 (z) :
ze€ SUT)=> ([r(u) + m(v)] : wv € M) > > (c(uv) : uwv € M), vagyis a minimum
valéban lagalabb a maximum. Az is kiolvashaté, hogy itt egyenl6ség pontosan akkor
all, ha az M pérositds minden uv éle pontos abban az értelemben, hogy 7(u)+m(v) =
c(uv). Célunk tehat azt kimutatni, hogy létezik egy olyan 7, amelyre nézve a pontos
élek grafjaban létezik teljes parositas.

Legyen 7 egy olyan stlyozott lefogds (egészértéki, ha ¢ az), amelyre a pontos élek
G. = (5, T; E,) részgrafjaban a u,(= |S| — v(G,)) érték minimélis, és ezen beliil,
az (egyértelmii) legszitkebb max-hidnyt K C S halmaz a lehet$ legnagyobb. Készen
vagyunk, ha a p, maximalis hiany nulla, mert ez épp azt jelenti, hogy G,-nek van
teljes parositasa. Tegyiik fel tehat, hogy p, > 0. Mivel G-nek van teljes parositasa,
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2.2 Sulyozott parositasok 8

biztosan van olyan e éle G-nek, amely K és T'—I';(K) kozott vezet, ahol I';(K) jeloli
a K szomszédainak halmazat a G -ben. Ilyen él nem pontos, igy a

§ :=min(m(u) + 7(v) — c(ww) :uwv € E,u € K,v € T — T (K)) (5)

érték pozitiv. Mddositsuk 7-t gy, hogy a K-minden elemén J-val csokkentjiik, mig
I';(K) minden elemén d-val noveljiik, azaz

ve K -ran'(v) :=n(v)—06v el (K)-ran'(v):=m(v)+0, egyébként n'(v) := 7 (v).

(6)
A ) vélasztasa miatt az igy médositott 7’ tovdabbra is silyozott lefogds, amely egészér-
téki, ha ¢ az volt. A 7'-ra vonatkozd pontos élek G,/ grafja abban kiilonbozik G -t6l,
hogy van legalabb egy éle (ahol a d-t definidlé minimum felvétetett) K és T — ' (K)
koz6tt, de biztosan nincsen éle TN (K) és S— K kozott (mikozben G-nek lehetett).
A B3 lemma szerint i = pir, és Gr-ben a legsziikebb max-hidanytu halmaz szigorian
bovebb, mint K, és ez ellentmond 7 valasztasanak.

Belattuk tehat, hogy van olyan 7 stlyozott lefogds, amelyre a pontos élek részgraf-
jaban van teljes parositas. Végiil tegyiik fel, hogy G teljes péaros graf, és igazoljuk,
hogy m vélaszthaté nemnegativnak. Legyen a 7w legnegativabb értéke —a ahol @ > 0
és legyen m(v) = —a, ahol v mondjuk S-ben van. ekkor minden u € T csicsra
m(u) +7(v) > c(uv) > 0 miatt 7(u) > a. Igy ha 7-t Ggy médositjuk, hogy S elemein
noveljitkk a-val, mig T" elemein csokkentjiik a-val, akkor egy masik minimalis silyozott
lefogas keletkezik, amelyik mar nemnegativ. o

A B szakaszban még az is kideriil, hogy az optimalis sulyozott lefogds pontosan
akkor valaszthaté nemnegativnak, ha a maximaélis sulyu parositas teljes parositason
vétetik fel (amely feltétel persze teljes paros graf esetén fenndll.)

A bizonyitas alapjan Egervary algoritmusa a kévetkezd. Az algoritmus bemenete
egy teljes parositassal rendelkezé paros graf, mig a kimenete egy maximalis silyu
parositas és egy minimalis silyu stlyozott lefogas. Szubrutinként sziikségilink van a
silyozatlan esetre vonatkozo fentebb ismertetett alterndlé utas algoritmusra, amely
egy tetszbleges G' = (S,T; E') paros grafban megkonstrudl egy maximélis M’ péro-
sitast és a(z egyértelmii) legsziikebb K’ C S max-hidnyd halmazt (melyekre tehét
|M'| = |I"(K")| + |S — K’|.) Hivatkozas kedvéért ezt Kénig szubrutinnak nevezziik.

Az algoritmus egy altalanos 1épésében rendelkezésre all egy 7 sulyozott lefogas
(amely egészértékil, ha c az, és amely kezdetben lehet példdul az azonosan « lefogés,
ahol « a c(e) koltségek maximuma. Alkalmazzuk a Kénig szubrutint a m-re nézve
pontos élek G, részgrafjara. Amennyiben G,-ben van M teljes pérositds, igy az
algoritmus az aktudlis 7 sulyozott lefogas és M teljes parositas kiadasaval véget ér.
Ha viszont G.-nek nincs teljes péarositasa, ugy a szubrutin &ltal szolgaltatott (G -re
nézve) legsziikebb K, max-hidnyu halmaz segitségével i szerint médositjuk 7-t, és az
eljarast iteraljuk.

Mi mondhaté az algoritmus 1épésszamarol? Tekintsiik egy fazisnak az algoritmus
azon szakaszat, amig a pontos élek (egyre valtozd) részgrafjaban a maximalis hidny
véltozatlan. Nyilvan legfeljebb |S| fazis 1étezik. Egy fazis soran a szubrutint legfeljebb
|S|-szer hivjuk meg, hiszen beldttuk, hogy a 7 cseréjekor a legsziikebb max-hidnyi
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2.2 Sulyozott parositasok 9

halmaz szigortian béviil. Vagyis a silyozatlan esetre vonatkozo alterndlé utas algorit-
musnak legfeljebb |S|?-szeri meghivdsdval az algoritmus futdsa befejezédik. Miutdn
Kénig algoritmusanak lépésszamara O(|S||E|) korlat volt mondhatd, a leirt stilyozott
eljéras teljes futdsideje O(|S|*|E|).

Bér ez a 1épészam nem kiilonésebben ldtvanyos (és val6jdban hatékonyabb eljarasok
is 1éteznek), mindenesetre azt megkaptuk, hogy az algoritmus polinomialis futéside;ji,
sOt erdsen polinomialis is abban az értelemben, hogy a futasidé egyaltalan nem fiigg
a szereplo ¢ koltségfiiggvénytol, amennyiben feltessziik, hogy a szamokkal végzett
osszadast, kivonast és Gsszehasonlitast egyetlen 1épésben tudjuk elvégezni.

A jelen megkozelités elénye, hogy tisztan mutatja a sulyozatlan és a silyozott
parositasi algoritmusok viszonyat. A silyozatlan Konig-féle algoritmus teljesen szepa-
raltan, szubrutinként keriil felhasznalasra. Amint azt H. W. Kuhn megmutatta, a két
eljards osszevonhatd, aminek talan hatranya, hogy az algoritmus Osszetettebbé valik,
de elénye, hogy jobb 1épésszam becslés adodik. Most ismertetjiik a Kuhn altal javasolt
Magyar Modszert.

Kuhn algoritmusa stlyozott teljes parositas meghatarozasara

Az &ltalanos 1épésben tekintjiik a pontos élek éltal (az SUT ponthalmazon) alkotott
G, részgrafot. Legyen M egy mar rendelkezésre allo parositas Gr-ben. Iranyitsuk
meg M éleit T-t0l S felé, mig az Osszes tobbi G -beli élt forditva. Jelolje Rg illetve
Rr az S-ben illetve a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat. Jelolje Z az Rg
pontjaibdl az igy kapott iranyitott grafban irdanyitott iton elérheté pontok halmazat
(amit példaul szélességi kereséssel talalhatunk meg). Amennyiben Rp-nek esik pontja
Z-be, akkor megkaptunk egy olyan Rg-t és Rp-t Osszekotdé P utat, amely M-ben
alternal. Most M és P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel tobb élbdl allo
M’ péarositas. Ekkor az eljaras egy fazisa véget ér, és az uj M’ parositdssal folytatva
iterdljuk az eljarast.

Nézziik most azt az esetet, amikor Ry diszjunkt Z-tol. Legyen K, := Z NS és
modositsuk 7-t a B-ben leirtak szerint. Ekkor az Rg-bol elérheté pontok halmaza
szigoruan béviil. fgy egy fazis (ami alatt tehat a pontos élek grafjaban a maximalis
parositas elemszama nem nd) |S| tutkeresé eljards alkalmazasa utédn véget ér. Mivel
egy utkeresés O(|E|) 1épésben végrehajthatoé és legfeljebb |S| fazis van, az algoritmus
teljes futdsideje O(|E||S|?).

A fejezet lezarasaképp megmutatjuk, hogy a maximalis silyu (nem feltétleniil teljes)
parositas meghatarozasanak problémaja egyszert fogassal visszavezetheté a maximalis
sulyt teljes parositaséra.

2.7. TETEL. Eqy G’ = (S, T"; E') paros grdfban nemnegativ ¢ sulyfiigguény esetén a
pdrositisok mazimdlis v.. silya egyenld a nemnegativ (1) silyozott lefogdasok minimdlis
7! sulydval. Amennyiben ¢ egészértéki, az optimdlis ' is vdlaszthato egészértékinek.

Biz. A v, < 7! egyenl6tlenség nyilvanvald, igy csak a forditott irdnnyal foglalkozunk.
Uj pontok esetleges hozzavételével elérhetjiik, hogy a paros graf két osztélya egy-
forma méretii legyen. KEgészitsik ki a grafot 0 silyu élek bevételével egy G teljes
paros graffd. A sulyfiigvény ezen kiterjesztését tovabbra is jelolhetjiik c-vel. A B.G
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3. Fejezet: TELJESEN UNIMODULARIS MATRIXOK AZ OPTIMALIZALASBAN 10

tétel (mésodik része) szerint G-nek létezik egy M teljes pérositdsa és c-nek egy 7w
nemnegativ stlyozott lefogasa, melyekre ¢(M) = > 7w(v). Mivel az 4j élek silya 0,
igy az 1j élek kihagydsaval M-bol keletkezé G’-beli M’ pérositas sulya véaltozatlanul
c¢(M). Miutéan j pontbdl (ha van) csak 0 silyu él megy ki, igy 7 értéke az 1j pon-
tokon 0, vagyis, ha m-t megszoritjuk az eredeti pontokra, akkor a kelektez& n'-re

dom(v) =2 m(v), és gy Yo m'(v) = c(M'). o

Végil megjegyezziik, hogy tetszoleges rogzitett k pozitiv egészre Ford és Fulkerson
minimalis koltségii folyam algoritmusanak segitségével ki lehet szamolni a maximaélis
(vagy minimalis) sulyu k éli parositast, ha ilyen parositas egyaltalan létezik.

3 TELJESEN UNIMODULARIS MATRIXOK AZ
OPTIMALIZALASBAN

Az alédbbiakban ismertetjiik azt a Hoffmantdl és Kruskaltdl [I3] szdrmazé megkoze-
litést, amely ravilagit, arra a hattérben megbtijé mélyebb okra, ami miatt Egervary
tétele fennall. Ez pedig az, hogy egy paros graf pont-€él incidencia métrixa teljesen
unimodularis, és a linedris programozas dualitas tételében az optimumok egészértékii
vektoron is felvétetnek, amennyiben a feltételi matrix teljesen unimodularis.

Az aldbbiakban egy matrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek vagy egész-
értékiinek, ha minden elemiik (komponensiik) egész szam. Valamely A métrixot akkor
neveziink teljesen unimoduldrisnak, ha minden aldetermindnsa (0,£1) értéki.
Specidlisan, ilyen métrix minden eleme 0,41 vagy —1. Vilagos, hogy TU-matrix
transzponaltja is az. Sorokat vagy oszlopokat —1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét
TU-matrixot kapunk. Tovabba, egységvektorokat sorként vagy oszlopként egy TU-
matrixhoz illesztve TU-matrixot kapunk. fgy, ha az A TU-matrixot kiegészitjiik egy
I egység-métrixszal, akkor a keletkez6 (A, I') métrix is TU-métrix. Ha A TU-matrix,
ugy (A, —A) is az.

Példaképp, legyen A egy D = (V, E) irdnyitott graf incidencia matrixa, azaz A
sorai a V-nek, oszlopai F-nek felelnek meg, és az a,. elem akkor +1 illetve —1,
ha az e él belép illetve kilép v-bél (egyébként 0). Nem nehéz igazolni, hogy digraf
incidencia matrixa teljesen unimoduléris és hogy paros graf incidencia méatrixa teljesen
unimodularis.

Ezeket altaldnositja a haldézati matrix. Legyen D olyan iranyitott graf, amely
irdnyitatlan értelemben Osszefliggd, és legyen F' egy feszito fa. Az A matrix sorai az
F éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en kiviili éleknek. Minden uv nem-fa élre
a faban egy egyértelmi (nem biztosan irdnyitott) Ut vezet v-bél u-ba. ennek egy f
elemére a métrix ays. elemét definidljuk 1-nek, ha f irdnya megegyezik az utéval és —1-
nek, ha azzal ellentétes. A matrix minden maés eleme 0. Szamos érdekes alkalmazast
tesz lehetévé az aldbbi Tutte-tol vald eredmény.

3.1. TETEL. Az A hdlézati mdtriz teljesen unimoduldris.
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3. Fejezet: TELJESEN UNIMODULARIS MATRIXOK AZ OPTIMALIZALASBAN 11

Biz. Mivel halozati métrix részmatrixa is az, elég azt belatni, hogy egy négyzetes
halézati matrix determinansa 0,1 vagy —1. H&alézati matrix sorat vagy oszlopat —1-
gyel szorozva hélézati matrixot kapunk. Egy sor vagy oszlop —1-gyel valé szorzasa
annak felel meg, hogy a megfelelé élt (akar fa-él, akar nem-fa él) atiranyitjuk.

Tekintsiik a fanak egy v végpontjat. Ha az F' fa v-vel szomszédos éléhez tartozo sor-
ban 1év6 nemnulla elemek « szama legfeljebb 1, akkor a determinans kifejtési szabaly
alapjan indukciéval készen vagyunk. Tegyik fel, hogy o > 1, vagyis v szomszédos
legaldbb két nem-fa éllel. Atirényités miatt feltehetd, hogy ezek koziil pontosan egy
van v felé iranyitva. Legyen ez sv és legyen vt egy masik nem-fa él. Ha az sv-nek
megfelel6 oszlopot, hozzaadjuk a vt-nek megfelelo oszlophoz, akkor egyrészt persze a
determinans értéke nem valtozik, masrészt ismét halézati métrixot kapunk, éspedig
azé a grafét, amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen atalakitasokkal egy olyan digrafot kaphatunk, amelyben az F' feszito fa val-
tozatlan, egyetlen nem-fa él (nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis a hozzdtartozo
héalézati matrix v-nek megfelel6 soraban egy nemnulla elem van. Ilyen halézati mat-
rixrol pedig mar lattuk, hogy a determinansa 0, £1, ugyanakkor a fenti operaciék nem
valtozattak a determindns abszolut értékét. e

Most megvizsgaljuk, hogy a linedris programozas dualitas tétele illetve a Farkas
lemma miként alkalmazhaté olyan kombinatorikus optimalizalasi feladatok esetén,
mint amilyen a sulyozott péarositas problémé&ja. A megoldas kulcsa az a megfigyelés
lesz, hogy bizonyos specialis feltételi matrixok esetén az optimum mindig egész vek-
toron is felvétetik.

Adott M = <g) méatrixhoz tekintsiik a

P.%:bo,Q.Z'Sbl (7)

linedris rendszert. Tegyiik fel, hogy ennek megoldas halmaza az R poliéder nem iires.
Az R egy elemét nevezziik er6s bazis-megoldasnak, ha el6dll valamely M’z =
egyenletrendszer egyértelmi megoldasanak nulla komponensekkel vald kiegészitése-
ként, ahol M" az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nemszingularis részmdtrixa és b’ jeloli a
b azon részét, amely az M’ sorainak felel meg. (Konnyt igazolni, hogy egy {Az =
b,z > 0} alaku rendszer egy megolddsa pontosan akkor erds bazis-megoldas, ha a
pozitiv komponenseihez tartozé A-oszlopok linearisan fiiggetlenek). Abban a speciélis
esetben, amikor R csicsos, némi munkaval igazolhaté, hogy az erds bazis-megoldasok
éppen az R csicsai. A definiciobdl kovetkezik, hogy legfeljebb csak véges sok erds
béazis-megoldas 1étezhet. A Caratheodory tétel egy valtozata szerint mindig létezik
er0s bazis-megoldas, st tetszdleges olyan ¢ célfiiggvényre, amelyre cx feliilrdl korlatos
az R poliéderen, érvényes, hogy az R barmely x’ eleméhez létezik egy olyan z* erés
bézis-megoldds, amelyre cx* > cx’, amibdl adddik, hogy a max{cx : © € R}, ha
korlatos egyaltalan, akkor egy erts bazis-megoldason felvétetik.

3.2. Lemma. Tetszdleges M TU-mdtrizszal megadott ([1) egyenlétlenség-rendszer e-
setén, ha a jobboldali korldtozo b vektor egész, akkor minden erds bdzis-megoldas egész.
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3. Fejezet: TELJESEN UNIMODULARIS MATRIXOK AZ OPTIMALIZALASBAN 12

Biz. Egy erds bazis-megoldas el6all valamely M'z" = b egyenletrendszer egyértelmii
megolddsanak nulla komponensekkel valé kiegészitéseként, ahol M’ az M egy [(r(M) x
(r(M)]-es nemszingularis részmatrixa és b’ jeloli a b azon részét, amely az M’ sorainak
felel meg. Marmost, ha M TU-métrix, akkor a nemszingularis M’ determindnsa +1
vagy —1. A Cramer szabaly szerint, miutdn b’ egész, az egyértelmii 2’ megoldas is az.
[ J

3.3. Lemma. Legyen c tetszbleges (nem feltétleniil egészértékii) vektor. Barmely

M = <g> TU-mdtrizszal megadott K := {x : Px = 0,Qx < 0} metszet-kipnak, ha

van olyan ' eleme, amelyre cx’ > 0, akkor K-nak van ilyen (0,+1)-értéki eleme is.

Biz. Mivel 2’ pozitiv szdmszorosa is K-ban van, feltehetd, hogy ' maga olyan, hogy
minden komponense a [—1, 41| zart intervallumba esik. Vagyis a

(=1,...,- ) <z<(1,...,1), Pt =0,Qx <0 (8)

rendszer altal meghatarozott korlatos poliédernek z’ olyan eleme, amelyre cz’ > 0.
Ekkor az el6bb emlitett tulajdonsag szerint van olyan z* erds bazis-megoldédsa (§)-
nek, amelyre cx* > ca’. A B.J lemma miatt z* egészértékii, azaz minden komponense
0,£1. e

A Farkas lemma (egyik véltozata) azt mondja ki, hogy a [ és az aldbbi [ linedris
rendszerek kozil pontosan az egyik oldhaté meg. Amennyiben a szereplé M matrix
teljesen unimodularis, a megoldéasokrél tobb mondhaté:

3.4. TETEL. Tegyiik fel, hogy az M = (g) matriz teljesen unimoduldris. Ha a

() primal probléma oldhaté meg és a korldtozd b vektor egész, akkor ([1)-nek van egész

megolddsa is. Ha az
y1 > 0,yM = 0,yb < 0 (9)

dudlis probléma oldhaté meg, ahol y = (yo,y1), akkor van (0,=£1)-értéki y megoldds
is (fliggetlendil b egészértékiségétdl).

Biz. A tétel elso fele kovetkezik a B.4 lemmabdl, és abbdl a mar emlitett eredménybal,
hogy ha létezik megoldas, akkor létezik erés bazis-megoldés is. A tétel masodik fele
pedig a B3 lemma kozvetlen folyomanya. e

3.5. TETEL. Ha a max(cx : Pz = by, Qr < by) linedris programozdsi problémdnak

0 matrix teljesen unimoduldris és b egész,
akkor az optimum egész vektoron is felvétetik (figgetleniil attdl, hogy c egészértéki
vagy sem).

létezik megolddsa, tovabbd ha az M =

Biz. Miutdan az optimum erds bazis-megoldason is felvétetik, a B.4 lemmé&bdl az
eredmény kovetkezik. o

Alkalmazasként elGszor levezetjiik Konig tételét.
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A 2.7] tétel bizonyitasa Nyilvan minden grafra v < 7. Az egyenlGség igazolasa-
hoz azt kell kimutatnunk, hogy péaros grafban létezik olyan parositas és olyan lefogd
pontrendszer, melyek elemszama megegyezik.

A paros graf incidencia méatrixat jelolje A, amelyben a soroknak a graf pontjai,
az oszlopoknak a graf élei felelnek meg. Tekinsiik a kovetkez6 primaél-dudl linedris
program part:

max(lz : Az < 1,2 > 0), (10)

min(ly : yA > 1,y > 0). (11)

A B tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik.
Jeloljiik ezeket rendre zg-lal és yo-lal. ([[(J) minden egészértékii megolddsa 0—1 értékii,
és rogton latszik, hogy ([[1]) minden optimaélis egészértékli megoldésa is 0 — 1 értékii.
Legyen M azon élek halmaza, melyeken xy az 1 értéket veszi fel, és legyen L azon
pontok halmaza, amelyeken yo az 1 értéket veszi fel. Az Ax < 1 feltétel azt jelenti,
hogy M parositas a grafban, mig az yA > 1 feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogd
pontrendszer. A primal és dual optimum értékek egyenlésége pedig azt jelenti, hogy
|M| = |L|, ami a célunk volt. e

Természetesen a primal programban az azonosan 1 célfiiggvény helyett valasztha-
tunk tetszoleges ¢ célfiiggvényt. Ekkor a fenti mdodszer kiadja a .G tételt, s6t annak
utolsé mondatat még az alabbi erésebb alakban: Az optimalis m akkor és csak akkor
valaszthato nemnegativnak, ha a maximalis sulyu parositas teljes parositason is fel-
vétetik.

Tovabbi altalanositasokat kaphatunk, ha a primél feladatban a jobboldalt vala-
milyen (nemnegativ) b vektornak vélasztjuk. Ennek az a kombinatorikus jelentése,
hogy maximalis koltségii fokszam-korlatozott részgrafot keresiink. Természetesen also
korlatokat is kitiizhetiink a fokszamokra, mint ahogy korlatozhatjuk alulrdl és feliilrél
azt, hogy egy élt hany példanyban vehetiink be a keresett részgrafba. Valéjaban nem
is érdemes megfogalmazni a kiilonbozo lehetoségekre vonatkozé min-max tételeket,
mert a dualitds tétel és a paros graf incidencia métrixanak teljes unimodularitasa
mar magaban hordozza a sziikséges informaciét.

A szakasz befejezéseként megmutatjuk, hogy a TU-matrixokra vonatkozé Farkas
lemma (B.4 tétel) miként adja ki Hoffman megengedett dram tételét. Jeldljon D =
(V, E) egy iranyitott grafot. Legyen f : E — R U {—oc0} alsé kapacitds, g : E —
R U {400} felsé kapacitds ugy, hogy f < g. Valamely z : E — R vektorra és
S C V részhalmazra legyen 0,(S5) := > (x(uv) : wv € E,uv belép S-be) és legyen
0:(S) := 0,(V —S). Az x vektort &ramnak (cirkuldciénak) nevezziik, ha teljesiil a ra
megmaradasi szabdly, azaz o,(v) = J,(v) fennéll minden v csicsra. Az x dramot
megengedettnek mondjuk, ha

f<z<g. (12)

3.6. TETEL (A. Hoffman, 1960). Akkor és csak akkor létezik megengedett dram,
ha
07(X) < 9,(X) minden X CV halmazra. (13)
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4. Fejezet: PAROSITASOK NEM-PAROS GRAFBAN 14

Tovdbbd, ha f és g egészértékiiek, és (13) fenndll, akkor létezik egészértékii megengedett
aram 1s.

Biz. A sziikségesség igazolasdhoz, tegylik fel, hogy x megengedett aram. Ekkor
9g(X) — 0p(X) > 0,(X) — 0,(X) = 0, amib6l ([[3) kévetkezik.

Az elegenddséghez tekintsiik az {Ar < 0,2 < g, —r < —f} rendszert. Figyeljiik
meg, hogy a jelen esetben egy x vektorra akkor és csak akkor teljesiil az Ax < 0
egyenlGtlenség, ha Ax = 0. A B4 tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha a fenti rendszernek
nincs megoldasa, akkor van olyan (y, u,v) (0, 1)-értékii vektor, amelyre () yA+u —
v =06 (xx) ug —vf < 0. Mivel f < g, igy minden élre feltehetd, hogy u(e)
és v(e) kozil legaldbb az egyik nulla (ha ugyanis mindketté 1, akkor mindkett&t
helyettesithetjiik nullaval.)

Jelolje Z azon z pontok halmazat, ahol az y(z) = 1. Ekkor (*) miatt minden olyan
e élre, amelynek mindkét vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben van, u(e) = v(e) = 0.
Tovabba minden Z-be belépé e élre v(e) = 1, u(e) = 0 és minden 2z-bél kilépd élre
v(e) = 0,u(e) = 1. Miutdn ug = 6,(Z) és vf = pp(Z), igy (s*) ellentmond a ([3)
feltételnek. o

4 PAROSITASOK NEM-PAROS GRAFBAN

Nem-péros grafokra a maximalis (stilyt) parositds meghatarozdsanak probléméja joval
nehezebb, mint a péaros esetben. Ebben a fejezetben ismertetjik azt a dontéen J.
Edmondstdl eredd elméleti hatteret, amely lehetové tette [4] az algoritmusok kidol-
gozasat. Maguk az algoritmusok Osszetettebbek anndl, semhogy egy ilyen 6sszefoglald
cikk keretében vallalkozhatnank a bemutatasukra, ugyanakkor az alabbi f6 eredmé-
nyekre mara mar viszonylag tomor bizonyitdsok allnak rendelkezésre. A kozolt bi-
zonyitasok lényegében Schrijver [I7] munk&jabdl valdk, némi egyszeriisitéssel.

4.1 Maximalis elemszamu parositasok

A maximélis elemszamu parositds meghatarozasanak kérdésére Tutte tétele illetve a
Berge-Tutte formula adja meg az elvi védlaszt. A haromszog példaja mutatja, hogy a
paros grafra vonatkozé esettel szemben, itt mar a parositasok maximalis v elemszama
lehet szigortan kisebb, mint a lefogd pontok minimélis 7 szdma.

4.1. TETEL (W.T. Tutte). Egy G = (V,E) grdfban akkor és csak akkor létezik
teljes pdrositdas, ha a a csicsok barmely X részhalmazdt kihagyva a keletkezd pdratlan
pontszdmi komponensek q(X) szdma legfeljebb | X|.

Ezt altalanositja (barha konnyen levezethet6 beldle) a parositdsok maximalis szé-
mara vonatkozé Berge-Tutte formula.

4.2. TETEL (Berge-Tutte formula).

v(G) =min(|V|—q(X)+ |X|: X CV) /2. (14)
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4.1 Maximalis elemszamii parositasok 15

Vagy ekvivalens alakban, egy pdrositds dltal fedetleniil hagyott pontok minimadlis szdma
eqyenld q(X) — | X| érték minimumdval.

Biz. Egy Osszefliggd grafot (faktor-)kritikusnak neveznek, ha barmely pontjat ki-
hagyva a maximalis péarositds elemszama nem csokken, masszoval minden csicsot
elkeriill maximalis parositds. A bizonyitds egyszert indukcioval fog kovetkezni az
aldbbi lemmabdl.

4.3. Lemma (Gallai). Ha H = (U, F) graf kritikus, akkor |U| pdratlan és v(H) =
(|U| = 1)/2, azaz H-nak van olyan pdrositdsa, amely egyetlen pontot hagy fedetlendil.

Biz. Kritikus grafnak természetesen nem lehet teljes parositasa. Tegyiik fel indirekt,
hogy H egy maximalis parositasa legalabb két pontot fedetleniil hagy, és véalasszuk
meg ezt az M parositast és a fedetlen s és t pontokat gy, hogy a H-beli tavolsaguk
minimalis legyen. Fz a tavolsag persze nem lehet egy, azaz s és t nem lehet szomszédos,
mert akkor az st élt M-hez véve nagyobb parositast kapnank. Az s-t és t-t 0sszekoto
P legrovidebb utnak legyen x egy bels6é pontja. Mivel H kritikus, létezik x-t elkeriilo
maximalis M’ parositds. M és M’ két maximalis elemszamu parositas, ezért szimmet-
rikus differencidjuk diszjunkt alternalé korokbol és paros élszamu utakbol all. Ezek
koziil jelolje R az x-t tartalmazo utat. Ekkor M és R szimmetrikus differencidja egy
olyan M" maximalis parositas, amely szabadon hagyja x-t, és legaldbb az s és t pontok
egyikét, és ez ellentmond az s,t és M valasztdsdnak. e

Ratérve a Berge-Tutte formula bizonyitasara, lathato, hogy tetszoleges M parositas
és X C V halmaz esetén legaldbb ¢(X) — | X| pont marad fedetlen, azaz M legfeljebb
V| — (¢(X) — | X|) pontot fed, igy az M elemszéma legfeljebb (|V] — q(X) + | X|)/2.
Igy (14)-ban v(G) < min kovetkezik.

A forditott irdny bizonyitasahoz V elemszama szerinti indukciét alkalmazunk. Ha
|V| = 0, akkor ([[4) mindkét oldala 0. Tegyiik fel tehat, hogy |V| > 1 és azt, hogy
a ([4) formula érvényes minden kisebb grafra. Nyilvan feltehetd, hogy G Osszefiiggd.
Azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy olyan Xy C V halmaz, amelyre

v(G) = (V] = q(Xo) + [Xo])/2. (15)

1. eset G nem kritikus, azaz van olyan v pontja, amelyet elhagyva a keletkezé G’
grafra v(G') < v(G) — 1. Legyen V' := V — v. Indukciét hasznalva kapjuk, hogy
létezik olyan X C V — v, amelyre v(G') = (|V'| — ¢'(X) + | X{|)/2, ahol ¢'(X{) a
G’ — X{-ben jeloli a paratlan komponensek szamat. Legyen Xy := X + v. Nyilvdn
q¢(Xo) = ¢'(X{}). Ezeket osszevetve kapjuk: v(G) —1 > v(G) = (|V'| = ¢ (X)) +
X00)/2 = (V] — a(Xo) + | Xo| — 2)/2, ami éppen (3).

2. eset G kritikus. A Gallai lemma alapjan v(G) = (|V] — 1)/2. Tehat Xy := )
vélasztassal v(G) = (|[V| = 1)/2 > (|V| — ¢(Xo) + | Xo|)/2, azaz ([3) fennéll. o e
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4.2 A silyozott parositasok problémaédja 16

4.2 A sulyozott parositasok problémaja

Hogyan lehet nemparos grafban egy maximalis sulyu (teljes) parositdst megtaldlni,
és egyaltalan mi mondhaté a maximélis silyt parositds silyardl vagy a minimalis
koltségli teljes parositas koltségérol? Magyaran, mi Egervary tételének nempéros
grafos megfelel6je? A megoldashoz J. Edmonds zsenidlis tlete adja a kulcsot. Ennek
lényege a kovetkez6. Tekintsiik a teljes parositdsok (incidencia vektorainak) konvex
burkat. frjuk ezt le egyenl6tlenségekkel, majd alkalmazzuk a linearis programozas
dualitas tételét. A terv nehézsége persze az egyenlGtlenségek megtaldlasaban van, de
az adott problémara Edmondsnak ez fényesen sikertilt.

Feltessziik, hogy a szerepld grafok hurok-mentesek. Célunk tehat egyenlotlenségek-
kel (azaz félterek metszeteként) megadni egy G = (V, E) graf parositasai illetve teljes
parositasai incidencia vektorainak konvex burkat, melyeket rendre Bp illetve Brp-vel
fogunk jelolni. Tovabbiakban rovidség kedvéért egyszeriien csak parositasok konvex
burkarol beszéliink. Miutan tetszoleges politop felirhatd véges sok féltér metszeteként,
tudjuk, hogy létezik ilyen leirds. Ennek explicit megadasa azzal az elénnyel jar, hogy
a linearis programozas dualitas tételét alkalmazva egy min-max tételt nyerhetiink a
maximalis silyu parositas illetve a minimalis sulyu teljes parositas sulyara.

Péros grafok esetén a paros graf incidencia matrixanak teljes unimodularitasa miatt
az {z : x € R d,(v) <1 minden v € V cstcsra } poliéder csticsal egészek, és gy
0 — 1 vektorok, vagyis parositasok incidencia vektorai, tehat ez a poliéder éppen a
pérositas poliéder. Hasonloképp, ha a d,(v) < 1 egyenl6tlenségeket egyenléségekre
cseréljik, gy megkapjuk a paros graf teljes parositds poliéderét. Nem paros graf
esetén azonban az igy kapott poliéderek mar nem irjak le Bp-t illetve Brp-t. Példaul
egy haromszog esetén a mindeniitt 1/2 vektorra d,(v) = 1 teljesiil, de ez nem lehet
Br-ben, mert abban barmely vektorban a komponensek ¢sszege legfeljebb 1 lehet.

Jelolje O a V' legalabb haromelemii paratlan elemszamu részhalmazainak rend-
szerét. Ennek barmely Z tagja olyan, hogy tetszdleges parosités legfeljebb (|Z|—1)/2
darab Z altal feszitett élt tartalmaz és tetszoleges teljes péarositas paratlan sok, igy
legalabb egy élt tartalmaz a [Z,V — Z] vagasbdl.

4.3 A teljes parositas poliéder

Legyen G = (V, E) teljes pérositdssal rendelkezd irdnyitatlan graf. Jeldlje a tel-
jes pérositasok (incidencia vektorainak) konvex burkat Pg. Tekintsiik a kovetkezd
poliédert

P = (16)
{z ¢ R¥, 2 >0,d,(v) = 1 minden v € V csticsra, (17)
d.(Z)>1minden Z € O — ra. } (18)

4.4. TETEL. [Edmonds] Brp = P’

Biz. Paritasi megfontolasbol adddik, hogy egy M teljes péarositas és egy paratlan
elemszamu Z halmaz esetén dy(Z) paratlan és igy legalabb 1. Emiatt Brp C P'.

EGRES Technical Report No. 2002-06



4.3 A teljes parositas poliéder 17

A forditott irdnyu tartalmazas igazolasdhoz tekintsiink P’-nek egy z elemét. Errdl
fogjuk kimutatni, hogy el6all teljes parositasok konvex kombinacidjaként.

Feltehetjiik, hogy = minden élen pozitiv, mert azon éleket, ahol 0, kihagyhatjuk a
grafbdl. Nevezziink egy Z C V halmazt pontosnak (z-re nézve), ha |Z]| paratlan és
d.(Z) = 1. Egy pontos halmaz komplementere is pontos. Z pontos halmaz valédi,
ha |Z] > 3,|V—Z| > 3. Jeldlje d(Z,2") a Z — Z' és Z' — Z kozott vezet6 élek szamat,
mig d,(Z,Z") az x komponenseinek 0sszegét ezen élek halmazén.

4.5. Lemma. Ha Z és 7' olyan pontos halmazok, melyek metszete paratlan elemszd-
mi, akkor metszetik és unidjuk is pontos. Tovabbd ilyenkor d(Z,Z') = 0.

Biz. Ha a metszet paratlan, akkor az nié is, ezért 1 + 1 = d,(Z) + d.(Z') =
d(ZNZ)+d,(ZUZ')+2d.(Z,Z") > 1+ 140, amib6l a lemma kévetkezik. o

Nevezziink egy M pérositast (az x-re nézve) feszesnek, ha M teljes pérositds és
dy(Z) = 1 fennall minden Z pontos halmazra. A tétel bizonyitdsdhoz arra lesz csak
sziikségiink, hogy létezik feszes parositas, de kényelmesebb kicsit tobbet igazolni:

4.6. Lemma. Minden e = uv € E élhez létezik e-t tartalmazo feszes pdrositds.

Biz. El6szor nézziik meg azt az esetet, amikor nem létezik valédi pontos halmaz.
Ekkor azt kell igazolnunk, hogy létezik e-t tartalmazo teljes parositas, hiszen ez au-
tomatikusan feszes. Ha indirekt nem létezne ilyen, akkor Tutte tétele nyoman létezik
egy olyan A C V — {u, v} halmaz, amelyre a G — {u,v} — A grafban a péaratlan kom-
ponensek t szdma nagyobb, mint A elemszdama. Legyen A’ := A U {u,v}, jelolje a
szébanforgd paratlan komponenseket 71, Z,, ..., Z;, és legyen E' az A’ és a paratlan
komponensek kozott vezeté élek halmaza. Mivel |V péros, ¢ és |A| ugyanolyan
paritasu, igy t > |A| + 2 = |A’|. Ekkor egyrészt o(E') = > (d.(Z;) i =1,...,t) > t,
méasrészt o(E') < > (dy(w) : w € A') — z(uv) < |A'| — z(uwv) < |A'], amibél |A'| >t
adodik, és ez az ellentmondas bizonyitja a lemmat abban az esetben, ha nincs valodi
pontos halmaz.

Tegyiik most fel, hogy Z; valédi pontos halmaz. Legyen Z5 := V — 7 és jelolje rend-
re Gy = (Z1+ 22, B1) és Go = (Zy + 21, Es) a Zy illetve a Z; halmazok Gsszehuzéasdval
keletkezo grafokat, ahol z; a Z; halmaz 0sszehuzasaval keletkezo csticsot jeloli. Jelolje
xy illetve x5 az x vektor megszoritasat az F; illetve az Ey éleire. Miutan d,(7Z;) =1,
a G; minden csicséra teljesiil d,, (v) = 1. Tovdbbd G; minden pératlan elemszamu Z
halmazara d,,(Z) > 1.

Tegytik el6szor fel, hogy az e = uv él mindkét vége ugyanabban a Z;-ben van, mond-
juk Zj-ben. Indukcioval létezik G1-nek egy M feszes parositdsa, amely tartalmazza
e-t. Legyen f’ az Mi-nek a zp-t fedd éle. Jelolje f a G-nek azt az élét, amelybdl a Z,
osszehuzasakor [’ keletkezett és jelolje f” a Ga-nek azt az élét, amely f-bol keletkezett
a 7y Osszehuzasakor. (Vagyis f” szomszédos a z; csicesal.) Indukcidval 1étezik Go-
ben egy f”-t tartalmaz6 M, feszes parositdsa. Ekkor M := (M; — f'YU (My— ")+ f
teljes parositasa G-nek, amely tartalmazza e-t.

Abban az esetben, ha e végpontjai kiillonbozé Z;-khez tartoznak, akkor Gi-ben
1étezik €'-t tartalmazd M feszes parositds és Go-ben 1étezik e”-t tartalmazé My feszes
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4.4 A parositas poliéder 18

parositas és ilyenkor M := (M; — €') U (My — €”) + e teljes pérositdsa G-nek, amely
tartalmazza e-t.

Alh’tjuk, hogy mindkét esetben M feszes. Valoban, tetszoleges Z C V péaratlan
elemszamu halmazra |Z N Z;| és |Z N Zs| egyike paratlan, mondjuk |Z N Z;|. A .5
lemma alapjan |ZUZ| és igy |Z2 — Z| is paratlan és pontos, tovdbba | ZNZ;| pontos és
d.(Z,7,) = 0. Emiatt dpy(ZNZ1) =dp, (ZNZ1) = 1, dy(Zo—Z) = dp,(Zo—Z) = 1
és dy(Z,71) = 0. Ebb6l 1+dy(Z) = dy(Z21) +dy(Z) = dy(Z1 N Z) +dy (Z1 U Z) +
2dy(Z1,7) =14 140, amibél dy(Z) = 1 kovetkezik, vagyis M val6ban feszes. o

A tétel bizonyitasdhoz visszatérve, azt feltettiik, hogy x mindentitt pozitiv. Azt is
feltehetjiik, hogy G Osszefiiggd. A tétel nyilvanvaléan igaz, ha G-nek egyetlen éle van.
Tegyiik fel tehat, hogy nem ez a helyzet. Ekkor () xz-nek van olyan komponense,
amely kisebb, mint 1.

A [ lemma szerint létezik egy M feszes parositds. Tekintsik az x, := (r —
axa)/(1 — a) vektort. Mivel M teljes parositds minden v csicsra d,, (v) = 1 teljesiil
barmely « értékre. Mivel M feszes, kicsiny pozitiv a-ra d,_ (Z) > 1 fennall minden
paratlan Z-re. Mivel x mindeniitt pozitiv, kicsiny pozitiv a-ra x, > 0. Valasszuk a-t
maximadlisra gy, hogy z, € P’, vagyis « a legnagyobb olyan szam, amelyre o < z(e)
minden e € E élre és (d.(Z) — ady(Z))/(1 —a) > 1 (Konkrétan o := min{ay, as},
ahol ay = min(z(e) : e € E), és ag := min{(d,(Z) — 1))/(dp(Z) — 1) : Z nempontos
paratlan halmaz.}) Ekkor (x) miatt 0 < a < 1, z, € P’ és az o maximalis vélasztasa
miatt vagy x,-nak van 0 komponense vagy z,-ra nézve szigorian tébb pontos halmaz
létezik. fgy indukcioval feltehetjiik, hogy x, benne van Brp-ben, azaz el6all teljes
pérositdasok konvex kombindciéjaként. De akkor z = arypsr + (1 — )z, miatt z is el6all
teljes parositasok konvex kombinacidjaként. e e

Tegyiik fel, hogy ¢ : E — R, egy adott sily- (vagy koltség) fliggvény. A teljes
parositas poliéder leirdsat és a dualitas tételt felhasznalva kapjuk az alabbi formulat
a teljes parositasok minimalis stlyara.

4.7. TETEL (Edmonds). A teljes pdrositisok minimdlis silya egyenlé az aldbbi
mazimummal:

maxZ(y(Z) : Z CV,|Z| paratlan ), (19)

ahol y(Z) > 0, ha |Z| > 1 és minden e = uv € E élre Y (y(Z) : |[Z N{u,v}| =1) <
cle). o

4.4 A parositas poliéder

A teljes parositasok poliéderének leirdsat felhasznéalva egyszerti elemi konstrukcio
segitségével megadhatjuk a pérositdsok poliéderét. Jeldlje i,(Z) a Z altal feszitett
éleken az x komponenseinek 0sszegét.

4.8. TETEL. Tetszéleges G = (V, E) grdf pdrositdsai incidencia vektorai dltal feszi-
tett politop pontosan a kovetkezo poliéder:
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Py:={reR":2>0, (20)
d.(v) <1 mindenv €V -re (21)

i.(Z) < (|Z] —1)/2 minden pdratlan elemszami Z C'V halmazra }. (22)

Biz. Egy M parositds x := xjs incidencia vektorara nyilvan mindkét egyenldtlenség
fennall, igy a parositasok konvex burkanak elemeire is.

Megforditva, legyen most = egy olyan vektor, amely az egyenl6tlenségeket kielégiti.
Készitsiik el a G grafot két példanyban, melyeket jelolje G' = (V' E"), G" = (V" E").
Kossiik Ossze a megfelel v és v” pontokat egy-egy éllel és az igy kapott grafot (a
VU V" ponthalmazon) jeloljik H-val. Készitsiink el egy y vektort a H graf élein. G
minden e élére legyen y(e') := y(e”) := z(e), ezenkiviil minden v € V' csicsra legyen
y('v") =1 —dy(v).

Alhtjuk, hogy y benne van a H teljes parositas poliéderében. A definiciébol nyil-
vanval6, hogy d,(u) = 1 fenndll H minden csticsara. Legyen most Z = A’ U B" egy
paratlan elemszami halmaz. Ekkor A — B és B — A egyike paratlan elemszami,
mondjuk A — B, és igy, i,(A — B) < (|A — B| — 1)/2 miatt, d,(Z) > > [d, (V') :

e (A -B)]-2i,(A-DB)-d,A-B,AnNB)+ d, (A" -B" A"NB") =
|A — B| — 2i,(A— B) > 1. A [4 tétel miatt y a H teljes parositdsainak konvex
kombinaciéja, ami miatt ezen parositasokat a G-re megszoritva az x a G parositasainak
konvex kombinaciéjaként &ll elo. e

Figyeljik meg, hogy a tétel azzal ekvivalens, hogy a Py poliéder egész. Ez ugyanis
azzal egyenértékil, 1évén Py korlatos, hogy P, cstcsai egészek, ami a (RI)) miatt azt
jelenti, hogy P, csticsai 0 — 1-vektorok. Miutédn a Py-ban 1évé (igy (BI)-et) kielégito
0 — 1-vektorok pont a parositasok incidencia vektorai, a tétel valéban azzal ekvivalens,
hogy Py egész poliéder. A LY tételben megadott leirast és a dualitas tételt Osszetéve,
a kovetkezo eredmény adddik.

4.9. TETEL (Edmonds). Legyen G = (V, E) grdf élein adott a ¢ : E — R sily-
fugguény. A grdf maximdlis sulyi parositdsinak siulya egyenld a

min » w(v) + Y y(Z)(1Z] - 1)/2) (23)
veV ZeO

értékével, ahol m:V — Ry, y: O — R, nemnegativ és minden uv € E élre
v) + Z(y(Z) cu,v € Z) > c(uv). o (24)

Az Edmonds-féle program a parositasok esetére tehat sikerrel jart: egyenlétlensé-
gekkel leirtuk mind a parositdsok, mind a teljes parositasok konvex burkanak polié-
derét, és a linedris programozas dualitds tétele segitségével karakterizalni lehetett az
optimum értékeket.
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4.5 Dualis egészértékiiség 20

Ha mindezt algoritmikus szempontbdl is szeretnénk hasznositani, rogton nagy prob-
lémaba ttkoziink. A szébanforgd linearis programokban exponencialisan sok egyen-
16tlenség szerepel (minden pératlan elemszamu halmaz definidl egyet). Tehéat példaul
egy szaz pontd grafnél egyszertien le sem tudjuk explicit irni (elfogadhaté idében és
helyen) ezen egyenlétlenségeket, nemhogy mondjuk a szimplex médszer alkalmazasardl
egyaltalan beszélhetnénk. J. Edmonds méasik nagyszabasu felismerése az volt, hogy az
egyenlotlenségek explicit felsorolasara valéjaban nincs sziikség. Megadott egy olyan
direkt, konstruktiv bizonyitast a I.9 dualitas tételre, amely egyttal polinomialis fu-
tasidejii algoritmust is eredményez. Eljarasa az eredeti Magyar Mddszer nagymérvii
altalanositdsanak tekintheto.

Megjegyzendd, hogy amiképp a Magyar Moddszer alapgondolata kiterjesztheto a
szallitasi feladatra, ugyanigy Edmonds eljarasa is altalanosithaté minimalis koltségii
fokszam-korlatozott részgraf keresésére tetszoleges graf esetén.

4.5 Dualis egészértékuség

Paros grafok esetén a parositas poliédert egy teljesen unimodularis matrix irta le,
és emiatt egész célfliggvény esetén a dualis linearis probléméanak is mindig létezett
egészértéki optimuma. A (4 tételben megadott primal poliéderrdl, bar a megadott
leir6 rendszere nem teljesen unimoduléris, mégis kimutattuk, hogy egész (merthogy a
cstcsai a teljes parositasok). Ennek nyoman felvetddik a kérdés, vajon egész ¢ esetén
a dudlis feladatnak is mindig létezik-e egész optimuma. A vélasz sajndlatos modon
nemleges, amint azt a teljes négyponti graf mutatja a ¢ = 1 silyozés esetén. Ekkor a
primal optimum értéke 2 (:barmely teljes péarositas silya 2), a dudl optimum egyetlen
megoldasa (amint az konnyen ellenérihetd) az, amikor az y mind a négy egyelemt
halmazon 1/2, mésutt 0. Az egészértékii dudlis optimum értéke 1 vagyis kisebb, mint
2.

Ennek fényében meglepd, hogy egészértékii ¢ esetén a (.9 tételben szerepl6 dualis
optimum mindig eléretik egész vektoron is.

4.10. TETEL (Cunningham és Marsh). Legyen G = (V, E) grdf élein adott a
c: E — 7 sulyfiigguény. A graf maximdlis sulyi pdrositasinak siulya egyenld a

min Y 7w(v)+ > y(2)(|Z] - 1)/2) (25)
veV A
értékével, ahol m:V — Z,,y : O — Z, nemnegativ, egészértéki, és minden uv € E
élre
m(u) +7(v) + Z(y(Z) cu,v € Z) > c(uv). (26)

Létezik olyan dudlis optimum, amelyre az O, := {Z € O,y(Z) > 0} halmaz-rendszer
lamindris (vagyis barmely két tagja vagy diszjunkt, vagy az eqyik tartalmazza a mdsi-
kat).

Biz. Jeldlje a maximélis sulyu parositas sulydt v.. Adott (y,n) dudlis megoldasra
legyen

by,m) ==Y m(v)+ Y y(2)(Z] - 1)/2. (27)

veV ZeO
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A dualités tétel trividlis max < min irdnya miatt v, < b(y, 7).

A tétel els6 részének igazolasahoz tegyiik fel indirekt, hogy a min-max Gsszefliggés
nem érvényes és valasszunk egy olyan (G,c) ellenpéldat, amelyre a |V| + |E| +
> ecr lc(e)| Osszeg minimalis. Ekkor minden e élre c(e) > 1 (kiilonben a nempozitiv
élek kitorolhet6k.) A most kovetkez6 allitdsok mind erre a legkisebb ellenpéldéra
vonatkoznak.

4.11. Allitads. Minden v csicsot elkeril mazimdlis sulyt parositas.

Biz. Tegyiik fel indirekt, hogy a v csicsot minden maximalis sulyu parositas fedi.
Ekkor a c-értékeket a v végi éleken eggyel csokkentve a maximadlis silyd parositas
sulya is csokken, éspedig eggyel, azaz a keletkezé ¢ sulyfiiggvényre nézve v, = v, — 1.
Mivel (G, ¢’) méar nem ellenpélda, igy 1étezik egy egészértékii (y/, ') dudlis optimalis
megoldas, amelyre b(y/, ') = v». Ha most 7’ értékét a v csiicson eggyel megnoveljiik,
akkor olyan (y/,7") dudlis megoldast kapunk c-re nézve, amelyre v, = vy + 1 =
by, 7))+ 1 = by, ") > v., amibdl v. = b(y',7") adédik, ellentmondasban (G, c)
ellenpélda voltaval. e

4.12. Allitas. Legyen (y, ) egy optimdlis dudlis megoldds és M eqy mazximdlis sulyi
pdrositds. Ekkor M fed minden olyan v csucsot, amelyre m(v) > 0. Tovdbbd y(Z) > 0
esetén az M-nek azon élei, melyek Z-be esnek a Z-nek egy majdnem teljes (azaz
(|1Z] — 1)/2 elemii) pdrositisdt adjdk.

Biz. A [ tétel szerint a primal optimum parositason felvétetik. Az allitds nem mas
mint a dudl egyenlGtlenségeknek megfelel6 optimalitasi kritérium. e

A fenti két allitast osszevetve kapjuk, hogy

4.13. Allitas. Tetsz6leges (y,m) optimadlis dudlis megoldds esetén m = 0. o

4.14. Allitas. Létezik olyan (y, ) optimdlis dudlis megoldds, amelyre az 0, :={7Z ¢
O,y(Z) > 0} halmaz-rendszer lamindris.

Biz. Induljunk ki egy (y,7) dudlis optimumbdl. Az y mindenesetre valaszthatd
raciondlisnak, hiszen egy bazis-megoldas raciondlis és mindig 1étezik optimadlis bazis-
megoldds. (A Allftés szerint 7 = 0.)

Tegyiik fel, hogy O, nem lamindris, azaz tartalmaz két halmazt, A-t és B-t, melyekre
ANB,A— B, B— A egyike sem tires. Alh’tjuk, hogy |ANB| paratlan. Ha ugyanis péaros
lenne, akkor egy v € AN B csicsra a .12 allitas els6é része miatt l1étezik maximalis
sulyu v-t elkeriillé M parositas. Masrészt, a f.12 allitas masodik része miatt M-nek
A-ba illetve B-be es6 élei teljes parositasat adjak A —wv-nek illetve B —v-nek, de akkor
|AN B — v| paros.

Jelolje az y(A) és y(B) értékek minimumat «, és csokkentsiik mind y(A)-t, mind
y(B)-t a-val. Most |A N B| paratlan, igy persze |A U B| is az. Noveljik y(A U B)-t
a-val, és amennyiben |[ANB| > 3, dgy y(AN B)-t is noveljiik a-val. Ezt az atalakitast
egy kikeresztezési 1épésnek nevezziik. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a 1étrejové (v, n')
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teljesiti (BG)-t. Azt sem nehéz beldtni, hogy b(y, 7) = b(y', 7'), azaz (v, 7') is optimélis
dudlis megoldas.

Ismételjiik ezt az eljardst egészen addig, amig a szébanforgd Z, halmazrendszer
nem lamindris. Allitjuk, hogy a kikeresztezési eljaras véges sok 1épés utdn véget
ér. Ezt elég csak arra az esetre igazolni, amikor y egészértékii, mert ha nem az,
akkor komponenseinek kozos nevezdjével felszorozhatjuk. Egy kikeresztezési 1épésnél
a > (y(2)|Z] : Z € O) osszeg vagy valtozatlanul marad (amikor |A N B| > 1) vagy
csokken (ha |[ANB| = 1). Vildgos, hogy ezen utébbi eset csak véges dokszor fordulhat
els. Az els6 esetben viszont a > (y(Z)|Z)? : Z € O) kisér§ osszeg szigorian né, {gy
véges sok ilyen lépés utdn a > (y(Z2)|Z| : Z € O) 0Osszegnek kell véltoznia, tehat
kikeresztezési 1épésbol valéban csak véges sok lehet. o

Rendelkezéstinkre all tehédt egy (y, m = 0) duédlis optimdlis megoldas, amelyre
O, laminaris. Mivel (G, ¢) ellenpélda, y nem egészértéki, azaz van olyan A € O,
halmaz, amelyre y(A) nem egész, azaz 3 := y(A) — |y(A)| pozitiv. Tegyiik fel,
hogy A maximadlis ilyen. Modositsuk most y-t gy, hogy y(A)-t csokkentjik (-
vel, mig O, azon tagjain (ha vannak egyaltaldn), melyek részhalmazai A-nak és
maximadlis ilyenek (és melyek a laminaritds miatt diszjunktak) az y értéket noveljiik
G-val. Az A maximalis valasztasa és c egészértékilisége miatt igy egy masik dualis
megoldast kapunk, de ez ellentmond y optimalis voltanak, hiszen ezen valtoztatas
sordn a Y xco Y(X)(|X] —1)/2 Osszeg szigorian csokken. Az ellentmondds mutatja,
hogy nem létezhet ellenpélda.

A masodik részhez csak azt kell észrevenniink, hogy a fent leirt kikeresztezési eljaras
az egészértékliséget nem rontja el, igy egy tetszoleges egészértékit dudlis optimumbol
kiindulva végiil kapott ”lamindaris” optimum is egészértékii. e e

5 MATROIDOK

5.1 A moho algoritmus

A Magyar Mddszer egy masik iranyd altalanositasanak ismertetése elott érdemes fe-
lidézni, hogy a kombinatorikus optimalizalasnak van egy masik kiindulé pontja is,
éspedig Kruskal kozismert algoritmusa 0Osszefiiggd élsilyozott graf maximalis vagy
minimalis sulytu feszité fajanak meghatarozasara. Ez az eljaras az tigynevezett moho
algoritmus, és szintén alapvetd eredménynek szamit, mégha jéval egyszeriibb is, mint
a Magyar Modszer.

Nem meglepd, hogy nemcsak a Magyar Modszernek talaltak kiterjesztéseit, hanem
a moho algoritmusnak is. Kidertilt példaul, hogy a mohé algoritmus valéjaban minden
matroidon helyes eredményt ad. A matroid egy olyan absztrakt struktira, amely egy
(S, F) péarral adhat6 meg, ahol F az S alaphalmaz bizonyos, fiiggetlennek hivott,
részhalmazainak olyan rendszere, amelyre érvényesek az tgynevezett fiiggetlenségi
axiomak:

(I1) az tires halmaz fiiggetlen,
(12) egy fiiggetlen halmaz barmely részhalmaza fiiggetlen,
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(I3) az S valamennyi Z részhalmazéra, a Z-be es6, Z-ben mar nem bévitheté fiiggetlen
halmazok elemszadma ugyanaz a csupan Z-t6l fliggd r(Z) szém, (amit a Z halmaz
rangjanak neveznek, mig egy Z-ben maximalis fiiggetlen halmazt Z egy bazisdnak).

Példaul egy graf élhalmazan az erdék, mint fiiggetlen halmazok matroidot alkotnak
vagy egy matrix oszlopainak halmazan a linedrisan fiiggetlen részhalmazok szintén.
A matroidok érdekességét egyrészt az adja, hogy szamos helyen felbukkannak (néha
ugyancsak rangrejtve), masrészt matroidokra igen elegéans, j6l hasznalhat6 elméletet
dolgoztak ki.

A moho algoritmus segitségével tetszoleges c sulyfliggvényre egy matroid maximalis
sulyu bazisa kiszamithaté. Ehhez tegytik fel, hogy az S elemei sily szerint csokkeno
sorrendben vannak, azaz c(sy) > c¢(s2) > ... > c(s,). Ebben a sorrendben tek-
intsiik az elemeket, és az aktudlisan vizsgalt elemet akkor valasszuk ki, ha a mar
eddig kivalasztottakkal egyiitt fiiggetlen halmazt alkot. Igazolni lehet, hogy igy bi-
zonyosan maximalis silyu fiiggetlen halmazt kapunk. Jeldlje r(c) a maximaélis stilyd
bézis sulyat a c stulyfliggvényre nézve. Az r(c) tehat a mohé algoritmus révén konnyen
szamolhaté, s6t valdjaban egy egyszerii explicit formaban is felirhaté. Ehhez legyen

Sii={s1,...,8i}

5.1. TETEL. Tetszdleges ¢ esetén a mazximalis sulyid bdzis r(c) sulydra

—

n—

r(c) =r(S)e(sn) + ) r(Sile(si) — e(sit)]- (28)

=1

A matroidok hasznalhatésaga tobbek kozott azon milik, hogy a matroidok osztalya
szamos miuiveletre nézve zart. Példaul a grafokndl alkalmazott élelhagyas vagy élossze-
hizéas fogalma atviheté matroidokra, vagy egy graf sik-dualizdlasa elvezet a dudlis
matroid fogalmahoz. Szintén érdekes tény, hogy a maximalis c-stulyt bazisok egy M.,
matroid bazisait alkotjak. Ennek rangfiiggvényét az alabbiakban r.-vel fogjuk jelolni.
(Egy adott Z részhalmazra r.(Z) tehat azt a maximalis szdmot jelenti, ahdny elemmel
egy maximalis sulyt bézis bele tud metszeni Z-be.)

5.2 Maximalis elemszamu kozos fiiggetlenek

A moho algoritmus matroidokon valé helytallosaga persze oromteli jelenség, az al-
goritmus hatésugara azonban tulsdgosan sziik. Példdul paros graf maximaélis silyi
parositasanak kiszamitasara nem alkalmas. Masik baj, hogy mar a feladat kis val-
toztatasanal is hatdstalannd valik. Fakkal kapcsolatosan példaul meglehetos termé-
szetességgel vetodik fel az a kérdés, hogy miként lehet egy minimalis silyu feszito
fat meghatarozni, ha el6irjuk, hogy egy rogzitett s pontban a fanak a fokszama
elére megadott szam legyen, vagy éaltalanosabban, megadott korlatok kozé essék. A
kovetkezo példa mutatja, hogy ilyenkor a moho algoritmus mar nem feltétleniil ad jé
eredményt. [A graf legyen a teljes négyes az s,a, b, ¢ pontokon, az élstilyok legyenek
w(sa) = L,w(sb) = 1,w(sc) = 2,w(ab) = 3,w(bc) = 10,w(ac) = 11. A keresett fa
foka az s pontnal 2 legyen. Ekkor a mohé algoritmus el6szor kivalasztja a két 1 sulyu
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élt sa-t és sb-t, majd mas lehetésége nem lévén valasztja a 10 sulyd be élt. Az igy
kapott fa 6ssz-suly 12. Ugyanakkor az sc, sa, ab élekbdl 4ll6 fa 6ssz-silya csak 5.]

Még nehezebb a kovetkezod kérdés: mikor létezik egy grafban két diszjunkt feszito
fa, és ha létezik hogyan lehet megtalalni azt a két élidegen fat, melyek Osszkoltsége
minimalis. Persze ugyanezt a kérdést ketto helyett barmely k pozitiv egészre megfo-
galmazhatjuk. S6t még azt az dltanositast is tekinthetjiik, ahol az élhalmazon nem
egy, hanem k koltség-fiiggvény adott és ugy kell kivalasztanunk k élidegen feszito fat,
hogy az i-ediknek az i-dik koltség-fliggvényre vonatkozd koltségét tekintjiik, és ezek
Osszegét akarjuk minimalizalni.

Iranyitott grafokban tlizheto ki az alabbi feladat: Hatarozzunk meg egy minimalis
koltségli részgrafot, amelyben minden pont elérhetd egy elore adott gyokérpontbdl.
Altalanosabban olyan minimalis koltségl részgrafot keresiink, amelyben minden pont
k ¢élidegen uton elérheto egy elore adott gyokérpontbol.

Ezek mind olyan kérdések, melyek kiviil esnek a Magyar Mdédszer (vagy mas hél6zati
folyamos modell) hatokérén és megolddsukhoz egy 1j elméletre volt szitkség. A ki-
indulé pont J. Edmonds matroid-metszet tétele, amely a Konig tétel nagymérvii
altalanositdsa matroidokra.

5.2. TETEL (Edmonds metszettétele). Az S alaphalmazon adott két matroid.
A k6zos fuggetlen halmazok mazimdlis elemszdma egyenld a

minry (X) + (S — X) (29)

XCS
értékkel.
Edmonds tételét néha az aldbbi ekvivalens alakban fogalmazzdk meg.

5.3. TETEL (Edmonds). Az S alaphalmazon adott két matroid, melyek rangfiigg-
vénye 11 €s ro. Akkor és csak akkor létezik legalabb k elemi kozos fiiggetlen halmaz,
ha a

(r(X) +r2(S— X)) > k (30)
fenndl minden X C S halmazra.

Biz. [Woodall] Az (B0) feltétel sziikségessége kézenfekvd, hiszen tetszéleges F' koz0s
fiiggetlen halmazra és az alaphalmaz {X;, Xy} particiéjara fenndll, hogy r1(X;) <
| X1 N F| és ma(Xy) < | Xy N F|, amiket Gsszeadva kapjuk, hogy r1(X1) + m(Xs) <
IX1NF|+ |XoNF| = |F|.

Az elegendéséghez | S| szerinti indukeiot hasznalunk. |S| = 0-ra a tétel nyilvan igaz,
igy tegytik fel, hogy S nemiires és hogy a tétel érvényes minden olyan esetben, amikor
az alaphalmaz |S|-nél kevesebb elemet tartalmaz. Véalasszunk ki egy tetszéleges s € S
elemet és legyen S’ := S — s.

Amennyiben 71 (X')+r(S'—X") > k fenndll minden X’ C S’ részhalmazra, indukcié
alapjan az M;|S’ és M,|S" matroidoknak létezik k elemi kozos fiiggetlenje, amely
természetesen M, és My-nek is kozos fliggetlenje. fgy feltehetjiik, hogy létezik egy
X’ C S’ halmaz, amelyre

F(X) +7a(S = X) k=1 (31
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Ebbdl kovetkezik, hogy s nem hurok egyik matroidban sem, mert ha mondjuk M;-ben
hurok volna, akkor X := X'+ s-re ri(X) +7r2(S—X) =r(X")+ (S - X') <k—1,
ellentétben (B()-gyel.

Hizzuk most 0ssze mindkét matroidban az s elemet. Allitjuk, hogy a keletkezo
M, - S" matroidok 7} rangfiiggvényére r(Y') + r5(S" —Y’) > k — 1 teljesiil minden
Y’ C & részhalmazra. Alljon ugyanis valamelyik Y'-re 7 (Y') +r4(S" = Y') < k — 2.
Ez azzal ekvivalens, hogy m(Y' +5s) =1+ 7r(S"' =Y’ +s) — 1 < k — 2, azaz

T’l(yl + S) + TQ(S — Y,) S k. (32)

Figyeljiik meg, hogy X'NY"’ és X' U (Y’ +s) egymés komplementerei (S-re nézve), igy
(BO) alapjan [r (X' NY") +r((S"— X")U (S —=Y"))] > k, és hasonléképp X' U (Y’ +s)
és (" — X')N (S —Y’) egymas komplementerei és ezért ri (X' U (Y +s)) + ro((S" —
X"N(S=Y"))] > k. Ezt és a szubmodularitést felhasznalva (BI) és (B) dsszeaddsdval
kapjuk, hogy (k — 1)+ k > ri(X') +r (Y +5) +7r2(S" — X') +12(S = Y') > m(X'N
Y'+8)+r (XU +5)+r((S"=X)NS=Y")+rm((S—X)U(S-Y)) =
[r(X'0Y ") 475 ((' =X )U(S=Y"))|+[r (X' U(Y"+5)) +r2((S' =X )N (S=Y))] = k+F,
ami ellentmondas.

Az M; - S" matroidokra tehat k helyén (k — 1)-gyel teljesiil (B(), igy az indukcids
feltevés alapjan ezen matroidoknak létezik egy k — 1 elemli F' kozos fiiggetlenje. De
akkor F'+ s az M, és M, matroidok k elemii kozos fliggetlenje. o

5.3 A sulyozott matroid metszet probléma

Amint emlitettiik, a mohé algoritmus segitségével adott ¢ : S — R vektor esetén meg
lehet hatarozni egyetlen matroid maximalis stulyd bazisat. A fentiekben tételt adtunk
két matroid kozos fliggetlenjének maximalis elemszdmara. Kérdés, mi mondhaté két
matroid kozos fliggetlen halmazainak maximaélis silyarél. A probléma els6 megoldasa
szintén Edmondstél szarmazik. Mi most egy egyszertisitett utat kovetiink: a kapott
eredmény Egervary tételének altalanositasa. Valdjaban itt tobb kérdés is kitiizheto:
keressiink maximalis silyd kozos fliggetlent vagy maximalis sulytu kézos bazist, esetleg
minden szobajovo ¢ értékre kivancsiak lehetiink a maximalis sulytd ¢ elem kozos
fiiggetlen halmazra. E feladatok tobbé-kevésbé ekvivalensek és most a maximalis
sulyu kozos bézis feladatkorével foglalkozunk.

Maér emlitettiik, hogy a maximalis c-sulyu bazisok egy M. matroid bazisait adjék,
és hogy r(c)-t az (§) formula hatdrozza meg. Az aldbbi el6készité lemma arra ad
vélaszt, hogy miként véltozik az r(c) fiiggvény, ha c értékeit egy adott Z halmaz
minden elemén eggyel megnoveljiikk vagy lecsokkentjiik.

5.4. Lemma. Legyen az M matroid rangfigguénye r. Adott ¢ . S — Z egészértéki

vektorra és Z C S halmazra legyen ¢t :=c+ xz és ¢ :=c— xz. Ekkor
r(ct) =r(c) +re(2), (33)
és
r(c7)=r(c) —r(S) +r.{S—2) (34)

ahol r. a maximadlis sulyi bdzisok dltal alkotott matroid rang-figgénye.
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5.3 A siilyozott matroid metszet probléma 26

Biz. Az els6 azonossag igazolasdhoz rendezziik az S elemeit c-szerint csdkkend sor-
rendbe 1gy, hogy egyenlo silyi elemek esetén a Z elemeit vessziik elobbre. Mivel ¢
egészértékil, ez a sorrend ¢ stlyozds szerint is csokkend (azaz korabbi elem stilya nagy-
obb vagy egyenld, mint egy késébbi elemé). fgy a moho algoritmus altal szolgaltatott
B bézis mind a ¢, mind a ¢* stlyozdsra nézve maximaélis stlyt.

Ekkor persze r.(Z) > |B N Z|, de itt valéjdban egyenléségnek kell dllnia, mert ha
létezne olyan maximélis c-silyu B’ bézis, amelyre |B'NZ| > |BN Z|, akkor ¢t (B') =
c¢(B")+|ZNB'| > c¢(B)+|ZNB| = ¢"(B), ellentmondésban avval, hogy B maximalis
cT-silyt. Tehat r.(Z) = |BNZ|, ésigy r(c+) = ¢ (B) = ¢(B)+ |BNZ| = r(c)re(Z).

A masodik azonossdghoz elészor figyeljik meg, hogy 7. = r._,s, majd alkalmazzuk
az els6 azonossagot ¢ helyén ¢ — yg-re és Z helyén (S — Z)-re. Kapjuk, hogy r(c™) =
rc—xs+xS—2)=r(c—xs) +Texs(S—2Z)=1(c) =r(S)+r.(S—2). o

Térjiink most rda a maximalis silyi kozos bazis kérdésére. Legyen ehhez adott az
S alaphalmazon két matroid, M; és M, tovabba egy c : S — Z egészértéki suly-
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az M; és My matroidoknak van kozos bazisa, melynek
elemszamat jelolje k.

5.5. TETEL. [I0] Az M, és M, matroidok kiézos bazisainak mazimdlis c-silya e-
gyenld a min(ri(cy) + ra(ca) : ¢1 + ca = ¢, ¢; egészértéki) értékkel, ahol ri(z) az M,
matroidban a maximalis x-sulyd bdzis sulyadt jelols.

Biz. Adott B kozos bézis és ¢, ca esetén, nyilvan ¢(B) = ¢1(B) + c2(B) < ri(cy) +
r9(c2), amib6l a max < min irdny kévetkezik. Ebbél a becslésbdl az is kiolvashatd,
hogy az egyenldség igazolasahoz a c-nek olyan c¢; + ¢y felbontaséat kell talalnunk, a-
melyre 1étezik Mi-nek és Ms-nek olyan B kozos bazisa, amely

(%) egyszerre az Mi-nek maximdlis cq-sulyi bazisa és az My-nek mazimdlis co-
sulyd bazisa.

Legyen c¢; és co a c-nek olyan egész felbontasa, amelyre ri(c1) + ra(c2) minimalis.
(Miutan c¢; egészértéki és tetszbleges B kozos bazisra ¢ B) also korlat ri(cy) 4+ ra(ca)-
re, a szébanforgé minimum létezik). Jelélje M! az M; matroid maximalis ¢;-stlyd
bézisai altal alkotott matroidot (i = 1,2), mig a megfelelé rangfiiggvényeket jeloljiik
ri-vel.

5.6. Lemma. Az M és M) matroidoknak van k elemi kézos figgetlen halmaza.

Biz. Az Edmonds féle metszet tétel szerint, ha nem létezik k elemii kozos fiiggetlen
halmaz, akkor van olyan Z C S halmaz, amelyre

r(Z)+ 1S —Z) < k. (35)

Legyen ¢ 1= c; + Xz és ¢y := ¢y — Yz. Alkalmazva az (B3)) formuldt az M; matroidra
és ¢y suylfiggvényre illetve az (B4) formulat az M, matroidra és a ¢y silyfiiggvényre
kapjuk, hogy és (B4) formuldkat, azt kapjuk, hogy ri(c]) = ri(c1) +71(Z) és ra(cy ) =
ro(ca) +15(S — Z) —ro(S) = ra(ca) +74(S — Z) — k. Mindezeket Gsszevetve az adédik,
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5.3 A siilyozott matroid metszet probléma 27

hogy ri(cf) + ra(cy) = ri(cr) + ro(co) + r{(Z) +rh(S — Z) — k < ri(cr) + ra(es),
ellentmonddasban ¢; és ¢y minimalis valasztasival. e

A lemma &ltal biztositott kozos B bézis tehét teljesiti a (%) tulajdonsdgot. e e

Erdemes kiilon is megfogalmazni a (%) tulajdonsdgot.

5.7. Kovetkezmény. Amennyiben két matroidnak van kozés bdzisa, gy tetszdleges
c egészértéki sulyozdshoz létezik c-nek eqy egészértéki c; + co felbontdsa valamint a
két matroidnak eqy B kozos bazisa ugy, hogy B maximalis ci-sulyud bdzisa My-nek és
maximalis co-sulyi bazisa Ms-nek. o

A maximélis silyu kozos fiiggetlen halmaz sulyara is megéllapithatunk egy for-
mulat. (Fekete Zsolt és Makai Marton doktorandusz hallgatok segitségét a bizonyitas
kidolgozasaban eztton is kdszonom.)

5.8. TETEL. Az S alaphalmazon adott két matroid és egqy c nemnegativ egészértéki
suly-fiigguény. A mazximdlis sulyd kézos fiiggetlen halmaz sulya egyenlé a min{ry(c1)+
ro(ce) i1+ o =c,c0 > 0,00 > 0,¢; egész } értékkel.

Biz. Legyen F kozos fliggetlen és legyen ¢; > 0, co > 0 olyan, hogy ¢ + ¢y = ¢. Ekkor
c(F) =c1(F) 4 co(F) < ri(er) + ra(ca), amibdl a max < min irdny kovetkezik.

A forditott iranyhoz azt fogjuk megmutatni, hogy létezik c-nek egy olyan cq,cy
egészértékll, nemnegativ felbontasa valamint egy F' kozos fliggetlen halmaz, melyekre
F maximalis ¢;-stlyu fiiggetlen halmaza M;-nek (i = 1,2).

Feltehetjiik, hogy minden elem c-stilya szigorian pozitiv és egyik matroidban sincs
hurok elem. (Miért?) Legyen R := max(r1(S),72(S5)) + 1 és S’ egy R elemii halmaz,
amely diszjunkt S-t6l. Legyen M;" (i = 1,2) az a matroid, amelyet gy kapunk, hogy
az M; és az S'-n vett szabad matroid direkt Osszegét R-rel csonkoljuk. Terjessziik ki
a c-t az S U S'-re gy, hogy az S’ elemein legyen ¢ azonosan nulla. Kénnyen latszik,
hogy M -ban egy R elem{l B halmaz akkor és csak akkor bazis, ha BN S fiiggetlen
M;-ben, és ekkor persze ¢(B) = ¢(B N S). (Specidlisan S’ nulla silyt bézis.) Ennek
megfeleléen M; és M, maximalis sulyu kozos fliggetlen halmazanak a silya egyenld
az Mt és M, matroidok maximalis stlyt kozos bdzisdnak a silyaval.

Az (B.1) kovetkezmény szerint létezik egy olyan kozos B bézis és ¢y, co egész fel-
bontdsa a kiterjesztett c-nek, hogy B maximélis ¢;-stilyt bazisa M; -nak.

5.9. Allitas. ¢ (1 = 1,2) wvdlaszthato olyannak, hogy S' elemein azonosan nulla.

Biz. Kimutatjuk, hogy S’ minden elemének c; értéke ugyanaz. Az R érték valasztasa
miatt B NS’ nemiires. Az S — B sem lehet iires, vagyis B nem lehet teljesen S’-ben,
mert akkor egyrészt ¢(B) = 0 volna, ugyanakkor amiatt, hogy minden S-beli elem
c-sulya pozitiv, és nincs hurok elem, létezik pozitiv sulyd kozos béazis. A B ezen
elhelyezkedése miatt elég kimutatnunk, hogy egy B N S’-beli = elem és egy S’ — B-
beli y elem c¢q-sulya megegyezik. Miutan B — x + y egy masik kozos bazis, kapjuk,
hogy c1(y) < e1(z),c2(y) < co(z), amibél ¢1(x) + ca(x) = 0 = ¢1(y) + c2(y) miatt
c1(y) = c1(x) kovetkezik. o
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Feltessziik tehdt, hogy ¢ és co azonosan nulla az S’ elemein. Ebbdl kovetkezik,
hogy minden x € S N B elemre ¢;(x) > 0, hiszen egy y € S’ — B elemre B — z + y
bazisa M; -nak, és ezért c;(z) > ¢;(y) = 0.

Legyen most x € S — B egy olyan elem, amelyre, mondjuk, ¢, (z) negativ. Noveljik
¢1(x)-t nulldra, co(x)-t pedig csokkentsiik ¢(x)-re. B tovabbra is maximalis silyt bazis
marad M, -ban, hiszen egy bazison kiviili elemen csokkentettiik a stlyt. B maximalis
stlyti bazis marad M; -ban is, hiszen B minden elemének a c;-stilya nemnegativ és
egy negativ silyd elem silyat noveltiik nullara.

Ilyen modositasokkal elérhetjiik, hogy ¢; nemnegativ. Kapjuk, hogy ¢;-nek az S-
re valé ¢;|S megszoritasara nézve az ' := B NS kozos fiiggetlen halmaz maximaélis
maximalis ¢;|S-sulyu fiiggetlen az M; matroidban. e e

J. Edmonds tovabbi érdeme, hogy mind a silyozatlan, mind az altalanos silyozott
esetre kidolgozott egy polinomialis futasideji algoritmust, amely egyuttal a tételeinek
bizonyitasara is hasznalhato.

Az Edmonds féle eredeti sulyozott matroid-metszet tétel a fentebb szereplonél
joval bonyolultabb, igy nem csoda, hogy Edmonds stilyozott metszet algoritmusa (és
helyességének bizonyitasa) pedig kiilonésen az. A nehézség {6 forrdsa abbdl ered, hogy
szemben az eredeti Egervary tétellel, az idevonatkozé dualis problémat csak megle-
hetésen bonyolult alakban sikeriilt megadni. A fenti sily-szétvagds min-max tétel
nemcsak egyszerii alaki, de lehetdséget teremtett egy viszonylag egyszertien megfo-
galmazhat6 és igazolhaté silyozott matroid metszet algoritmus megadasara [[0]. Ez
az algoritmus a Magyar Moddszer nagyfoku és direkt altalanositasanak tekintheto.

6 SZUBMODULARIS MODELLEK

6.1 Szubmodularis aramok

A stlyozott matroid metszet tétel és a ra vonatkozd algoritmus szamos nehéz dolog
megoldésat tette lehet6vé (példaul az elébb felsorolt graf optimalizélasi feladatokét).
De azért nem mindent! Nézziik példaul azt a feladatot, amikor egy iranyitott grafot
kell erésen Osszefiiggévé tenniink minimalis szamu, vagy altalanosabban, minimalis
0sszkoltségli élének Osszehuzasaval. Egy masik természetes feladat a kovetkezo: Ha-
tarozzunk meg egy iranyitott graf minimalis Osszkoltségii részgrafjat, amelyben egy
meghatarozott gyokérponttél minden mas cstcsba vezet k pontdiszjunkt 1t.

Ezek a feladatok mar a sulyozott matroid metszet probléma segitségével sem old-
haték meg. Kifejlesztettek azonban egy még altalanosabb keretet, amely magaban
foglalja a silyozott matroid metszet problémat és a minimalis koltségli folyamok
problémat is. Ez pedig a szubmodularis aramok fogalma, amelyet Edmonds és Giles
vezetett be 1976-ban [[].

Legyen D = (V, E) iranyitott graf és b : V. — Z egy keresztezé szubmoduldris
fuggvény, azaz b(X) +b(Y) > b(X NY) + b(X UY) fenndll minden olyan X,Y C V
halmazparra, amelyre X NY és V — (X UY) egyike sem {iires. Legyen f és g a
digraf élhalmazan értelmezett egészértékli also illetve felsé korlat. Egy x : F —
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R vektort szubmodulédris dramnak hivnak, ha 0,(Z) — §,(Z) < b(Z) minden Z C
V' halmazra fennall. A szubmodulédsirs aram megengedett, ha f < =z < g. Ha
b azonosan nulla, visszajutunk a kozonséges aram fogalmahoz. FEdmonds és Giles
tobbek kozott megmutatta, hogy a szubmodularis aramok poliédere egész. Hoffman
B.6 megengedettségi tétele is szépen dtmegy szubmoduldris dramokra [[1].

6.1. TETEL. Teljesen szubmodularis b esetén akkor és csak akkor létezik egészértéki
megengedett szubmodularis aram, ha

0r(A) = d4(A) < b(A) (36)
fenndll minden A C V -ra.

Megjegyzendo, hogy ez az eredmény nem csak Hoffman tételét foglalja magaban,
hanem Edmonds matroid metszet tétele is kozvetleniil adodik. Szubmodularis aramok
segitségével sikertilt el6szor levezetni az alabbi szeparacids tételt [I1], amely a klasszi-
kus konvex-konkéav elvalasztasi tételek diszkrét ellenparjanak tekintheto.

6.2. TETEL. Legyen S alaphalmaz, p* : 2% — Z U {—oc} szupermoduldris fiigguény
és b* 1 25 — Z U{oc} szubmoduldris fiigguény, melyekre p*(0) = b*(0) = 0 és p* < b*.
Ekkor van olyan egészértékii m moduldris fligguény, amelyre p* < m < b*. Mdszoval,
az {x : x(A) < b*(A) minden A C S-re, x(S) = 0} és az {z : x(A) > p*(A) minden
A C S-re, x(S) = 0} poliéderek metszete akkor és csak akkor tartalmaz egész pontot,
ha p* < b*.

Kideriilt, hogy a Magyar Mddszer alapgondolatai még ilyen altalanos kortilmények
kozé is atviheték. Evvel kapesolatosan az egyik elsé dolgozat [2] egy olyan eljarast ir
le, amely specialis esetként magaban foglalja az eredeti Magyar Mddszert, annak Ford-
Fulkerson féle minimalis koltségli folyamokra vald kiterjesztését és a fentebb emlitett
stulyozott matroid metszet algoritmust is. Segitségével oldhaté meg algoritmikusan a
digraf erésen Osszefliggdvé tevésének elobb emlitett problémaéja, vagy az az érdekes
kérdés, hogy egy iranyitatlan grafot mikor és miként lehet k-szor élosszefiiggdvé
iranyitani, sot e feladatnak még az a koltséges valtozata is kezelhetd, amikor min-
den él lehetséges két iranyanak koltsége kiillonbozo, és célunk a minimalis koltségi
k-€losszefiiggo iranyitast megkeresése.

6.2 Még tovabb

Barmennyire is altalanos ez az elmélet, az osszes ilyen tipusi eredmény azonban még
ebbe sem fér bele. Példaul 1995-ben Jordan Tiborral bebizonyitottunk egy min-
max formulat arra vonatkozélag, hogy egy irdnyitott grafot hany 1j él hozzaadasaval
lehet k-szor pontosszefliggévé tenni [[2]. Ennek megfogalmazasa érdekében legyen
D = (V, A) egyszerii iranyitott graf és tegyiik fel, hogy a k < |V| — 1. A V diszjunkt
nemiires részhalmazaibdl all6 (X,Y) parra legyen A(X,Y) = |V — (X UY)|. Azt
mondjuk, hogy (X,Y) egyirdnyt, ha nem megy él X-bél Y-ba, azaz §(X,Y) = 0,
ahol §(X,Y) jeloli altalaban az X-bél Y-ba vezeté élek szamat jeloli.
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A Menger tétel segitségével nem nehéz kimutatni, hogy egy DT = (V, A1) irdnyitott
graf akkor és csak akkor k-Osszefiiggd, ha h(X,Y") > k fenndll minden (X, Y) egyirdny
parra. Definidljuk egy (X,Y) par hidnyat: pp;(X,Y) = (kK — h(X,Y))", ha (X,Y)
egyiranyt és := 0 kiilonben. Vildgos, hogy pni(X,Y) = (k — kd1(X,Y) — h(X,Y))"
minden (X,Y) parra fenndll. Diszjunkt részhalmazokbdl allé6 parok egy F csaladjat
akkor nevezziik fiiggetlennek, ha F barmely két (X,Y), (X', Y’) tagjara az X N X' és
Y NY’ halmazok egyike legalabb iires.

6.3. TETEL ([12]). A D = (V, A) irdnyitott grdf akkor és csak akkor tehetd legfel-
jebb v 1y él hozzdaddsdval k-dsszefiiggové, ha

D n(X, V) (X,Y) € F) <~ (37)
fenndll minden egyirdnyd pdrokbol dllo figgetlen F csalddra.

A [12] dolgozat valéjdban egy ennél jéval altalanosabb, szupermoduléris fiiggvé-
nyekre vonatkozo eredményt mutat be, amelynek szamos egyéb kovetkezménye van,
egyebek kozott Gyori Ervin egész tavolinak latsz6, nehéz min-max tétele fiiggdlegesen
konvex vizszintes és fiiggoleges szakaszok altal hatarolt sikbeli tartoméany minimélis
szamu téglalappal torténo fedésérol. Sajnos a bizonyitas nem konstruktiv, és mind
a mai napig nem tudjuk, hogy miként lehet algoritmikusan az Osszefliggdség novelés
feladatat hatékonyan megoldani.

Van itt még egy tujszert jelenség. A Magyar Mddszernek a minden kordbban
emlitett kiterjesztésénél lehetséges volt a stlyozott esetek kezelése is. Az Osszefliggdség
novelésénél azonban a silyozott valtozat altalanossagban NP-teljes, és csak arra az
esetre van megfelel6 eredményiink, amikor a sulyfliggvény specidlis alaki: egy pont-
sulyozas indukélja.

A kérdés fennmarad: létezik-e ezen tételnek és a szubmodularis aramok elméletének
kozos altalanositasa. Egy masik, nagyobb lélegzetii kutatasi irany annak feltaras,
hogy a szubmodularis aramok elméletét és a parositasok elméletét be lehet-e vonni
valamiféle kozos ernyd ala.

Osszefoglalva megallapithaté, hogy Egervéry tétele és az arra adott bizonyftdsanak
gondolata, bar egy szlik oldalon leirhatd, egy szertedgazd elméletnek lett kiinduld
pontja. Az egész kérdéskor azért tlinik kolonosképp vonzénak, mert gyakorlati kér-
dések, algoritmikus és tisztan elméleti vizsgalatok metszéspontjaban all, mert szamos
kordabban reménytelennek tiin6é probléma valt kezelhetové altala, és mert még mindig
nem kevés izgalmas nyitott probléma forrasa.
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