A7 EUKLIDESZI TER AXIOMATIKUS FELEPITESE

A matematikiban vizsgilt objektumok &altaldban halmazok, melyek el vannak
latva valamilyen struktiraval. A struktara sokféle lehet. Lehet példaul egy miive-
let a halmazon, egy rogzitett relacié, részhalmazok egy kitiintetett rendszere, eset-
leg ilyenek kombinacioja. Ahhoz, hogy a vizsgalt objektumokroél lehessen valamit
mondani, fel kell tenni, hogy a struktirat megadd elemek eleget tesznek bizonyos
alaptulajdonsidgoknak, axiomaknak. A struktira Osszes tovabbi tulajdonsigat az
axiomakbol kiindulva, a logika szabalyait felhasznalva kell levezetni.

Az euklideszi geometridat ugyanezen séma szerint lehet felépiteni. A geomet-
ria volt az els6 teriilete a matematikinak, ahol az axiomatikus modszer Euklidesz
munkassidga nyoman megjelent. Euklidesz (i.e. 300 koriil) Sztoikhea (Elemek) c.
miive a geometria axiomatikus alapokra helyezésérél kiemelkedd szellemi alkotés,
de a mai matematikai elvirdsoknak Euklidesz axi6émarendszere nem tesz eleget.
A geometria axiomatikus megalapozasanak els6 modern szemléletii feliilvizsgalata
Hilbert (1862-1943) nevéhez fiiz6dik, aki ezirdnytu kutatasainak eredményeit a Die
Grundlagen der Geometrie c. miivében Gsszegezte. Az alabbiakban az euklideszi
tér Hilbert -féle axidémarendszerét ismertetjiik.

Az euklideszi tér Hilbert-féle axiomarendszere.

Azt mondjuk, hogy az X halmaz el van litva egy euklideszi tér struktirival,
ha adottak rajta az aldbbiakban leirt £, S, R és = struktiraelemek, melyek eleget
tesznek a felsorolt axiémaknak.

(a) £ C P(X) részhalmazrendszer, melynek elemeit egyeneseknek fogjuk hivni.

(b) & C P(X) részhalmazrendszer, melynek elemeit sikoknak fogjuk hivni.

€ és S elemeire teljesiilniiik kell az aldbbi illeszkedési axiéméaknak:

I,. Minden e € £ tartalmaz legalabb két pontot.
I,. Barmely két kiilonb6z8 P, () € X ponthoz létezik egyértelmiien egy e € £ egye-

nes, melyre {P,Q} C e.

Is. Minden S € § siknak van hidrom olyan pontja, mely nincs rajta egy egyenesen.

I4. Haa P,Q, R € X pontokhoz nem létezik olyan e € £ egyenes, mely mindhirom
pontot tartalmazza, akkor létezik egyértelmtien egy S € S sik, melyre {P,Q,
R} CS.

Is. Hae € £ és S € S legalabb két pontban metszik egymast, akkor e C S.

Is. Ha az 51,55 € S sikok metszete nem iires, akkor a metszetnek legalabb két
pontja van.

I7. Van X-ben négy olyan pont, melyek nincsenek egy egyenesen és nincsenek egy
sikban.

(c) R C X x X x X egy haromvaltozos relacio. (A4, B,C) € R teljesiilése esetén
azt fogjuk mondani, hogy B az A és C kozott van. Az R relaciora teljesiilni kell az
alabbi rendezési axiémaknak:

IT;. (A,B,C) € R esetén A, B,C egy egyenesen fekvd, kiilonb6z6 pontok és
(C,B,A) € R is fennall.
IT,. Barmely két kiilonb6z6 A # B ponthoz van olyan C pont melyre (4, B,C) € R
II5. Az (A,B,C) € R, (B,C,A) € R és (C, A, B) € R relaciok koziil legfeljebb az
egyik teljesiil.
Miel6tt kimondanank az utolsé rendezési axiomat, definidljuk az (AB) nyilt sza-
kaszt , mint a {C € X | (4,C, B) € R} ponthalmazt.
I14. (Pasch-axiéma) Ha A, B,C € X nincsenek egy egyenesen és e € £ egy olyan
egyenes az A, B,C pontok sikjaban, mely nem megy at az A, B,C pontokon,
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akkor e az (AB), (BC), (CA) szakaszok koziil vagy egyiket sem metszi, vagy

legalabb kettst metsz koziiliik.

A rendezési axiomakat kovetGen mar bevezethetSk az olyan fogalmak, mint a
félegyenes, félsik, féltér, konvex halmaz, konvex burok, szdgvonal, szé6gtartomany,
sokszdgvonal, sokszogtartomany.

(d) = egy ekvivalencia-relaci6 a szakaszok illetve szégtartomanyok halmazan.
Az egymassal relacioban all6 szakaszokat illetve szogtartomanyokat kongruensek-
nek, vagy egybevigoknak nevezziik. Az = relacionak eleget kell tennie az alabbi
egybevigosagi axiomaknak.

ITI;. Ha a egy szakasz, e, egy O kezdSpontu félegyenes, akkor egyértelmtien létezik
egy olyan P € e pont, melyre (OP) = a.

IlI,. Ha (A,B,C) € R és (A',B',C") € R, valamint (AB) = (A’'B’) és (BC) =
(B'C"), akkor (AC) = (A'C").

ITI3. Ha « egy konvex szogtartomany, e egy O kezd&ponti félegyenes, S egy félsik,
melynek hatiregyenese az e, egyenes, akkor egyértelmiien létezik egy olyan O
kezd6ponta f, € S félegyenes, melyre az e U f, szogvonalhoz tartozé konvex
szogtartomany kongruens a-val.

IT1y. Ha az ABC és A'B’C’ haromszogekre teljesiil, hogy (CA) = (C'4’) és (CB) =
(C'B’) tovabba az ABC haromszdg C cstcsanil fekvé konvex szdgtartomany
kongruens az A’B’C’ haromszég C' csiicsanél fekvs konvex szégtartoménnyal,
akkor az ABC haromszog A cstcsanal fekvd konvex szogtartomany is kongruens
az A'B'C’ haromszog A’ csiicsanal fekvs konvex szogtartomannyal.

Az eddig bemutatott harom axiémacsoporthoz még két axidémat vesziink hozza.

Definicié. Az e € £ egyenes egy e = e; U es felbontasat Dedekind-féle szeletnek
vagy Dedekind-féle felbontasnak nevezziik, ha e, e nem fiires, diszjunkt halmazok,
melyekre A, B € e; és (A,C, B) € R esetén C € ¢; is teljesill (i = 1,2).

IV. Folytonossagi axioma. Minden e = e; U ey Dedekind-féle felbontashoz létezik

olyan Pce, P# A€ ey, P # B € ey esetén (A, P,B) € R.

Megjegyezziik, hogy az egybeviagdsigi axidmékat kovetGen csak arra van lehe-
t6séglink, hogy szakaszokat illetve szogtartomanyokat nagysaguk szerint Gsszeha-
sonlitsunk, nem tudjuk viszont a szakaszok és szogtartomanyok nagysagat valos
szammal mérni. A folytonossagi axidoma segitségével azonban méar bevezethets egy

d: X xX >R

tavolsagfiiggvény a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

e d(A,B) > 0, és egyenlgség csak A = B esetén 4ll fenn;

e d(A,B) =d(B,A);

e d(A,B)+d(B,C) > d(A, C) és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha (4, B,C) €

R, vagy B egybeesik az A, C pontok valamelyikével;

e d(A,B) =d(C, D) akkor és csak akkor, ha (AB) = (CD).

Hasonl6an megadhatd egy nemnegativ valos értékeket felvevs szogmérték fiigg-
vény a szogtartoméanyok halmazéan azzal a tulajdonsaggal, hogy két szogtartomény
pontosan akkor egybevagd, ha szogmértékiik megegyezik, tovabba, ha egy szogtar-
tomanyt két szogtartoményra bontunk egy cstcsbél kiindulé félegyenessel, akkor a
szogtartomany szogmértéke a két kisebb szogtartomany mértékének Osszege.

V. Parhuzamossagi axioma. Ha S egy sik, P € S egy pont, e C S egy egyenes,

P ¢ e, akkor legfeljebb egy olyan P-n 4tmend S-beli egyenes van, mely e-t nem

metszi.



Ezzel az euklideszi tér axiémainak felsorolasat befejeztiik.

A parhuzamossagi axioma jellegét tekintve egy illeszkedési axioma, kiilonvalasz-
tadsanak torténeti oka van. Euklidesz tigy gondolta, hogy geometriai rendszere a
minket koriilvevs fizikai tér pontos leirasira szolgal. Axidémarendszerének kialaki-
tasakor igy fontos szempont volt, hogy axiémainak teljesiiléséhez a fizikai térben ne
férhessen kétség. Euklidesz ugyan nem a fent ismertetett axiémakat hasznélta, de
néla is volt egy axidéma, az 6tddik posztulatum, mely lényegében a parhuzamosségi
axidémaéval egyenértékl. Kortarsai kritizaltdk Euklideszt az 6t6dik posztulatum mi-
att. Az volt a véleményiik, hogy az 6t6dik posztulatum sokkal bonyolultabb, mint
a tobbi axiéma, s ezért teljesiilése a valos vildgban nem annyira nyilvanvalé, mint a
tobbi axi6éméé illetve posztulatumé. Kétezer éven at tobb matematikus is megpro-
balta az 6todik posztuldtumot bebizonyitani a tobbi axiémabol, &m sikerteleniil.
Ma mar tudjuk a sikertelenség okat: A parhuzamossigi axioma fiiggetlen a tobbi
axiomatol. Akkor is egy konzisztens axiémarendszerhez jutunk, ha a parhuzamos-
sagi axiéma helyett annak tagadasat tekintjiik axiomanak. Az igy moédositott axi-
6marendszernek is van modellje, az igynevezett hiperbolikus tér, mely geometriai
szempontbo6l éppoly érdekes és gazdag, mint az euklideszi tér. Ez a donté felismerés
Bolyai Janosnak (1802-1860) és Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkijnek (1792-1856)
koszonhetd.

Az £,S, R, = struktiraelemekkel ellatott X halmazt abszolit térnek nevezziik,
ha teljesiilnek ra az illeszkedési, rendezési, egybevigdsigi és folytonossigi axiéméak.
Egy abszoluat tér lehet euklideszi vagy hiperbolikus attél fiiggéen, hogy benne a par-
huzamossagi axiéma teljesiil-e vagy sem. Az abszolit geometria mindazon tételek
gytjteménye, melyek minden abszolit térben igazak.

A kozépiskolas geometridban tanult tételek mind levezethet6k az euklideszi tér
axidmaibol, s6t egyes tételek koziiliikk abszolutak. Az abszolit, majd abbdl elagazva
az euklideszi és hiperbolikus geometria axiomatikus felépitése sok munkaval jaro,
idGigényes feladat. A "szemléletesen magatol értet6dé’tételek szigord axiomati-
kus bizonyitdsa néha komoly Gtleteket, néha szérszilhasogatd esetszétvalasztasokat
igényel. Idé hidnydban nem fogjuk bejarni az axiomatikus utat. Az érdekl§ds
olvas6 szdmara az alabbi irodalom olvasisat javasoljuk. A legfontosabb abszolut
geometriai tételek bizonyitasa megtaldlhaté Strohmajer Janos A geometria alapjai
c. egyetemi jegyzetében. Az euklideszi geometridnak a kozépiskolds geometridnal
bévebb kifejtését taldljuk Hajos Gyorgy Bevezetés a geometridba c. konyvében. A
hiperbolikus geometria megismeréséhez legtisztabb forras Bolyai Janos Appendixe,
melyet feldolgoz Strohmajer Janos emlitett jegyzete is.

A tovabbiakban a kozépiskolai geometriara tdmaszkodva az euklideszi tér vekto-
raival, a rajtuk értelmezett miiveletekkel fogunk foglalkozni.

VEKTOROK AZ EUKLIDESZI TERBEN

Vektorok bevezetése, 0sszeadas, szorzas szammal.

Tegyiik fel, hogy az X halmaz el van latva egy euklideszi tér struktiraval. Ekkor
X-ben teljesiilnek a kozépiskoldban tanult tételek. Az euklideszi tér vektorainak
definicidja, a vektorok Gsszeadasa és valds szdmmal vald szorzasa kozépiskolai tana-
nyag. Itt csak néhany megjegyzést és kiegészitést szeretnénk fiizni a kozépiskolaban
tanultakhoz.

A vektorokat absztraktan a kovetkez6 modon lehet bevezetni. A pontparok
X x X halmazan bevezetiink egy ~ ekvivalencia-relaciot ugy, hogy (A4, B) ~ (C, D)
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pontosan akkor teljesiil, ha az AD és BC szakaszok felez6pontja egybeesik. Az
(A, B) pontparnak egyértelmtien megfeleltethets az A kezd6pontt, B végpontu ira-
nyitott szakasz, ~ pontosan azt fejezi ki, hogy a pontparoknak megfelel§ iranyitott
szakaszok egyenld hossztiak és ha ez a hossz nem nulla, akkor azonos irdnytak is.

Definicié. A ~ relacié ekvivalencia-osztalyait vektoroknak nevezziik. A vekto-

rok halmazat jeloljiikk V-vel. Az (A, B) par ekvivalencia-osztalyéara az AB jelolést
hasznaljuk.

Az (A,B) — AB hozzérendelés definil egy X x X — V faktorleképezést, mely
a kovetkez$ tulajdonsaggal bir. Minden O € X pontra az A — (ﬂ leképezés

bijekciéo X és V kozott. Az (ﬁ vektort az A pont helyvektoranak nevezziik az O
kezd&pontbdl.

Definicié. Egy a vektor hosszdn az |a| = d(O, A) szamot értjiik, ahol az 04 = a.

Aza= ﬁ ésb = @ 0-t61 kiilonb6z6 vektorok szége az O kezd6pontiit OA és OB
félegyenesek altal meghatarozott konvex szégtartomany mértéke.

Definici6é. Ha a,b € V két vektor, akkor valaszthatunk olyan A, B,C € X pon-
tokat, melyekre a = zﬁ, b = B? Ko6nnyen lathato, hogy a ¢ = AC' vektor nem
fiigg az A, B,C pontok valasztasatol. A c vektort az a és b vektorok Osszegének
nevezziik.

Az Gsszeadasra teljesiilnek az alabbi azonossagok:

e (a+b)+c=a+ (b+c) (asszociativitas);

o Létezik egy olyan O vektor, nevezetesen 0 = ﬂ, melyra 0 +a=a+0 = a
tetszbleges a € V esetén;

e Minden a vektorhoz létezik egy —a € V vektor, melyre a+ (—a) = (—a)+a = 0.
Ezt a harom tulajdonsagot ugy Gsszegezhetjiik, hogy (V, +) egy csoport. Mivel

pedig az

eat+b=b+a

azonossag is fennall, (V,+) egy kommutativ csoport.

Definici6é. Legyen a = fTB) egy tetszsGleges vektor, A € R egy tetszbleges valos
szam. A )Aa vektort definidljuk a kovetkezSképpen.

Ha A = 0 vagy a = 0, akkor legyen Aa = 0.

Ha X # 0 és a # 0, akkor A > 0 esetén legyen C az a pont, melyre AC = A\AB
és (B,A,C) ¢ R, X < 0 esetén pedig legyen C az a pont, melyre AC = —\AB és
(B, A,C) € R, \a pedig legyen az AC vektor.

A valés szammal valé szorzés legfontosabb tulajdonsagai a kévetkezdk:
AMa+b)=Xa+ b VAeR a,beV.

A+pa=Xa+pua VA, peR acV.

(Au)a=A(pa) VApeR acV.

la=a VaeV.

Az G6sszeadasra és a szammal szorzasra felsorolt azonossagok egyiittesen azt feje-
zik ki, hogy V e miiveletekre nézve egy vektortér a valés szamok teste felett. Ezen
a ponton tehat a geometria Osszefonddik a lineéris algebraval. A vektorterek egyik
legfontosabb invaridnsa a dimenziéja. Ha A, B,C,D € X négy nem egysikd pont,
akkor belathatd, hogy az ﬁ, @, ﬁ vektorok a V vektortér egy bazisat alkot-
jak, tehat V egy haromdimenziés vektortér. Az egyenesek és sikok £ és S rendszere



leirhat6 V' vektortérstruktiraja segitségével: Ha Y C X egy halmaz, O € Y egy
tetszéleges pont, akkor Y pontosan akkor egyenes illetve sik, ha az OA, A € Y
alaki vektorok halmaza a V-nek egy illetve kett6 dimenzids linearis altere.

Skalaris szorzas.
Az a,b € V vektorok skalaris szorzata egy (a,b) valos szam, melyet az alabbi
moédon hatidrozunk meg.

Definicié. Legyen a = ﬁ, b = O? két tetszGleges vektor. Ha a = 0 vagy b = 0,
akkor legyen (a,b) = 0. Ha a # 0 és b # 0 akkor legyen (a,b) = |a| |b| cos~y, ahol
v az a és b vektorok altal bezart szog.

Tétel. A skaldris szorzdsra teljesiilnek az aldbbi tulajdonsdgok:
(Z) <a1+a27b> <a13b>+<a27b>;
(i3) (b,a1 +az) = (b,a1) + (b, az);
(iii) (Aa,b) = A(a,b) = (a, Ab);
(v) (a,a) > 0 és egyenldség csak a = 0 esetén dll fenn;
(vi) (a,b) = 0 akkor és csak akkor, ha a és b merdleges vektorok, vagy egyikik
nullvektor.

Az (i), (ii), (iii) tulajdonsagok egyiittese azt jelenti, hogy a skalaris szorzas egy
bilinedris fiiggvény, vagy bilinearis forma. A (iv) tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a
skalaris szorzas egy szimmetrikus bilinearis fiiggvény. Végiil az (v) tulajdonsag azt
jelenti, hogy a skaléris szorzas pozitiv definit.

Bizonyitds. A (iii)-(vi) tulajdonsagok a definici6 trividlis kovetkezményei, a szim-
metria miatt (i) és (ii) koziil elég (i)-t bizonyitani.

Az (i) egyenl@ség bizonyitasadhoz elGszor vegyiik észre, hogy minden b vektor
felirhat6 b = Abg alakban, ahol A = |b|, by pedig egy egységvektor. Ha be tudjuk
latni az

(a1 + a2, bo) = (a1, bo) + (az, bo)

egyenl6séget, akkor ezt A-val beszorozva a (iii) felhasznalasaval adodik (i). Elegendd
tehat (i)-t arra az esetre beldtni, amikor |b| = 1.
A b-re mergleges vektorok a V-ben egy kétdimenzids

W ={aecV|(ab)=0}

linearis alteret hataroznak meg. Minden x vektor egyértelmtien bonthat6 fel egy
b-vel parhuzamos és egy b-re mersleges vektor Gsszegére. Ebben a felbontisban a
b-vel parhuzamos komponens (x,b)b. Bontsuk fel ily moédon az a;, a; és a; + a
vektorokat:
a; = (a1, b)b + wy,
a; = (az, b)b + wy,
a; +as = (a1 + as, b>b + W3,

ahol w1, wy, w3 € W. Ha az els6 két egyenlGséget 6sszeadjuk, az a; + as egy masik
elgallitasat kapjuk egy b-vel parhuzamos és egy arra mergleges vektor Osszegeként:

a; +as = ((al,b> + (a2,b))b + (W1 + Wg).

Mivel azonban egy vektor b-vel pArhuzamos és b-re meréleges komponensekre bon-
tasa egyértelmi,
<a1 + a2ab> = <a17b> + <32,b>



és
W3 = W1 + W3
kell hogy teljesiiljon, amivel az 4llitdst belattuk. O

A bilinearis fiiggvényekrdl altalaban.
Tegyiik fel, hogy V egy tetszlleges véges dimenzids vektortér az F test felett.

Definici6é. Egy
{L,}:VxV >F

(a,b) — {a, b}

leképezést bilinearis fiiggvénynek vagy bilinearis formanak neveziink, ha teljesiti az
(i) {a1 +az,b} = {ai,b} + {as,b},

(ll) {b, a; + a2} = {b7 al} + {b7 a2},

(iii) {Aa,b} = A{a,b} = {a, Ab}
azonossagokat minden aj,as, b € V-re és A € F-re. Azt mondjuk, hogy {, } szim-
metrikus bilinearis fliggvény, ha a fentieken kiviil az

(iv) {a,b} = {b,a} azonossagnak is eleget tesz.

Ha ey,...,e, a V tér egy bazisa, akkor a g;; = {e;, e;} szorzatokbol Gsszeallit-
hatunk egy
gii --- Yin
e=|: o
gn1 --- Gnn
matrixot, melyet a {, } bilinedris fiiggvény e, ..., e, bazisra vonatkozé matrixanak
neveziink.
Valamivel altaldnosabban, ha fi,...,fy egy tetsz6leges vektorrendszer V-ben,
akkor az {f;,f;} szorzatokbol Gsszeéllitott
{fi,f1} ... {fi,fn}
a=|
{fn,f1} ... {fn,fn}
matrixot az fy,...,fy vektorrendszer Gram-méatrixanak nevezziik a {, } bilinearis

szorzasra nézve.

Allitas. A {,} bilinedris fiigguényt egyértelmiien meghatdrozza, ha ismerjik egy
adott bdzisra vonatkozo mdtrixzdt.

Bizonyitds. Ha eq,...,e, a V tér egy bazisa, G = (g;;) a {,} bilineéaris fiigg-
vény matrixa az e;,...,e, bazisra nézve, x,y € V két tetsz6leges vektor, akkor
a {x,y} kiszamolasahoz allitsuk el az x és y vektorokat a bazisvektorok linearis
kombin4cidjaként x = Y, z'e; illetve y = ), y’e; alakban. Ekkor a bilinearitas
felhasznalasaval a {x,y} szorzatra a kovetkezd adodik:

{x,y} :{E miei, E yjej} = E l'iyj{eiaej} = E l'ingij,
{ J 1,5 1,7
ami bizonyitja az allitast. [

Az allitas egy altalanos kovetkezménye, hogy egy bilinearis fiiggvény tulajdon-
sagai tiikr6z6dnek matrixdn. Erre példa a kovetkezd két allités.
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Allitas. Egy bilinedris fiiggvény pontosan akkor szimmetrikus, ha valamely bdzisra
vonatkozo mdtriza szimmetrikus. [J

Definicié. Egy {, } bilinearis fiiggvényt nemelfajulénak neveziink, ha az {a,b} =0
egyenl@ség csak akkor allhat fenn minden b-re, ha a = 0.

Megjegyezziik, hogy ha V egy valés vektortér, {, } pedig egy pozitiv definit szim-
metrikus bilinearis fiiggvény, akkor {, } nemelfajul6. Valoban, ha {a,b} = 0 minden
b-re, akkor {a,a} = 0 is fennall, ami a pozitiv definitség miatt csak tugy lehetsé-
ges, ha a = 0. Mivel a pozitiv definitség nem értelmezhetd tetszGleges test felett,
a nemelfajultsdgot tekinthetjiik a pozitiv definitség egy olyan gyengitésének, mely
tetszéleges test felett értelmes.

Tétel. Egy {,} bilinedris forma pontosan akkor nemelfajuld, ha valamely bdzisra
vonatkozo mdtrizdnak determindnsa nem Q.

Bizonyitds. Legyen G = (g;5) a {, } bilineéaris forma matrixa az ey,...,e, bazisra
vonatkozoan. {, } pontosan akkor elfajulo, ha taladlunk olyan a # 0 vektort, melyre
{a,b} = 0 minden b € V-re. Mivel V minden eleme el6all a bazisvektorok linearis
kombinaciojaként, az a feltétel, hogy {a,b} = 0 minden b € V-re, egyenértékii
azzal, hogy {a,e;} =0 j =1,...,n-re. A nullvektortoél kiilonb6z6 vektorok a ba-
zisvektorok nemtrivialis linearis kombinacioi, tehat {, } akkor és csak akkor elfajulo,
ha talalunk olyan Al,..., A" nem mind 0 szdmokat, melyekre

{Z)\iei,ej} = ZA"gij =0 (j=1,...,n).

Ez utobbi feltétel azt jelenti, hogy a G métrix sorai linearisan Osszefiiggnek. A
line4ris algebra egy ismert tétele szerint pedig egy maétrix sorai pontosan akkor
linearisan Osszefiiggdk, ha determininsa 0. [

Dualis bazisokrdl altalaban.

Ha V egy véges dimenziés vektortér az F test felett, jelolje V* a V dualis te-
rét. Emlékeztetiink ra, hogy V* a V-b6l F-be mend linearis fiiggvények vektortere.
V minden bézisa kijelol egy béazist V*-ban. Nevezetesen, ha e;,...,e, a V egy
bézisa, akkor bevezethetSk azok az I' linearis fiiggvények, melyekre li(ej) = 5;:,
ahol 6;: az un. Kronecker-szimbdélum: 5;: =1,hai=jés 5;: =0hai#j. Azl
linearis fliggvény jol van definialva, hiszen egy lineéris fiiggvényt egyértelmiien meg-
hataroznak egy bazison felvett értékei. Konnyen lathato, hogy tetszbleges I linearis
fiiggvény egyértelmiien frhaté fel az I linearis fiiggvények linearis kombinaciojaként
a kovetkezd modon:

1= l(e)l".
(2

Az I* fiiggvények tehat bazist alkotnak V*-ban.

Definici6é. Az l',...,I" V*-beli bazist az eq,...,e, bazis duilis bazisinak nevez-
ziik.

Az alabbi allitas nyilvanvalé kévetkezménye a definicioknak.

Allitas. Ha V**-ot a természetes mdodon azonositjuk V-vel, akkor egy V -beli bdzis
dudlis bdzisdnak dudlis bdzisa az eredeti bdzis. [

Tegyiik fel most, hogy V-n adott egy bilinearis forma {, }. Ez megad egy ®; :
V — V* lineéris leképezést oly mddon, hogy ®;y(a) az a linearis fiiggvény, mely



a b vektorhoz a {a,b} szdmot rendeli hozza. A ®(; leképezés magjit az olyan
a vektorok alkotjak, melyekre {a,b} = 0 minden b € V vektorra. ®;; tehat
pontosan akkor injektiv, ha {, } nemelfajul6. Node azonos dimenzi6ju vektorterek
kozott egy linearis leképezés pontosan akkor injektiv, ha bijektiv, s igy belattuk az
alabbi allitast:
Allitas. A @1 : V — V* linedris leképezés pontosan akkor bijektiv, ha {,} nem-
elfajulo.

Ha tehat a V' vektortéren adott egy {, } nemelfajul6 bilinearis fiiggvény, akkor

®, 1 segitségével azonosithatjuk V és V* elemeit. Specilisan, V' egy bazisa dualis
bazisinak megfeleltethetjiik V' egy bazisat.

Definicio6. Legyen {, } egy nemelfajulo bilineéris fﬁggvény V-n. Haey,...,e,aV
egy bazisa, I1,...,I" a dudlis bazis, akkor az €’ = { }(l’) vektorokbol allo V-beli

bazist az ey, .. ., e, bazis {, }-re vonatkozé duélis bazisanak vagy réviden {, }-dudlis
bazisanak nevezzﬁk.

Tétel. Legyen az ey,...,e, bdzis {, }-dudlis bdzisa €',...,e", az e',...,e" bdzis
{, }-dudlis bdzisa f1,...,f,. Ekkor azey,...,e, ésfy,... £, bdzisok egybeesésének
sziikséges és elégséges feltétele, hogy {, } szimmetrikus legyen.

Bizonyitds. Az (e°) bazis duélis bazisdnak vektorait egyértelmtien jellemzik a
{fi7 ej} = 55

egyenldségek. Ha a {,} bilinearis forma szimmetrikus, akkor {e;,e’} = {e/,e;} =
(5‘3, tehat e; = fl

A forditott irdny belatasihoz tegyiik fel, hogy e; = f; minden i-re. Vegyiink
két tetszileges x és y vektort és allitsuk els Sket x = Y, z’e; illetve y = ), y;€°
alakban. Ekkor egyrészt

{x,y} = {Zwez,Zyge’} Zwyg{ez,e}
= Zw yj{fzae } Zm yJ = Z'szi,

masrészt
{y,x} =D wie',> ale;} =) alyfel,e;} =D afyi =) a'y;,
i J 1,4 i,J i

tehat {x,y} = {y,x}. O

A tovabbiakban feltessziik, hogy {,} egy szimmetrikus nemelfajul6é bilinearis
forma.

Definicié. Legyenek ey, ...,e, ésel,... e" {, }-dualis bazisok. Ha x egy tetszéle-
ges vektor, akkor x egyértelmten el6allithatdé mindkét bazis linearis kombincidja-
ként. Azx =), z'e; elGallitasbol adodo !, . . ., 2™ szamokat az x vektores,..., e,
bézisra vonatkozé kontravarians koordinatainak, az x = ), z;e’ elsallitasban sze-
repl§ zq,...,x, szdmokat pedig az x vektor ey, ..., e, bazisra vonatkozo6 kovaridns
koordinatainak nevezziik. A definiciobol vilagos, hogy

zt = {x,e'} és z; = {x,e;}.



Megjegyzések.

A “kontravarians” illetve “kovarians’ jelz6k jelentése “ellentétesen valtozé” il-
letve “egyiitt valtozo”. Az elnevezést a kdvetkezs egyszert tény indokolja: Ha az e;
bazisvektort kicseréljiik a A-szoroséara, akkor az x vektor els6 kontravarians koordi-
nataja az 1j bazisban x'/\ lesz, mig az elsé kovaridns koordinataja az 1j bazisra
vonatkozban Axi.

Erdemes felfigyelni arra, hogy az indexek alulra illetve feliilre helyezése nem vé-
letlenszerti. Ha megfelelGen helyezziik el az indexeket, akkor megfigyelhetjiik, hogy
formulainkban az 6sszegzések mindig olyan indexek szerint térténnek, melyek alsé
és fels6 indexként is el6fordulnak. Azok az indexek melyek vagy csak alul, vagy
csak feliil szerepelnek, az egyenlGségeknek mindkét oldaldn ugyanazon a szinten
kell lenniiik. Ezek a szabalyok egyrészt lehetGséget adnak arra, hogy formulaink
helyességét ellenérizziik, masrészt lehetGséget adnak arra, hogy formuldinkat t6mo-
ritsiik. Helyesen pozicionélt indexek esetén ugyanis a szumma jelek nem hordoznak
informéciot, nélkiiliik is tudjuk, mely indexekre kell 6sszegezni. Ez az tin. Einstein-
konvencié lényege: ha iigyeliink az indexek elhelyezésére, képleteinkbél elhagyhat-
juk a szummakat. Mivel az Einstein-féle képlettomoritést elsGsorban a bonyolult
szdmitasoknal célszerti hasznalni, mi nem fogunk élni vele.

Tétel (ﬁsszefoglaléls). Legyenek ey, ... e, ése', ... e" {,}-dudlis bdzisok, G =
(9i;) = ({ei, e;}) és G = (g%) = ({e',e’}) a bdzisok Gram-mdtrizai. Ekkor
(1) e;=3_; gij€&’ , €' = > 9'e;;
(2) GG =1 (I az egységmdtriz);
(3) Hax =Y ,z'e; =) ,z€' ésy=> ,y'e; =), y;€e', akkor
(a) z; =3, gijx? és at = > g9zj;
(b) x5} =22, R TEDIEATED AT i iy;g”.

Bizonyitds.
(1) Tudjuk, hogy e; felirhat6 a dudlis bazis linedris kombinaci6jaként e; =
> j ij e’ alakban. Ha megszorozzuk ezt az egyenlSséget ej-val akkor a

gir = {€i,er} = Zaij{ejaek} = Qik
J

egyenl6séget nyerjiik, ami bizonyitja (1) els6 felét. (1) maéasik fele az als6 és felsg
indexek szerepcseréjével bizonyithato.
(2) Felhasznalva (1)-t,

€ = Zgijej = Zgijgjkek-
J Jsk
Mivel az e; = ), erk vektort csak egyféleképpen lehet elGallitani az eq,...,e,
vektorok linearis kombinaciojaként > j 9ij g’% = 6F, ami pont azt fejezi ki, hogy a
G és G matrixok egymaés inverzei.

(3) Minthogy z* = {x,e‘} és z; = {x,e;} az (1)-beli egyenlSségeket x-szel szo-
rozva (a)-t kapjuk. A (b)-beli egyenlSségeket korabbi tételeink bizonyitadsa kézben
mar levezettiik. [
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Iranyitas.

Ebben a részben V egy végesdimenzids vektortér a valés szamok teste felett.

A haromdimenziés tér rendezett bazisait (szemléletesen) két osztalyba sorolhat-
juk. Jobbsodrasi az a béazis, melynek els§, mésodik illetve harmadik vektorara
ujjaink kicsavarasa nélkiil rd tudjuk illeszteni jobbkeziink hiivelyk, mutaté illetve
kozépsé ujjat. Balsodrasii az a rendezett bazis, melynek vektoraira a bal keziink
megfelels ujjait tudjuk railleszteni. Ha adott egy sikon két k6z6s kezdGponti, de
nem kollinearis félegyenes, akkor a sik egyik oldalin allva el tudjuk donteni, hogy az
els6 félegyenest a méasikba az éramutaté jarasaval egyezd, vagy ellentétes forgassal
lehet atvinni. Ezek a szemléletes fogalmak szigori értelemben véve értelmetlenek,
mert feltételeznek olyan struktiuraelemeket a térben (embereket, akiknek jobb kezén
az ujjak ugyanagy 4allnak, 6rakat melyek mutatéi ugyanolyan irdnyban forognak),
amelyek jelenlétét az axioméink nem kovetelték meg. Célunk az, hogy az irdnyitéis
fogalménak preciz definici6jat adjuk.

Definic6. Legyen (eq,...,e,) és (f1,...,f,) a V vektortér két rendezett bazisa.
Irjuk fel az f; vektort az e;-k linearis kombinacidjaként: f; = j ag e; és rendezziik
Ossze a kapott az egylitthatokat egy A = (ag) matrixba (legyen mondjuk ¢ a sor-,
Jj az oszlopindex). Azt mondjuk, hogy (ei,...,e,) és (f1,...,f,) azonos irdnyitasu
bazisok, ha det A > 0. Azonos irdnyitast bazisokra hasznaljuk az (e1,...,e,) ~
(f1,...,£,) jelolést.

Tétel. A ~ reldcio ekvivalencia-reldcio az irdnyitott bdzisok halmazdn, melynek
pontosan két ekvivalencia-osztdlya van.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege az alabbi szamolas. Legyen E = (eq,...,€,),
F = (f,...,f,) G=(g1,-..,8n) harom rendezett bazis,

fi:Zagej, gi:Zbgfj:chej,
J J J
A= (al), B= (b)), C = (c]). Ekkor

E: Jao. — _}: k _}: k_j
C;€; =8i = bi fk = bi akek.
J k k,j

Mivel egy vektor felbontésa egy béazisban egyértelm, cz = 4 bi-“afc minden ¢, j-re,
ami éppen a C = BA egyenl6ség koordinitas alakja.

(1) ~ reflexiv: E = F esetén A=1,det A=1> 0.

(2) ~ szimmetrikus: Tegyiik fel, hogy az el6z6 szamolasban F = G és E ~ F.
Ekkor C = I = BA és det A > 0, kdvetkezésképpen det B = det A=1 =1/det A >
0, tehat E =G ~ F.

(3) ~ tranzitiv: Ha most a fenti szdmolasban azt tessziik fel, hogy E ~ F és
F ~ G akkor det A > 0, det B > 0, s igy det C = det Bdet A > 0, azaz F ~ G.

(4) Legfeljebb két ekvivalencia-osztily van: A detC = det Bdet A egyenlGség
azt is mutatja, hogy ha E és G nem azonos iranyitasa F'-fel, akkor E és G egymas-
sal azonos iranyitastiak. F' ekvivalencia-osztalyan kiviil tehat legfeljebb egy masik
ekvivalencia-osztaly létezhet.

(5) Létezik két kiilonbéz6 ekvivalencia-osztaly: Nyilvanvalo, hogy (eq,...,e,) és
(—e1,e€q,...,€,) killonb6z6 iranyitasa bazisok. O
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Definici6é. Egy V vektortér irdnyitdsa a ~ ekvivalencia-relaci6 egyik ekvivalencia-
osztalyanak kijelolése. Ha V-t irdnyitottuk, a kijelolt ekvivalencia-osztalyba esé
bazisokat pozitiv irdnyitasiinak, a méasik ekvivalencia-osztalyba es6 bazisokat nega-
tiv iranyitasinak nevezziik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (ey,...,e,) és (fi,...,f,) bazisok folytonos moz-
gassal egyméasba vihetSk, ha léteznek olyan +; : [0,1] — V folytonos leképezések,
hogy v;(0) = €;, v:(1) =1f; (i =1,...,n) és (y1(t),...,7n(t)) a V egy bazisa minden
t € [0,1]-re.

Megjegyzés. Vilagos, hogy a [0, 1] intervallum szerepét a definici6ban barmely més
intervallum atveheti. Konnytd meggy6z&dni arrdl is, hogy a folytonos mozgassal
egymésba vihet&ség egy ekvivalencia-relacié a rendezett bazisok halmazan.

Tétel. Két bdzis akkor és csak akkor vihetd egymdsba folytonos mozgdssal, ha azo-
nos irdanyitdsiak.

Bizonyitds. Tegyiik fel el3szor, hogy (;) az (e;) és (f;) bazisokat 6sszek6td folytonos
mozgés. Legyen

vi(t) = Zag (t)ej, f(t) = det(al(t)).

Az f folytonos fiiggvény nem veheti fel a 0 értéket, tehat dllando elGjeld. Mivel
(al(0)) az egységmatrix, sgn f(1) = sgn f(0) = sgn 1 = 1, tehat (eq,...,e,) és
(71(1),...,7 (1)) = (f1,...,f,) azonos iranyitasa bazisok.

A forditott irAny bizonyitdsdhoz bevezetiink néhany elemi transzforméciét a ren-
dezett bazisokon tgy hogy minden bazis folytonos mozgatassal 4tvihets az elemi
transzformaéltjaiba, majd beldtjuk, hogy két azonos iranyitasiti bazis elemi transz-
formaciok egy sorozataval egyméasba vihetd.

Elgszor is, ha (e1,...,e,) egy bazis, 1 < i < j < n, akkor e; és e; ugyanazt a
kétdimenzios alteret fesziti ki, mint v;(¢) = coste; + sinte; és v;(t) = —sinte; +

coste;, igy a

t— (e1, .. ,’Yz(t), . .,’)/j(t),. . .en)
leképezés az (eq,...,e,) bazis egy folytonos deformacidja. Mivel v;(w/2) = ey,
v (7/2) = —e;, vi(w) = —e;, vj(7) = —e;, az (eq,...,e;) bazis folytonosan atde-
formalhat6 abba a bazisba, melyet gy kapunk, hogy az i-edik és j-edik bazisvek-
torokat felcseréljiik, és koziiliik az egyiket —1-gyel szorozzuk illetve abba a bazisba,
melyet gy kapunk, hogy két bazisvektort az ellentettjével helyettesitiink.

Egy masik deformécios lehetGség, hogy a bazis egyik vektorat megszorozzuk egy
folytonosan valtoz6 pozitiv szammal.

Végiil deformélhatunk egy bazist gy is, hogy egyik vektordhoz hozzdadjuk egy
mésik vektor egy folytonosan valtoz6 szadmszorosat.

Ha régzitiink egy (ey, ..., e,) bazist, akkor a tér barmely rendezett bazisa egyér-
telmfen jellemezhetd az f; = 3 al e; felbontés egyiitthat6ibol 6sszerakott A = (a])
métrixszal. A Gauss-eliminacié moédszerét kovetve tetszéleges nemelfajuldé matrix-
bol eljuthatunk az egységmatrixhoz, vagy a

1 0 ... 0 O
01 0 0
0 0 1 0
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matrixhoz a kovetkez6 elemi lépések segitségével:

o két sor felcserélése és az egyik sor szorzisa —1-gyel;

e két sor szorzasa —1-gyel;

e egy sor szorzisa egy pozitiv szdmmal;

e egy sor egy szdmszorosanak hozzdadésa egy masik sorhoz.

Ily mo6don minden béazisbol eljuthatunk folytonos deforméacioval az (eq,...,e,)
vagy az (e1,...,€np—_1,—€p) bazishoz. Mivel e két bazis ellentétes iranyitasa, és
folytonos deformacional az irdnyitas nem valtozik, ha az (f1,...,f,) és (e1,...,ey)
azonos iranyitast, akkor a deformécié végeredménye csak (eq,...,e,) lehet. [

Ortonormalt bazisok euklideszi vektorterekben, Gram-Schmidt-féle or-
togonalizacio6.

Definici6é. Egy R feletti V' vektorteret euklideszi vektortérnek neveziink, ha V-n
adott egy {, } szimmetrikus pozitiv definit bilinearis fiiggvény.

Definici6é. Egy euklideszi vektortérben egy a € V vektor hosszat az |a| = y/{a,a}
képlettel adjuk meg.

Definicié. Az euklideszi vektortér egy bazisat ortonormaltnak nevezziik, ha sajat
magéanak a {, }-dualisa, vagyis ha e’ = e; minden i-re. Egy bazis pontosan akkor
ortonormalt, ha Gram-matrixa az egységmatrix, azaz {e;,e;} = d;; minden i, j-re.
Geometriailag ez azt jelenti, hogy a bazis elemei paronként meréleges egységvekto-
rok.

Tétel. Tegyiik fel, hogy e, ..., e egy linedrisan figgetlen vektorrendszer a (V, {, })

euklideszi vektortérben. Ekkor létezik eqyértelmien eqy fy, ..., fy linedrisan figget-
len vektorrendszer, melyre
(1) f1,...,f; ugyanazt a V; linedris alteret fesziti ki, mint eq,...,e; minden 1 < i <
k-ra;
(2) (f1,...,f;) és (e1,...,e;) a V;-nek azonos irdnyitdsu bdzisai;

(3) {fi,£;} = 0;; minden 1 < 14,5 < k-ra.

Bizonyitds. Az f; vektorokat rekurzivan fogjuk megadni a Gram-Schmidt-féle orto-
gonalizicié modszerével.

(1) Ahhoz, hogy az els6 feltétel teljesiiljon, az f; vektornak eld kell allnia az
e1,...,e; vektorok lineiris kombinaci¢jaként f; = Z;=1 ag e; alakban.

(2) Az iranyitasi feltételhez és az f; vektorok linearis fiiggetlenségéhez arra van
sziikség, hogy

al] 0 ... 0

a @ ... L
det . . . . :al.az...a;>0

1 2 i

a; a; a;

fennalljon minden i-re. Ez egyenértékii azzal, hogy a¢ > 0 minden i-re.

(3) Mivel f; egységvektor és elall ale; alakban, ahol al > 0, f; egyetlen le-
hetséges értéke f; = e;/|e1|. Tegyiik fel, hogy az fi,...,f;_; vektorokat mar
definidltuk ugy, hogy teljesiilnek rajuk a megkdvetelt tulajdonsigok. Mivel az
f; = Z;zl af e; elgéllitasban az ey, ..., e;_, vektorok felirhaték az fi,...,f;_; vek-
torok linearis kombinaci6jaként, f;-t kereshetjiik f; = afei + b::_lfi_l +...b}f; alak-
ban is. Megszorozva ezt az egyenletet f;-vel (1 < j <i—1), az fy,...,f; vektorok
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ortonormaltsagat felhasznalva a 0 = ai{e;,f;} + b egyenl6séghez jutunk, amibél

f; = al(e; — {e;, fi}f1 —--- — {e;, f;_1}f;_1). Az a! szadm valasztasat meghatarozza
az a keét feltétel hogy f;-nek egységvektornak kell lennie és ai > 0. Igy

g ei—teifilfi — - — e, fi iy

Y e —{ei, fu}fy — - — {es, fi_1}i 4|

A nevez6ben 4116 szam nem lehet 0 a linearis fiiggetlenség miatt. Konnyen lathato,
hogy az igy definiélt fy,...,f; vektorrendszer eleget tesz a kovetelményeknek. [

Az f; vektor geometriai jellemzése a kovetkez6. f; a V;_; linearis tér normaélis
egységvektora V;-ben. Az irdnyitasra vonatkozo feltétel mondja meg, hogy a két
ellentétes norméalvektor koziil melyik az f;. V;_; a V;-t két féltérre bontja. f; az a
normélvektor, amelyik ugyanabba a féltérbe mutat, mint e;.

Ko6vetkezmény. Minden (irdnyitott) euklideszi vektortérben létezik (pozitiv ird-
nyitdsi) ortonormdlt bdzis. [

Vektorialis és vegyes szorzas.

Definici6é. Legyen V egy haromdimenziés iranyitott euklideszi vektortér, a,b € V.
Az a és b a x b € V vektoriilis szorzata az a vektor, mely rendelkezik a kévetkezd
tulajdonsagokkal:
(1) Ha a és b linearisan &sszefiiggd, akkor a x b = 0.
(2) Ha a és b linearisan fiiggetlen, akkor
(a) a x b meréleges a-ra és b-re;
(b) a x b hossza az a és b vektorok &altal kifeszitett parallelogramma teriilete,
azaz |a X b| = |a| - |b| - sin~y, ahol v az a és b vektorok szdge;
(c) (a,b,a x b) pozitiv irAnyitasu bazis.
Nyilvanvald, hogy ezek a tulajdonsigok a x b-t egyértelmiien meghatarozzak.

Tétel. Tegyiik fel, hogy (€1, €2, €3) pozitiv irdnyitdsd ortonormdlt bdzis V -ben, a =
2?21 a‘e;, b = Z?:l bie;. Ekkor

€; €y €3
axb=det | a' a® a® | = (a?®—a®b?)e; + (a®b' —a'b?)ey + (a'd? — a®b)es.
bt b2 b3

Megjegyzés. A tételben szereplé matrix els6 soraban vektorok, masodik és harmadik
sordban szamok allnak. Ennek ellenére a métrix determininsa formélisan kifejthets
és eredményként az els6 sorban 4116 vektorok egy linearis kombinaci¢jat adja.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy a
€ €z e3
c=det | a' a? a® | = (a®b® — a®b?)e; + (a®b' — a'b3)ey + (a'b? — a®bl)es
bt b2 B3
vektor rendelkezik a vektoridlis szorzatot meghatarozé tulajdonsigokkal. Vegyiik
észre, hogy tetszéleges d = Z?=1 d'e; vektorra,

' d? d°
(c,d) = (a®b® — a®b?)d" + (a®b' — a'b®)d® + (a'b* — a®b')d® = det | a' a? a®
bt b2 BB
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(1) Ha a és b linearisan osszefiigg, akkor nyilvan ¢ = 0.
(2) Ha a és b linearisan fiiggetlen, akkor:

at a® a3
(a) (c,a)=det | a' a? a® | =0, tehat a | c és hasonléan b | c;
bt b2 b3

(b)
|C‘2 — ( 2b3 _ 3b2)2 + (a?’bl 1b3) + (alb2 _ a2b1)2
— (( )2 + (a2)2 + (a3) )(( )2 + (b2)2 + (b3)2) o (albl +a2b2 +a3b3)2

= det (a,a)  (a,b) a — cos® ) = (|a||b|sinv)?;
—der ({230 (2] = al?bP(1— cos®5) = (allblsinn)’s

-

at a? @ 2
(c) det | Bt % % | =det | a' a? a® | = (c,c) > 0, tehat (a,b,c) bazis az
d 2 3 bt b2 b3

(e1, eq, e3) bazissal azonos, vagyis pozitiv irdnyitasa. O
Kovetkezmény. A vektoridlis szorzds bilinedris és antikommutativ mivelet, azaz
kielégiti az aldbbi azonossdgokat:
(a; +a3) x b=a; x b+ ay x b;
ax (b;+by) =axb; +ax by
(Aa) x b= A(a x b) =a x (Ab);
axb=-bxa.

Bizonyitds. Az allitas kovetkezik a vektorialis szorzat determinansként valo elGalli-
tasabol és abbdl a lineéris algebrai ténybdl, hogy a determinans a soraitél linedrisan
és antiszimmetrikusan fiigg. [

Definicié. Az a,b,c € V vektorok vegyes szorzata az abc = (a x b, c¢) szam.

Az el6z6 tétel bizonyitasabol, ha (e, es,e3) egy pozitiv irdnyitasi ortonormalt
- 3 3 .4 3
bazis,a=) . ;a'e;, b=> . b'e;,c=) ., c'e;, akkor

at a? ad
abc=det | ' b2 b3
ct 2 3

Kovetkezmény (Felcserélési tétel). A vegyesszorzat a vektorok ciklikus permu-
tdaciojakor nem vdltozik, nem ciklikus permutdcio esetén eldjelet vdlt:

abc = bca = cab = —bac = —cba = —acb. O

A felcserélési tétel kozvetlen kévetkezménye annak a ténynek, hogy egy méatrix
sorainak permutéciéjakor a métrix determindnsa a permutécio elGjelével szorzodik.
Beldthaté azonban a tétel geometriai tton is, ha a megértjiik a vegyes szorzat
geometriai jelentését.

A definiciok szerint |abc| = |a x b| - |c| - |cosy|, ahol v a ¢ és a x b vektorok
szoge. Ha tekintjiik az a, b, c vektorok &ltal kifeszitett parallelepipedont, akkor
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|a x b| a parallelepipedon a és b 4ltal kifeszitett lapjanak teriilete, |c| - |cos~y|
pedig a parallelepipedon e laphoz tartoz6 magassaga, |abc| tehat a parallelepipedon
térfogata. abc elGjele az iranyitastol fiigg. abe pontosan akkor pozitiv, ha (a, b, c)
pozitiv irdnyitast bazis, és pontosan akkor negativ, ha negativ irdnyitast bézis.
A vegyesszorzat pontosan akkor 0, ha (a, b, c) nem alkot bazist, vagyis a harom
vektor linedrisan Osszefiiggs. A felcserélési tétel tehat azzal is magyardzhatd, hogy a
vektorok permutaci6ja csak az irdnyitasra van hatassal, a vektorok altal kifeszitett
parallelepipedont és annak térfogatat viszont nem valtoztatja.

A vektorialis és vegyes szorzas segitségével explicit képletet adhatunk egy bézis
dualis bazisdnak vektoraira.

Tétel. Ha eq,eq,e3 a (V,(,)) 3-dimenzids euklideszi vektortér egy bdzisa, akkor a
(,)-dudlis bdzis a kévetkezéképpen kaphato:

€1€qs€e3 ’ €9€3€e7 ’ €3€1€9 '

Bizonyitds. Mivel e' meréleges es-re és es-re, parhuzamosnak kell lennie e; x e3-

mal, vagyis e! el6all \es x es alakban. Behelyettesitve ezt az (e!,e;) = 1 egyen-
16ségbe Aejeses = 1 adodik, amibsl A = 1/(ejeqse3), el = 22X Az 2 3

eijeses”

vektorokra vonatkozd képleteket az indexek ciklikus permutaciéjaval kapjuk. O

Tétel. Legyen ej, ez, e3 egy tetszdleges bdzis, e',e? e a (,)-dudlis bdzisa,

a= 2?21 a‘e; = 2?21 a;e’, b = 2?21 ble; = 2?21 b;e' két tetszéleges vektor.
Ekkor

e1 e e3 1 el e? ¢

axb= det | a1 a2 a3z | = % 3 det | a' a? a3
ejese el e? e

1€2¢€3 bl b2 b3 9 9 bl b2 b3

Bizonyitds. Mivel
ax b= (ae' + aze’ +aze’) x (b1e" + bye” + bze®)

= (a1b2 — agbl)el X e2 + (a2b3 — a3b2)e2 X e3 + (a3b1 — a1b3)e3 X el

e?xed e?xe? el xe? e; ey ej
= det ay as as = (e'e’e®)det [ a1 as a3z |,
by ba bs by by b3

az elsé bizonyitand6 egyenlGséghez elég megmutatni, hogy
(e'e’e®)(ereqzes) = 1.

Ennek bizonyitasa céljabdl vegyiink fel egy pozitiv iranyitasi ortonormalt bézist.
Tekintsiik azt a matrixot, melynek sorai az e, e, illetve ez vektorok koordina-
tai ezen ortonormélt bazisra vonatkozéan. Ennek determindnsa az e;eses vegyes
szorzat. Hasonléan annak a métrixnak a determinansa, melynek oszlopai az e!, e?
illetve es vektorok koordinatai az ortonormalt bazisra vonatkozban, egyenls a az
ele?e3 vegyesszorzattal. Ha ezt a két matrixot dsszeszorozzuk, a szorzat i-edik so-
rénak j-edik eleme az (e;,e’) = §7 skalaris szorzat lesz, tehat a két matrix szorzata
az egységmatrix. Ebbdl kdvetkezik, hogy a két matrix determindnsanak szorzata 1.
Ezzel az els6 egyenlGséget belattuk. A masodik egyenléség kovetkezik az els6bél,

ha az als6 és fels6 indexek szerepét felcseréljiik. [J
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Tétel (Kifejtési tétel). Tetszdleges harom vektorra fenndll az
(axb)xc=—(c,b)a+ (c,a)b

osszefiigés.

Bizonyitds. Ha a és b linearisan osszefiiggé (b = 0, vagy a = Ab), akkor nyilvan

mindkét oldal 0, elegendd tehat azzal az esettel foglalkozni, amikor a és b line4risan

fiiggetlenek. Ekkor az a, b, a X b vektorok egy bézist alkotnak.
A bazisvektorok vegyes szorzata:

ab(a x b) = (a x b,a x b) = |a x b|%.
Az a x b vektor kovarians koordinatai a bézisra nézve:
(axb,a)=0, (axb,b)=0, (axb,axb)=]axDb
A c vektor kovarians koordinatai a bazisra nézve:
(c,a), {(c,b), {(c,axb).
Alkalmazva az el6z6 tétel eredményét az a X b és ¢ vektorialis szorzatanak kisza-

molisara

a b axb
(axb)xc:%det 0 0 laxbl? | =—(c,b)a+ (c,a)b
la bl (c,a) (c,b) (c,axb)

adodik, amit bizonyitani akartunk. [J
Jel6lés. Ha F egy haromvaltozos fiiggvény, akkor jelélje O F(a,b,c) az (a,b,c)

ciklikus permutécidin F' altal felvett értékek Osszegét:

O F(a,b,c) = F(a,b,c) + F(b,c,a) + F(c,a,b).

Nyilvanvalo, hogy O F(a,b,c) =0 F(b,c,a).
Tétel (Jacobi-azonossag). Tetszdleges hdrom a, b, c vektorra

O(axb)xec=0.

Bizonyitds. A kifejtési tételt alkalmazva,
O(axb)xec=—0O({c,blat O (c,a)b=0. O

Definicié. A (V,],]) part Lie-algebranak nevezziik, ha V' egy vektortér (valamilyen
F test felett), [,] : V x V — V pedig egy kétvaltozos miivelet, mely bilinearis,
antiszimmetrikus, és teljesiti a Jacobi-azonossagot.

A definici6 értelmében a haromdimenziés valos euklideszi vektortér a vektoridlis
szorzattal ellitva Lie-algebrat alkot.

Megjegyezziik, hogy a vektorialis szorzas, és altalaban a Lie-algebrak [, | mtivelete
nem asszociativ. Az asszociativitast a Jacobi-azonossag helyettesiti, mely egyben
azt is mutatja, hogy mennyire sériil az asszociativitas. Val6ban, ha a miivelet
asszociativ lenne, akkor az [a,[b,c|] és [[a,b], c] megegyezne, a Jacobi-azonossig
szerint viszont

[[a, b], ¢] = [a, [b, c]] + [b, [c, a]].

A Lie-algebrak a transzformaciocsoportok (Lie-csoportok) elméletében jatszanak
fontos szerepet.
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Vektorok alkalmazasa a gdémbharomszoégtanban.

Ha S egy feliilet az euklideszi térben, akkor beszélhetiink a feliilet bels6 geomet-
ridjarol. Két pont tavolsiga a feliilet belsé metrikaja szerint a két pontot 6sszek6td,
a feliileten halad6 gorbék hosszanak infimuma. A feliilet bels6 geometriajdban az
egyenesek szerepét az olyan feliileti gérbék veszik at, melyekre teljesiil, hogy a gorbe
nem t1l hosszt iveinek hossza az iv végpontjainak bels§ tavolsaga.

Belathato, hogy ha S egy gombfeliilet, akkor az A, B € S pontokat 6sszekots
S-beli gorbék koziil az A-t és B-t 0sszek6ts rovidebbik f6koriv lesz a lehetd legro-
videbb. Ez a tény motivalja az alabbi definiciokat.

Definicié. A gémb belsé geometridjidnak egyenesei, a gombi egyenesek, a gdmb
f6korei, azaz az olyan koérdk a gombon, melyek sikja 4tmegy a gémb kézéppontjan.

202

A kiilonbség mar az egyenesek illeszkedési tulajdonsigain is latszik. A gombon két
pontra mindig illeszthet6 gombi egyenes, de ez csak akkor egyértelmt, ha a két pont
nem atellenes. Atellenes pontokra végtelen sok f6kor illeszthets. Az euklideszi sikon
két kiilonb6z6 egyenesnek 0 vagy 1 k6zos pontja lehet. A gémbdn ezzel szemben
két kiilonb6zd gombi egyenesnek mindig pontosan két atellenes k6zds pontja van.

Definicié. A gémbfeliillet A és B pontjainak gémbi tdvolsdgan az Sket Gsszekotd
f6korivek koziil a rovidebbik hosszat értjiik. Egységsugart gémb esetén a gdmbi
tavolsig megegyezik az AB huarhoz tartozé6 AOB kozépponti szoggel, altalaban
pedig ennek a szognek a sugarszorosa.

Definicié. Ha A, B,C harom pont a gémbfeliileten, melyek nem esnek egy f6-
korre, akkor e pontok meghataroznak egy gombharomszoget. Az A, B, C pontokat
a gombharomsz6g csticsainak nevezziik. Mivel az A, B, C pontok nincsenek egy f6-
koron, nincs koztiik atellenes par, s igy barmely két csiicshoz egyértelmien létezik
az a f6koriv, melynek hossza a két cstics tavolsdga. Ezek a f6korivek a gombharom-
szog oldalai. A gombharomszog egy csiicsanal talalkozo két oldal érinté félegyenesei
altal bezart szog mértéke a gdmbharomszog adott csticsdnal fekvd szég mértéke.

A gbémbharomszog oldalai és szogei kozott fennalld Gsszefiiggések tana a gémb-
haromszogtan, avagy gombi trigonometria. A vektorok alkalmazasaval levezetjiik a
gémbi trigonometria legfontosabb formulait. ElIGbb azonban bevezetiink egy elemi
konstrukciot, melynek nincs megfelelGje az euklideszi sikgeometridban, de szoro-
san kapcsolddik a konvex geometria polaris halmaz konstrukci6jahoz és a projektiv
geometria dualitisi elvéhez.

Definici6é. Legyen ABC egy gémbharomszog egy O kézéppontd gémbon. Az ABC
gémbhiromszog poldris gombharomszoge az az A* B*C* gémbharomszog, melynek
csucsait egyértelmiien jellemzik az alabbi feltételek:

OA* L OB, OA* 1L OC, LAOA* < 7/2,
OB* 1L OC, OB* 1L OA, /ZBOB* < 7/2,
oCc* L OA, OC* 1L OB, LC0C* < m/2.

Ezek a feltételek tényleg egyértelmien leirjak a polaris gdmbhiromszoget. Az
OA* 1 OB és OA* L OC feltételek szerint példaul, az O A* egyenesnek merdsle-
gesnek kell lennie a BOC sikra. A BOC sik O-n 4&tmend normélisa a gombot két
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atellenes pontban metszi. Az AOA*/ < w/2 feltétel szerint A* e két pont koziil
azzal lesz egyenld, amelyik a BOC siknak ugyanarra az oldalara esik, mint A.
Mivel a polaris gbmbharomszoget definialo feltételrendszerben a gdmbharomszog
és a poléaris gdbmbharomszog csticsainak szerepe teljesen szimmetrikus, a polaris
gémbharomszog polaris gdbmbhiromszoge az eredeti gdmbhéiromszog.

Tétel. Legyenek az eqységsugari gomb egy gombhdromszégének A, B, C csicsaindl
fekvd szdgei és a velik szemben fekvd oldalai rendre a, 3,7y illetve a,b,c. Az A*B*C*
poldris gombhdromszog megfeleld adatait jelolje o™, B*,~*, illetve a*,b*,c*. Ekkor

at+a*=a+a" =b+B" =+ =c+y" ' =y+c" =

Bizonyitds. A logikai szimmetria miatt elegendd az a+a* = 7 egyenlGséget belatni.
Az o sz6g nem mas, mint az O A Aaltal hatarolt B-t illetve C-t tartalmazo6 félsikok
szoge. Az (ﬁ‘} és (W vektorok e félsikok normélvektorai. Két félsik szége vagy
megegyezik normélvektoraik szogével, vagy m-re egésziti ki azt attdl fliggsen, Iﬂ
a normdalvektorok a félsikok melyik oldaldra mutatnak. Mivel esetiinkben az OB
vektor az OAC siknak abba a félterébe mutat amelyik B-t tartalmazza, az OW
vektor pedig az O AB siknak abba a félterébe mutat amelyik C-t tartalmazza, most
a mésodik eset fog fennallni, azaz o + B*OC*/ =a+a*=n. O

Barmely két gébmb hasonlo, ezért elegend6 az egységsugara gémbbel foglalkozni.
A tovabbiakban feltessziik, hogy a vizsgilt gombharomszogek egy egységsugari
gémbon talalhatok és az olvasoéra bizzuk a kapott formuldk kiterjesztését tetszéleges
gémb esetére.

Ha az egységgdmb kozéppontjabdl a gémbhiromszog cstcsaiba mutatd vekto-
rok a,b,c és a csicsok sorrendjét ugy valasztjuk meg, hogy (a,b,c) egy pozitiv
iranyitast bézis legyen, akkor a polaris gémbharomszog csticsainak helyvektorai a

kozéppontbol

«_axb «_ CXa a*_bxc
" |laxbl|’ ~lexal’ |bxc|

Tétel (GOmbi szinusz-tétel). Az egységgomb egy gombhdromszogének oldalait
és szogeit a szokdsos mddon jelélve fenndll a

sin a sin b sin ¢

sina  sinf8  sinvy
egyenldség.

Bizonyitds. Szorozzuk Ossze skalarisan a

., axb ) a* x b* .
=——, ésaz ——— =
la x b|’ la* x b*|
egyenlGségeket. A kapott
a*b*c*  abc
la* x b*|  |a x b]
egyenlGséget atrendezve az
a*b*c*  [a* x b*| sinc*  siny

abc  |axb| sinc sinc
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Osszefiiggéshez jutunk. Mivel a felcserélési tétel miatt % nem valtozik, ha a
csucsok szerepét ciklikusan permutaljuk,
sinae sinb sinc  a*b*c* -

sina sinf sinvy abc

Tétel (GOmbi koszinusz-tétel oldalakra). Az egységgombre irt gémbhdromszdg
oldalai €és szdgeit a szokdsos maodon jeldlve

cosa = cosbcosc + sinbsinccos a.

Bizonyitds. A korabbi jelolések mellett egyrészt

X xb X x b
cosa— cona® = (bryer) = L maxb) _ (exmaxb)
lc x a|-|ax b sinbsin ¢

vagyis
(c x a,a x b) = —sinbsin ccos a,

masrészt

(c xa,axb)=ca(axb)=a(axb)c=(ax (axb),c)=((a,b)a— (a,a)b,c)
= —(b,c) + (a,b) - (a,c) = —cosa + cosccosb. O

Tétel (GOmbi koszinusz-tétel szégekre). A szokdsos jelolések mellett

cosa = — cos 3 cosy + sin Fsin y cos a.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az oldalakra vonatkozd koszinusz-tételt a polaris harom-
szogre:
cosa = —cosa* = —cosb* cosc* — sinb* sinc* cos a*

= —cos3cos~y + sin Bsinycosa. [J

Kovetkezmény. Egy gombhdromszog a,b, c oldalaira teljesil az a + b > ¢ hdrom-
szogegyenldtlenség.

Bizonyitds. Az oldalakra vonatkoz6 koszinusz-tétel szerint
cosacosb+sinasinb > cosc =cosacosb+sinasinbcosy > cosacosb—sinasinb,

azaz
cos(|a — b|) > cosc > cos(a + b).

Mivel a koszinusz fiiggvény a [0, 7] intervallumon szigortian monoton csdkken, és
la — b| illetve c a [0, ] intervallumba esnek, ezért a +b >c > |a—b|. O
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Kovetkezmény. Egy gombhdromszog a,b, c oldalainak 6sszege kisebb, mint 2.

Bizonyitds. Hosszabbitsuk meg az ABC gémbharomszég AB és AC oldalait a B
és C csiicsokon til. A meghosszabbitasok az A-val atellenes A’ pontban fogjak
metszeni egymast. Ha az ABC gombhéiromszog A, B, C-vel szemkozti oldalainak
hossza rendre a, b, ¢, akkor az A’ BC' gombhéaromsziog oldalai a, m — b, m — ¢ nagysa-
gaak. Alkalmazva a haromszogegyenlStlenséget az A’ BC gombharomszog oldalaira
a (m—b)+ (mr — ¢) > c egyenl6tlenséghez jutunk, amibdl atrendezéssel adodik a
bizonyitand6 egyenlGtlenség. [

Kovetkezmény. Egy gombhdromszég a, 3,7 szdgeire teljesiilnek az
a+fB<m+yésa+f+y>m

egyenldtlenségek.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az oldalakra vonatkozo egyenlStlenségeket a poléris gomb-
haromszogre. [

Egy gombharomszégben tehat a szdgek Osszege mindig nagyobb, mint 7, nem
agy, mint az euklideszi sikon. Egy gdombhiromszog szogosszegének a w-t6l vald
eltérését a gombhiromszog szogtébbletének nevezziik. A szdgtobbletnek egyszeri
geometrial jelentése van: nem mads, mint a gdmbharomszog teriilete.

Tétel. Egy gombhdromszog teriilete megegyezik a szégtébbletével.

Bizonyitds. ElGszor is vegyiik észre, hogy egy gdombkétszog teriilete ardnyos a két-
sz0g nyilasszogével. A 27 teljes sz6ghdz tartozé gombkétszog az egész gdmb, mely-
nek felszine 47, tehat az ardnyossigi tényez6 2. Egy a nyilasszogii gombkétszog
teriilete tehat 2a.

Tekintsiink egy ABC gémbharomszoget és a szogei illetve azok csicsszogei al-
tal meghatarozott gdmbkétszogeket. Ezek egyiittes teriilete 4(a + 8 + 7). A hat
gombkétszog haromrétien fedi az ABC gémbharomszdget és annak kézéppontos
tiikorképét a gémbkozéppontra nézve. A gdémb t6bbi pontjat a hat gombkétszog
uni6ja egyrétien fedi, tehat ha a gémbkétszogek teriiletosszegébdl kivonjuk az ABC
goémbharomszog T teriiletének 4-szeresét, végeredményiil a gémbfelszint kapjuk:

d(a+ B+ ) — 4T = 4.

Ebbél a bizonyitandé allitas egyszert atrendezéssel adodik. [J



