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1. fejezet

Bevezetés

Legyenf : R — R fluggveny. Hauy, as, . . ., a; valos szamok esetéffelirhato
fi + fo + ...+ f, alakban, ahof; : R — R a,-periodikus fliggvény, akkor azt
mondjuk, hogyf valés felbonthat@za, as, . . ., a; periddusokkal.

Tetsdlegesa valos szam esetén bevezethat\, differencia operator, melyre
(A f)(z) = f(z +a) — f(z). Egy f fUggvénya-periodikussaga ugy is megfo-
galmazhatd, hogy\,f = 0. Tovabba kénnyen ellémizhethen aA operatorok
egymassal felcseréllielineéris operatorok, igy valds felbonthgt@setén

AaAg, ... Ay f = 0. (+)

Ez tehat sziikséges feltétele a valos felbonthatosagnakeléysegesség mar a
legegyszerlibb esetben semigégr) = z €sa; = ay = a # 0 esetém\,f = a és

A A, f = 0. Azonbanf nem bonthato fel kéi-periodikus fliggvény 6sszegére,
hiszen ekkor maga is-periodikus lenne.

Ennek orvoslasara két természetes Ut kinalkozik. Az edyolgy valamilyen
F C RR fuggvényosztalyra szoritkozunk: € F és a felbontas tagjairdl, af
fluggvényekél is megkoveteljiuk, hogyF-beliek legyenek. Azt mondjuk, hogy
rendelkezik aelbontési tulajdonsaggal (decomposition propertya valahany-
szor egyf € F fuggvényre fenndll«), akkor léteznekf; € F a,;-periodikus
fuggvények, melyek dsszege

A fentiekben lattuk, hogy ha egy fliggvényosztaly tartalpseaz identitas fligg-
vényt, akkor biztosan nem rendelkezik a felbontéasi tulagdggal. Ez rogton ki-
zarja az 6sszeR — R flggvényekR® osztalyat vagy a folytonos fliggvények
C(R) osztélyat. Laczkovich Mikloses Révész Szilarfil1]-ben illetve [12]-ben
szamos flggvényosztalyrol megmutattak, hogy rendelkeantelbontasi tulaj-
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1. FEJEZET. BEVEZETES 2

donsaggal. llyen példaul a korlatos figgvény®R ), a korlatos folytonos fligg-
vények BC'(R), az egyenletesen folytonos korlatos fuggvényegkB(R) oszté-
lya illetve a korlatos mérhétfiggvények osztélya. A felbontasi tulajdonséggal il-
letve periodikus figgvényekre valo felbontassal kapdssltovabbi eredmények
[2], [4], [5], [6], [8], [9], [13], [14], [15]-ben taldlhaté&.

Egy masik lehdiség az, hogy megprébaljuk)fot kiegésziteni hasonlé tipusu
egyenletekkel Gigy, hogy az mar sziikséges és elégségeslfelthon aR* fligg-
vényeken. Vegyunk egjua,, as, ..., ar} = By U By U. ..U By particiot, melyre
mindenB;-ben a periédusok 6sszemérbietazaz hanyadosuk racionalis. llyen-
kor beszélhetlink #;-ben szerefd periddusok legkisebb kézds tobbszordsér
jelolie eztb;. Az f = f1 + fo + ... + fi felbontas esetén azofy-k 6sszege,
melyekhez tartoza, periodusokB;-beliek egyb;-periodikusy; fliggvényt adnak.
Ezeng,-k 6sszege pedid, igy Ay, Ay, ... Ay, f = 0. Tehat ezek az egyenletek
is mind szikséges feltételek. A 2.3. szakaszban latni kpdjagy ha ezt minden
ilyen particiéra megkoveteljik, abbol mar kovetkezik adgdielbonthatdsag.

Ezt a karakterizaciot, pontosabban az elégségesség kasduyal latott mod-
szert fogjuk hasznalni a kdvetk@probléma megoldasara. Konnyen bizonyithato,
hogy ha egy raciondlis értékfifiggvenydl tudjuk, hogy az bizonyos periédusok-
kal valés felbonthatd, akkor meg lehet adni olyan felbangsamelyben szerep-
16 f; fUggvények racionalis értékliek. Ugyanezt kérdezhetgédse értéki fligg-
vényekre isKarolyi, Keleti, KésésRuzsgozitiv valaszt adtak [7]-ben, amennyi-
ben a peridodusok paronként 6sszemédikeA 2.4. szakaszban tetdeges perio-
dusok esetén bizonyitjuk az allitast.

A Farkassa) Keletivel és Révésszek6zds cikkiinkben ([1]) a valés felbont-
haté fuggvények karakterizaciojat joval altalanosabmiéretben vizsgaljuk, a
2. fejezet 1ényegében ennek a cikknek az eredményeit rautatja fent vazolt
specialis esetben. A 3. fejezetben Abel-csoportok kdz@&momd — B leké-
pezések korében foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy raitbatd a fentihez
hasonlo sziikséges és elégséges feltétel fliggvények fresddlbontaséara éte
adott periddusokkal. Ennek folyomanyaként belatjuk, hegy.4 Abel-csoportra
pontosan akkor teljesil, hogy mindgh— Z figgvényre a valds felbonthatésag-
bol kdvetkezik az egész felbonthatdsag, haorziomentes vagyl = P, Z,»
alaku. (Ittp a primeken fut végigp diszkrét direkt 6sszeg és, € {0, 00} UN.)

Mint mar emlitettik, egyf : R — Z valos felbonthatd fliggvénynek mindig
letezik egész értekl felbontasa is a megadott periddasokka f korlatos, ak-
kor létezik korlatos fliggvényekib allé valos felbontasa is (ez kdvetkezik abbdl,
hogy B(R) rendelkezik a felbontasi tulajdonséggal). Azonban nengtiehul
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létezik korlatos fliggvényekd allé6 egész felbontasa. Megadhatd olyan ér-

tékd f fuggvény, amely megfeléen valasztott hdrom peridédus esetén (példaul
ay = 1, ay irracionalis,as = a, + a) felbonthato korlatos;-periodikus valés ér-
tékl fliggvények 6sszegére, de nem irhato fel korlatgeeriodikus egész értékd
fuggvények 6sszegekeént [7]. A 4. és 5. fejezetekben azt lalgrat vizsgal-

juk, hogy milyen periédusok esetén van ilyen ellenpéldashképp fogalmazva:
milyen ay, as, . . ., a;, peribdusokra igaz, hogy ha egy egész értékl figgvénynek
van korlatos valGs felbontasa, akkor van korlatos egébnifefisa is. Az deriilt ki,
hogy ez a probléma nagy mértékben kapcsolddik ahdmogén megoldasbéz,
melyekkel a 4. fejezetben foglalkozunk.

Homogén egyenletiatt a kdvetkeidt értjik:
h1+h2++hk:0 (thHR7Aath:O)

Ennek az egyenletnek a megoldasai azt mutatjak, hogy égggvény kilonboa
periodikus felbontasai miben térhetnek el egymastol, mieargyertelmi a fel-
bontas. Ezen homogén egyenleteknek definialjuk majd bzwinivialis megol-
dasait A 5. fejezetben megmutatjuk, hogy ugyanazenu,, . . ., a;, peribdusokra
teljestil az, hogy a homogén egyenlet minden megoldasalisivilletve az, hogy
a korlatos valos felbonthatésagbol kovetkezik a korlatgpase felbonthatosag.
Ezek a periédusok azok, melyek kozil barmely harom, melybknként nem
0sszemérhék, linearisan fliggetleneR felett.

Keleti Tamag10]-ben mérhdi figgveények felbontésait vizsgalta. Tobbek ko-
z6tt karakterizalta azonm,, . .., a; periodusokat, melyekre egy majdnem min-
deniitt egész értékl mérbef fliggvényre a mérhétvalds felbontas létezés@b
kovetkezik majdnem mindeniitt egész érték(i mérifelbontas létezése. A karak-
terizacié a kovetkegz feltételt adja a periodusokra. A periodusokon az 6sszemér
hethség egy ekvivalencia-relacié. Minden osztalybol vegyégk periddust, ezek
reciprokainak kell linearisan fuggetlennek lefhielett.

Mit mondhatunk, ha mindenttt egész értékésetén mérhétvalds felbontas
|étezésébl mindentt egész értékli mérbdelbontas létezésére akarunk kdvet-
keztetni? Ekkor is ugyanaz a feltétel a periodusokra? [26}ist erre pontosan
akkor igenb a valasz, ha aR — Z fiiggvények kdrében tetéleges periddusokra
a valés felbonthatdésaghadl kovetkezik az egész felbonsgtdEz utdbbit viszont
a 2.4. szakaszban bizonyitjuk, igy a mindenutt egész &asktben is ugyanaz a
feltétel, mint a majdnem mindenutt egész értéklnél.

Az 6. fejezetben karakterizaljuk azon periodusokat is,yeleeR — Z flgg-
vények esetén korlatos mérietalés felbontas létezés@bkovetkezik korlatos



1. FEJEZET. BEVEZETES 4

mérheb egész felbontas létezése. A feltétel az, hogy egy-egyest véve az
0sszemérhéségi ekvivalencia-osztalyokbol, ezek kozul barmely hatmeari-
san fliggetlen, valamint a reciprokaik linearisan flggetle



2. fejezet

Valos és egesz felbonthatosag

2.1. Fogalmak

LegyenA tetsdleges Abel csoport.

2.1. Definicid. Legyenu € A; f : A — R tetszbleges fuggvény. Jeldlle f azt
az A — R fuggvényt, melyre

(Aaf)(@) = flz+a) = f(x) (VoA
Az f fuggvényu-periodikusnakhivjuk, ha(A, f)(z) =0 (Vz € A).

Ezek aA, differencia operatorok kénnyen eli@izhethen egymassal felcserél-
he® linearis operatorok.

2.2. Definicié. Legyem € A: f: A — R. Azf = A, f fuggvenyt a7 a szerinti
derivaltjanak fogjuk nevezni. Azt is mondjuk majd, hggz f a szerinti primitiv
flggvényevagya szerinti felemeltje

Vilagos, hogy két: szerinti primitiv figgveény eltéréseperiodikus.
Legyenekay, as, ..., a; € A\ {0} tetsDlegesek.

2.3. Definicid. Az f : A — R figgveny kielégiti differencia feltételt ha
Ag A, ... Ay, f =0.

Ennek fennéllasab F,, ., (f)-fel jeloljuk majd.

-----
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2. FEJEZET. VALOS ES EGESZ FELBONTHATOSAG 6

2.4. Definicié. Az f : A — R fuggvenyalos felbonthatéaz ay, ao, .. ., a; pe-
riodusokkal, ha

Afi for i  A=R f=fi+ ot o+ fi; Apfi=0(1<1i< k).

Jelben:VF,, .. (f)vagy roviden/ F'(f), ha vilagos, hogy mik a periodusok.

-----

2.5. Definicié. Az f : A — Z fuggvényegész felbonthatéz ay, as, .. ., a; pe-
ribdusokkal, ha

91,92, - gk A= Z f=qg+ g+ ...+ g; D9 =0(1<i<k).

A A operatorok felcserélh@sége miatt a valos felbonthatésagbdl kévetkezik
a differencia feltétel. Természetesen az egész felbdrghgtpedig a valds fel-
bonthatésagot vonja maga utan. Az érdekes kérdés az, hegyaeimplikaciok
milyen esetben fordithatok meg.

2.6. Definicié. Egy F fuggvényosztélyra azt mondjuk, hogy rendelkezikla
bontési tulajdonsagal (decomposition proper)y ha mindenf € F fuggvényre
és tetszbleges, as, . .., a; periodusokraDF,, ., (f)-bol kbvetkezik, hogy

felirhatd f1 + f> + ... + fi alakban, aholf; € F a;-periodikus fliggvény.

Az A = (R, +) esetben a valés szamoknak csak az additiv struktaraja tszami
emiatt sok esetben érdeniege mintQ feletti vektortérre gondolni. Ennek meg-
feleléen valos szamok lineéarisan fliggetlensége alatt mi@digietti fliggetlensé-
get értink majd. Bevezetjuk még az 6sszemée fogalmat.

2.7. Definici6. Aza,b € R\ {0} valés szamoksszemérhetgkha 3 € Q. El-
lenkezd esetben azt mondjuk, hagdsb dsszemérhetetlenekrbb valdés szam
legyen 6sszemérhetd, ha paronként 6sszemérhetok.

Fogunk beszélnranyokrodl is R-en. Az 6sszemérhetdség ekvivalencia-relacio

R\ {0}-n, az ekvivalencia-osztalyokat nevezzik irAnyoknakgdd, hogy lehet
beszélni iranyok) feletti linearis fliggetlenségérdl is.

2.8. Definici6. Osszemérhet6 valds szamok esetén van értetinagyobb k6zos
oszt@ol illetve legkisebb kdzos tobbszords beszélni, ezeketi,, ao, . . ., ay) il-
letve[ay, as, . . ., ai) fogja jelolni.
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2.2. Az atlagolo operéator

2.9. Definicio. Legyeneka,m € R; ™ € N. AzM = M;" atlagolé operator
f : R — R fuggvényekhez rendel ugyanilyen fliggvényeket a kdeetk@ddn:

m_q

M) = (2) X fat i)

a

2.10. Allitas. Az M™ operator alabbi tulajdonsagai konnyen ellenérizhetok:
(@) linearis,

(b) felcserélhet6 a\ operatorokkal, igy a periodikussagot megtartja,

(c) m-periodikus fuggvényb@l-periodikus lesz,

(d) a-periodikus fuggvényeket 6nmagukba viszi.

A kovetked Lemmat rendszeresen hasznaljuk majd olyan indukciésiitze
soknal, amikor a felbontando fliggvéngtierivaljukvalamelyik periddus szerint,
és a kapott fliggvény indukcié szerint |&befelbontasavisszaemelverébaljuk
megkapni az eredeti fliggvény egy megféltdibontasat.

2.11. Lemma. Legyeneks, b € R; f : R — R. Tegyilk fel, hogy, f = 0. Ekkor
f a szerinti primitiv figgvényeir6l a kdvetkezodket allffhk.

(@) Ha{ ¢ Q, akkor az alabbi allitasokeljestlnek

e Minden a szerinti f primitiv fuggvényf, + f, alakban irhaté, ahol
Aafa = Abfb = 0.

e Létezika szerinti f primitiv flggvény, ami-periodikus.
(b) Ha{ € Q, akkor az alabbi allitasokkvivalensek

(i) Minden « szerinti f primitiv figgvenyf, + f, alakban irhato, ahol
Aafa = Abfb = 0.
(i) Létezika szerintif primitiv figgvény, ami-periodikus.
(i) f(z)+ f(x+a)+...+ f(x+m—a) =0 (Vz € R), azazM™f = 0,
aholm tetszoleges kdzos tbébbszéraseak ésh-nek.
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(V) f(z)+f(x+d)+...+f(z+b—d) = 0 (Vz € R), ahold a legnagyobb
k6z0s osztoja-nak ésh-nek.

Ha azf értékkészlete teljes egéeszépen+)-nak valamilyer3 részcsoportjaban
fekszik, akkor a primitiv figgvény valaszthat6 agy is, remy értékkészlete is
B-ben legyen. (EZ8 = 17 esetén fogjuk hasznalni.)

BizONYITAS. (a) Mivel két a szerinti primitiv figgvény kilénbségeperiodi-
kus, ezért eléeg megmutatni, hogy léteigeriodikus primitiv figgveny. Tovabba
a primitiv fliggvény megadasa nyilvanvaléan egymastél &iiggul teheh meg
az aZ + x, alaku részhalmazaiR-nek. Egy ilyen részhalmazon egy pontban
eléirhatjuk azf primitiv fliggvényt, a tobbi pontra ebBbegyértelmiien adodik
értéke. Rogzitsiik,-t. A b-periodikussag miatf |,z ..., €ppeni - b-vel vald
eltoltja az f laz+2, fUQgVvénynek { € Z). Ez utdbbin adjuk meg valahogftet,

az eltolt halmazokon pedig a megféetitoltakkal definidljuk. (Ezek az eltolt
halmazok paronként diszjunktak azésb dsszemérhetetlensége miatt.) Ezzel
sikerultb-periodikusan definidlnunk-et azaZ + bZ + xy halmazon. llyen alaku
halmazok diszjunkt uniéjaként pedigall R.

(b) A (ii) = (i) irdny ugyanugy kovetkezik, mint az (a) résznél.

Az (i) = (iii) implik&ci6 bizonyitasdhoz vegyik ésb egy tetsblegesn k6zos
tobbszorosét. Felhasznélva, hodl” és A, felcseréhdik, valamint hogy az
M operatomm-periodikus (speciélisairperiodikus) fuiggvénydl a-periodikusat
csinal:

M(:nf - M(;nAa(fa + fb) = M(?Aafb = Aa (M(anb) =0.

Megjegyezzik, hogy (iii) pontosan akkor teljesil valaniely. kozos tobbsz6-
rosre, ha azng = [a, b] legkisebb k6zos tébbszorosre teljesil. Valoban,

M f =M™},
ugyanisf(x+m0) = f(:p) miatt mindkét operator ugyanazon értékeket atlagolja,
de M;"-ban minden értéK™ -szor szerepel. Ez persze az atlagon nem valtoztat.

igy (iii) < (iv)-hez elég latni, hogy-periodikusf fliggényre

%M;nof:f(x)+f($+d)+...+f(x—|—b—d).

Ez azértteljesil, mert modugateljes maradékrendszert alkotna?;,ag, o, e
illetve a%, g, ce % egész szamok is, igy mindkét oldalon ugyanazon értékeket

adjuk 6ssze, esetleg mas sorrendben.
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Végul (iii) = (ii) belatasahoz tekintsik @& C R részhalmazt. Persze elég
ezen megadni-periodikusan azf primitiv figgvényt. Valasszuk meg-et tet-
slegesen @ pontban. Ekkor\, f = f feltétel mellett egyértelmien terjed Ki
a0,a,2a,...,my — a pontokra. Ha ezeket-vel osztjuk, olyan egész szamokat
kapunk, melyek telies maradékrendszert alkotnak moduldEmiatt ezekdl a
pontokrol aA, f = 0 feltétel mellett egyértelmien terjed ki a fliggvenyitikre.

A kapott f tehat biztosam-periodikus lesz, de mi a helyzet(A, f)(z) = f(z)
feltétellel? Azx = 0,a,...,mo — 2a pontokban teljesul, hiszen erre az elején
ugyeltink. Azz = mg — a pontban is igaz, mert

’L’L’L

fza

Mk

f(mo) = f(mo —a) = f(0) = f(mo — a)

f(mo — a).
=0

A tébbi pontban pedig &periodikus kiterjesztés miatt trivialisan igaz.

Annak bizonyitasa van még hatra, hq@ﬂR) C B < (R, +) eseteéry is valaszt-
hato ugy, hogyf(R) C B. Ehhez annyit kell csupan megjegyezni, hogy amikor a
fentiekben valahol azt mondtuk, hogy bizonyos pontokbdasszuk meg tetée
legesenf értéket, ezutan vigyazzunk ra, hofybeli értéket valasszunk. Ekkor a
tobbi pontra automatikusas+érteklként terjed kf, hiszen azl6irt kiilonbségek
is B-beliek. n

Mi a helyzet, ha azf fiiggvény tobb periédus szerint is periodikus? Ekkor a
kovetkedt allithatjuk.

2.12. Lemma. Legyeneka, by, ..., b, periédusok lineérisan fuggetlenek, dz
pedig olyan fuggvény, arhj-periodikus minden < i < r-re. Ekkor |étezik olyan
a szerinti f primitiv flggvényef-nak, amib;-periodikus minden < i < r-re.

BizoNYiTAs. Ugyanugy jarunk el, mint az @06 lemma (a) részének bizonyita-
sanal. Rogzitett,-raaZ + xy, halmazon megvalasztjuk gzprimitiv figgvenyt,
majd ezt kiterjsztjuk azaZ+b,Z+. . .4+b,Z+xo halmazra, . . ., b.-periodikusan.
Minden pontban egyértelmien definidltertéke, hiszenZ + 0,Z + ... + b,7Z
pontjai egyértelmien irhatok fel b,, . . . , b, egész egyutthatos linearis kombina-
ciojaként a linearis fliggetlenség miatt. Az is vilagos,higy primitiv fliggvényt
kapunk azZ + 01 Z + . .. + b,Z + xo halmazon. llyen halmazok diszjunkt unio-
jaként pedig éall R. n
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2.3. Valos felbonthatosag karakterizacioja

Mint mar a bevezéiben emlitettiik, aR — R fliggvények osztalya nem ren-
delkezik a felbontasi tulajdonsaggal, azaz, ... A,, f = 0 nem elégséges fel-
tétele a valos felbonthatdosagnak. Ezt az egyenletet hadpokuakkal szeretnénk
kiegésziteni olyan médon, hogy igy mar sziikséges és elégséitgtelt kapjunk.

Vegyunk egy{ay, as, . ..,ar} = By U By U ... U By particiot, melyre minden
B;-ben a periddusok dsszeméidletJeloljeb; a B;-ben szerefl periédusok leg-
kisebb kdz0s tObbszorosét. Edy= fi1 + fo + ... + fi felbontas esetén azgirk
0sszege, melyekhez tartozpperiodusokB;-beliek, egyb,-periodikusg; fligg-
veny. Ezery,-k 0sszege pedid, igy DFy, b, (f), azazA, Ay, ... Ay, f = 0.

2.13. Definici6.Az f : R — R flggveny kielégiti a2ADF,, . ,, altalanositott
differencia feltételf ha az 6sszes olyaju,, as,...,axy} = By U By U ... U By
particiora, ahol mindenB;-ben a periddusok dsszemérhetok, fennall, hogy

Ay Ay, .. Ay f =0, 2.1)

aholb; a Bj-ben szerepl6 periodusok legkisebb k6zos tobbszorose. telgesiti
afentieket, aztl DF,, ., (f)-fel jeloljuk.

Az imént lattuk, hogyA D F' sziikséges feltétele a valds felbonthatésagnak. Az
alabbi tétel allitasa az, hogy elégséges is. Ezt a karaktmét [1]-ben adtuk, ott
joval altalanosabb kérnyezetben bizonyitottuk a tétettshmaradunk aR — R
flggvényeknél.

2.14. Tétel. (Farkas, Harangi, Keleti, Révész) egyeneka,, as, . . ., a; tetsz6-
leges periédusokf; : R — R figgvény. Ekkor

~~~~~ ak(f) — ADFa1,...,ak(f)~

B1ZONYITAS. A hidnyzO< irdnyt a periodusok szaméra vonatkozé indukciéval
bizonyitjuk. A%k = 1 eset trividlis, tegylk fel, hogy > 2 és legfeljebbt — 1
periédusra az allitds igaz. Vegylk @z a-, . . . , a;, periodusokat. Felteh&thogy
kozulik azok, amiki;-gyel 6sszemérhék a,, as, ..., q; valamilyenl < [ < k
egészre. Ezek legkisebb kdzos tobbszorosét jeldljeAz indukcids feltevést
két figgvenyre is alkalmazzuk. Konnyl meggondolni, hegyF,, ., (f)-bol
kovetkezik ADF,, . ., (A, f) iletve ADF,, | . (A f)is. Ezek tehat valos

felbonthatdk a megfelélperiddusokkal. Legyefi = A, fih=Af, illetve

f:f2+...ﬁ+ﬁ+1+...+fk (ﬁ:RﬁR;Aaiﬁ:O)’
h=ho+...+h (hi:R—R;A,h =0)
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a felbontasaik. Alkalmazzuk a 2.9. Definicioban bevezetétt M, operatort
az f; figgvényekre:(M f;) a;-periodikus minder2 < i < k-ra, $t2 < i < I
esetén még;-periodikus is. Tovabba fennall, hogy

m
aj 1

hiz)=flez+m) = fl@)= ) (fle+{t+1)-a)- fla+t a)) =

m _q

< A m m A
=Y flatt-a)= o M) = - > (Mf)(x).
t=0 =2
Az utols6 egyerdség)M linearitasabol kovetkezik. irjuk bk felbontasat, majd
osszunk éat:

-1
(ﬁ> -(hl+1+...—|—hk)ZMf2+...+Mfk~ (2.2)

a1

Most megadjukf-nek egy masik felbontasag{.

fi—MFf, 2<i<l)
9i =19 ; ; -1 ,
{ Ji— Mfi+ (%) hi (1+1<i<k)
Ez valéban felbontast ad, hiszen (2.2) migf_, 5 = SF , f; = f, és persze
g; a;-periodikus, mert ilyenek dsszed#tkaptuk. Azonban ez a felbontas mar
felemelhetdf egy felbontasava. A 2.11. Lemma vizsgalja, hogy mi a fdiete
hogy g;-nek legyen olyam, szerinti primitiv fliggvénye, amely;-periodikus.
Hal + 1 < i < k, akkora, ésa; nem 6sszemérh@éh — ilyenkor mindig létezik
a megfeled primitiv fliggvény.
Ha2 < i < [, akkor pedighMlg;, = 0 a felemelés feltétele. Ez pedig most
teljestl, hiszen\! f; a,-periodikus, igyM énmagéba viszi, emiatt

Mg, = Mf; — M(Mf;) = 0.

Kapunk tehatgs, ..., g, giv1, - - -, gr Primitiv fuggvényeket, melyek a meg-
feleld a; szerint periodikusak. Ezek 6sszegéngkszerinti derivaltjaf. Mivel
ez f-reisigaz, ezérf — (g2 +. ..+ gx) €gya;-periodikus fuggvény, ezt valasszuk
g1-nek. n
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A bizonyitdsban megadott eljaras racionalis ért¢kéisetén racionalis érteki
felbontast ad. Azonban ennél sokkal tobb is kovetkezikdldasz sz6 a 2.4.
szakaszban.

Megjegyezzik, hogy ha csak azt akarnank bizonyitani, hagnalis értekd,
valos felbonthatdf esetén létezik racionalis felbontéas is, akkor joval egyigzre
ben is eljarhatunk. A legelegansabb, ha vesziink egy Haérth mely tartal-
mazzal-et, és a valog;(z) felbontas helyett tekintjuk a kovetkéiz Felirjuk
fi(z)-et a Hamel-bazisban, és a#hez tartozé egyitthatét valasztjgkx)-nek.
Ez kétség kivll racionalis értékd;-periodikus, és dsszegbgiix)-et allitja eb,
hiszenl egydtthatéjaf (z)-nél magaf (z).

2.4. Egeész felbonthatosag

2.15. Tétel. (Farkas, Harangi, Keleti, Révész)etszbleges, as, ...,a;, € R
periodusokra é¥ : R — Z flggvényre fennall, hogy

VFGLG%---ﬂk (f) — EF(ILGQ ----- ak(f)7

azazf pontosan akkor all el@;-periodikus valés értéki figgvények dsszegeként,
ha eléalla;-periodikus egész értéki fliggvények dsszegekeént.

BIZONYITAS. Az <« irany trivialis, a masik iranyt indukcioval bizonyitjukgg
periodus esetén az allitas persze igaz. Feltesszik, hogy kevesebb periodus
esetén is igaz az allitas. Az-gyel 6sszemérhétperiédusok tovabbra is legyenek
ai, as, . ..,a;, ezek legkisebb kdz6s tdbbszorose

Vegyink egyf : R — Z fuggvenyt, amelyaq, . .., a; periddusokkal valos
felbonthatd. Ekkorf = A,, f ugyancsak egeész értekl, és valos felbonthato
as, . . ., a; peribdusokkal. (Hiszerf felbontasat derivalva az -periodikus tag el-
tlnik.) Hasonlbéanh = A,, f egész értéki és valos felbonthate, , . . . , a, perio-
dusokkal. (Ezuttaf felbontasétn szerint derivaljuk, igy az, . . ., a;-periodikus
tagok mind eltlinnek.)

igy az indukcié miatt léteznelf, (2 < i < k)illetve h; (1 +1 < i < k)
egész értékl felbontasok is. Innen a 2.14. Tétel gondeladtét kovetve elke-

szitjiuk f-nak azt a masik; felbontasat, ami méaa, szerintfelemelhetd Ebben
1

az Uj felbontasbary;, Mg’ffi és (%)_ h; fuggvények szerepelnek, azazjak

értékkészlete)-ban van, és a fell&@nevebk mind osztéi(%)-nek. A 2.11.
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Lemmanal tett megjegyzéseink értelméljekhez Ugy is valaszthaté a megféiel
primitiv flggvény, hogy ez rajuk is igaz legyen. Vagyisek olyan felbontasat
kapjuk, melyben a fliggvények raciondlis értékliek, és@pelulé nevedk mind

0Sztoi (%) -nek.
Azonbana, szerepét lecserélhetjik barmely mas, vele 6sszendtheerio-
dusra{=1,2,...,1). Azt kapjuk, hogy
VI<i<lIf=f+fit.  +fi

ahol Z* - fi(x) egész minden-re, illetve A, f; = 0.
Kénnyen étgondolhatéah%,%,...,aﬂl) = 1, igy vannakey, co, ..., ¢ € Z
egyutthatdk, melyekkel

m m m
cr-—+c-—+...+¢qg-—=1
ai a2 a

Vegylk azf; felbontasok kovetkdrlinearis kombinaciojat:

)

0i() = D fi(a)

Az igy definialtg;(z) a;-periodikus, hiszen ilyenek linearis kombinaciojadtS
gj(x) egész, hiszetf: - fi(x) is egész mindenrre. Végil igazolnunk kell, hogy
valébanf (x) felbontasat adjak, amit a

k l

IUCED D METEED WS WACEI VLA FIERNIE

j=1 i=1

szamolas mutat. ]



3. fejezet

Lekepezések Abel-csoportok kozott

Mint mar a bevezétben emlitettik, az 66 fejezet eredményei joval altalano-
sabban is igazak. [1]-ben tetdegesA halmazon vetfl’ : A — A invertalhat6
transzformaciokat tekintiink, és egy: A — R flggvényt akkor nevezink-
periodikusnak, ha\rf := foT — f = 0. Ha adottakly, ..., T, paronként
felcserélhed transzformaciok, akkor a 2.14. Tételhez hasonld, de doodyo-
lultabb szikséges és elégséges feltétel adhato arra, kgggy e~ R fuiggvény
mikor irhat6 felT;-periodikus fliggvények dsszegeként.

Ennek specidlis esetét kapjuk, ha edyAbel-csoporton az eltoldsokat, azaz a
T(z) = z+a (a € A) alaki transzformaciokat tekintjuk. Ezek ugyanis autémat
kusan egymassal felcserél@ktigy az altalanos tétel alkalmazhat6 rajuk. (Ebben
a specialis esetben az 4ltalanos tételben szefefibtel az aldbb(2) feltétellé
egyszerlisodik.) Arra vagyunk kivancsiak, hogy ez akkgé ieltétel marad-e,
ha val6s értékl figgvények helyett— B leképezések kdrében vagyunk, aliol
valamilyen Abel-csoport. Ezt a kérdést vizsgaljuk ebbegjezetben.

Legyenek tehatd ésB tetsdleges Abel-csoportok. Milyerl, B esetén ekvi-
valens az alabbi két allitas tedegesay,...,ar, € Aelemekre éy : A — B
flggvényre?

(1) Azf fuggveny felbonthaté,-periodikusA — B fliggvények 6sszegere.

(2) MindenB; U ...U By = {a1,...,a;} particiora és tetszbleges < [B;]
elemekre fennall, hogy
Ay, ... Ay, f=0.

(Itt [B] alatt aB-be e$ elemek kozos tébbszordsei alkafly. ; (b) részcsoportot

14
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értjuk. Ez egy véges vagy végtelen ciklikus csoport(Bst nyilvanvaléan elég
ellerdrizni a[B;] valamelyikb,; generatorelemére.)

Az (1) = (2) implikacio tetsblegesA, B esetéen fennall. (Ez trivialisan bi-
zonyithato, és ugyanugy megy, mintRz— R esetben.) A tovabbiakban a masik
irdnnyal foglalkozunk.

3.1. Pozitiveredmények

Az alabbi esetekben fenndll) és(2) ekvivalencigja.
o Atetszbleged? = R. [1]
e A torziomentes3 torziomentesf1]

e A =17,, ciklikus csoport valamilyem egészrel3 torzibmentes.
Ezt vissza lehet vezetni ad = 7Z esetre, ami mar torziomentes. Az
f: Z, — B fiiggvény helyett vegyiik ugyanis azt dz: Z — B figg-
vényt, amiref (z) = f(z mod m). Tegyiik fel, hogyf-re teljesiil bizonyos
ay,...,ax € Zym = {0,1,...,m — 1} periédusok esetén @) feltétel.
Mivel Z,,-ben aA, operator megegyezik A, .y operatorral, ezert az al-
talanossag korlatozasa nelkil feltehetjik, hagpsztjam-et mindeni-re.
Ha mintZ-beli szamokra gondolunk ezekre a periodusokra, akkoesit |
juk irdsban isaZ-vel. Mivel B C Z,, esetén a megfel@lBZ C Z halmazra
a[B?%] < Z részcsoportmod m éppen dB] < Z,, részcsoportba megy at,
ezértf-re teliesil2) aza?, . .., a? peri6dusokkal. igyf-nek létezik a meg-
feleld f] : 7Z. — B felbontasa. A periédusok osztjak-et, igy a felbontas
minden tagjan-periodikus, vagyis eli kaphatjukf-nek egyf; : Z,, — B
felbontasat.

o A = Z,~ akvaziciklikus csoport valamilygnprimre, B torzibmentes.
Vildgos, hogy mindig elég a kérdést az,...,a, € A peridodusok altal
generalt részcsoporton vizsgalni. Azonl#an. végesen generalt reszcso-
portjai Z,~» primrendi ciklikusok, amikre pedig mar tudjuk, hogy fethaa
ekvivalencia.

e B torzibmentes,

A= Pz,

p prim
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ahol ez egy diszkrét direkt 6sszegngsehet0, pozitiv egesz és is.
EzenA csoport végesen generdlt részcsoportjai mind ciklikusak.

3.2. Negativ eredmeények

Az alabbi esetekbenem all fenn az ekvivalencia.

® A:ZQ@ZQ,B:Z
Legyeneka; = (1,0);a2 = (0,1);a3 = (1,1) € Zy x Zo. EQy f :
Zy X Zs — R fuggvényre gondolhatunk mirit x 2-es valos matrixra:
(400 1)) Tekintstk &9 | ) matrixot. A hozzatartoz@ : Zyx Z — 7
fuggvényol latjuk be, hogy teljestl ré2), de(1) nem. Vegylk a kdvetkér

felbontasat:
()%JFOOJr (01
0 3 114 —\1 1)

Vilagos, hogy az ezekhez tartozf) : Z, x Z, — R flggvenyeka;-

periodikusak { = 1,2,3). Tehéat egyf : Z, x Z, — Z fuggvényt fel-
bontottunk valos:;-periodikus fliggvények dsszegére, ify= R esetén
(1) teljesul, ekkor perszg) is. A (2) feltétel azonban nem fugg-tdl, igy

ezB = 7Z esetén is teljesul.

1
2
0

= O

Meg kell még mutatnunk, hogy nincs egész érteki felbonddgos, hogy
egy egész ertekid,-periodikusg; : Z, x Z, — Z flggveényhez tartozo
2 x 2-es matrix elemeinek az dsszege paros kell legyea (, 2, 3). llyen
tulajdonsagu matrixok dsszege is ilyen. Azonbg{ &) jél lathatéan nem
ilyen.

o A=17,® Z,tetsz0legep primre,B = Z.
Az el6z6 példat altalanositjuk. Tekintsik a kovetker+ 1 darab peridédust

ay = (1,0);a2 = (L, 1);.. .50y = (Lp = 1);ap41 = (0,1),
valamint az alabbf; : Z, ® Z, — R fliggvényeket:

ha(z,y) skalarszorosa;-nek
kulénben.

) ={

"= O
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Vilagos, hogy az igy definialf; fuggvényeka;-periodikusak. Meggondol-
hato az is, hogy ezek 6sszege éppen az

|0 haz=y=0
f(x’y)_{l kialdnben

egész erteki fuggvény. Ennek tehat van valds felbontasa.az. , a,+4
periédusokkal, de nincs egész felbontasa, mert a fliggvekgk 0sszege
p? — 1, ami nem oszhatp-vel.

e A=Z297, B="L1.
Ugyanaz a példa némi médositassal jo itt is. A periodusokimheg

ar = (1,0);a2 = (1,1);...5a, = (1,p— 1);a,41 = (0, 1),
a fuggvények pedig az < j < p esetben
0 ha(z,y) skalarszorosa,;-nek
Jiw.y) = { L kulonben, ’
p
illetve aj = p + 1 esetben

hap osztjar-et
kulonben.

fori(z,y) = {

QI= O

Ekkor minden{kp, kp+1, ..., (k+1)p—1} x Z, alakd halmazon ugyanazt
kapjuk, mint az imenZ, & Z,-n.

o A-nak vanz, ¢ Z,-vel vagyZ & Z,-vel izomorf részcsoportjd§ = Z.
Az el6z6 példakat a részcsoporton kivitként terjesztjik ki.

o A-nak vanZ, & Z,-vel vagyZ & Z,-vel izomorf részcsoportjd3 ,nem
oszthatd-vel”.
Azalatt, hogyB nem oszthat@-vel, azt értjik, hogy van olyane B elem,
melyhez nincs! € B gy, hogyc = pd. Agyazzuk beB-t valamilyenf3,
oszthatoé Abel csoportba, és legyen € B, olyan, hogyc = pcy. Ek-
kor a korabbi példakat helyett c-vel, % helyett ¢o-val elkészitve olyan
f A — B fuggvényt kapunk, aminek bizonyos periédusokkal 185z
értéki felbontasa, igy2) teljesul ra. Azonbars értékl felbontasa nincs,
mert ekkor — a korabbiakhoz hasonléan — kapnank, Hedy- 1)c = pd
valamilyend € B-re, amitdl ¢ = p(pc — d) kbvetkezne.
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Megjegyezzik, hogy ha & Abel-csoport nem oszthato, akkor lehet hozza
talalni olyan.A Abel csoportot, hogy az, 5 parra ne alljon fenril) és(2) ek-
vivalencigja. Valoban, h# nem oszthatd, akkor van olyanprim, amivel nem
oszthato, és ekkod = Z, ® Z, megfeleb valasztas.

Minden ellenpéldankban az szerepét jatszo csoportnak volt torzidja.

3.1. Kérdeés. Igaz-e, hogy had torzibmentes, akkor tetsz6leg8sAbel-csoport
esetén1) és(2) ekvivalensek?

3.3. Valo6s és egész felbonthatosag

Meghatarozzuk azod Abel-csoportokat, melyekre tetdegesu,, ..., a, € A
periodusok esetén egly: A — Z fuggveny valos felbonthatésagabol kovetke-
zik az egész felbonthatésaga. (A 2.15. Tétel azt allitjigyhd = R esetén ez
az implikacié fennall.) Mivel a valGs felbonthatésag télsgesA Abel-csoport
esetén ekvivalen&)-vel, ezért a feltétel az, hogyl-ra B = Z esetén is legyen
ekvivalens a két allitas. A fejezet eddigi részeiben méukathogy ez teljesil, ha
A torziomentes vagyd = P, Z,» alaku @ a primeken fut vegigP diszkret
direkt 6sszeg és, € {0,00} UN). Masrészt mutattunk ellenpéldat azokban az
esetekben, mikad tartalmazz, @ Z,-vel vagyZ @ Z,-vel izomorf részcsoportot.
Ezek az esetek azonban mar kiadjak az 6sszes Abel-csoflast3.7. Allitas).
igy belattuk az alabbi Tételt.

3.2. Tetel. Az A — Z fuggvényekre akkor és csak akkor kovetkezik a valés fel-
bonthat6sagbdél az ugyanolyan periédusokkal valé egébprigiatésag, had
torzibmentes vagyl = P, Z,» valamilyenn, € {0, oo} U N-ekre.

(A 3.7. Allitasban két tovabbi ekvivalens jellemzésétapi ilyen csoportok-
nak.)

Ratériink annak a kérdésnek a vizsgalatara, hogy melyek azok Abel-
csoportok, melyekre a2l — 7Z leképezéseldd allo fuggvényosztaly rendelke-
zik a felbontasi tulajdonséggal (lasd 2.6. Definicid). Efiiggvényosztélyt kissé
pongyolan{. A — Z}-vel jel6ljuk a tovabbiakban.

Ha .A nem torziécsoport, azaz letezike A, melyre(a) = Z, akkor a kovet-
ke f : A — Z leképezés mutatja, hodyd — Z} nem rendelkezik a felbontasi
tulajdonsaggal:

| n x=na (neZ)
/(@) '_{ 0 z¢{a).
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Val6ban, azf fuggvényreA,A, f = 0, azonbarf nema-periodikus.

Ha A tartalmazZ, & Z,-vel izomorf részcsoportot, akkor a korabbiak szerint
mar a valés felbonthatésaghol sem kovetkezik az egészriglbtsag, azaz van-
nak olyanas, ..., a; periddusok e : A — Z fuggveny, hogyf felbonthato
a;-periodikusA — R fuggvények 0sszegére, de egész értékliek 6sszegére nem.
Azonban a valds felbonthatdésagbol kovetkeaik ... A,, f = 0, igy f mutatja,
hogy ebben az esetben sem rendelkegiet- Z} a felbontasi tulajdonsaggal.

Ha A = @, Z,~, akkor kdnnyen elledrizheben.A minden végesen generalt
részcsoportja véges ciklikus. Vegyuak . .., a, € A tetsdleges periddusokat.
Belatjuk, hogy egyf : A — Z fuggvényre a\,, ... A,, f = 0 feltétel®dl kovet-
kezik, hogyf egész felbonthatd, . . ., a; periddusokkal. Most is elég a kérdést
az Ay := {(ai,...,a;) < A végesen generalt részcsoporton vizsgalni, ami az
el6zbek szerint véges ciklikus csoport. [12]-ben megmutatitdgy tetsbleges
A halmazra, a{f : A — R|f korlatog figgvények rendelkeznek a felbontési
tulajdonsaggal. MosH, véges, igyf rajta automatikusan korlatos, vagyis létezik
fi + Ay — R a;-periodikus valés felbontas. Ebbpedig mar 3.2. Tétel miatt
kovetkezik a megfelél periodusokkal tortémegész értékl felbontas létezése is.

Mivel e harom eset (nem torziocsoport; tartalniaze Z,-t; A = P, Zym)
kiadja az 0sszes Abel-csoportot (lasd a 3.6. Lemma), ezkivatked Tételt
kaptuk.

3.3. Tétel. Egy A Abel-csoportra{.A — Z} pontosan akkor rendelkezik a fel-
bontasi tulajdonsaggal, hal = P, Z,~ valamilyem,, € {0, co} U N-ekre.

(A 3.6. Lemmaban két tovabbi ekvivalens jellemzését kagjlilyen csoportok-
nak.)

3.4. Megjegyzés.Hasonl6 gondolatmenettel megmutathato, hody— R} ak-
kor és csak akkor rendelkezik a felbontasi tulajdonsadual torzibcsoport.

3.5. Kerdés. Mik azok azA, B Abel-csoportok, melyekied — B} rendelkezik
a felbontasi tulajdonsaggal?

A fejezet végére hagytuk a felhaszndlt tisztan algebrdiadbk igazolasat.
Ezek egyszerll és bizonyara (kdz)ismert tények Abel-atokal, a teljesség
kedvéért vazlatosan bizonyitjudket.

3.6. Lemma. Egy.A Abel-csoportra ekvivalensek az alabbi allitasok.

() A=D,Zy,» alaku.
(Itt p a primeken fut végigp diszkrét direkt 8sszeg és € {0,000} UN.)
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(i) A minden végesen generalt részcsoportja véges ciklikus.

(iii) A torzidcsoport €s nem tartalmdz, & Z,-vel izomorf részcsoportot semmi-
lyenp primre.

BIZONYITAS. Az (i) = (ii) és(ii) = (idi) irny vilagos; (i) = (i)-hez a
kovetkedképp jarunk el. Abel-csoportban egyrimre részcsoportot alkotnak a
p-hatvany rendi elemek, jeldlje ezt a részcsopdfigid). Ezek diszkrét direkt
0sszege éppen a csoport torzio-részcsoportja (lasd pgRjazd. oldal]). Ese-
tinkbenA torziéesoport, igyd = P, 7,,(A).

Tehat elegeniimeghatarozni &, © Z,-t részcsoportként nem tartalmazé kom-
mutativ p-csoportokat. Ha a csoport véges, akkor a végebsasbgortok alap-
tételédl kdvetkezik, hogy csak a-hatvany rend ciklikus csoportok ilyenek. Ha
a csoport rendje végtelen, akkor vegyunk két elemet a cHufidr, ). Az ezek
altal generdlt részcsoport egyhatvany rendl ciklikus. Ezt vagyy egymaga is
generalja. Tehat a csoport barmely két elemére az egyilstilbbse a masiknak.
Ebbl mar kovetkezik, hogy a legfeljebt” rendli elemek eg¥.,.-val izomorf
részcsoportot alkotnak. Ezen részcsoportok uniéjakéatdah teljes csoport, igy
az izomorf aZ,- kvaziciklikus csoporttal. -

3.7. Allitas. Egy.A Abel-csoportra ekvivalensek az alabbi allitasok.

(i) Atorzibmentes vagyl = P, Z,» alaku.
(Itt p a primeken fut végigp diszkrét direkt 8sszeg és € {0,000} UN.)

(i) A minden végesen generalt részcsopaftjanel vagyZ"-nel izomorf vala-
milyenn pozitiv egészre.

(i) A nem tartalmazZ, ¢ Z,-vel vagyZ & Z,-vel izomorf részcsoportot sem-
milyenp primre.

BizoNYIiTAs. Ezlttal is egyedul &iii) = (i) irany nem trivialis. Ennek bi-
zonyitasahoz vegyunk e@, ¢ 7Z,-t €SZ&Z,-t nem tartalmazdd Abel-csoportot.
Feltesszik, hogyl nem torzibmentes, ekkor van primrendi&leme. Ha lenne
egy végtelen rendii eleme.A-nak, akkor perszér,y) = Z, © Z lenne. Teha#d
torziocsoport, és alkalmazhatjuk ab# lemma(iii) = (i) iranyat. n



4. fejezet

Homogén megoldasok

A 2.3. szakaszban azt vizsgaltuk, hogy &y~ R fuggvénynek milyen felté-
telek mellett Iétezik felbontasa periodikus fliggvényekzigére ére adott perid-
dusokkal. A felbontés (feltéve, hogy létezik) nem egyéntel Ebben a fejezetben
azzal foglalkozunk, hogy ezek a felbontasok mennyiberetégk el egymastal.

Ezekre az eredményekre a kovetldejezetben lesz sziikségiink, ahol a kor-
latos valGs felbonthatdsag és a korlatos egész felborshgidapcsolatat vizsgal-
juk.

Legyenek a megadott periddusek as, . .., a,. Az f : R — R flggvény valos
felbonthat6é ezen periodusokkal, hé&l f, + ... + f, alakban Q\,, f; = 0). Ha
11 egy masik ilyen éallitas, akkor ezek kulonbsége:= f; — f/ megoldasa lesz
a kovetkeb, un.homogén egyenletk:

h1+h2++hk:0 (Aath:O) (41)

Tehatf 6sszes felbontasat megkapjuk, ha egy tadegges partikularis) felbonta-
sahoz hozzaadjuk a (4.1) egyenlet megoldasait.

4.1. Trividlis megoldasok

Két peridodus esetén az egyenlet igy irhatg: = —h,. Vagyis a homogén
megoldasok azok, ahal ésh, egyszerre,; €sa,-periodikusak, és egymas ellen-
tettjei.

Tobb periodus esetén mar nem ennyire egyszerl a helyzeteMesetre min-
dig homogén megoldast kapunk, ha a kovetikepp jarunk el.

21
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4.1. Definici6. A homogén egyenlétivialis megoldagirol beszélink, ha a me-
goldas az alabbi alakban irhato:

k
hi= hi;  (hig =05 hij=—hj;; Aghij = Ag by =0). (4.2)

j=1

Az ilyen alakuh;-k valéban kielégitik (4.1)-t, hiszel, a;-periodikus fliggvények
0sszege, igy maga is az, illetig + ... + hi-ban mindem,; ; (i < j) egyszer
pozitiv, egyszer negativa@kllel fordul eb, igy az 6sszeg.

Megjegyezzik, hogy. ésb 6sszemérhétperiddusokra egy fliggvény pon-
tosan akkor ésb-periodikus, haa, b)-periodikus, ahola, b) jeldli a €sb leg-
nagyobb kdzos osztéjat.

Val6jaban sok esetben csak ezek a trivialis megoldasokakani kovetked
fejezet 5.9. Tételében latni fogjuk, hogy pontosan akkiezi& nem-trivialis meg-
oldas, ha a periddusok kozott talalhaté harom, melyek tisaa 6sszefudiek,
de paronként 6sszemérhetetlenek. Ebben a fejezetbénh atntyit bizonyitunk,
hogy ha a peridodusok kozott nincs harom ilyen, akkor mindegatdas trivialis.
El6szor néhany egyszerl lemmat latunk be.

4.2. Definicié.Legyena € R\ {0}. AzL : R — R fuiggvényre azt mondjuk,
hogya-linearis, ha A,A,L = 0. (Az elnevezést az indokolja, hofypontosan
akkora-lineéris, hal |,z., linearis fuggvény tetszbleges € R esetén.)

4.3. Lemma. Legyenek: ésb 6sszemérhetd periddusok,: R — R pedigb-
periodikus fuiggvény. Ekkgt-nak tetszéleges szerinti primitiv fliggvénye eldall
f + L alakban, aholf b-periodikus é4. a-linearis.

Ha még azt is tudjuk, hogfyc-periodikus valamilyen, b-vel nem ésszemérhetd
c peridédusra, akkorf mégc-periodikusnak is valaszthato.

BIZONYITAs. Legyenm = [a,b]. Vegyuk a 2.9.-ben definialt/;" operatort.
Bontsuk két részre af fliggvényt az alabbi médon:

f=(F = f) + .

Az M™ operator 2.10. Allitasban kimondott tulajdonsagai nﬂMlg”f) a-perio-
dikus, és igyM" bnmagaba viszi. Vagyis!!" az el$ (zarojeles) tagdi-ba viszi.
igy a 2.11. Lemma miatt létezik olyan primitiv fliggvényeszerint, amelyikb-
periodikus, ezt valasszuk-nek. A masodik tag-periodikus, igy annak minden
primitiv figgvényea-linerais.
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Ha f c-periodikus is, akkor(f — Mg”f) is az. Mivel aza szerinti primitiv
flggvény megvalasztasa egymastdl fliggetlenil tetmetg azZ + o C R alaku
részeken, és miveélc ¢ aZ, ezért anZ+xy+i-c (i € Z) részeken megtehetjik,
hogyugyanaza primitiv fliggvényt valasztjuk. m

Ugyan nem fogjuk hasznalni, de megjegyezzik, hogy azoekl valamivel
erbsebb alabbi allitas is igaz.

4.4. Allitds. Legyenelk: ésb 6sszemérhetd periodusokpedig olyan fliggvény,
melyreA, A, f = 0. EKkkor f a kdvetkez6 alakban irhato:

f=L+f.+f (L(ab)linedris; A,f, = Ayf, =0).

BizONYITAS. Hab egész szamszorosanak, akkor(a,b) = a és igy az éz0
Lemma szerinjf valéban eball a kivant alakban.

Legyenek most ésb tetsdleges dsszemérlieperiodusok. EkKkoA, A, f = 0
feltételldl kdvetkezik, hogy

AayAof = 0; AAyf =0,
azaz aA |, f fliggvénya ésb-periodikus, igy(a, b)-periodikus. Tehat
A@pAapf = 0.

Itt viszont[a, b] egész szamszoroéa, b)-nek, vagyis léteznek (a, b)-lineéris és
1" [a, b]-periodikus fuggvények, melyré = L + f’. Azonban

A(a,b)A(a,b)L =0= AaAbL =0= AQAbf/ = AQAb(f — L) = 0.
Tehatf’-re fennallnak, hogy
AaAbf, = 0; A[a,b]f, =0,

vagyis f’-re teljesil az altalanositott differencia feltéteb periédusok esetén. A
2.14. Tétel miatt ekkof’ felirhat6 egyu-periodikus és egy-periodikus fliggvény
0sszegeként. n

4.5. Lemma. Legyenek ésb 6sszemérhet6 periodusdkpediga-linearis fligg-
vény. Hal. mégb-periodikus is vagy korlatos, akkor egyuttaperiodikus.
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B1zONYIiTAS. Legyenm := na valamelyilyenn pozitiv egészre. Az-linearitas
azt jelenti, hogyf (z +2a) — f(x+a) = f(x+a) — f(xz) mindenz-re. ROgzitsuk
z-et, ekkore := f(z+a) — f(z) = f(r+ (i+1)-a) — f(x+i-a) tetsDlegesi
egész szamra. Ebbazt kapjuk, hogy

n—1
flx+m)— Zf z+(i+1)-a)— flr+i-a)=nc
1=0

Ha L b-periodikus, akkorn = [a, b] esetén a fenti képletbefiiz+m)— f(z) =
0, tehatc = 0 adadik, azazf (x + a) = f(x). Ez mindenz-re elmondhato, igy.
valébana-periodikus.

Ha L korlétos valamilyenk” € R, korléattal, akkor|f(z +m) — f(z)| < 2K,
vagyis|c| < 2&, ésn — oo adja, hogye = 0. m

4.6. Kovetkezmeény.Ha az a periodusra, f korlatos flggvényre és pozitiv
egészre

Aff=o0
akkor f a-periodikus.

B1zoNYIiTAS. Hak = 1, akkor az allitas nyilvanval6. Ha > 2, akkor vegyik
az L = AF~2f fuggvényt. Ez korlatos és-linearis, igy az €z6 Lemma szerint
a-periodikus. Vagyis

0=A,L = AAF2f = Ak-1p,

Ezt addig ismételhetjik, amig a ki@lemegyl-re. Az viszont éppen azt jelenti,
hogy f a-linearis.

Megjegyezzik, hogy ez az allitas kovetkezik abbdl a beesben emlitett
tényldl is, hogy B(R) rendelkezik a felbontasi tulajdonsaggal [12]. (Emlékez-
tetoll, ez azt jelenti, hogy ha egy korlatgs R — R fuggvényreA,, ... A, f =
0, akkor f felirhatd korlatosg;-periodikus fuggvények dsszegeként. A most bi-
zonyitott alliths ennek éppen az= ... = a; = a specialis esete.) n

Miel6tt ratérnénk a legaltaldnosabb eset (4.9. Tétel) targgeda két specialis
esetet (4.7. és 4.8.) bizonyitunk, amiknek az eredmény@ioészereit hasznalni
fogjuk az altalanos esetnél.

4.7. Allits. Ha azay, as, . . ., a;, periodusok dsszemérhetdk, akkor a homogén
egyenletnek csak trivialis megoldasai vannak.
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B1zoNYiTAS. Indukcioval bizonyitunk. Egy illetve két periddus esefmrsze
igaz. Legyent > 3, és tegyuk fel, hogy-nal kevesebb peridédusra az allitas igaz.
Ha ah; + ...+ hy = 0 homogén megoldast, szerint derivaljuk, akkor egy

ﬁ2+ﬁg++ﬁk20 (]A”Li:Aalhi)

homogén megoldast kapunk @z as, . . . , a;, periodusokra. Az indukcié miatt ez
trivialis megoldas, azaz léteznek a megféléj,j (a;, a;)-periodikus flggvények
(2 < i,7 < k). Ezeknek vegylk valamilyen primitiv figgvényét szerint. A
4.3. Lemma szerint ezek ; + L, ; alakban irhatok, ahdl, ; (a;, a;)-periodikus,
L, ; pediga,-lineéris. Arra is nyilvan tudunk tigyelni, hogy ; illetve 4, (amik
egymas ellentettjei) primitiv fliggvényében g illetve h; ; fliggvények is egymas
ellentettjei legyenek.
Belatjuk, hogy az_; ;-k Ugy is megvalaszthatok, hogy

k
hi=> hij+Liy (i=23,....k (4.3)

=2

teliestljon. Ugyanish;-neka; szerinti felemeltjeh; €Y%, hy; + L;; is, ezért
ezek kulonbsége egy-periodikus fuggvény. Ezt a figgvenyt adjuk hozzéa vala-
mely j-re L, ;-hez. Tovabbra is igaz, hogy, ; a,-linearis ésh, ; + L, ; primitiv
fliggvényen, ;-nek, és igy mar (4.3) is fennall.

Mivel a h; j-k a;-periodikusak minden-re, ezérth:2 L; ; is a;-periodikus.
Masrészta, -linearis is, igy a 4.5. Lemma miad -periodikus. Valasszuk ezt a
fuggvényth, -nek és az ellentettjét; ;-nek. A megfeled periodikussagok tel-
jestilnek, az indexeket megcserélve mindig ellentett féggtkapunk, é%; ,-et
agy valasztottuk, hogy; = Zk h; ; fennalljon ¢ = 2,3, ..., k). Egyedul azt

j=1
kell még ellerdrizni, hogy ez = 1-re is teljesul. Valéban,

k

k k k
hi=—hy—. . —hy==> Y hi; ==Y hi1=Y hy,
=2 j=1 i=2 i=2
ahol ax-gal megjel6lt egyerdiség azért all fenn, mert
k k
h@j - 0,
=2 j=2

(2

J

ami pedig ah; ; = —h;,; egyenbségekbl kovetkezik. n
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4.8. Lemma. Ha aza., ..., a; peridbdusokra igaz, hogy minden homogén megol-
das trividlis, akkor ez igaz az;, as, . . . , a;, peridbdusokra is feltéve, hogy minden
2 <i,j < k indexparra fennall, hogy, ¢ (ai,aj)Q. (Azaz vagy:; €sa; Ossze-
mérhetdk egymassal, de-gyel nem, vagy,, a; €sa; linearisan fuggetlenek.)

B1zONYITAS. Ha ah; + ...+ hy = 0 homogén megoldast, szerint derivaljuk,
akkor egy A A A R
ho+hs+...+h, =0 (h;=2A4Mh)

homogén megoldast kapunk az as, . . . , a; periodusokra, A feltevéseink értel-
mében ez egy trividlis megoldas, igy talalhatok mega':efejj : R — R fligg-
vények ¢ < i,j < k). Ezeknek aﬁm fuggvényeknek van olyan; szerinti
primitiv figgveénye, amely ugyancsak esa;-periodikus. (Ugyanis ha; €sa;
6sszemérhék, akkor (a;, a;)-periodikussagrél van szo, és a 2.11. Lemma (a)
része mutatja a megfeteprimitiv fliggvény létezeését. Hay, a; €sa; lineari-
san fliggetlenek, akkor pedig a 2.12. Lemma alkalmazhad)jd ezt a primitiv
flggveényth, ; (2 < i,j < k). Perszéy; ; = —h;; teljestlésére is tudunk tgyelni.
Legyen tovabba

hi,l = hz - h@g - hi,S — ... hi,k:-

Azt allitjuk, hogy az igy definialk; ; a; €sa;-peirodikus. Valoban,
Aalhi,l == }ALZ - iLi’Q — ... ]Alivk - 0,
Aaihi,l = Aaihi — Aaihi,Q — ... — Aaihi,k’ = O — O — ... — 0 = 0
Veégul pedigh, ; legyen az imént megaddit ; ellentettje. Ekkor

k k k k
hi=—hy—...—hy==3 3 hij=—> hia=) hy
=2 j=1 i=2 i=2
azaz ah, ;-k 6sszege valOobaly . n
4.9. Tetel. Ha aq,as, ..., a, olyan periddusok, hogy kozulik barmely harom,

melyek paronként nem 6sszemeérhetdk, egyuttal lineafigggetlenek is (vagyis
az el6fordul6 iranyok kdzul barmely harom linearisan fétign), akkor minden
homogén megoldas trivialis.

B1zoNYiTAs. Indukcioval bizonyitunk, tegyuk fel, hogynal kevesebb periédus
esetén a tétel allitasa igaz. Feltéhdiogy aza,-gyel 6sszemérhétperiodusok
ar,y...,ap.
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l.esetli=1

Ebben az esetben nincs masgyel 6sszemeérhétperiédus. Hau; €sa; nem
6sszemérhék valamilyeni, j > 2 indexparra, akkor a feltételek szerint a;, a;
linearisan fiiggetlenek. igy a 4.8. Lemma alkalmazhatd&zdwésagyunk.

2. esetl > 2

A hi+ ...+ hy = 0 homogén megoldast szerint derivaljuk, egy

ilg—l-ltbg—i-—i-ilk:() (iLi:Aalhi)

homogén megoldast kapunk @z as, . . . , a;, periodusokra. Az indukcié miatt ez
trividlis megoldas, azaz léteznek a megféllé,JJ a; ésa;-periodikus fuggvények
(2 < 1,5 < k). Mit mondhatunk ezek; szerinti primitiv figgvényel?

Hal+1<:<k;l+1<j <k, akkora; ¢ (ai,aj)Q és ilyenkor létezik
h; ; primitiv flggveny, ami; €sa; szerint is periodikus, ahogy azt a 4.8. Lemma
bizonyitdsanal mar meggondoltuk.

Hal+1<:<k;2<j<I, akkorfu,j a; €sa; szerint periodikus, ahal
06sszemérhéta;-vel, dea;-vel nem. A 4.3. Lemma miatt ekkor minden primitiv
fuggvényh, ; + L, ; alaka, ahoh; ; a; ésa;-periodikus é4.; ; a;-linearis. A 4.7.
Allitas bizonyitasanal azt is lattuk, hody ;-ket valaszthatjuk tgy, hogy

k l k
=S hiy+ Y Lij= hiy+Li (+1<i<h),
=2 = i—2

aholL; = 2212 L, ; ay-lineéris és (a fenti egyedseg miatt),;-periodikus fligg-
vény. Vagyis ez még nem o6 felbontasanek: csaka,-linearitast tudunkl;-rol
a,-periodikussag helyett.

Mivel hi; = —hy. fgy S, > s hiy = 0. Ezt ax-gal jelolt egyen-
|6ségnél hasznalva:

l

k l
BT SUED 3D NUFS SRS 3) SUIES Sy
i=1 i=l+1 i=l+1 j=2 i=l+1 i=l+1 j=2 i=l+1
AZ Ly =Y hi+ 30 S, by jelolés mellett:
Li+ Ligs+ Liso+ ...+ L = 0.

Ekkor egyrészt.; m-periodikus, ahotn = a4, ..., @], hiszen minden tagja;-
periodikus valamilyenl < j < [-re, masrészL,; a;-linearis, hiszen a tébhi;
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(l+1<i<k)mindaz. A 4.5. Lemma miatt ekkdr, valéjabana;-periodikus
is. Ez azt jelenti, hogy aZ;-k homogén megoldast adnak@z a;, 1, a;vo, . . ., ax
periodusok mellett. Mivel > 2, ezért ez legfeljeblh — 1 periddus, az indukcié
alkalmazhato, igy kapunk; ; fuggvenyeketd, j € {1,/ + 1,...,k}), melyekre
h; ; = —h}, a; €ésa;-periodikusak, valamint

k
Li=hijy+ > hi; (i=L1+1.. k).

j=l+1

Vezessuk bé + 1 <i < k-ra az alabbh]; fuiggvényeket.
h;,l (j = 1)
hij+h; (I+1<j<k)
Legyen tovabba;; := —h7,, hai <lesj>1+1.

Mar csak azon esetekben nincs definialya, ha mindkeét index legfeljebh
Most ratériink erre az esetre is. Korabbiakhoz hasonlé dadsa kapjuk, hogy

l

YIRS SUISES 35 SIS DD DI 35 9012

i=1 i=l41 i=I4+1 j=1 i=1 j=I+1 i=1 j=I+1
Vagyisg; == (hi — Zj i1 h;’j) a;-periodikus figgvényeki(= 1,...,1) homo-
gén megoldast adnak az, . . . , a; periédusok mellett. Ezek 6sszeméihperio-
dusok, igy a 4.7. Allitas miatt a megoldas trivialis, vagdgi®eznek megfelél 7} ;
(1 <14,j <) fuggvények. Ezekkel egeszitsuk ki a mar meglé{;-ket. Minden
kivant tulajdonsag teljesdl. m

4.2. Neme-trividlis megoldasok

4.2.1. Harom periédus esete

A homogén egyenletnek lehetnek nem-trividlis megoldésaiA 4.9. Tétel
szerint erre akkor van esély, ha@gz . . ., a;, periodusok kdzott van harom, me-
lyek linearisan 6sszefliggnek, de paronként dsszemddretkt A legegyszeribb
ilyen eset az, amikor

a
k=3, a—lq_fQ; as = 1161 + raas (T17T2€@\{0})~
2
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Ekkor (a1, a2, as), egy Z x Z-vel izomorf additiv részcsoportj-nek. Ezek
eltoltjainak diszjunkt uniéjaként ééllithatoR. Vilagos, hogy ezeken kilon-kilon
lehet megadni a homogén megoldast.

Legyenek tehat; = (m;,n;) € Z x Z (i = 1,2,3) periédusok, melyekre
(a1, aq,a3), = Z x Z és aza;-k paronként 6sszemérhetetlenek, azaz egyik vek-
tor sem skalarszorosa a masiknak. Azért valamilyen lisgiszefiggésnek kell
lennie koztik: megfelélc,, ¢y, c3 € Z \ {0} egyltthatokkal

ci1aq —+ Co9 + C3Q3 = (clml + CoMo —+ C3ms, C1M + CoTo + 03n3) = (0, O)
Ekkor tetsblegest € R esetén homogén megoldast adfdak Z-n a
hi(z,y) == cit(nix —myy)  (x,y € Z) (4.4)

flggvények. Az is vildgos, hogy €z # 0 esetén egy nem-trivialis megoldas.
(Meggondolhat6 ugyanis, hogy a trividlis megoldagbk Z-n véges sok értéket
vesznek fel.) Azt fogjuk bizonyitani, hogy minden homogéeguoldas egy (4.4)
alaku és egy trivialis megoldas 6sszegeként all el

Azokat ahq, hs, hs : Z x 7Z — R fUggvényeket keressiik tehat, melyekre
hi+he+hs3 =0 (Agh; =0).

El6sz6r meghatarozzuk azén figgvényeket, melyek; -periodikusak, valamint
eléalinak egya,-periodikus és egyis-periodikus fliggvény dsszegeként. Utdbbi
azzal ekvivalens, hogg,, A, h1 = 0, hiszena, ésa; 6sszemérhetetlenek. Tehat
az alabbi egyenleteket kielégit, : Z x Z — R fuggvényeket keressik:

Aalhl =0 ) A(lgAagh’l =0. (45)

Elsb lepeésként megadjuk a (4.5) egyenletet kiefekdrlatos £, fliggvenyeket.
Tekintstk ah; = A,,h, flggvényt. Ezi, ésasy-periodikus is. Megmutatjuk, hogy
létezik olyanh) : Z x Z — R figgvény, amelyre

Aoyl = hy = Agyhy €SA, By = Ag,hl = 0.

Vagyis azt akarjuk bizonyitani, hogy;-et fel tudjuk Ggy emelnii; szerint, hogy
medirizze azi;, ésa,-periodikussagot. Valasszuk mega0) pontbam: értékét
tetsdlegesen. Innen A, 1} = 0 feltétel mellett egyértelmien terjed ki{dsas :
d3 € Z} C Z x Z halmazra. Ezutan tetSlegesd,, do, ds € Z egyutthatokra

hll (d1a1 + dgCLQ + d3a3) = hll(dgag).
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Ezzel mindenhol megadtuk -t, hiszen(as, as, as), = Z x Z. Persze egy. x
Z-beli pont nem egyértelmlen alléelt;a, + dsay + dsas alakban, igyh] jol
definialtsagat még ellémiznink kell.

Tegyuk fel, hogyl,a, + deas + dsas = djay + dhas + diaz. Kéne, hogy ekkor
h(dsas) = k) (dsa3). Persze csal; # d’; esetén van mit bizonyitani. Feltebet
hogyd}; > ds. Ekkor

d,—1
hi(dgag) — hi(d3a3) = Z hl(jag) = hl(déa;g) — hl(d3a3>.

j=ds

Tegyuk fel indirekt moédon, hogy ez netm Mivel hy a illetve ao-periodikus,
ezért(d, — dy)a; + (dy — db)as = (dy — ds)as szerint is periodikus. Igy

ds+(k+1)(dy—ds)—1 dy—1
> In(jas) =Y hljas),
j:d3+k(dé7d3) j=d3

azaz
hl(dg + (k + 1>(dg — dg)) — hl(dg + k’(dé — dg)) = hl(dgag) — hl(dga,g) =cC % O,

ahol i tetsdleges pozitiv egész,pedigk-tdl nem fligd nem0 konstans. Azon-
ban
h1<d3 + k}(dé — d3)) — hl(dg) = ]{ZC,

ami ellentmondh; korlatossaganak. Vagyis, valoban jol definialt, és igy auto-
matikusan; ésa,-periodikus.
Ekkor
Agy(hy — BY) = Agyhy — Agyh = hy — hy = 0,

tovabbaA,, (hy — h}) = 0 is teljesul, igy ahy = h} + (hy — h}) felbontas
mutatja, hogyh, elball egya, ésa,-periodikus valamint egy; ésas-periodikus
flggvény dsszegeként. Tehat (4.5) egyenleteit kigdékptlatosh, fliggvények
mind hq 2 + hy 3 alakdak.

Most ratériink arra az esetre, amikor nem feltétlendl korlatos. Tobbszor
fogjuk alkalmazni, ezért Lemmaként kimondjuk az alabliisditast.

4.10. Lemma. Ha azf fuggvényu-periodikus, akkor tetszélegéperidédusra és
k egész szamra,f = Apiraf-
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BizoNYiTAS. A Lemma allitasat a
(Apf)(x) = fz+b) = f(z) = f(z + b+ ka) — f(z) = (Dpiraf)(2)

szamolas bizonyitja. n

A Lemma és (4.5) felhasznalasaval kapjuk, hogy

AgyAashy =0 = ApyAyasht = 0 2% Ay, Acsasrera b = 0,
amitdl A, A.q.,h1 = 0 kdvetkezik. Ugyanigy adodik,, A,k = 0is. Vi-
szont a 4.10. Lemma ujbali felhasznalasaval kapjuk, hogy

ACQCLth - A02a2+cla1h1 - A—Cgaghl'

A fentiek alapjan a bal oldal,-periodikus, a jobb oldat;-periodikus, és persze
mindkét oldala,-periodikus. Kovetkezésképi,,.,h; mindharom peridodus sze-
rint periodikus, vagyis konstansa teljesZ x Z-n valamilyenu valdés szamra.

Vegyik az alabbl.; fuggvényt:

Li(z,y) :==t1(nix —myy) (z,y € Z), aholt; = “

Cz(nlmz - m1n2) '

(Itt £, nevedje nemD, ugyanis sem,, semn;my —m;n, Nemo, az utbbbi amiatt,
merta; €sa, nem egymas skalarszorosai.) Kénnyen d@lerhet, hogy

AalLl = 0, AagAang = 07 Acgang = u,
vagyis ah| = hy — L, fuggvényre
Ay by =0; AL, ALR, =0; Au,h = 0.

Tehath) olyan megoldasa a (4.5) egyenletnek, ami nfég:.)-periodikus is.
Azonban egy:; és(cqas)-periodikus fuggvény. x Z-n csak véges sok féle értéket
vehet fel, specialisan korlatos. A korlatos eset vizsgalaltlattuk, hogy

hll =hia+his (Aghio=20nh1o=20h13=24,h13=0),

amibol
hi(z,y) = ti(nixz — myy) + hio(z,y) + his(z,y).
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Most mar meg tudjuk adni &, + hy + h3 = 0 harom tagd homogén egyen-
let megoldasait. Ismételjik el a fentieket a homogén megoidasik két fligg-
vényére is. Azt kapjuk, hogy

ha(z,y) = ta(nex — may) + hoq + has,
hs(x,y) = ts(ngx —may) + hg1 + hs 2

valamilyent,, t; valés szamokra. Osszeadva a harom fliggvényt:

0= (tml + t2ﬂ2 -+ t3n3>l’ — (tlml —+ t2m2 —+ t3m3>y + Z hi,j-
i#j
Az utolso tag korlatos, igy a maradéknak is annak kell leram@ csak ugy lehet,
hax ésy egyutthatodja i9. Tehatt;a, +tsas+t3a3 = 0, azaz valamilyen € R-re:

tl = tCl;tg = th;tg = th.

Vagyis L;(x,y) = te;(n;x—myy) (i = 1,2, 3). Ezek a flggvények mar magukban
megoldasat adjak a homogén egyenletnekolEix L, megoldastoh; egy b, =
>z iy (i = 1,2,3) megoldasban tér el. Azt akarjuk bizonyitani, hdgyegy
trivialis homogén megoldas. Ehhez az kéne meg, hogy= —h,,, de ez nem
feltétlendl teljesul. Azonban

hig+ hoy = —hi3—hs1 — has — hgo,

ahol a bal oldak; ésa,-periodikus, a jobb oldal pedigs-periodikus. Kovetke-
zéskeépphy 2 + ho1 = c3 Z x Z-n. Ugyanigyh, 3 + hs1 = c2 €Sha 3+ hs o = c1.
Perszer; + ¢y + ¢3 = 0, igy az alabbi; ; figgvények konnyen ellémizheben
igazoljak ah; megoldas trivialis voltat:

! N .
th =hio; hg,l = ho1 — c3;

/ . I JR— .
h173 = h1,3 ; h3,1 = h3,1 — C2;

Ry =hog+cs; hyy=hza—c3—ci.
Ezzel belattuk az alabbi tételt.

4.11. Tétel. Harom paronként 6sszemérhetetlen, de linearisan 6sg@fieyio-

dus esetén a homogén egyenlet minden megoldasa (a petdditsiogeneralt)

7 x Z-n egy(4.4) alaku és egy trivialis megoldas 6sszege. Ha a megoldasokat
R-en keressitik, akkor egymastol fliggetlenil adhatjuk meagaat, a,, as), + xo
mellékosztalyokon, azaz4.4)ben szerepld paraméter figghet,-tol.
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4.2.2. To6bb peridédus

Legyenek mosti;, as, . . ., a; tetsDdleges peridbdusok. Ezek kozil valasszunk
ki kettot: a;,,a;,. Homogén megoldast kapunk, ha «a;, €s a;,-periodikus
fuggvény, h;, ennek ellentettje, a tobldi; pedig0. Illyen megoldasok 6sszege
is homogén megoldas — ezeket neveztik trividlisnak. Harhdtlyat veszink
(aj,,aj,, a;,), melyek linearisan 6sszeflggnek, de paronként osszetedidnek,
akkor az ebzd részben megadott harom tagl homogén megoldasokat minden
(aj,,aj,,a5), + xo alaka halmazon elkészitve fligghetz,-tol), a tobbi perio-
dushoz tartozd,; figgvényt pedig)-nak valasztva, persze homogén megoldast
kapunk. (Erél nem vilagos, hogy miért ne lenne trivialis. A kbvetkdejezetben
fog kidertiilni, hogy ezek k6z6tt van nem-trivialis megolgas

Felmeril a kérdés, hogy minden homogén megoldaéllet ilyenek 6ssze-
geként. A valasz az, hogy nem. Vegyuk(@z0); (0,1);(1,1);(1,—-1) € Z x Z
periodusokat. Megadurik x Z-n egy homogén megoldast a fenti periodusokkal:

20 +22° — (z —y)* — (z +y)* = 0.

Ez nem all eéb olyan megoldasok dsszegeként, amelyekben az egyik peridd
hoz tartozo flggvény azonosanugyanis az ilyeneki az ebzo részben lattuk,
hogy z, y-ban linearisak. (Hiszen a trividlis megoldasok jelen lesetkonstans
flggvényekl allnak, mivel barmely két periddus generalja az egeszZ-t.)

A fenti példa altaldnositdsakeént tekintsuk a kovefkez egyenk > 2, a; =
(ms,n;) € Z x Z (1 <i < k) tetsDlegesek. Homogén megoldast keresiink az

filz,y) = Ni(nix —myy)™™% (i=1,2,...,k)

alakban. AZZ.“:1 fi(z,y) = 0 egyenletben a bal oldalt kifejtve ed¥ — 2) foku
homogén kétvaltozos polinomot kapunk. Egy ilyen polinokfla— 1) monomja
van: z7y*=277 (j = 0,1, ...,k — 2). Ezen monomok egyitthatditnak ebirva a

A1, - .., A €gyUtthatokra egyk — 1) egyenletll allo k-valtozos homogén linearis
egyenletrendszert kapunk. Ennek van olyan megoldasaybarehem minden;
egyenb 0. Belathatd, hogy ha az;-k paronként 6sszemérhetetlenek, akkor az
egyenletrendszer minden nem trivialis megoldasarg 0 (i = 1,2, ..., k).

4.12. Kérdés.lgaz-e, hogy minden homogén megoldast megkaphatunk adyan h
mogén megoldasok dsszegeként, melyeknél a nem azorfagmvenyekhez tar-
toz6 periédusok egy sikban vannak.

4.13. Kérdés.Mik a megoldasai a homogén egyenletrigk Z-n tetszbleges
periodusok esetén?



5. fejezet

Korlatosan felbonthato figgvények

Ebben a fejezetben a kdvetkekét fogalom kapcsolatat vizsgaljuk. Legydn
tetsdleges Abel csoport.

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy aZ : A — R flggvénykorlatosan valés
felbonthatOay, as, . . . , a; periodusokkal, ha

Afi, foro i tA=R f=fitfot. . +fi: Ao fi=0; fikorl. (1 <0< k).

Jelben: KV F,,
sok.

o, (f) vagy rovidenK'V F(f), ha vilagos, hogy mik a periodu-

.....

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a7 : A — Z fliggveénykorlatosan egész
felbonthatGay, as, . . . , ax periodusokkal, ha

91,92, gkt A= Z f=gi+go+.. . +agr; Da,gi=0; g; Korl. (1 <i <E).

Jelben: KEF,,
sok.

a, (f) vagy rovidenK EF(f), ha vilagos, hogy mik a periodu-

.....

Legyen most4d = R. Az alabbi impliaciok kozil az efstrivialis, a masodik
pedig a 2.15. Tétel allitasa.

..... ar(f) = EFay o ()

De vajon van-e egész értéki korlatos felbontas is? Alsaiatincs. Karolyi,
Keleti, Kés és Ruzsaadott példat [7]-ben olya#. x Z — {0, 1} fuggvényre,
amely korlatosan valos felbonthaté, de nem korlatosanzefgdisonthatd (lasd

34
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5.4. Allitas). Masrészt egyszer(i gondolatmenet mutatigy 6sszemérhétil-
letve linearisan fliggetlen esetben van korlatos egésariéds is.

Ebben a fejezetben meghatarozzuk azonu., ..., a, periodusokat, amikre
fennall ez akK V F = K EF implikacio, valamint ramutatunk a kérdésnek a ho-
mogén megoldasokkal valé kapcsolatara.

Mar tobbszor emlitettiik, hogy a korlat®s — R fuggvényekB(R) osztélya
rendelkezik a felbontasi tulajdonsaggal [12]. Emiattas, .. ., a, periddusokra
ésf : R — Z fuggvényre

KVF,  ao(f)< fkorl. ésVF, . (f) <= fkorl.ésA, ...A, f=0.

,,,,,

5.1. Kapcsolat a homogén megoldasokkal

5.3. Tétel. Ha azay, ao, . .., a; periddusokra g4.1) homogén egyenlet minden
megoldasa trivialis, akkoK'V F' = K E'F fennall.

B1zoNYIiTAS. Vegyink egyf : R — Z faggveényt, tegylk fel, hogy létezik kor-
latos valos felbontasa. Ekkor 2.15. Tétel miatt van egdbpif¢dsa is.

f=fH+fo+. ..+ fi=9g+g+ ...+ gk,

ahol f; : R — R korlatos,g; : R — Z nem feltétlentl korlatos fiiggvények,
melyekreA,, fi = A,,9; = 0. EKKor persze,; := f; — g; egy homogén megoldas.
A feltételek szerint ez egy trivialis megoldas, vegyik a feldd ;; : R — R
fuggvényeket. Ezekhez kdzel valasztunk egész érEQkﬁ]ggvényeket, melyek
tovabbra is teljesitik @\, h;; = Ay hi; = 0 ésh,; = —h;, feltételeket. Ez
nyilvan megtehét ugy, hogy|i~zi7j(x) — h; j(x)] < 1 mindeni, j,z-re. Ezekidl

legyartva a
k
;Li = Z iLiJ
j=1

egesz értéka;-periodikus fuggvenyeket, azok tovabbra is megoldasanlels a
homogén egyenletnek{ + ... + hy = 0), s kbzel vannak A; fliggvényekhez:

ha@) ~ (@ < 30 Jhagle) — hogl@)] < k- L.

1<j<k 5 j#i

Azt allitjuk, hogy af; := g; + h; fliggvények egy korlatos egész felbontasat adjak
f-nek. Az vilagos, hogy ez egész felbontas, hiszen ugy kaptogy egy egész
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felbontashoz hozzaadtunk egy egész éertekli homogen néesgol korlatossag-
hoz elég belatni, hogy; — f; korlatos. Valéban,

[filz) = fi@) = |(gi(2) + hi(2)) = (gi(x) + hi(2))] = |hi2) = h(w)| < k — 1.

Ezzel azf; felbontasnak minden kivant tulajdonsagat belattuk. -

Mivel a 4.9. Tétel szerint minden homogén megoldas trisifditéve, hogy a
periodusok kdzott éforduld iranyok kézil barmely harom lineérisan fliggetlen
ezért azt kaptuk, hogy ebben az esetben fens#llF' = K EF. Latni fogjuk,
hogy mas esetekben az implikacio nem all fenn.

5.2. Negativ eredmények

Az alabbi példat [7]-ben adtdk. Mi méasképp bizonyitjuk, )Zagkonstrualt
fluggvény nem korlatosan egész felbonthato. Ezzel a ma@s$zayyanis valami-
vel tobb is kijon majd (lasd 5.6. Allitas).

5.4. Allitas. Létezik egyf : Z x Z — {0, 1} fiiggvény, amit fel lehet irni egy
(1,0)-periodikus, egy0, 1)-periodikus és egyl, 1)-periodikusZ x Z — [—1,1]
flggvény 6sszegeként, de nem lehet felirni harom periedikulatosZ x 7 — 7Z
flggvény 6sszegeként ugyanazokkal a periédusokkal.

BizONYITAs. Legyeneka; = (1,0);a2 = (0,1);a3 = (1,1) € Z x Z peri6-
dusok. Rd&gzitsiink egyirracionalis szamot. Tekintsik az alalibix Z — R
fluggvényeket.

filw,y) = —{ty}; folz,y) = {ta}; fs(z,y) = {t(-z +y)} (v,y€Z),

ahol{a} jeldli az a valés szam tort részét. Vilagos, hogy, fi = 0 (i = 1,2, 3).
Tovdbba—1 < f; < 0;0 < f, < 1; 0 < f3 < 1, vagyis azf; fuggvenyek
korlatosak is. Kévetkezésképp az

f(x,y) = filz,y)+ folz,y)+ f3(2,y) = —{ty} +{ta}+{t(-z+y)} (z,y € Z)

fuggvény korlatosan valos felbonthatg a,, a; periddusokkal. Tovabba azaddbi
egyenbtlenségek miatt-1 < f < 2 is fennall.

Felhasznalva é—ty) + tz + t(—x + y) = 0 egyenbséget,f igy is irhato:

f(@,y) = g1(z,y) + ga(x,y) + g3(x, y) = [ty] — [tz] — [t(—x +y)] (v,y € Z),
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ahol[a] = a — {a} aza valos szdm egész részét jeldli. Ez az alak mutatja, tfogy
valdjaban egész értékibts—1 < f < 2 miattZ x Z — {0, 1} fuggvény.

Azt kell még belatnunk, hogy nem korlatosan egész felbonthatQ a,, as-
mal. Tegyuk fel indirekt, hogy létezik

f=d1+9y,+95 (g;:7Z xZ — Z korlatos ési;-periodikug

felbontas. A két egész felbontast kivonva egymashigl a= g; — ¢; (i = 1,2, 3)
egész értékii homogén megoldashoz jutunk. Alkalmazzukreobén felbontasra
aA,,A,, operatort, ami az, illetve as-periodikus fuggvenyeket-ba viszi:

0=ApnAanhi = AonAoyh,

ahol a (*)-gal jelolt egyeriiség a 4.10. Lemma kdvetkezménye. (A szereposztas:
f=h;a=a =(1,0);b=a3=(1,1); k = —1.) EblOI kdvetkezik, hogy
h,-et megszoritvd{0} x Z) = Z-re egyl-linearisL : Z — Z fuggvényt kapunk.
Masrészth; — g, = —g) korlatossaga miatt(y) — [ty] is korlatos. Legyen

L'(y) := L(y) — ty = L(y) — [ty] — {ty},

ami az el alakja miattl-lineéris, a masodik alakja miatt korlatos, igy szikség-
képpen konstans figgvény (4.5. Lemma). Azonhé&n) = ty + ¢ semmilyenc
konstansra nem lesz mindenhol egész, ellentmondas. n

5.5. Megjegyzés.Kénnyen meggondolhatd, hogy

1 ha{tz} > {ty}
flay) = { 0 ha{tz} 2 {tg?j}-

Valojaban a fentif fluggvényt még ugy sem lehet felbontani korlatos egész
értékl periodikus fuggvények dsszegére, ha tdeges mas ,sikbeli” periddu-
sokat is hasznalhatunk. Ez kdnnyen kiolvashaté a most kéx@tAllitas bi-
zonyitasabol.

5.6. Allitas. Tegyilk fel, hogy az;, as, . . ., a;, € Q x Q periddusok kozott talal-
hato harom paronként nem 6sszemérhetd. Ekkor megadhatd — 7Z flugg-
vény, amely korlatosan valos felbonthat6, de nem korld@teggsz felbonthato az
ai, as, . .., a periddusokkal.
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B1zONYIiTAS. A harom paronként nem dsszeméthperidédus legyen;, as, as.
Ekkor kozuluk keth bazisat adjd@) x Q-nak, igy feltehdi, hogya; = (1,0) és
ay = (0,1). Jeldljék tovabba az; koordinatait ap; illetve ¢; racionalis szamok.
Mivel a3 nem 6sszemérh@t, as-vel, igy ps, g3 # 0.

Vegyuk észre, hogy minden racionatlise az(x, y) — f(y) alaku leképezések
(r,0)-periodikusak, azz,y) — f(x) alakuak(0, r)-periodusak, mig agr, y) —
f(—qsx + psy) alakdak(r - ps, r - q3)-periodikusak.

Rogzitsliink egy irracionalis szamot, és tekintstik az alabbi fiiggvényeket.

filx,y) == —{tpsy}; g1z, y) = [tpsy]
Ja(z,y) == {tgsr} 5 go(w,y) = —[tqsx]
fa(z,y) = {t(=gsz +p3y)} : gs(x,y) == — [t(—qsz + p3y)]

A megjegyzeseink alapjan,, f; = A,,9; = 0, hai < 3. Masrészt(—tpsy) +
tgzr+t(—gzr+psy) = 0 miatt {1+ fo+ f3 = g1+92+9g3. JelOlje ezt az osszegpt
Vilagos, hogyf : Q x Q — Z korlatosan valds felbonthatq, a,, az-mal. Ekkor
perszeKV F,, .. (f) is teljesil, hiszen a felbontasban szedeigbbi figgvényt
(fiy i > 4) valaszthatjulO-nak.

Belatjuk, hogy nem létezik korlatos egész felbontasa. Tedgiiindirekt, hogy

f=d +g,+...+g. (¢ :QxQ — Zkorlatos ési;-periodikus.

El6sz0r nézzik azt az esetet, amikgriranyaban mar nincs tébb periédus, azaz

q; # 0, hai # 1.

Jeldlje[ga = 1,3, . . ., qx] legkisebb kdzos t6bbszorast. EkkorM egész sza-
mok. V- et valasszuk agy, hogyp; € Z teljesuljéon minden > 2- re Tekintstk
azn; == <~ N egész szamokat. A fentiek alapjan vilagos, hogy

%(Npi),MN> €Zx{MN} (i=2,3,...,k).

nia; = (Nipi, niq;) = <
Alkalmazzukf-re azS = A,,q, . . . Ay,q, Operatort.
Sf=5g = 591

(Ugyanisi > 2-re aza;-periodikus figgvényekei-ba visziS.) Tehat ah;, :=
g1 — g fuggvenyekreSh; = 0. Azt allitjuk, hogy
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Shy = Anzaz SR A”k—lakflAnkakhl - Amaz s A”k—lak—lA(]\/sz—:,MN)hl -
= Angag N Ank_lak_lA(O,MN)hl = ...= A(O,MN) Ce A(O,MN)A(O,MN)hl-

Ugyanish; a; = (1,0)-periodikussagat é(sMN{;—:) € Z-t felhasznéalva a 4.10.
Lemma adja, hogy

Appa i = A(MNI(;—:,MN)hl = A(OyMN)hl'

Vagyis A, ., lecserélhdi A ny-re. Azonban al i nyhi fliggvény ugyan-
csak(1,0)-periodikus, igy ugyanez a gondolatmenet mutatja, haygy .., , is
lecserélhgi A o 1/ny-re, és igy tovabb.

A fenti okoskodashbdl az j6tt tehat ki, hogy

k—1
A(O,]V[N)hl =0.

Tekintsuk az
Li(z,y) = ha(2,y) — tpsy
fluggvényt, ami egyrészt korlatos, hiszen

Li(w,y) = (ha(z,y) — [tpay]) — {tpsy} = —g1(z,y) — {tpsy},

mésrésztAﬁ;}wN)Ll = 0, mert ezhy-re igaz,(z,y) — tpsy pedig(0, 1)-lineéris
ésk—1 > 2. A4.6. Kbvetkezmény szerint ekkdx (0, M N)-periodikus. Vagyis

hl(()?MN) - hl(0,0) - Ll(ovMN> - L1(070) + tngN - tngN ¢ Qa

holott h, egész értékd, ellentmondas.

Ha ay,...,a; k6zott vannaka,-gyel 6sszemérhék, akkor a kdvetkezképp
jarunk el. Ebszor kicsit megvaltoztatjuk a jeléléseinket. Azgyel nem 6ssze-
mérhebket tovabbra is jel6ljuks, . . ., ax-val;, aza,-gyel 6sszemeérhék legye-
neka; = (r1,0) = (1,0); (r2,0);...;(r,0). (Ezzel perszé értéke is valtozik.)
Ezutan jeldlijen az|r; = 1,ry, ..., ] legkisebb kdz6s tobbszorost. A fenti gon-
dolatmeneten annyit valtozatunk, hogy miutan feltessadlkekt, hogyf-nek van
korlatos egész felbontasa, 0sszeadjuk@az (r1,0) = (1,0); (r2,0);...; (r;,0)
periodusokhoz tartozé fuggveényeket. Ezzel kapunk €gy(m, 0)-periodikus
flggvenyt. Aza;-periodikusokat tovabbra is jeloljg, hai > 2. Ekkor min-
dent ugyanugy csinalunk leszamitva azt, hagyegvalasztasandlp, € mzZ-re
ugyelunk. MivelH, := g, — G} m-periodikus, ezért innen mar minden ugyanugy
meqgy. n
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A kovetked lemma mutatja, hogy ha@ x Q-beli periédusokhoz hozzave-
szlnk olyanokat, amik nem fekszenek ebben a sikban, akkabloa is fennall,
hogy KVF % KEF.

5.7. Lemma. Legyeneki < d' pozitiv egészeky,, as,...,a; € Q¢ C Q¥ és
A1, Grpo, - .. a; € Q7 \ Q% Ha létezik olyanf : Q? — Z fiiggvény, melyre

..........

-----

BIZONYITAS. Terjessziik kif-et Q¢-re ugy, hogyQn kiviil 0 legyen. Va-
lasszuk ezt a fliggvenyt'-nek. EkkorKV F,, .. (f'), SOt KV EF,, . (f"), hi-
szenf = f; + ...+ f; korlatos valés felbontasaban szefe)f] figgvényeket is
ugyanugyo-kal kiterjeszthetjikQ® -re, mint ahogyf-fel tettiik. Ettl a periodi-
kussaguk megmarad, hiszer< i < [ esetén; € Q.

Be kell még latnunk, hogy’ nem korlatosan egész felbonthaté@z. . . , ax
periodusokkal. Tegyuk fel indirekt, hogy

=g +d,+...+g. (g :Q¥ — Zkorlatos,a;-periodikus fiiggvény
Vegyunkn; 1,19, . .., n; pozitivegészeket, és tekintsik a

S:=A A VAV

N410]4+1 7N 420142 *

operatort. AzS operator perszé+ 1 < i < k-ra a;-periodikus fuggvényo-ba
visz, igy
St =8¢+ Sgs+ ...+ Sg,

ahol Sg/ : Q¥ — Z korlatos a;-periodikus fuggvényl( < i < [). Emiatt
KEF,,  o(Sf). AZni1,no,. .., ny pozitivegészeket Ggy fogjuk megvalasz-
tani, hogy S f’-t megszoritvaQ?-re a(—1)*~'f fliggvényt kapjuk. Ekkor kész
lennénk, hiszen el@b K E'F,, ., (f) kOvetkezne.

Egymas utan vélasztjuk meg az,n;_1,...,n;.1 pozitiv egészeket, ézor
ny-t tetsdlegesen. Tekintsik@\,, ., f')(z) = f'(z + nxax) — f'(z) fliggvényt.
Ez a figgvényr € Q¢ esetén-f(x), hiszena, ¢ Q?. Tovabba van eg@?-nel
parhuzamos ,sav”, amin kivil, ahol savon

Q* x ([~Kat1, Ka] N Q) x ... x ((—Kqg, K4] N Q) C Q7

alaku halmazokat értiink, ahél,;, , ..., Ky > 0 raciondlis szamok. (Esetlink-
ben K valaszthato az,a, pontj-edik koordinataja abszolat értékének.) Ezutan
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ni_1-t Ugy valasztjuk meg, hogy,_1a,_1 €zen a savon kivil legyen. (Ez megte-
he®, merta,_, ¢ Q, igy valamilyen; > d-re a;_, j-edik koordinataja nem,
igy (nk—1ax-1); > K; elég nagyn;._i-re.) EKkor(A,, 4, Ana, f')(2) fUgg-
vényQ<-n éppenf-fel egyend, és most is lesz egy sav, amin kivil mar mindenhol

0 a figgvény. (Az GjK; valaszthat6 a regk és‘(nkflakfl)j 0sszegének.) Ezt
az eljarast folytatva, végul olyafret kapunk, melyreS f |« valéban(—1)~'f.a

5.8. Teétel. Ha azay,as,...,ar € R\ {0} periodusok kdzott talalhatd harom,
melyek linearisan 6sszefliggbek, de paronként 6sszetatehek, akkor

.....

B1zONYITAS. Legyen ez a harom periodus, a., as. Ezek egy két dimenzidg-
lineéris alteret feszitenek ki. Feltebehogy azon periddusok, melyek beleesnek

ebbe aza,, az, a3)q = Q x Q altérbeay, ..., q; valamilyen3 < [ < k egészre.
Tovabbé(ay, as, . .. ,ak>@ ~ Q7 valamilyend’ > 2 pozitiv egészre.
Az 5.6. Allitas miatt ezen & x Q-n azay, . . ., a; periédusokra megadhat6 kor-

latosan valos felbonthatd egész értéki fuggveny, amklpimes korlatos egész
felbontasa.

Hal = k, azazd' = 2, akkor ezt a figgvényt terjesszuk Gikal R-re. A
valos felbontast is terjesszik Bikal R-re. Mivel minden periédug) x Q-beli,
ezért a megfelé periodikussagok tovabbra is teljesiinek, igy ezzel eglatas
valos felbontast kapunk. A korlatos egész felbonthatésigze a kiterjesztett
fuggvényre sem allhat fenn.

Hal < k, azazd’ > 2, akkor az 5.7. Lemma mia@?-n azay, . . ., a;, periodu-
sokra megadhato korlatosan valds felbonthato egészuétigkjvény, amelynek
nincs korlatos egész felbontasa. Ebben az esetben ezztgiieki 0-kal R-re.
Az el6z6 esetnél latott gondolatmenet mutatja, hogy ez j6. n
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5.3. Karakterizacio

5.9. Tétel. Azay,as, ..., a; periodusokra az alabbiak ekvivalensek.

() Azay,as,...,a; peridbdusokra teljesil, hogy barmely harom, melyek paron-
ként 6sszemérhetetlenek, lineérisan flggetlenek. (¥agyel6forduld ira-
nyok kozul barmely harom linearisan fiiggetlen.)

(i) A homogén egyenlet minden megoldésa trivialis.

(i) Minden f : R — Z fuggvényre fennall az alabbi implikacio:

-----

azaz haf felbonthato korlatosy;-periodikus, valos értékil figgvenyek 6ssze-
gére, akkor felbomlik korlatos,-periodikus, egész értéki fliggvények dssze-

geként is.

(iv) Mindenf : R — Z fuggvényre fennall az aldbbi implikacié:
f korlatos esA\,,, ... A, f =0 = KEF,, _.(f).

BIZONYITAS. A 4.9. Tétel ()= (ii)-t, az 5.3. Tétel (ii)= (ii)-at, az 5.8. Tetel
pedig (iii) = (i)-et mondja ki.

A (iv) = (iii) irdny trivialis, a (iii) = (iv) implikacio pedig azért teljesul,
mert a korlatosR — R fliggvényekB(R) osztalya rendelkezik a felbontasi tu-
lajdonsaggal ([12]), igyf korlatossagabdl ea,, ... A, f = 0-bdl kovetkezik

KVFal ~~~~~ ak(f)' n



6. fejezet

Mérheto fuggvények felbontasai

Keleti Tamag10]-ben igazolta az alabbi tételt.

6.1. Tétel. Azay,as,...,a; € R\ {0} peribdusokra az alabbi hét allitas ekvi-
valens.

(/&)

(i4)/ (i)

(idd)l(iid')

(iv)

Ha egy mindendtt/majdnem mindenitt egész értékl méfHéggvenyR-
en felirhatof = f, + ... + f; alakban, aholf; a;-periodikus mérhetd
R — R fliggveny, akkoy felirhatd f = ¢, + ... + g, alakban is, ahol;
a;-periodikus majdnem mindentt egész ertekii mérhet&éinyg

Ha egy mindenutt/majdnem mindendiitt egész értéki korddosetdf fligg-
vényR-en felirhatof = f, + ... + f; alakban, aholf; a;-periodikus kor-
latos mérhet@® — R fuggvény, akkoy felirhato f = g, +. ..+ gx alakban
is, aholg; a;-periodikus majdnem mindenutt egesz érteki korlatos et@rh
fuggvény.

Egy mindenutt/majdnem mindeniitt egész érték( korlatokati®e/ flgg-
venyR-en pontosan akkor irhato fel = ¢; + ... + g, alakban, aholg;
a;-periodikus majdnem mindenlitt egész értékl korlatos et@rtiggveny,
haA,, ... A, f=0.

Az ay, ..., a; periodusok kozott el6forduld iranyok reciprokai linesan
fuggetlenek) felett.

Az (i) illetve (i7) pontokban mindenutt egész értékli médhgtfuggvenyink
van, ag; felbontas tagjairol mégis csupan majdnem mindenutt egéskifse-
get kovetelink meg. Mi a helyzet, ha mindenitt egész értg¢kélbontas léte-
zésére szeretnénk kovetkeztetni? Mint arra mar [10] is tatotl, ehhez éppen

43



6. FEJEZET. MERHED FUGGVENYEK FELBONTASAI 44

az analdg problémara van sziikségiink a méswet nélkili esettl. (Azaz arra,
hogy f : R — Z fuggvény esetén milyen periddusokra kévetkezik a valdsofet
hatésagbdl az egész felbonthatdsag, illetve a korlatoskirs ¥elbonthatdésaghbol
a korlatosan egész felbonthatésag.) Ezekre az analégdpndkta valaszt adtunk
a korabbi fejezetekben (2.15. és 5.9. Tétel), igy valasdoitk a most felvetett
problémakra is.

[10]-ben bizonyitast nyert, hogy az alaljifi) allitas pontosan akkor ekvivalens
az ebzb Tételben szereflhét allitdssal, ha tetSleges periédusokra kdvetkezik
f : R — Z valos felbonthatésagabol az egész felbonthatosaga. éssély ked-
véeért idemasoljuk az esetlinkben relevans irany bizortitas

6.2. Tétel. Az alabbi allitas ekvivalens a 6.1. Tételben szerepl? ldsikallitas-
sal.

(1) Ha egy mérhet§ : R — Z fuggvény felirhat = f; + ... + f, alakban,
ahol f; a;-periodikus mérhet® — R flggvény, akkoy felirhato f = ¢, +
... + g alakban is, ahol; a;-periodikus mindenitt egesz értékli mérhet6
flggveny.

BIZONYITAs. Az (i) = (¢) irany trivialis. Az (i) = (i") irany bizonyitasahoz
vegylink egyf : R — Z mérheb fiiggvényt, melynek létezik = f, + ... + [
mérheb valos felbontdsa. Ekkdi) szerintf felirhatdg, + ... + g, alakban is,
ahol g; a;-periodikus majdnem mindenutt egész értékli mérfigggveny. Az a
feladatunk, hogy lecseréljuk-ket mindenitt egész ertékli merhéiiggvényekre.
Legyen
E;={z €R:g,(z) ¢ Z},

illetve

k
E = (UEJ> +a1Z+ ...+ aZ.

j=1

A feltételek szerint); nullmertékl mindery-re, igyu?zlEj is az. Ezen halmaz
megszamlalhato sok eltoltjanak unidjaként kapjfisk, igy £ is nullmértékl. To-
vabbaFE a;-periodikus mindery-re, vagyis ag;x g illetve a g;xr\ r fliggvények
a;-periodikusak.

Tekintstk azF' = fxg fuggvényt. Ez valos felbonthatq, . . . , a;, periodusok-
kal, amit a

F=fxg=9xeg+. ..+ 9Xe
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felbontas mutat. A 2.15. Tétel szerint ekkor egész felbatdtins ugyanazokkal a
periodusokkal:

F:Gl—l-—f-Gk (GJRHZ,A%GJ:O)

Legyen
9;(95) = gixr\E + G XE-

Vilagos, hogyg; egesz ertéki es;-periodikus. Merhdt is, mert nullmertekd
részen [) tér el a mérhét g; figgvénybl. Végll,

, o @)+ o+ gk(z) = f(x) (x e R\ E)
g () + ...+ g.(z) = { %1@) 4o +gGk(x) =F(x)=f(z) (r€E)

mutatja, hogy @’ fuiggvenyek felbontasat adjgknek. n

6.3. Tétel. Az alabbi(ii") allitas azzal ekvivalens, hogy a periodusok kdzott el6-
fordul6 irdnyok reciprokai linearisan fliggetlenek és aanyok kdzul barmely
harom lineéarisan flggetlen.

(77"”) Ha egy korlatos mérhetf : R — Z fuggveny felirhatd = f1 + ... + fx
alakban, aholf; a;-periodikus korlatos mérhet®@ — R fliggveny, akkor
f felirhatd f = ¢ + ... + g, alakban is, aholy; a;-periodikus mindenutt
egész ertekl korlatos mérhetd figgveny.

BizoNYiTAS. El6szor tegylk fel, hogy a periédusokra kikotott két feltédet Gl
valamelyik nem teljestll. Ha az irdnyok reciprokai nem limgsn flggetlenek,
akkor a 6.1. Tétel szerint md¥:) sem teljesdl, igy nyilvartii”) sem. Ha pe-
dig az irdnyok kdzott van harom, melyek linearisan 6sszgiég, akkor az 5.8.
Tétel szerint ezen periddusokra létezik korlatosan vatdsohthatof : R — Z
flggvény, amelynek nincs korlatos egész felbontaga, ésbizonyitasaban olyan
példat adtunk, amelynélvalamint a korlatos valGs felbontasban szebgplligg-
vényekR-nek egyQ®-vel izomorf additiv részcsoportjara vannak koncentralva
Ezek a fuggvények tehat csak megszamlalhaté sok pontbamelesel nemo
értéket, igy mérhék. Vagyis f-nek van korlatos mérh@tfelbontasa, de még
korlatos egész felbontéasa sincs.

Most tegyuk fel, hogy mindkét feltétel teljesul a periodkso Ekkor (ii) és
KVF = KEF teljestlnek. Ugyanugy jarunk el, mint azded bizonyitasnal.
Vegyunk egyf : R — Z fuggveényt, melynek létezilk = f, + ... + f; korlatos
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mérheb valbs felbontasa. Ekkdrii) szerintf felirhatég; + ... + g, alakban
is, aholy; a,-periodikus majdnem mindentitt egész értéki korlatos e@iftigg-
vény.

Legyen ismét

k
E;={reR:yi(z)¢Z};E= <UE]> +aZ+ ...+ ap.
j=1

Vegyluk megint azF’ = fxr = g1xe + - .- + grxr korlatosan valés felbonthat6
flggvenyt, aminek igy van
F=G+...+G, (Gj:R— Zkorl;A,,G; =0)
korlatos egész felbontasa is. Ekkor
9;(1') = gjxr\E + GXE

megadja a kivant korlatos, mérfietnindenditt egész értékd felbontést. m
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