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Koszonetnyilvanitas

Eziaton mondok koszonetet Buczolich Zoltannak, témavezetémnek, aki irasos és elekt-
ronikus segédanyagokkal segitette munkamat, tovabbd koszonetet mondok Fehér Lasz-

l6nak és Kristéf Janosnak a dolgozat attekintéséért.



Bevezetés

A szakdolgozatom matematikai tartalmat tekintve négy fejezetbdl all, ami valéjaban
harom f6 részre bomlik. A fejezetek az alabbi cimeket kaptak: A belsé pont fogalma a
diszkrétben és a folytonosban, Euklideszi terek analizisbeli kiilonbségei, Vagasmértékek,
Gyenge N-integréalok. Az els6 fejezet kivételével mindegyik rész sajat otleteken alapuld
tételeket mutat be. Ezek koziil a masodik fejezet az [IN] TDK dolgozatomat tartalmazza,
amellyel a Kari Didk Konferencian III. helyezést sikeriilt elérnem, mig az Orszagos Tu-
doményos Didkkori Konferencian kiilondijat kaptam érte.

A dolgozatom tobb szempontbol kozeliti meg az analizisbeli diszkrét-folytonos foga-
lompart. Vagy arrdl van szd, hogy a folytonos vilagban megismert fogalom analogonjat
keressiik a diszkrét vilagban, vagy éppen ellenkezéleg a diszkrét esetben ismert fogalmat
akarjuk atiiltetni a folytonos vilaghba. Harmadik lehet6ség az, hogy olyan bizonyitasi
technikat hasznalunk, mely eredendden diszkrétnek szamit, csak valamilyen értelemben
folytonositani tudjuk azt.

A belsé pont fogalma a diszkrétben és a folytonosban. Ez a fejezet azzal foglalkozik, hogy
hogyan lehet a belso pont fogalmat diszkrét esetben is megfogalmazni tigy, hogy az ered-
ményiil kapott fogalom értelmessége bizonyithaté legyen azéltal, hogy egy, a belsépont
fogalmat hasznalé tétel atviheto legyen a diszkrét vilagha az 1j fogalom segitségével.
Euklideszi terek analizisbeli kiilonbségei. Ez a fejezet Brouwer egy tételén keresztiil kap-
csolédik az elozo fejezethez. Ennek a fejezetnek a motivacidja kettés volt. Egyrészt
felkeltette érdeklédésemet a dimenzié invariancidjaval foglalkozé témakor, s szerettem
volna egy sajat bizonyitassal rendelkezé tételt adni erre a témakorre. Ugyanakkor az
is célként lebegett a szemem el6tt, hogy lehetéleg rovidebb, és minél szemléletesebb
bizonyitast adjak, mivel a tételkor ismertebb valtozatai terjedelmes bizonyitassal ren-
delkeznek.

Vagasmértékek, Gyenge N-integralok. Az analizisben megismert mértékelméletet kivan-
tam vegyiteni grafelméleti tulajdonsigokkal. Uj fogalmakat vezetek be. Példdkat is
mutatok. A mértékelméletben ismert egyszeriibb kiterjesztési tételek igazak maradnak,

tovabba létre lehet hozni az dgynevezett félszorzat konstrukciot. Valamivel érdeke-
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sebb az, hogy itt is 1étezik a megfelel6 integralfogalom, s ennek egy nagyon egyszeri
valtozatdt mutatom meg, ami a Riemann-integralra emlékeztet, ez a gyenge N-integral.
Az ilyen tipusi integralas nem linedaris, létezik nem gyenge N-integralhato fliggvény, és

az egyszeribb integralasi tulajdonsagok atvihetok erre az esetre is.



Jelolések

Az & szimbolum segitségével jeloljiik diszjunkt halmazokbdl allé halmazrendszerek uni-
6jat, mint példaul A = W;crA; kifejezésben.

A tObbszoros indexelést elkertiilend6 hasznalunk karaktersorozatokat is akar wvdltozok, il-
letve halmazok jelolésére, mint példaul helyesnek tartjuk az alabbi kifejezéseket: ik € I},
By = Wrkerk Bk

N, jeloli az els6 n legkisebb pozitiv egész szam halmazat.

Euklideszi terek esetén B(x,r) jeloli az x kozepii r sugaru zdrt gdbmbot.

Euklideszi terek esetén S(z,r) jeloli B(x,r) hatarat.

N jeloli a természetes szamok halmazat.

R jeloli a valés szamok halmazat, R jeloli a valds szamok 400 és —oo szimbélumokkal
valo kiterjesztését.

Mat(m x m) jeloli a valés m-edrendli négyzetes métrixok terét.

Egy M € Mat(m x m)-re M[i,j] jeloli az M i-edik sordanak j-edik elemét.

Az m-edrendi négyzetes matrixok almatrixainak egy sorrendjét rogzithetjitk matrixtol
fiiggetlentil. Egy ilyen sorrend szerint egy M € Mat(m x m)-re M o j jeloli az M

matrix j-edik almétrixanak determinansat.



A bels6 pont fogalma a diszkrétben és a folytonosban

Ebben a fejezetben Buczolich Zoltan gondolatait és tételét vazoljuk, melyek avval foglal-
koznak miként lehet parhuzamot vonni az analizisben megszokott belsépont fogalom-
mal és a diszkrét vilaggal. Elscként az a kérdés meriilhet fel, hogy mért van erre
egyaltalan sziikség. Az ok filozéfiai jellegli. Gondoljuk el azt, hogy el6ttiink van egy
alma, amit fel kellene ruhazni topoldgiai jellegli struktiraval. A nehézség abban rejlik,
hogy az alma valdéjaban atomokbodl all, igy egy diszkrét halmazt kell elképzelniink, a
valés harom dimenziés vilagunkban. Az el6bbi mondat mar eldre is vetiti a késébbi
meghatarozasunk egyik 1ényegét, azt, hogy olyan moédon kell topolégiai analégot taldlni
az olyan fogalmakra, mint a belsépont, melyek figyelembe veszik, hogy a vizsgalt diszk-
rét halmazunk mar be van agyazva egy térbe, nevezetesen R3-be. Ugyanekkor az, hogy
diszkrét halmazt vizsgalunk egyben lehetévé teszi, sot meg is koveteli, hogy valami-
lyen értelemben paraméterezziik a topologikus tulajdonsagokat. Itt ha vissza akarunk
térni a szemléletiinkhoz, akkor azt kell megfontolni, hogy példaul az almahéj, mint fo-
galom létezik, de valéjaban senki se tudna megmondani, hogy hol van az az éles hatér,
amikortdl kezdve mar nem az alma héjardl, hanem annak belsejérol beszéliink.

Megemlitjiik, hogy némileg tilmegyiink az almahoz hasonld, véges sok pontbdl osszetett

alakzatokon, és itt R™ lokalisan véges részhalmazairdl lesz szo.

Definicié 1. Egy S C R™ halmaz lokdlisan véges, ha B(0, R) NS véges minden R > 0-

ra.

Definicié 2. Egy R™-ben lokdlisan véges S halmazt egy (h, x,r)-palacsintinak nevezink,

ha eqyrészt r > h, mdsrészt minden B(y,h) C B(x,r) gombre B(y,h) NS # (.

Ez a masodik definicié azt mondja, hogy a széban forgé S halmaznak = egy (h, )
paraméterrel leirt belsé pontja, vagyis ha vesziink egy r sugari gombot x koriil, akkor
nem lehet akkora lyuk S-ben, mely benne van e gombben és legalabb h sugarid. Az

elnevezést pontositjuk az alabbi definiciéban.

Definicié 3. Legyenek adottak azr > h > 0 valds szamok, tovdbba eqgy S C R™ lokalisan



véges halmaz. Azt mondjuk, hogy az x € S pont (h,r) belsépontja S-nek, ha S egy

(h, z,r)-palacsinta.

Példa 1. Legyen h' = h/2\/m, ekkor S = {(kih/ kol ..., kb)) 2 by € Zyi = 1,2, ...,m}
eqy (h,x,r) palacsinta minden x € R™,r > h esetén. Az SN B(0,1) egy (h,0,1) pala-

csinta minden 1 > h-ra.

Annak megmutatdsara, hogy a fenti definiciok hasznédlhatéak, megvizsgaljuk egy
topoldgiai tétel diszkrét analogonjat. A tétel Brouwernek a tartoméany valtozatlansaga
néven ismert tétele, mely megtaldlhaté [HW] 95. oldaldn a IV. Fejezet 6. pontjaban, s

igy szol:

Tétel 1 (Brouwer tétele a tartomany valtozatlansigardl). Legyen X, R™ egy
tetszéleges részhalmaza és h legyen annak egy homeomorfizmusa valamely h(X), R" -
beli halmazra. FEkkor az x pont pontosan akkor belsé pontja X-nek, ha h(x) is belsd
pontja h(X)-nek. Specidlisan, ha A és B homeomorf részhalmazai R"-nek, akkor ha A

nyilt halmaz, akkor B is.

Ahhoz, hogy megfogalmazzuk e tétel diszkrét valtozatat, keresni kell egy alkalmas
fogalmat, mely a homeomorfizmusnak felel meg. Itt a bi-Lipschitz leképezésekkel fogunk
foglalkozni, az ehhez tartozé emlékezteto definiciot lejjebb adjuk meg. Mar utaltunk ra,
hogy a diszkrét esetben sziikség van valamilyen paraméterezésre is, ezért a definiciot

ehhez igazitjuk.

Definicié 4. A szokdsos euklideszi norma mellett A C R™ és M > 1 mellett egy f :

A — R™ transzformdciot M -bi-Lipschitz leképezésnek nevezink, ha

|z = yll/M < |[f(z) = F(y)ll < M|z —y]|

minden x,y € A-ra. Ha nem akarjuk hangsilyozni az M paramétert, akkor csak annyit

mondunk, hogy f bi-Lipschitz.

Mégegyszer visszatérve a paraméter jelenlétének indokldsara, ha A egy véges hal-

maz, akkor barmely injektiv leképzés megfelelen nagy M mellett egy (M-)bi-Lipschitz
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leképzés.

Nézziik most Brouwer tételének parametrizalt, diszkrét valtozatat.

Tétel 2 (|B| kézirat). Tetszéleges m € N, M > 1-re és n € (0,1/M)-hez létezik
eqy h > 0 szam, hogy ha r > 0 és f az S, R™-beli (hr,xo,7)-palacsintdn értelmezett

M -bi-Lipschitz leképezése, akkor f(S) egy (nr, f(zo),r/M)-palacsinta.

Az el6bbi tétel valoban annak a Brouwer-tételbeli allitasnak felel meg, hogy bels6
pont képe belsé pont.
A bizonyitast vazoljuk. Az indirekt bizonyitds hataratmenettel a diszkrét esetet a foly-
tonosra vezeti vissza. Az els6 észrevétel az, hogy egyszeri transzformaciokkal elérhetjiik,
hogy csak olyan M-bi-Lipschitz leképezésekkel kelljen foglalkozni, ahol xy = 0 = f(x),
tovabba az is igaz, hogy a tétel ekvivalens azon alakjaval, amikor feltessziik, hogy r = 1.
Ezzel a tételt kanonikus alakra lehet hozni, s a tovabbiakban csak ez utobbit kell bi-
zonyitani.
A bizonyités indirekt. Vegyiik észre, hogy egy (h,x,r)-palacsinta rogzitett x és r mel-
lett egyben egy (k,z,r)-palacsinta is, ha h < k. Indirekt feltessziik, hogy létezik (h,,)
monoton csokkenéen nulldhoz tartd, csupa pozitiv elemi szamsorozat, és (S,) pala-
csinta sorozat, ahol az n-edik tag éppen (h,,0, 1)-paraméterti, tovabba M-bi-Lipschitz
leképezések egy (f,,) sorozata, ahol az n-edik tag éppen S,-en definidlt, és ennek ellenére
fn(Sy) semmilyen n-re sem egy (n,0,1/M)- palacsinta. Megadhatunk egy (y,) pontso-
rozatot, hogy B(yn,1) € B(0,57), B(¥n,n) N fu(S,) = 0. Nyilvénvaléan y,-nek létezik
egy részsorozata, mely konvergal egy y ponthoz, gy, hogy B(y,n) C B(0,1/M).
Vegyiink egy megszamlalhato, a nyilt egységgombben mindentitt siiri V' halmazt. Pél-
ddul megfelelé az int B(0,1)-beli racionalis koordindtaji pontok halmaza. f,-et most
kiterjesztjiik erre a halmazra, igy, hogy az értékkészlet egyezzen meg a kordbbival. Ren-
dezziik sorba V' elemeit, azaz legyen V' = {q, : k = 1,2...}. Legyen k € N tetszéleges.
Ha g, € S,, akkor f,(qx)-t definidltuk. Ha gy ¢ S,, akkor vélaszthatunk egy B(z, h,)
gdémbot, hogy qr € B(z,h,) és B(z,h,) € B(0,1). Mivel S,, az egy (hy,0,1)-pala-

csinta, ezért vehetiink egy x,x € S, N B(z, h,) pontot. Legyen f,(qx) = fu(@nk)-



Az egyszerliség kedvéért jelolje f,, e fenti kiterjesztését is f,. Mivel f,, S,-re vett
megszoritasa M-bi-Lipschitz, ezért f,, értékészlete B(0, M)-be esik. Vialaszthatunk tehat
n(i)-nek egy olyan n(1,4)-vel jelolt részsorozatét, hogy fn.:)(q1) konvergal egy f(q1)-
el jelolt szamhoz, amint ¢ — oco. Tegyiik fel, hogy az n(k,i) sorozatot mar minden i-re
definidltuk. Akkor vélaszthatunk n(k,:)-nek egy olyan n(k+1,7)-vel jelolt részsorozatat,
hogy fu(k+1,i)(qe+1) konvergdl egy f(qu+1)-el jelolt értékhez. Vegyiik észre, hogy igy
definidltunk egy f:V — B(0, M) fiiggvényt. Megmutathatd, hogy a kapott f egy M-
bi-Lipschitz leképezés. Ezek utén kiterjesztjiik f-et B(0, 1)-re, hogy az M-bi-Lipschitz
maradjon. Jelolje a kiterjesztést is f. Megmutathatd, hogy int(B(y,n))Nf(B(0,1)) = 0.
Mivel f(0) = 0 € B(0,1/M) és B(y,n) C B(0,1/M), ezért B(0,1/M) belseje tar-
talmazza f(B(0,1)) egy hatarpontjat. Mivel B(0,1) kompakt, ezért folytonos, s igy
bi-Lipschitz képe is kompakt azaz korldtos és zart. Igy létezik egy = € B(0,1), hogy
f(z) € int(B(0,1/M)) és f(x) hatdrpontja f(B(0,1))-nek. Mivel f M-bi-Lipschitz,
ezért ha p € S(0,1), akkor ||f(p) — f(0)|| = ||f(p) — 0]| > 1/M. Vagyis B(0,1) hatédra
R™ — int(B(0,1/M))-be képzédik. Igy létezik egy = € int(B(0,1)), hogy f(z) €
int(B(0,1/M)) és f(x) hatarpontja f(B(0,1))-nek. Ez azonban ellentmond Brouwer

fenti tételének.



Euklideszi terek analizisbeli kiilonbségei

A matematika egyik alapfeladata, annak vizsgalata, hogy két matematikai struktira
tulajdonsagaiban mennyire azonos, illetve mennyire tér el egymastol. Amint a cim is
mutatja, itt a kiillonboz6 dimenzids euklideszi terek analizissel kapcsolatos kiilonbségeirdl
lesz sz6. Ezt a témat mar tobben feldolgoztak amint azt a kovetkezd harom tétel mu-
tatja. Mi egy, a tobbitol eltéré gondolatmenetet kovetiink, mely annyiban is kapcsolédik
a szakdolgozatom ciméhez, hogy egy diszkrét eljaras, a Gauss-eliminécio egy ”folytonos”
alkalmazasat mutatja meg.

Ez a része a dolgozatnak az [N] TDK dolgozatomat tartalmazza, amivel III. helyezést
értem el a Kari Didk Konferencian, és mely kiilondijjal lett jutalmazva az Orszagos Tu-

domanyos Didk Konferencian.

Ahogy emlitettiik elso 1épésként mas szerzok eredményeit soroljuk fel, melyek az eredeti
témaval kapcsolatosak. Ide tartozik, a mar fentebb ismertetett, Brouwer a tartomany
valtozatlansiaga néven ismert tétele, (1. Tétel).

Algebrai topoldgiai eszkozokkel is bizonyithaté az aldbbi tétel, melynek két bi-

zonyitasa is megtaldlhaté [H]-ban.

Tétel 3. A szokdsos topologidak mellett, ha U C R™nyilt, nemiires halmaz és V. C R™

szintén nyilt, nemiires halmaz, akkor U és 'V nem homeomorfak.

Mi az 5. Tételben a 3. Tételnél kevesebbet fogunk megmutatni, azzal, hogy foly-
tonosan differencidlhaté fliiggvényekrol latjuk majd be, hogy nem lehetnek injektivek.
A folytonosan differencialhaté fiiggvényekkel kapcsolatban emlitiink meg mégegy tételt,

mely [E] 111. oldaldn, a II. Fejezet 5. pontjaban taldlhaté meg, s igy szdl:

Tétel 4. Tegyiik fel, hogy a G : R™ — R™leképezés folytonosan differencidlhato. Ha M
azon v € S = G71(0) pontok halmaza, melyeknél G'(z) rangja m, akkor M eqy (n —m)
dimenzids sokasdg. Adotta € M-re a VG1(a), ..., VG, (a), a G komponensfiggvényeinek

gradiens vektorai, merolegesek az M a-beli érintosikjara.
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Megjegyezziik, hogy ebben a formaban a legutébbi tétel néha nem alkalmazhaté
annak megmutatasara, hogy bizonyos fiiggvények nem injektivek. Tekintsiik ugyanis a
harom dimenzids euklideszi téren az (a,b, c) — (sina, a,0) hozzarendeléssel értelmezett
fiiggvényt. Vilagos, hogy a képtér csak olyan euklideszi térbe foglalhaté bele, ami leg-
aldbb 2 dimenzids, ugyanakkor a derivalt minden pontban legfeljebb egy rangti. Nem
kizart azonban, hogy az elobb kimondott tétel médosithaté 1gy, hogy alkalmazhaté
legyen az 5. Tétel bizonyitasara.

Az alabbiakban feltessziik mindig, hogy m > n nemnegativ egészek. Az alabbiakban
nyilt halmazon mindig nemiires halmazt értiink. Mi is ki fogunk mutatni kiilonbséget
R™ és R™ kozott, tételiink kovetkezménye lesz az, hogy R™ és R™ két nyilt halmaza

kozott nem létezik Closztalyu diffeomorfizmus. Mi az aldbbit latjuk be.

Tétel 5. Legyen G C R™ nyilt halmaz. Legyen Dom(¢)) = G, ¥ : G — R™ egy C*

osztalyu figguény, ekkor 1» nem lehet injektiv.

A bizonyitas egy részét magyarazhatja az aldbbi szemlélet. Ha G-ben 1 vala-
mennyi komponensfiiggvényének gradiensére egyidejiileg mozgunk merélegesen (a kom-
ponensfiiggvények hiperszintfeliiletein), akkor mozgasgdrbénk mentén konstans lesz a
fliggvényiink értéke. Mivel nagyobb dimenzids térbdl képeziink alacsonyabb dimenzidsba,
ezért varhatoan lesz legalabb egy szabadséagi fokunk a mozgasgorbénkre, vagyis a gorbénk
nem csak egy pontbdl fog allni. Vigydzni kell azonban, amint az f((z,y)) = z* +
y? és f((0,0)) = 0 érték mutatja, hogy bar értelmezési tartomanyunk minden nyilt
részhalmazaban talalhaté megfel6 mozgasgorbe, de nem feltétleniil halad at minden

ponton ilyen.

Az aldbbiakban, ahogy szokds az m X m-es, vagy mas néven m-ed rendii (négyzetes)
matrixok terét kanonikus médon azonositjuk az R"-bol R™-be képezo linearis leképzések
terével. E teret Mat(m x m) jeloli. Mat(m x m)-et a szokédsos topoldgidval latjuk el.

Egy M € Mat(m x m) i-edik sordnak j-edik elemét M{i, j]-vel jeloljik.
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Az alabbiakban a bizonyitast ugy iranyitjuk, hogy csak négyzetes matrixokkal kelljen

foglalkozni.

Belatunk két segédallitast, melyekbol kovetkezni fog a fenti tétel.

Egy w pont kérnyezetén olyan nyilt halmazt értiink, mely Osszefiiggo és w € U,,,.

Segédallitas 1. Legyen G, R™-beli nyilt halmaz, V : G — Mat(m x m) folytonos
leképezés. Minden p € G-re legyen detV (p) = 0, de létezzen q € G, amire V(q) # 0.
Ekkor van olyan w € G, és annak eqy U, kornyezete, amire létezik r egész, hogy 1 <

r < m és minden p € Uy,-re teljesil, hogy rangV (p) = r.

Bizonyitds. Tekintsiink egy F, m X m-es tablazatot, melyre gondolhatunk tgy, mint
egy matrixra, ami nics kitoltve. Tekintsiik ennek az 6sszes F'(1), ..., F(k) altdbldzatat,
melyre gondolhatunk tdgy, mint a kitoltetlen matrix Osszes almatrixara. Egy M €
Mat(m x m)-re az F(j)-hez taroz6 aldeterminédnst jelolje M o j. Definidlunk egy
q(j) pont- és egy ahhoz tartozé U;, q(j)-kornyezetsorozatot. ¢(0) := ¢. Mivel V(¢) # 0,
ezért van g-nak olyan Uy = U, kornyezete, hogy minden p € U, mellett V(p) # 0, azaz
rangV (p) > 1, viszont detV (p) = 0, ezért rangV (p) < m. Ha mér ¢(j — 1) és U;_;
ismert, akkor vegyiik V(q(j)) ox j-t. Két f& esetet kiilonboztetiink meg, mely Osszesen
harom alesetre bomlik.

L) V(g(j —1)) ocj =0.

l.a) Ha egyben az U;_; kornyezet minden s pontjara V(s) oc j = 0, akkor ¢(j) :=
q(j —1), Uj == Uj-1.

1.b) V(q(j — 1)) ox j =0, de létezik s € U;_y, melyre V(s) o j # 0 . Legyen ekkor ¢(j)
egy ilyen s, ekkor a folytonossdg miatt van olyan U; C U;_; kdrnyezete ¢(j)-nek, hogy
minden t € Uj-re V(t) x j # 0.

2.) V(q(5 — 1)) ox j # 0. Legyen ekkor ¢(j) := q(j — 1), a folytonossiag miatt van olyan
U; C U;j_; kornyezete ¢(j)-nek, hogy minden ¢ € U; mellett teljesiil V/(¢) o< j # 0.

Mindhérom esetben vagy minden ¢ € U; mellett teljesiil V(t) « j = 0, vagy minden
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t € U; mellett teljestl V(t) o< j #0. Uy, CU; (j =0,...,k), ezért s € Up-ra az, hogy
nulla-e, az s-t0l fliggetleniil csak j-t6l fiigg. Mivel egy matrix rangja legnagyobb rendii
el nem tin6 determinansi almdatrixdnak rendje, ezért w := q(k), U, := U} alkalmas

valasztas. O

Elevenitsiik fel a Gauss-eliminaciéval kapcsolatos ismereteinket. Legyen adva egy
B € Mat(m x m). Tekintsiik azt a C; ; € Mat(m x m)-et, mely csak annyiban tér el az
egységmatrixtél, hogy i-edik soranak j-edik oszlopaban, valamint j-edik soranak i-edik
oszlopaban 1-es all, és az i-edik soranak i-edik oszlopaban, valamint j-edik soranak j-
edik oszlopaban 0 all. Az a matrix, mely B-bol ugy all el6, hogy i-edik és j-edik oszlopat
felcseréljiik, az eléall BC; ; alakban, mig az a matrix, mely B-bdl ugy all eld, hogy i-edik
és j-edik sorét felcseréljik, az el6all C; ; B alakban. Vildgos, hogy a C; ; tipust métrixok
invertalhatok, igy ilyenek T szorzata is. Ismert, hogy rogzitett i, ; mellett megadhaté
L;j : R — Mat(m x m) folytonos fiiggvény, hogy BL;;(k) matrix gy &all el6 B-bdl,

hogy i-edik oszlopanak k-szorosat levonjuk a j-edik oszlopbdl.

Segédallitas 2. Legyen adva eqy w € R™ pont és annak eqy U, C R™ kornyezete,
legyen tovabbd V' egy olyan leképzés, melyre U, C Dom(V'), Range(V') C Mat(m x m)
és a 'V leképezés U,-re valo megszoritdsa folytonos. Adott tovibbd egy r egész, hogy
1 < r < m és minden p € U, mellett teljesiil, hogy rang(V (p)) = r. Nyilvinvaldan
alkalmas C;; mdtrizok T szorzatdval V(w)T elsé r oszlopa figgetlen. Definidljuk az
E : U, — Mat(m x m), E(q) = V(q)T leképezést. FEkkor létezik w-nek olyan W
kornyezete, és eqy D : W — R™ sehol sem nullvektor értékii folytonos leképezés, hogy

minden ¢ € W mellett teljestil, hogy E(q)D(q) = 0.

Bizonyitds. A bizonyitas a jol ismert Gauss eliminacié folytonositasa lévén torténik.
A folytonositott Gauss eliminaciot r darab 1épésre bontjuk. Mindegyik ¢ 1épéshez
definidlunk egy W;, w-kornyezetet gy, hogy ¢ € W; mellett az E(q) alaki méatrixokra
valamilyen értelemben folytonosan fog miikodni az els6 i 1épés végrehajtasa, tovabba
Wo = U, jeloléssel az ily kibévitett halmazsorozat sziikiilo. Az i-edik 1épés végrehajtdsa

utan kapunk két folytonos fliggvényt:
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E': W; — Mat(m x m) arra szolgdl, hogy leirja a Gauss elimindcié i-edik 1épésének
hatdsdt minden ¢ € W; ponthoz rendelt F(q) matrixra, a masik fiiggvény a Gauss
elimindcié i-edik 1épésének transzformécios képletét adja meg tgy, hogy F* : W; —
Mat(m x m) és E'(q) = E(q)F(q). Ahogy szoktuk, sorozatunkat kibévitjiik £ = E-
vel és FY = I-vel, ahol I jeloli az m-edrend(i identitds matrixot. Definidlni fogunk
még egy S(i) sorozatot is, mely méatrixok sorainak megjelolésére szolgal majd. Tek-
intsiik az E°(w) métrixot, melyen a folytonositott eljards fog alapulni. Vegyiik E°(w)-
ben az els6 oszlopot, keressiik meg fentrél az elsé sort, melyet a tovabbiakban S(1)-
edik sornak neveziink gy, hogy az S(1)-edik sor els6 oszlopaban nem nulla szam &ll,
ezt valoban megtehetjiik, a segédallitasunk rangra vonatkozé feltétele miatt. A foly-
tonositott eljaras els lépésében el6szor megvalasztjuk Wi-et. Mivel By = {M €
Mat(m x m) : M[S(1),1] # 0} nyilt halmaz, s mivel E° folytonos a W, nyilt hal-
mazon, ezért létezik Wy C Wy, w-kornyezet, hogy ott F(q) € B,. Tekintsiik az els§
lépést és vonjuk le egyszerre az elsé oszlop alkalmas k-szorosait a tébbi oszlopbdl, legyen
tehat ¢ € Wi-re

Fa) = P [ Lo G Do, o 0P,

J#1

=)

S—
nn

—
—
—_

Vildgos, hogy Wi-ben E', F! folytonos fiiggvények. Folytassuk az eljardst, és ha
mAar megvan az i — 1-edik 1épés eredménye és i < r | akkor tekintsiik E*~!(w)-t, és i-edik
oszlopdban keressiik meg fentrél az els6 sort, melyet a tovabbiakban S(i)-edik sornak
neveziink, hogy az S(i)-edik sor i-edik oszlopaban nem nulla szam &ll. A folytonositott
eljaras i-edik 1épésében el6szor megvélasztjuk W;_q-t. Mivel B; = {M € Mat(m x m) :
M|[S(i),1] # 0} nyilt halmaz, s mivel E*~! folytonos a W;_; nyilt halmazon, ezért 1étezik
w-nek W; C W;_; kdrnyezete, hogy ott E(q) € B;. Tekintsiik az i-edik 1épést, és vonjuk
le egyszerre az i-edik oszlop alkalmas k-szorosait a tobbi oszlopbdl, legyen tehat g € Wi-

E™H(q)[S(1), J]
EHg)[S (), 1]

Fi(q) == F'(q) [ ] Lus( ), B := E°F".
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Vildgos, hogy W;-ben E?, F* folytonos fiiggvények. Tekintsiik az eljarasunk r-edik 1épése
utdn kapott eredményt. ¢ € W,-re olyan E"(q) métrixot kapunk, melynek az S(i)-edik
sorok és az Osszes oszlop altal meghatérozott matrixban csak az S(i)-edik sor i-edik
oszlopaban ¢ < r mellett all nem nulla, tovabba az emlitett sorok és oszlopok elvételével
nyert almétrix minden eleme 0, ismerve a Gauss eliminacié tulajdonsdgait és lévén
W, C U,. Legyen tehat W := W,. Vegylink most egy m-dimenziés J oszlopvektort,
melynek minden ¢ < r-re: S(i)-edik sordaban 0 all, és a tobbiben 1-es. Az L, j(k) tipust
matrixok invertalhatéak, ezért F"(q)J minden ¢ € W-re nem nulla vektor. Legyen
D:W — R™ q — F"(q)J, ami sehol sem nulla folytonos fiiggvény. Ekkor minden
q € W mellett teljesiil, hogy 0 = E"(q)J = E°(q)F"(q)J = E(q)D(q). O

Az 5. Tétel bizonyitasa. Tegyiik fel indirekten, hogy v injektiv. Jelolje  : R” — R™ a
természetes bedgyazdst, s legyen ¢ = 101, ami szintén injektiv és Cl-osztdlyt fiiggvény.

Belatjuk, hogy ez lehetetlenség.

Amint az konnyen lathaté, a bedgyazas tulajdonsagai miatt G minden x pontjdban
¢'(z) matrix utolsé sora csupa nulla. Jelolje V' a ¢ Jacobi métrixdat. Ha V =0 a G-n,
akkor ¢ konstans G-n, és igy nem lenne injektiv, tehat ezt az esetet kizartuk. Feltehetjiik
igy, hogy V értéke nem az azonosan nulla matrix.

Alkalmazzuk most egymas utan a két segédallitasunkat, s tekintsiik az utébbi ered-
ményét. Nézziik a 7/(t) = D(v(t)) differencidlegyenletet, ennek a Peano-Tonelli tétel
értelmében létezik megoldéasa, vagyis van egy 0-t tartalmazoé I nyilt intervallum és egy
rajta értelmezett (t) differencidlhaté fiiggvény, amely teljesiti a differencidlegyenletet.
Mivel D sehol sem tiint el, ezért () nem lehet konstans. Tekintsiik a § = ¢ o~
fiiggvényt, ami differencidlhaté és a lancszabély értelmében 0'(t) = ¢'(v(t))y'(t) =
E(y(t))D(y(t)) = 0, tehat I-n § konstans, s mivel ¢ injektiv volt, ezért ez csak tgy

lehet, ha v konstans, ami ellentmondas. O
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Vagasmértékek

Az aldbbiakban mértékelméleti fogalmakat fogunk a grafelmélettel, illetve a grafel-
méletben ismertté valt vagdselmélettel vegyiteni. A tovabbiakban mindig lerdgzitiink
egy X nemiires alaphalmazt, s ehhez kapcsolodo kiilonbozo tulajdonsagokkal rendelkezé
halmazfiiggvényekkel fogunk foglalkozni.

A kiindulasi 6tlet a mértékelmélet additiv fliggvényeinek (addicik) és a kombinatorika-
ban hasznalt szub- illetve szupermoduléris fliggvények tulajdonsagainak osszevetésébol

ered. Emlékeztet6iil felelevenitiink par definiciot, tételt.

Definicié 1 (szubmodularitas). Legyen X egy véges halmaz. Egy B : 2¥ — R

fugguényt teljesen szubmoduldrisnak nevezink, ha tetszoleges L, K C X -re fenndll, hogy
B(LNK)+ B(LUK) < B(L) + B(K). (1)

Definicié 2 (szupermodularitas). Legyen X egy véges halmaz. Egy P : 2%¥ — R
fugguényt teljesen szupermoduldrisnak neveziink, ha tetszoleges L, K C X-re fenndll,

hogy
P(LNK)+ P(LUK) > P(L) + P(K). (2)

Definicié 3 (félgyfirii). Legyen X egy nemiires alaphalmaz. Eqy &2 C 2% halmazrend-
szert félgytdrinek neveziink, ha az aldbbi két feltétel teljestil.
1.) Minden A, B € &-re A — B elddll véges sok diszjunkt Z2-beli elem eqyesitéseként.

2.) &P metszetre zart.

Definicié 4 (félgytirtin értelmezett addicid). Legyen egy X alaphalmazon adott a

P félgyiirt. Legyen i : P — R olyan, hogy a

pA) =D (A
iel
formula értelmes és fenndll az egyenldség mindig, valahdanyszor I véges indexhalmaz,

AG;@,Aiéa@(iGI) éSA:H'Jie]Ai

16



Definicié 5 (gytirii). Legyen X egy nemiires alaphalmaz. Eqy Z C 2% halmazrendszert
gytrinek neveziink, ha az aldbbi két feltétel teljestil.
1.) Z halmazkiilonbségre zdrt.

2.) # unidra zdrt.

Minden gytri nyilvan félgytrti. Az aldbbi tétel, amely azt mondja ki, hogy gytri
esetén egyszeriibben is belathaté az, hogy egy fliggvény rendelkezik az addicié tulaj-

donsaggal.

Tétel 1. Legyen pu: Z — R, ahol Z gyiird. p akkor és csak akkor additiv #-en, ha
u@ =0¢és L, KeR, LNK =10 esetén

p(Lw K) = p(L) + p(K).

Ezt a tételt mar konnyt atformalni olyanra, hogy a szub- illetve szupermodularis

fiiggvényekhez hasonlé jellemzést kapjunk.

Tétel 2. Legyen pu: Z — R, ahol # gyiird. p akkor és csak akkor additiv Z#-en, ha
u(@ =0¢és L, K€ R, LNK =10 esetén

(LNK)+p(LUK) = p(L) + p(K). (3)

Szemmel lathat6, hogy (1), (2) és (3) kozott szoros Osszefiiggés van. Két kérdés
is természetes mdédon mertl fel. Mértékelméletben, az additiv fiiggvényeknek fontos
specialis esetei a o-additiv fliggvények. Létezik-e olyan definicid, mely a szub- vagy
szupermoduléris fliggvények és o-additiv fliggvények kozos analogonja? A kombina-
torika szemszogébdl szemlélodve lehetséges-e az, hogy olyan kombinatorikus tételeknél,
ahol szub- vagy szupermodularis fiiggvények jonnek elo, létezik a megfelelo tételeknek
olyan altalanositdsa, ahol a széban forgo fiiggvények ”o-megfeleléi” jonnek el6? Ezek
a kérdések nagyon altalanosaknak tiinnek, ezért, ha egyaltalan létezik valamilyen ered-
mény is e téren, célszer lenne azt valamilyen nagyon leegyszertiisitett esetben megkisé-

relni kimutatni.
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Jelolés 1. Gyakran lesz szikségunk az alabbi jelolésekre, halmaz onmagdval vett di-
rektszorzata esetén: I halmaz esetén jelolje (I x I)* = {(i,7) € I X I : i # j}, és P
halmazrendszer esetén: (P x P) ={(A,B) € xZ : ANB =0}U{(A,A) : Ae Z}.

A kiindulds egy & C 2% félgyfirii, valamint egy (u, d) fiiggvénypar, ahol a fiiggvény-
par két tagjara teljesiil, hogy p: & — Rés d: (P x P) — R. Az ilyen esetekben azt

mondjuk, hogy a (u,d) fliggvénypar a & félgylirithoz kapcsolt.

Definicié 6. Eqy & félgyiirihiz kapcesolt (u, d) figguénypdrt vagdsaddicionak neveziink,

ha teljestilnek az aldbbiak, véges I és J indexhalmazok mellett:

p(@) =0

minden X € P-re d(X,X) = 0.

Ha A, A; € & (i € 1) mellett A =W A;, akkor mindig értelmes és igaz az
ugynevezett pontossag:
pA) =D p(A)+ ) d(AiAy) (4)
i€l (i,9)eIxI
Ha még B, B; € &, (j € J), ANB =0 mellett B =W;c;B;, akkor értelmes és igaz
az ugynevezett addicio:
d(A,B)= Y d(A;B)). (5)
(i)elxJ
Megjegyzés 1. Alapvetd észrevétel, hogy rogzitett félgyiri mellett, a hozzdkapcsolt

véges értéki vdgasaddiciok vektorteret alkotnak a szokdsos miveletekkel.

Megjegyzés 2. A (4) egyenlbségben a mdsodik dsszegzés alatt helyesebbnek tinne I x I
helyett (I x I)*. Azonban a % jelet azért hagyhatjuk el, mert a d(A;, A;) alaki tagok

definicio szerint nulldk.
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Megjegyzés 3. Amint majd késébb kideril, eqy vdgdsaddiciét nem csupdn (i, d)-vel
fogqunk jelolni. Példaul, ha a vdgasaddicionk nem csupdn egy félgyirihoz, hanem egy

gylrihéz kapcsolt, akkor inkdbb az (M, D) jeldlést haszndljuk.

Példak 1. Itt felsorolunk néhany példdat vagasaddiciora.

1.1.(trividlis és nem feltétlen diszkrét) Legyen (u,d) = (u,0), ahol p a & feletti valos,

additiv fugguény.

1.2. Legyen adva eqy Z alaphalmazon eqy </, o-algebra, €s tekintsik ennek onmagdval
vett zdrojeles szorzat dltal, mint félgyiri dltal generdlt o-algebrdt. Jelolje ez utobbit ..
Tekintstiink eqy .7 -en értelmezett, Z x Z alaphalmazi p mértéket. Ezek utin megadjuk a
Z x Z halmazhoz kapcsolt (M,D) pdrt. Eldszér is legyen D(X, X) = 0 minden X € ./ o -
ra. Legyen tovdbba M(A) = u(A x A) minden A € S/ -ra. Diszjunkt A,B € S<of
mellett definidljuk D(A, B)-t az el6bbihez hasonld mddon: D(A, B) := u(AxB). Itt meg-
jegyezziik, hogy D(A,B) definidldsihoz nincs sziikség A, B diszjunktsdgdra, dm definidlni
mar csak ilyenekre kellett D-t. A Példa vagdsmértékre cimszo alatt igazoljuk, hogy
valoban vdgasmértéket kapunk igy. Néhdny tovabbi példa ennek a példanak lesz specidlis

esete, de érdemes érdekesséqgiik miatt rdajuk kilon felhivni a figyelmet.

Specialis esetek:

1.3.(diszkrét) Vegyink egy véges grdafot. Az alaphalmaz legyen a grdaf alaphalmaza, a
félgylirii pedig a hatvanyhalmaz. M(X) jelolje az X dltal feszitett élek halmazdinak
szamossagat, tehdt azon élek halmazdnak szdmossagdt, melyeknek mindkét végik a hal-
mazban van. Diszjunkt A, B halmazokra jelolje d(A, B) az A és B halmazok kézt haladd

élek szdmdnak felét (nem baj, ha nem egész). Illetve d(X, X) := 0 definicio szerint.

Kézvetlen szdmoldssal ellendrizziik (4) és (5) teljesiilését. Tekintsik az igazolandd (4)-

et. Tekintsiink eqy e €lt, melyet X feszit. Ha e mindkét vége ugyanabba az X; osztdlyba
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esik, akkor a jobboldal pontosan egyszer szamolja, méghozzd az M(X;)-ben. Ha e két
vége kilonbozd X;, X; osztdlyokba esik, akkor a jobboldal kétszer veszi figyelembe ezt az
élt, de mindkétszer % sullyal, méghozzd a d(X;, X;), d(X;, X;) tagokban. Azt is megfi-
gyelhetjik, hogy a jobboldal csak az X dltal feszitett éleket szamolja pozitiv sullyal. Fvvel
belattuk (4)-et.

(5)-6t is belatjuk kiézvetlen meggondoldssal. Vegyiink egy e €élt, melynek végpontjati a
diszjunkt A, B halmazokban fekszenek. Ekkor pontosan egy (i,7) pdr van, amire e
végpontjai A;, Bj;-ben fekszenek. Ezért (5) jobboldala pontosan egyszer veszi figyelembe
(3 sulyozdssal) e-t, méghozzd d(A;, Bj)-ben, s a baloldal is pont % silyozdssal veszi azt
egyszer figyelembe. (5) jobboldala csak olyan élt vesz pozitiv sullyal figyelembe, ami A és

B halmaz kozt huzodik.

1.4.(diszkrét) Vegyiink egy véges iranyitott grdfot. Az alaphalmaz legyen a grdf
alaphalmaza, o félgylri pedig a hatviny halmaz. M (X) jeldlje a 3.példdihoz hasonld
modon az X dltal feszitett élek halmazanak szamossdagat. Diszjunkt A, B-re jelilje
D(A, B) az A-bol B-be vezetd iranyitott élek szamdt. Megint D(X,X):=0, definicio sze-

rint.

Eqgy késobbi tétel szerint tovabbi memtrividlis vdgasaddiciok készithetok, sot vagdsmeér-

tékek (ennek definicidja késébb szerepel) is az 1-3, 1-4 kombindciokkal.

Az elso 1épés a vagasaddicié kiterjesztése lesz egy bovebb halmazrendszerre, nevezete-
sen a félgyurit tartalmazo legsziitkebb gytirtire. A félgytra altal generalt gytriu struk-

turaja mivel ismert, ezért csak megemlitjiik az idevonatkozo tételt.

Tétel 3 (Félgytiri altal generalt gytirt). Egy & félgyiri dltal generdlt Z () gyliri

azonos a & -beli halmazok dsszes véges diszjunkt egyesitéseibdl allo halmazrendszerrel.
Tétel 4 (Vagasaddicié gyfliriire valé kiterjesztési tétele). Ha & eqy félgyiiri
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és (u,d) egy hozzd kapcsolt vagdsaddicio, akkor az alabbi feltételek bdarmelyikének tel-
jestlésekor létezik annak egyetlen kiterjesztése, mely a &2 dltal generdlt gyidrihoz kap-
csolt vagdsaddicio:

a) p és d mindketten véges értékiiek.

b) 1 és d mindketten nem negativok.

c) p és d mindketten nem pozitivak.

Bizonyitds. Nézzik el6szor meg, hogy ha elére ismernénk az (M, D)-vel jelolt kiter-
jesztést, akkor az milyen alapvet$ kovetkezménnyel jarna. Barmely A € Z(Z?) halmaz

el6dll véges I indexhalmaz mellett

alakban. Tekintstink most még egy A-t6l diszjunkt B € R(P)-beli halmazt is, és annak

is vegyiik egy véges J indexhalmaz melletti
B =B}, Bl € P

felbontasat (a felsé indexek azt fejezik ki, hogy itt egy lehetséges felbontasrél van szd).
Ilyen esetre is fenndllnak (M, D) végasaddiciés tulajdonsdgai, vagyis (4)-nek és (5)-nek

megfelelGen

D(A,B)= Y D(ALB))= > d(A} B (6)

(i,5)eIxJ (i,5)eIxJ
=Y " MAH+ > DALAN = uAh+ > d(ALAY) (7)
iel (i,5)eIxI iel (i,5)€IXT

fennallnak. Meg kell mutatni, hogy D(A, B) és M(A) nem fiigg az A} és Bj felbontas
valasztasatol. Vegylink tehat még egy-egy eldallitast, melyekhez a véges K és L index-

halmazok tartoznak.

A - H’JkeKAi, Ai € (@7

B =W, B’ B’c 2.
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El6szor azt fogjuk megnézni, hogy hogyan igazolhaté az, hogy a fenti képletekkel
D jbl, azaz egyértelmilien definidlt. A (6) és (7) egyenl6ségek jobboldalan &ll6 Gsszeg
értelmes (helyénval az allitas, hiszen a), b) vagy c) feltételek barmelyikébél kovetkezik,

hogy nem 1ép fel az Gsszegben két ellentétes eljelil tag.) Ekkor azt kapjuk, hogy

» dA = > dAINALBINBY) = > d(A}, B})

(i,5)eIxJ (3,k,J,)EIX KX JX L (k1) eKxL

miatt D(A, B) val6ban jél definiélt.

Megmutatjuk, hogy M is definidlhato a fentiek alapjan. Tartsuk meg korabbi jelo-

lésiinket, és A € Z(P)-re igazoljuk az allitast. Irjuk fel a

=Y wAINAN+ ) dAIN A2 AN AY) (8)

Jj€J (s,t)yeJxJ

és kulonbozo6 1, 5 € I-re a

d(ALA) = ) d(AIN A2 A N A) (9)
(s,t)edxJ
egyenldségeket. FEzekbol Osszegzéssel kapjuk az aldbbiakat, gy hogy a (8) tipusi

képleteket I-re, mig a (9) tipusu képleteket (I x I)*-ra Osszegezziik.

DA+ D d(ALA)) =

el (4,5)eIXI

= [ZZM(A} N A3+

icl jeJ

+> Y dAlﬂAﬁ,A}mAf)}Jr YooY dAIn AL AN AY) =

i€l (sit)eJxJ (3,5)€(IxI)* (s,t)eJxJ

=) p(An A+

icl jeJ

22



[Z D dAINALAINAD) + Z S aAlnA AlnAY)| =

1€l (sit)exJ (4,5)e(IxI)* (s,t)eJxJ
=) u(An A3+ Z D d(AIN AL ATN A,
el jeJ (4,5)€(IXI) (s;t)eJxJ

s ez az alak mdar szimmetrikus mindkét felbontas szerint.

Beldtjuk D additivitdsat is. Legyen A, B € Z(Z?) két diszjunkt halmaz, és
A == L‘!’JZAZ, B - H’Jij, Al € %(:@), Bj € %(@)

A gylrustruktira tétel miatt minden ¢ € I-hez léteznek véges I, indexhalmazok, melyek
egymastol diszjunktak, és minden j € J-hez léteznek véges J; indexhalmazok, melyek

egymastoél diszjunktak, ugy, hogy
Ai = @Aik, Azk c 327 ik € I,

Bj = L‘UBﬂ, le e, jleJ

Az el6bbiekben sz6 volt arrdl, hogy bizonyos i indexekhez hozzarendeltiink bizonyos I},
indexhalmazokat. Ezért helyesebb lenne Iy helyett I (i)-t irni, azonban az indexzsufolas
elkeriilése miatt mégsem irjuk ki az ¢« paramétert. Hasonldéan jarunk el a J;-ek értelme-
zésénél.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:
K = UiGI[ka

L:= Ujg]Jl.

D definicidja miatt:

D(A,B)= Y D(Ax, By),

(ik,jl)EK X L

D(A;,Bj)= > D(Au, By).

(ik,jl)ET, X J,
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Ez utobbit 0sszegezve i-re j-re, kapjuk az allitast.

Belatjuk a pontossag teljesiilését is. Legyen A € Z(Z), A = WicrA;, ahol A; €

P, i € I egy lehetséges felbontds. A pontossag tulajdonsag szerint

M(A) =) M(A)+ Y DA, 4.

iel (¢,5)e(IxI)*

Legyen ugyanekkor

A = Wrex By

egy olyan felbontas, amire

B, € Z(2), k € K.

Ez azt jelenti, hogy az itt széba keriilé gytrtielemek is el6allnak félgytiriibeli elemekbdl,
igy:
Bk: = H-JTHETICBTR'

Legyen

Z=> M(By)+ Y  D(BB)

keK (k,)e(KxK)*
Azt kellene megmutatni, hogy Z = M(A). Ezt két alapvet6 egyenléségtipus segitségével
latjuk be. Itt meg kell jegyezniink, hogy egy halmaz karaktersorozattal valo jelolésének és
egy valtozé elemének karaktersorozattal vald jelolésének nem kell egymashoz kotodének
lennie, mint az aldbbiakban hasznalni fogjuk a Tk halmazjelolést, s annak valtozé ele-

meire mind a 7\, mind a 7k jelet.

M(By)= > M(Bm)+ >, D(Br, Bn)

TReTEk (tr,mX) €(TkxTk)*

D(BkaBl) = Z D(BTH7BT)\)‘

(T8, TAN)ETEXTI
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Ebbdl

zZ=>3" ( > M(B..)+ > D(Bm,BTA)>+

TRE€Tk (7R, TA)E(TkxTk)*

. )(( 3 D(Bm,Bm)-

(kD)E(KXK)* ™ (rr,7A)E(TkxTI)

Ez utébbi szummékbol allé 6sszeget felirhatjuk
L =7+ Zy+ Z3

alakban, ahol

-Y Y v

keK TkeTk

ZZ = Z Z D(BTI{7 BT)\)

keK (tr,7A)e(TkxTk)*

Z3 = Z Z D(B‘rm BT)\)'

(k) E(KxK)* (5,7 \)€ETkXTI

frjuk le a pontossagot Z;-re:

=D DY MBLNA)+Y > > D(BwNA; BN Ay)

keK TkeTk icl keK Te€Tk (i,5)e(IXI)*

Hasznaljuk Z2 és Z3 ra az addiciétulajdonsagot. Kapjuk:

=y > > D(B..NA;, BN Aj).

k€K (1,7 A)€(TkxTk)* (i,j)€IxT

Hasonléan kapjuk, hogy

Zg - Z Z Z D(BTRQA“BT)\QAJ)

(k) e(EXK)* (rr,7A)€TkXTI (i,5)€IxT

Az alabbi formalis szamolasnak a lényege az lesz, hogy az A; halmazoknak tobbféle
részfelbontasait vessziik figyelembe. Bontsuk kéttagu Osszegekre a 21, Z,, Z3 mennyi-

ségeket.
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Zy=> >3 M(Bn.NA)+ Z > Y D(B..NAi BN A)) = Zyo+ Zuy

i€l keK treTk (i,5)e(IxI)* keK TkeTk

Zy=33" > D(BrN Ay, BN A+

i€l keK (tr,7A\)e(TkxTk)*

+ > Y > D(Brs N Ajy, Bix N Aj) = Zoy + Zy

(i,j)e(IxI)* keK (Tr,7A)e(TkxTk)*

Z Z Z D(BmmAmBT)\ﬁAj)—i—

(i,§)EIXT (k1)E(KXK)* (15,7 \)ETkXTI

+ Z Z D(BrﬁﬂAin‘r)\ﬂAj) = ZBa+Z3b
(.5)eIxD)* (k1)e(KxK)* (rr,7A)ETkXTI

Zl+Z2+23:

= (Z1a + Zw) + (Zoa + Zop) + (Zsa + Zsp) = (Z1a + Zoa + Zsa) + (Z1p + Zop + Z3p) =

:[ZZZM(BMMMZZ > DB A BN A+

i€l keK TreTk i€l k€K (Tr,7N\)€(TkxTk)*

F YT 3 D(BTmAi,BTmAj)%

(i,5)eIXI (k) e(KXK)* (Tk,mA)€TkxTI

“{ Z ZZ (Bre M Ai, B N Aj)+

(i,5)e(IxI)* k€K Th€Tk

n Z > Y D(BNA;,BanA)+

(4,5)e(IxI)* k€K (Tr,TA)E(TkxTk)*

+ ) > > D(BrN A, BraN A))

(3,7)e(IxI)* (kl)e(KxK)* (Tk,7A\)ETkXTI

=5 M(4) + Z D(Ai, Aj) = M(A).

icl (i,§)e(IxI)*

]

Kovetkezmény 1. Ha eqy & félgylirihoz kapcsolt (u,d) vdgdsaddicié rendre vagy
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véges, vagy nemnegativ, akkor ugyanilyen az % (P)-re valo kiterjesztése is.

Abban az esetben amikor egy vagasaddicié mar nem csupan egy félgytirithz, hanem
egy % gyurthoz kapcsolt, akkor a vagasaddicios tulajdonsidgok méshogy is megfogal-

mazhatok, és igaz az alabbi tétel.

Tétel 5 (Gytlirltin értelmezett véges értékii vagasaddicid). Pontosan akkor be-
széliink eqy X qylrihéz kapesolt (M, D) véges értéki vagdsaddicidrdl, ha teljesiilnek az

alabbi feltételek:

Minden X € Z-re D(X,X) = 0.

Legyen K és J eqy-egy kételemii halmaz. Ha A, A; € Z (i € K) mellett A = Wici A;,
akkor mindig értelmes és 1gaz az ugynevezett pontossdg:
M(A) =Y M(A)+> D(A; A)). (10)
€K i#j
Ha még B, B, Z (i € J), AN B =0 mellett B = W;c;B;, akkor értelmes és igaz az
ugynevezett addicio :
D(A,B)= > D(A;B,). (11)
(i.j)eK xJ

Bizonyitds. A kis és nagybetiik hasznalatatol eltekintve, azt kell megmutatni, hogy
gytriikon (4) és (5) ekvivalens (10) és (11)-gyel. Vildgos, hogy (10) és (11), (4) és
(5) specidlis esete. Mielétt a forditott irdny beldtdsara térnénk ra tegylink par meg-
jegyzést. Minden félgytirlinek és gyliriinek eleme az ). (11)-b6l kovetkezik, hogy
tetszéleges X € Z%-re D((), X) = 0, ugyanis (11)-nek megfeleléen formélisan {rhatjuk,
hogy D(0, X) = D(0w0, Xwd) = D(B, X)+D (D, X)+D(D,0)+D(0,0). Itt az utolsé két
osszeadandé definicié szerint nulla, igy azt kapjuk, hogy D(0, X)) = 2D(0, X), mivel D
véges értéket vesz fel, ez csak gy lehet, ha D((), X) = 0. Hasonl6éan bizonyithaté, hogy
D(X,0) = 0. EbbSl mér le tudjuk vezetni, hogy D(A, BW C) = D(A, B) + D(A,C),
A, B,C € Z esetén. Ugyanis D(A, BW(C) = D(AW(), BW (), ami (11) kifejtés szerint
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nem mds, mint D(A, B)+ D(A,C)+ D(0, B)+ D(0,C) = D(A,B)+ D(A,C)+0+0 =
D(A, B) + D(A,C). Hasonléan lathaté be, hogy D(AW B,C) = D(A,C) + D(B,C),
tetszoleges A, B, C' € % mellett.

A forditott irdny belatdsahoz az indexhalmazok méretére vonatkozo teljes indukciot
hasznalunk. Ha (10) és (11)-bél vezetjiik le (4)-et, akkor ez az aldbbiak szerint torténik.
Hasznaljuk a (4)-beli jeloléseket. Ha I elemszama 1, akkor (4) a trividlis M(A) = M (A)
azonossagba megy at. Ha I elemszama 2, akkor (10) éppen a (4) alakot olti. Tegyiik
fel, hogy (4) teljesiilését igazoltuk mar abban az esetben, amikor I elemszama n > 2.
Beldatjuk (4) teljesiil akkor is, ha I elemszédma n+1. Vegyiik ekkor I két elemét, mondjuk
x-et és y-t. Legyen I' := I — {y}. Legyen " := I — {x,y}. Legyen minden i € ["-re
B, .= A;, B, := A, W A,. Ekkor A-nak egy diszjunkt gytirtibeli felbontasa {B; : i € I'},
)+
)

eZért az lnduk(ﬂé Szel"int M(A) - Zie[’ M(Bz) +Z(i,j)€]’><[’ .D(BZ, Bg) - Zie[” M(
M +

> jyerxm D(Biy Bj) + M(By) 4+ D(Bi, By) 4+ 3 e D(Ba, By) = 3 e 0 M(
D iperxr DA, Aj) + M(Ag W Ay) + 37,00 D(Ai, Au WA+ cpn D(As WAy, Aj) =
2iern M(A) + 226 e DA Aj) + M(Az) + M(Ay) + D(As, Ay) + D(Ay, As) +
2icrn D(Ais Aa) 2 e pr D(Aiy Ay) 12 e pr D(Awy Aj) 4D e i D(Ay, Aj) = 3 M(Ai)+
> ijyerxs D(Ai, A;), ami bizonyitandé volt. Az utolsé el6tti egyenldségnél M (A, WA, )-

B;
4

ra alkalmaztuk (10)-et, és (11) fenti megjegyzésiink szerinti kdvetkezményét hasznaltuk
tobbszor.

Mutassuk meg, most, hogy (10) és (11)-b6l levezethets (5). Hasznaljuk (5) jeloléseit.
(11)-bél és a fenti megjegyzésiinkb6l kovetkezik, hogy ha I és J szdmossiga legfel-
jebb 2, akkor készen vagyunk. Megmutatjuk, hogy minden mas esetben, hogyan lehet
csokkenteni I vagy J szamossagat, vagyis visszavezetni esetiinket egy korabbi esetre.
Tehat |I| 4+ |J| szerinti indukciéval bizonyitunk. Tegyiik fel példdul, hogy I szamossaga
legaldbb 3. Ekkor létezik =,y € I elem. Legyen I' := I — {y}. Legyen I"” := 1 — {x,y}.
Legyen minden ¢ € ["-re C; := A;, C, = A, W A,. Ekkor az I’, J indexhalma-
zokra és {C; : i € I'} valamint {B,:j € J} rendszerekre alkalmazva (5)-6t, majd

tobbszor a fenti megjegyzésiinket kapjuk, hogy D(A,B) = Z( )eprD(Cth) =

i?j

> jyernxg D(Ci, Bj) 432 e D(AzWAy, Bj) =32 iyerrwy DA By)+3 2507 D(As, By)+
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. D(A,,B;)=> .. D(A;, B;), ami a bizonyitandé volt. n
jeJ Yy =7 (i,9)eIxJ J

Felhivjuk azonban a figyelmet, hogy e fenti rovid formuldkat altalanos félgytirik

esetén nem tudjuk hasznalni.

Jel6lés 2. Legyen adva két halmazrendszer A, B. Ekkor A(x)B = {axb:a € Ab€ B}

halmazrendszert nevezzik a két halmazrendszer szorzatanak.
Tétel 6 (Félgytiriik szorzata). Két félgyiiri szorzata félgyiri.

Definicié 7. Legyen adva egy & illetve eqy 2 félgyiirihiz kapesolt (M, D) vdgds addicid,
illetve eqy N (kézonséges) addicio. A félgyirik félgydri szorzatdhoz, mint félgyiirihoz
kapcsolt szorzat vdagds addiciot értelmezunk, ami a vagdsaddicio és a kozonséges addicio
félszorzata lesz. Azt, hogy ez valoban vdgasaddiciot eredményez a 7. Tételben latjuk be,

melyhez felhaszndlando az 1. Lemma is. Legyen

AxB,CxDe P(x)2

mellett
(M x N)(A x B) := M(A)N(B),
tovabba
AxBNCxD=10 (12)
mellett

(DxN)(AxC,BxD):=D(A B)N(CND),

s ez utobbit értsik gy, hogy ha D nem volt értelmezve az (A, B) pdrra, azaz ha ANB #
0, A # B, amibdl (12) szerint C N D = 0. Akkor terjessziik ki az (A, B) pdrra D-t
nullaként, dsszhangban avval hogy a (D N) definicidjaban ekkor N(C' N D) gy is nulla,

vagyis zérova teszi a szorzatot.

Idézziik fel a kovetkezo tetszoleges félgytiriin érvényes lemmaét.

29



Abra 1: Tégla rdcsszerii felbontésa

Lemma 1. Ha & egy tetszoleges félgytiri, akkor barmely P; i € I, P-beli halmazokhoz
léteznek olyan A;, j € J pdronként diszjunkt 22-beli halmazok, amelyekre fenndlinak az
aldbbiak:

Uier P, = Wic s A;

Mindegyik P; halmaz elddll az A; halmazok kozil néhdanynak az egyesitéseként,

pontosabban P; egyesitése az dltala tartalmazott Aj-knek, a tobbi A;-t pedig nem metszi.

Tétel 7 (Vagasaddicié és addicié félszorzata). Az el6zd definicic jeloléseivel, ha
M, N, D mind véges értékiek, vagy mind nemnegativak akkor (M x N),(D * N)) vd-

gasaddicio a P (x)2 félgyirin.

Bizonyitds. Elészor az addiciés tulajdonsagot bizonyitjuk be specidlis esetben. A spe-
cialitds abban mutatkozik meg, hogy (D * N) két argumentuménak az alaphalmazok
direktszorzatdanak megfeleloen, csak specialis racsszert felbontasat vessziik figyelembe,

Id. abra. Feltessziik, adott

AxC/BxDe P(x)2,

s ezek diszjunktak. Adott tovabba ezek racsszert felbontasa, ahol a felbontast leirjdak

az alabbi halmazok, mint a felbontashoz tartozo vetiiletek:

A =Wier A
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C = WrerCi
D =W Dy

Ekkor kihasznalva A x C' és B x D diszjunktsagat, valamint N additivitast azt kapjuk,

hogy

Yo Y (DxN)AixCpBixD)= Y Y D(A,B)N(C,N D)=

(i,k)eIX K (j,l)€Tx L (i,§)€IxJ (kl)EK XL

=D(A,B) Y N(CynD)=D(AB)N(CND)=(DxN)(AxC,BxD),

(k,l)eEKXL
ami éppen a vagasaddiciot bizonyitotta a specidlis esetben. Ezt a specialis esetet fogjuk

felhasznalni az altalanos esethez. Tegyiik fel, adottak az
AxC/BxDe P(x)2
halmazok, s ezeknek adott az
Ax C =W A; x C,

illetve a

BXD:LﬂjngjXCj

P (x)Z2-beli felbontasa. A Lemma 1-et is hasznélva léteznek és igazak az
A = UierAi = Wrex T

C = UierC; = Wier S
B = U]EJB] == H’JeeE‘Re
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P-beli és 2-beli felbontasok. Igaz tovabba, hogy
Ax C=WaunerxrTrk xS (13)

BxD= H_J(e,f)EEXFRe X Zf (14)

A maér belatott specidlis esetet haszndlhatjuk, hiszen lathatjuk, hogy (13), (14)-ben

récsszeru felbontasrol van szo:

(DxN)(Ax C,Bx D)= > (D% N)(Ty, x Sy, Re x Zg).  (15)

(kle,f)eKXLXEXF
Legyen
G:=[1,CA,S CC;,R.C B, Zy C Djl.

Most az (A; x C;, Bj x D;) téglat bontjuk kisebb téglakra, s ebbél adédik

(D* N)(A; x C,B; x D) = > (D N)(Tj, x S, Re x Zj). (16)
a
Ekkor a (16) tipusu egyenleteket az I, J indexhalmazokon Gsszegezve, a (15)-6t is fel-
hasznélva kapjuk az allitast.
Maradjunk eddigi jeloléseink mellett, belatjuk megint a specialis esetben a vagasaddi-
cié tulajdonsag teljestilését. A specialis eset alatt azt értjik, hogy azzal az esettel foglal-
kozunk, amikor adott egy direktszorzat (tégla) alaki halmaz, s annak olyan felbontasat

vessziik, ami racsszeri.

> (M xN)AixB)+ > (DxN)(Ax Bj, Ay x B) =

(i,§)EIxJ (.9)# (k1)
= ) M4 ) + D(A;, AL)N(B; N B)) =
(i,5)eIxJ (4,5) #(k,l)
= Y M(A)N(B)+ Y N(B;NB)Y D(A;A) =
(3,5)eIxJ 7=l i#k



= Z M(Ai)N(Bj)+ZN(BijZ)[M(A)_ZM<Ak)]:

(ij)eIxJ j=l k

— M(A)N(B) = (M x N)(A x B).

A miésodik egyenloségben azt hasznaljuk ki, hogy csak a nemnulla 0sszeadanddkat
kell figyelembe venni, vagyis elég azokat, ahol N argumentumaban, nem az iireshalmaz
all, s ez a racsszert felbontasnal pontosan akkor kovetkezik be, ha A x B felbontasaban
szereplé A; x Bj, valamint A x B; téglak megfeleld B; és B; vetiileteti egybeesnek.

Az éltalanos eset megint a fenti technikaval bizonyithaté, vagyis egy altalanos fel-
bontésbol generalunk egy racsszerti felbontast, a racsszert felbontasra alkalmazzuk az
eddigi eredményiinket, mivel a racsszerli felbontas adja az altalanos felbontés téglainak
racsszeri felbontasat, megint alkalmazzuk a mar belatott eredménytinket, majd ha
osszeadjuk az altaldnos téglakhoz tartozé mennyiségeket, akkor azt latjuk, hogy az tula-

jdonképpen a récsfelbontdshoz tartozé mennyiségek dsszege, ami kiadja M (Ax B)-t. [

Tétel 8 (Monotonitas gyliritin). Legyen adva eqy Z gylirithoz kapcsolt (M, D) vdgds-
addicio, ami nemnegativ abban az értelemben, hogy M és D értékkészlete nemnegativ.
Legyenek adva az A, B € % halmazok gy, hogy A C B. FEkkor teljesil, hogy M(A) <
M(B). Legyen adva még eqy B-tél diszjunkt F' € X% halmaz, valamint eqy £ C F
halmaz, gy, hogy E € #. Ekkor teljesil a D(A, E) < D(B, F) egyenlétlenség.

Bizonyitas. Legyen C = B — A, %-beli halmaz. Ekkor M(B) = M(A) + [M(C) +
D(A,C) 4+ D(C, A)], ami mar bizonyitja az els6 allitast. Tartsuk meg jeloléseinket, és
vezessilkk be G = F'— E, %-beli halmazt. Fennall, hogy D(B, F') = D(A, E)+[D(A, G)+
D(C,E)+ D(C,G)], ami kiadja a bizonyitandé mésodik felét is. O

Definicié 8. A & félgyiiriihéz szokdsos mddon kapcsolt (M, D) nemnegativ fligguény-

pdrrol azt mondjuk, hogy o-szupervdgasaddicio, ha
M(0) =0,

minden X € Z-re D(X,X) =0,
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tovdabba barmely esetben, amikor értelmes az alabbi kifejezés, eqyben az is teljesul, hogy

ha I megszamldalhatoan végtelen szamossdgu halmaz és A = W1 A;, akkor
A) > ZM(AJ + Z D(A;, 4;).
iel (4,5)e(IxI)*

Legyen J megszamldlhatéan végtelen szdmossdgu halmaz, ekkor ha ANB =0 és B =

WicsBj, akkor

> Y D(A,By),

(zj YeIxJ

amennyiben az eqyenlotlenség mindkét oldala értelmes.

Definicié 9. A & félgyiirihoz szokdsos modon kapesolt (M, D) nemnegativ fligguény-

pdrrol azt mondjuk, hogy o-szubvdgadsaddicio, ha

minden X € P-re D(X,X) =0,

tovdbbd barmely esetben, ha I megszamldlhatoan végtelen szimossdgu halmaz és A C

WierA;, ahol A; € Z, akkor

MA) <Y MA)+ Y D(ALAy).

iel (4,5)e(IxI)*

Legyen tovdbbd J megszdmldlhatéan végtelen szdmossdgu halmaz, ekkor ha AN B = ),

B C W;e Bj, ahol Bj € Z és mindeni € I, j € J mellett A; N B; =0, akkor

D(A,B) < Z D(A;, B).

(4,5)eIxJ

Definicié 10. A & félgyiirihiz szokdsos mddon kapcesolt (M, D) nemnegativ fligguény-

pdrrol azt mondjuk, hogy vagdasmérték, ha
M (D) =0,
minden X € Z-re D(X,X) =0,
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tovdabba barmely esetben, ha I legfeljebb megszamldlhatoan végtelen szdmossagiu halmaz

€s A =W;crA;, ahol A, A; € Z, akkor

M(A) =Y "M(A)+ > D(A,4).

iel (4,9)eIxI

Legyen tovdbbd J szintén legfeljebb megszamldlhatoan végtelen szdamossagi halmaz, ekkor

ha ANB =10, BC W, B, ahol B, B; € % akkor

D(A,B)= > D(A;B;).
(i,9)eIxJ
Lemma 2. Ha adott eqy & félgylirihoz kapcsolt nemnegativ vdgdsaddicio, akkor az

egyben o-szupervagdsadditiv is.

Bizonyitds. Vegyiik I-nek tetszoleges véges T részhalmazat. Terjessziik ki a vagasad-
diciénkat a generalt gyiirtire. A monotonitds miatt M (WerA;) < M(A) ugyanakkor
M(erAr) = D ier M(AL) + X1 gerxry- D(Ar, As). Tehdt ilyenek szuprémuma sem
néheti tul M(A)-t. Vegyiik I-nek és J-nek tetszéleges véges T illetve V részhalmazat.
A monotonitds miatt D(Wier Ay, Woey By) < D(A, B), ugyanakkor D(Wier Ay, Wyoey By) =
> twerxy D(Ae, By). Tehdt ilyenek szuprémuma sem néheti til D(A, B)-t.

]

Tétel 9 (Vagasmérték gyiiriire valé elemi kiterjesztése). Legyen adva egy félgyi-
rihoz kapcesolt vagasmérték. Ekkor ez eqyértelmiien terjeszthetd ki a generdlt gytrire a

vagasmeérték tulajdonsag megtartasaval.

Bizonyitds. A bizonyitas sz6 szerint a Vagasaddicié gytrtire valé kiterjesztési tételének
bizonyitasa, azzal a kiillonbséggel, hogy az indexhalmazokat le kell cserélni legfeljebb
megszamlalhatoan végtelen szamossagi halmazokra, masrészt kihasznalni az 6sszegzések
felcserélésénél a nemnegativitast. O
Tétel 10 (A vagasmérték o-szubvagasadditiv). Legyen adva egy & félgyiirihiz
kapcsolt (M, D) vdgasmérték, ekkor ez egyben a félgyirihoz kapcesolt o-szubvdgdsaddi-

-z

C10.
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Bizonyitds. Legyen A € & egy tetszleges halmaz, I egy legfeljebb megszamldlhatéan
végtelen szamossagu halmaz, A; € &2, i € I diszjunkt rendszer, tovabbd A C W A;.

Legyen B; := AN A;, A =W;c;B;. A vagasmérték tulajdonsiagabol

M(A) = ZM(Bz) + Z D(B;, B;).
iel (i,5)e(IxI)*
Hasznaljuk ki a monotonitas tulajdonsagot ugy, hogy B; C A;, s nyerjiik a bizonyitando
allitas egyik felét. A megmaradt rész belatdsahoz vegyiink A, B € £ tetszlleges, de
egymastol diszjunkt halmazokat. Legyen I, J két legfeljebb megszamldlhatoan végtelen
szamossagi halmaz. Legyenek adva az {A4; : 1 € I} és a {B; : j € J} halmazrendszerek,
ahol a két halmazrendszerbdl akdrhogyan is vesziink két példanyt (esetleg mindkettot
ugyanabbdl), a kapott halmazok diszjunktak lesznek. Feltessziik azt is, hogy a hal-
mazrendszerek elemei mind &7-bdl valék. Legyen X, := AN A, és Y; := BN B;. Ekkor

A =W X;, B =W;rY;. A vagasmérték tulajdonsaghdl

D(AB)= ), D(X.Y)),
(4,9)e(IxJ)
majd haszndaljuk ki a monotonitds tulajdonsdgot ugy, hogy X; C A;, Y; C B;, s nyerjik
a bizonyitand¢é allitas masodik felét.

]

Felmeriilhet az a kérdés, hogy honnan lehet eloteremteni félgytiriin értelmezett va-
gasmértéket, és ami még fontosabb nem trividlisat. A fejezet elején a Példak 1. alatt
felsoroltam négy példat, arra vonatkozélag, hogy honnan teremtsiink el6 vagasaddiciét.
A 3. és 4. példa a végesség miatt egyben példa vagasmértékre is. Szerepelt a va-
gasaddici6 és addici6 félszorzata cimi 7. Tétel, melynek bizonyitasaban, az Osszegzési
indexekrol csupan annyit koveteliink meg, hogy legfeljebb megszamlalhaté szamossagu.
Ha nemnegativ vagasaddicora és egy félgytri feletti mértékre alkalmazzuk e tételt azt
kapjuk, hogy a félszorzat egy félgytirtin értelmezett vagasmérték. A 3. példabdl és egy

tetszoleges félgytlirtin értelmezett mértékbdl tehat legyarthatunk egy nemtrivialis vagas-
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mértéket a szorzat félgytrin.

Példa 1. Tekintsik az {1,2,3} alaphalmazon vett teljes 3 csicsi grafot, s tekintsik az
altala meghatdarozott vagasmértéket. Vegyiuk még a valos szamegyenes Lebesque mérheto
halmazain a Lebesque mértéket. A kettd félszorzatdt véve, kapunk egy (M, D) vagdsmér-
téket. Ez a vdgasmérték sem olyan szempontbol nem trividlis, hogy a munkank elején
felsorolt példabeli lenne, sem gy, hogy van amikor megfelelé halmaz felbontdisa sordn
végtelen sok nem nulla érték szerepel. Valéban, legyen A = {1,2}, C := {3}. Legyen
minden k egészre By = [2k — 1,2k + 1), Dy, := [2k,2k + 2) Tekintsik az {A x By}
{C x Dy} halmazrendszereket. Ekkor

D($hA x By, W;C x D) = Y D(Ax By, C x Dy)
(k.j)ELXL
egy nemtrividlis felbontds, tovdbbd ha M((WpA x By) W (W;C x D;)) formulat kifejtik a

pontossagnak megfeleloen, akkor szintén egy nemtrividlis felbontdst kapunk.

Megjegyzés 1. Az el6z6 példaban eqy grafon vett vagdsmértéket és eqy o-algebrdn vett
meértéket kombindltunk. Vegyiik észre, hogy a graf pontjainak végessége miatt ekkor a
szorzatban nem csupan eqy félgyidrit, hanem eqy dltala generdlt o-algebrara kiterjeszthetd
vagdsmértéket kapunk, ugyanis a félgytiri dltal generdlt gytrd lesz a o-algebra vagyis a

végeredményként kaphatunk akdr eqy o-algebrdhoz kapcsolt vagdsmértéket is.
Példa vagasmértékre 1. Az 1.2.példdnk vagdsaddiciora egyben vdgdasmeérték

Bizonyitds. Tartsuk meg az 1.2.példa jeloléseit. D(X, X) = 0 definici6 szerint teljestil
minden X € .%o/ mellett. Legyen most I egy legfeljebb megszamlalhato szamossagu
indexhalmaz, és legyenek adva A, A; € Lo/ (i € I) halmazok, gy, hogy A = W;crA;.
Ekkor M(A) = p(A x A) = p(Wier Ai X WierAi) = 3 hersr HAi X Aj) =30 (A x
Ai) + D peaxn BAT X Aj) = e M(A) + 32 jrerr D(Ai A;).

Legyen most I és J két legfeljebb megszamlalhaté szamossagu indexhalmaz, és

legyenek adva az A, A; € S/ (i € I) és a B,B; € S« (j € J) halmazok tgy,
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hogy ANB = 0 és A = Wie/A;, B = W B;. Ekkor D(A,B) = p(A x B) =
1(WierAi, WiesBj) = 326 hexay MAi X By) = 32 heaxs P(Ai, By), s ezzel beldttuk, a

bizonyitandé allitast. O
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Gyenge N-integralok

Mar sikeriilt megismerntink a félszorzat konstrukciot. Ennek alapjan el6szor a Riemann-
integralhoz hasonlé konstrukciét szeretnénk kitalalni. Az egyvaltozos Riemann-integral-
nal sziikségiink volt egy kozonséges tipust mértékre a szamegyenesen. Keresniink kell
ezért a szamegyenesen egy kozonséges vagasmértéket. Ez a vagasmérték nem lesz més,
mint a kétdimenziés Lebesgue mérték altal definidlt vagasmérték tgy, ahogy ezt a 2.
példankban bemutattuk. A Riemann-integralnal geometriai szemlélet kapcsolta Gssze
az integralas fogalmat, a fiiggvény gorbéhez rajzolt téglalapos kozelitéssel. Ugyanis
az integralt kozelitd téglalaprendszerek el6jeles Gssztertiletével kozelitettiik. Most is a
fliggvény gorbe altal meghatarozott sikidomot kozelitjiik téglalapok kvazidiszjunkt uni-
ojaval. Ezutan a téglalapok uniéjat tekintjiik, aminek méar ki tudjuk szamolni az el6jeles
vagasmértékét. Majd vessziik az igy kapott értékek limeszét, ha lehet, egyre finomodd
felbontas esetén. A Riemann-integrdl analdgjat gyenge N-integralnak nevezziik. El6bb

azonban bevezetiink egy kétvaltozés fliggvényt.

Definicié 1. Tetszdleges a,b € R walds szamokra jelolje a /N b a nemnagyobb ab-
szolutértékit, ha a két szam eldjele megegyezik, és 0-t, ha a két szam ellenkezo eldjeli,

vagy egyikuk nulla.
Most mar ratérhetiink a gyenge N-integralkozelito osszeg definicidjéra.

Definicié 2. Legyen [ egyvaltozds figguény, [a,b] C Dom(f), ® az|a,b] intervallumnak
eqy felosztdisa, az vo = a, x, = b,x; < x;41 osztopontokkal, és legyen minden szoban
forgo i-re & € [xi_1,x;]. Az f fliggvénynek a ¢ felosztdashoz és a &; helyekhez tartozo

N-kozelito dsszegén a
o= Y, (f(&) A FE) @i — i) (@) — zjm)
(4,3)€Nn X Np,
osszeget értyiik.

Definicié 3. Legyen f egyvdltozds fiigguény, [a,b] C Dom(f). Az f integrandus gyenge

N-integrdlja az [a,b] intervallumon az I(f) szam, ha minden ¢ > 0-hoz létezik olyan
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0 > 0, hogy az elézd definicio jelolésével
o —I(f) <e,

valahdnyszor o eqy §-ndl finomabb ® felosztdashoz tartozik.

Amint latni fogjuk, nem igaz, hogy minden [a,b]-ben értelmezett f fiiggvényhez

létezzen egy fenti I(f) széam; igy az el6z6 definiciét egésziti ki az alabbi.

Definicié 4. Az egyvdltozés f figgvényt gyengén N-integrdlhaténak mondjuk az [a,b]

intervallumban, ha [a,b] C Dom(f), és létezik a,b]-ben az f gyenge N-integrdlja.

Példaul barmely ¢ allandé gyengén N-integralhaté barmely [a,b] intervallumban,

hiszen tetszoleges felosztas és &; kiszemelt helyek mellett

o= Y (e wm—wi)(m—wia) = Y ew— i) (1 —a) =

(4,j)ENn X Niy (1,4)ENn X Npy
=c( ) (i — 2i21))* = (b — a)?,
€N,
sigy I = c¢(b—a)? megfelel a fenti definicié feltételeinek. Ebbdl levonhatunk két egyszerti
kovetkeztetést, egyrészt nem a Riemann-integralt kaptuk vissza, masrészt a gyenge N-
integralas nem linedris.
Ha atvessziik a Riemann-integral elméletébol a végteleniil finomodo felosztas sorozat

fogalmat, akkor szé szerint atvehetjiikk az alabbi tétel bizonyitasat:

Tétel 1. Legyen [a,b] C Dom(f). Az f fugguény [a,b]-beli integrdlja pontosan akkor
I(f), ha op — I(f), valahdnyszor (Py) végteleniil finomodd felosztdssorozat, oy pedig

f-nek eqy ®p-hoz tartozo kozelité osszege.

Ezek alapjan példat tudunk mondani olyan fiiggvényre, ami egyetlen [a,b], a < b in-
tervallumban sem gyengén N-integralhato. Ilyen fiiggvény példaul a Dirichlet fliggvény,
mely 0-t vesz fel a racionalis pontokban és 1-et az irraciondlis helyeken. Hiszen barmely

felosztashoz lehet olyan kiszemelt helyeket valasztani, hogy mindegyik helyen a fliggvény
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0 legyen, és olyat is, hogy mindegyik helyen 1 legyen. Az els6 esetben a kozelito
osszeg 0, mig a méasodikban (b — a)?, igy nincsen olyan I szdm, melyhez (o) konvergdl,
valahanyszor oy egy végteleniil finomodé felosztassorozat k. tagjahoz tartozik.

Az el6z6 tétel alapjan kimondhatjuk az alabbi tételt, figyelembe véve, hogy a szam-

sorozat hatarértéke egyértelmi.

Tétel 2. Ha f gyengén N-integrdlhato |a, b]-ben, akkor N-integrdlja egyértelmien meg-

hatdrozott.

Jelolés 1. Az f figgvény [a,b]-n vett gyenge N-integrdljanak jelélésére az

10 = [ st

szimbolumot vdlasztjuk.

Fent példat lattunk nem gyengén N-integrélhato fiiggvényre. Tovabbi példaul szol-

galhat barmely nem korlatos fliggvény.
Tétel 3. Ha [ gyengén N-integrdlhato [a,b]-ben, akkor itt korldtos is.

Bizonyitds. Legyen I(f) = wy fabf(x)dx és € = 1-hez legyen § > 0 lgy megvalasztva,
hogy [a, b]-nek tetszéleges 6-nél finomabb felosztésa esetén a fenti jeloléssel vett o Osszeg
legaldbb e-nyira kozelitse meg I-t. Legyen @ [a,b]-nek egy d-nél finomabb felosztasa.
A felosztas osztopontjai legyenek z;-k, ahol ¢+ € N,,. Legyen most j € N, rogzitett.
Régzitsiink minden i = j kivételével egy-egy &; € [x;_1, ;] helyet, &;-t pedig valtoztassuk

[z;_1,%]-ben. Ekkor a

o= D> (f&) A &) (@ — wia)(wh — 7pe1)

(i,k)ENR X Ny,

Osszeg allanddan eleget tesz a |0 — I(f)| < 1 egyenlétlenségnek, azaz o korldtos, és

o tagjai legfeljebb egy -az f(&;) A f(&)(x; — xj—1)(z; — xj_1)- kivételével, korlatosak.

Ebbdl kovetkezik, hogy f(&;) = wrijil(a — D (ik)e(Nnx Nu)—{(j.4)}) Korldtos. Eszerint f

korlatos a ®-hez tartozé részintervallumok mindegyikén, s akkor [a, b]-ben is. ]
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E fenti tételre valo tekintettel a gyengén N-integralhato fiiggvények elméletében nem
jelenti az altalanossag megszoritasat, ha eleve csak korlatos fiiggvényekkel foglalkozunk
egy rogzitett [a, b] intervallum mellett.

Korlatos fiiggvényekre szoritkozva méd nyilik arra, hogy a gyenge N-integrdlnak
ujabb, az eredeti definicidhoz képest tobb elényt nyujtéd jellemzését adjuk meg. Ehhez

eldszor tovabbi elnevezéseket kell bevezetnunk.

Definicié 1. Legyen f az |a,b] intervallumban korldtos figguény.
O = {[z;_1, 2] i € N, }
la, b]-nek egy felosztdsa a szokdsos
ro=a, T, =>b, ;1 <x;(i € Ny,)

jelolésekkel, és

m; = inf fllzi1, 2],
M; = sup f[[-ri—la 351]]

Ekkor az

s= > (miSmy)(x—wi)(w; — i)

(4,§)ENn X N,

osszeget a O felosztdshoz tartozo also 6sszegnek, az

S= Y (M A M)(w; —mia)(w; —251)

(i,7)ENn X Np,
osszeget pedig a a ® felosztishoz tartozo felsé dsszegnek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy mig folytonos esetben mindig, addig a nem folytonos esetben
nem feltétleniil lesz az alsé, illetve fels6 Osszeg egyben kozelitd Osszeg is.
Valamivel lazabb kapcsolat azonban mindenképpen megadhaté az adott felosztéshoz

tartozé also felso és kozelité osszegek kozott.
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Tétel 4. Legyen f korldtos |a,b]-ben @, [a,b] egy felosztdsa, s és S pedig a ®-hez tartozé
also és felsé osszeq. FEkkor a ®-hez tartozo osszes kozelitd osszegek halmazdnak also,

illetve felsoé hatdra s illetve S.

E tétel bizonyitasahoz sziikségilink lesz két konnyen bizonyithato allitasra.
Allités 1. Ha r,a,b € R ésx < a, akkorx Ab<aAb.
Kovetkezmény 1. Ha y,a,b € R ésy > a, akkor y Ab>a A b.
Kovetkezmény 2. Ha a,b,z,y € R, ésa <z, b <y, akkoraAb<z Ay.
Allitas 2. Hoa,b e R, & > 0, akkor (a —e) Ab> (a AD) —e.
Kovetkezmény 3. Ha a,b € R, ¢ > 0, akkor (a+¢) Ab < (a Ab)+e.

Tétel 4. bizonyitdsa. A szokott jelolésekkel tetszélegesen vélasztva a &; kiszemelt helye-
ket, nyilvan

m; < f(fz) < M;

minden i-re, igy felhasznalva 2.Kovetkezményt kapjuk, hogy

5= Z (mi & my) (v — xi1) (2 — 25-1) <

(4,5)ENn x Ny,

<o= Y (fl&) A FEN @ -z (@ —w5) <

(4,7)ENn X Np

<S= > (M AM)(xs—wi)(x; - x50).

(i,§)ENn X Ny,
Masrészt tetszéleges € > 0-hoz valaszthatjuk a & € [x;_1, z;] helyeket gy, hogy

3

f(fi)>Mi_m

legyen. Ekkor kétszer felhasznélva 2. Allitast kapjuk, hogy

o= D0 (JE) D FE)) @i~z — 1) 2

(4,7)ENn X Ny,
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> 3 (Mi— ) A (M — ——)) (i — mia) (w5 — w51) >

_ 2 _ 2
(4,J)ENn X Np, (b a) (b a)
£
> ) (MzAMj)(%—%'—l)(%—xj—l)—Qm Y, (m—mia)(wj—za) >
(4,7)ENp X Ny, (4,3)ENn X Np,
>S5 — 2e.

Ebbdl latszik, hogy a o kozelité osszegek felsé hatara S, és ugyanigy igazolhatd, hogy

also hataruk s. O

Az alabbi tétel értelme az, hogy be tudjuk latni, hogy korlatos fliggvény esetén létezik

az alsé illetve fels6 Osszegeknek hatarértéke.

Tétel 5. Legyen f korldtos [a,b]-ben ® és @' [a,b]-nek két felosztdsa, a megfeleld

osszegek s, s, illetve S, S". Ha ®" finomitisa ®-nek, akkor
s<s <8 <8

Bizonyitas. Az s < S’ egyenlétlenség evidens. Az s < s egyenlStlenség igazolasara
nyilvan elég azt az esetet tekinteni, amikor @' tugy &ll elé, hogy ® osztépontjaihoz
egyetlen 1j osztépontot vesziink hozza; mondjuk legyenek a & felosztashoz tartozéd
osztépontok x;-k, ahol i € N,, tovabbda @ 1j osztépontja y € [x;_1,z;]. Legyenek
m=nf f([zi1,x]), mu = inf f([wi-1,y]), me = inf f(ly,x]), kj =inf f([xj-1, 7)),

(7 € N,,) a megfelel§ infimumok.

s = > (kj O ki) — 2-) (2 — 21+
(3D E(Nn—{i} x Nn—{i})

+2 Z (kj &) (v — x5 0)(y — 2i1) + 2 Z (kj A ma)(zj — xj_1) (i — y)+

JEeNn—{i} JEeNn—{i}

‘|‘2(TI’L1 A mg)(y — $i—1>(xi — y)—l—
+(m1 A ml)(flh - y)(xz - y) + (m2 A mg)(y - l’iq)(y - 33#1) >

> Z (/{5 A kl)( — T, 1)(1‘[ — Il_1>+

(D E(Nn—{i} xNn—{i})
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+2 Y (Am)(a; -z —zia) +2 0 Y (k Am)(x;—aj) (@ — y)+
JENn—{i} JENn—{i}

+2(m A m)(y — i) (x; —y)+
+(m Am)(z; —y) (v —y) + (mAm)(y — zi-1)(y — 2i-1) = s,

s igy valéban s < &', és ugyanigy igazolhaté S > 5.
O

Tétel 6. Legyen f folytonos az [a,b] intervallumon. Ekkor f gyengén N-integrdlhato.

Bizonyitds. A 4.és 5. Tétel szerint elég belatni azt, hogy ha az intervallum tetszoleges
®,, végteleniil finomodo felosztdssorozatat vessziik, akkor az ahhoz tartozé alsé il-
letve fels6 Osszegek kiilonbsége tart nulldhoz, hiszen a fliggvény folytonos lévén, egy-
ben korlatos is, ezért konnyen lathaté modon az alsé és felsé Osszegek korlatosak.
Tudjuk azt is, hogy adott végtelentil finomodé felosztassorozat mellett, az alsé és felsd
Osszegek sorozata monoton, tehat létezik hatarértékiik. Ezért ha az alsé és felso kozelito
Osszegek kiilonbségének hatarértéke nulla, akkor tetszoleges ®j esetén a felso és alsod
osszegeknek ugyanaz a hatarértéke. Az 5. Tételt és a megszokott kozos finomitas gondo-
latat felhasznalva nem nehéz belatni, hogy ez a hatarérték fiiggetlen a @, valasztasatol.
A 4.Tétel szerint ekkor létezik a gyenge N-integral. Szokasos jeloléseinket megtartva
vegylink egy @, felosztast, de az f egyenletes folytonossaga szerint mar olyan finomat,
hogy a felosztashoz tartozé kis intervallumokban f minimuma és maximuma legfeljebb
e > 0O-nal térjen el egymdstol. Az [x;_1,z;] intervallumban legyen f minimuma m;,

maximuma M;. Ekkor

Sk = Z (mi & my)(zi — 1) (2 — x51) <

(4,7)ENn X Ny,

Z (M; A Mj) (2 — 21) (x5 — 25-1) = Sp <

(Zvj)eNnXNn

< Z (miy S my)(z; — xim1)(x; — 1) + Z 2e(w; — i) (x; —xjoq) <

(4,§)ENp X Np, (4,7)ENn X Ny,

< s, +2e(b—a)?,
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amibol kovetkezik, hogy limy_..oSr — s = 0, s a fentiek miatt ezért készen vagyunk. [J
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