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Kivonat

A szummaciés modszerek lényege, hogy sor(ozat)hoz mésik sor(ozato)t rendeljiink tigy, hogy a
konvergenciat (ha volt) ne rontsuk el, de esetleg nem konvergens sor(ozat)okat is konvergenshe
képezziink. Ez utébbiak a szamunkra ,érdekesek” — izelit6iil a modszerek sokféleségére alljon itt
néhany nagyobb név: Abel, Cesaro (C, 1), Riemann.

Ezen dolgozatban bemutatok egy > an,(t) alaka altalanos szummécios modszert: ami ezen ré-
gebbi és ismert szummaéciés modszereket magaban foglalja, s6t az 6sszes méatrixon alapulé moédszer
felirhat6 ilyen alakban.

Igazolom a tétel egy altaldnositasat is, ami nem csak a cs sorozattéren lesz érvényes, hanem tet-
sz6leges (bizonyos feltételeknek eleget tev()’) sorozattéren is.

Természetesen ez nem a lehetd legaltalanosabb moédszer, a dolgozat végén megemlitek egy sokkal
messzebbre mutaté altalanositast, melyre azonban sziikséges és elegendd feltételek nem, csupén

példak allnak rendelkezésiinkre.
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1. Bevezetés, alapfogalmak

1.1. Bevezetés

A szummaciés modszerek lényege, hogy sor(ozat)hoz mésik sor(ozat)ot rendeljiink tgy, hogy a
konvergenciat (ha volt) ne rontsuk el, de esetleg nem konvergens sor(ozat)okat is konvergensbe
képezziink.

Példaul Euler Z-et rendelt a 3(—1)""! divergens sor dsszegének, mert
a) haz:=) ~ (-1)", akkor 1 —z=1-3% " (-1)" =z,
[t|<1 esetén F(t) := 1—+t =Y (=) és F(1)=3

A probléma magéaval az analizissel egyidds. Kezdetben nem tudtik pontosan definidlni a sortssze-

get, igy Cauchy el6tt gyakran hasonld ad hoc médszerekkel probaltak megfogni a hatarértéket.

1.1. Definicié. [/Gyd71]] Adott A mdtriz esetén ha egy Yz, sorra nézve az sy =Y ,_ Tk rész-
letosszegek t = A(s) transzformdlt sorozata (tn = 370, A(n, k)-xn) létezik és Cauchy-konvergens,
akkor a ¥z, sort az A (szummdcids) eljardsra nézve szummdbilis sornak (réviden A-szummdbilisnak)
nevezzik.

Egy A eljards permanens, ha A(s) = s.

[Gam] Erdemes leszdgezni, hogy a szummaciés modszerek nagy tobbségét nem csupan azon
absztrakt célbol talalték ki, hogy minden divergens sorhoz talaljunk 6sszeget, hanem hogy bizonyos,
éppen felmeriilt konkrét probléméat megoldjanak.

Ime két példa: az f(z) = oo o fnz™ hatvanysor konvergéiljon a 0 egy kornyezetében. Az
f(z) sor Mittag-Leffler csillagja az a Dy tartomany, melynek pontjaiba a sor folytathaté z=0-bol
kiindul6 toréttvonallal. Dy ekkor Osszefliggs tartomany, jeldlje F'(z) az f(z) fiiggvény D g-re vald
kiterjesztését. Ekkor

Z r 1+n6

létezik minden z€Dy-re és megegyezik F'(z )—vel.

5—>+0

A maésik példa: Fejér tétele — barmely pontonként folytonos ¢(x) fiiggvény Fourier-sora Gssze-
gezhet6 a kivetkezd aritmetikai kizéppel: 2{¢(z+0) + ¢(z—0)}.
Ezen dolgozatban nem foglalkozom veliik, de a szummaciés mddszerek igen kiterjedt kore
foglalkozik improprius integralokkal. Példaul a Xu sorra alkalmazott aritmetikai kézép modszerét
. k
= i 1——
s= tm 3 ( n)uk

n——>00 k=0

az [ f(x) dz (a>0) integral Ssszegzésére alkalmazva az

t

s = lim ’ (1—E)f(x)dx

t— o0 t

formulat kapjuk ([Mad80]).
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1.11. w, a sorozatok tere

1.2. Definicié. [|Jeldlje w := {x : N — K} a szdmsorozatok vektorterét. Ezen a téren értelmez-
hetiink egy topoldgidt: legyen ez a leggyengébb olyan topoldgia, melyre a P, : w — K, P,(z) :=z,
(koordindta) fiigguények folytonosak. Jelélje ezt a topoldgidt T, .

Fréchet-tér: olyan lokdlisan konvex vektortér, mely teljesen metrizdlhatd (pszeudonormdlhats),
azaz létezik rajta olyan pszeudonorma, hogy az dltala generdlt topoldgidval a tér teljes és a topoldgia

Legyen (H,7g) topologikus vektortér. Egy (X, 7x) lokdlisan konvex Fréchet-teret FH-térnek
mondnunk, ha X (algebrai) altere H-nak és 7x > Tulx, azaz az X — H természetes bedgyazds
folytonos.

FK-tér: FH-tér H=w-val — azaz egy olyan sorozattér, mely lokdlisan konvex Fréchet-tér, és a

koordindtafiigguények folytonosak.

Mivel a 7, topologia megegyezik a P := {p, : © — |z,|€ER;} félnormacsalad altal generalt

lokalisan konvex vektortopologiaval, ezért (w, 7,,) Fréchet-tér.

1.1. Lemma. [[Wil84, 4.2.2]] Legyen X egy Fréchet-tér, Y egy FH-tér és f : X — Y linedris
leképezés. Ha f: X — H folytonos, akkor f: X — Y is folytonos.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy f grafja zart: f : X — (H,7y) folytonos, igy grafja zart;
az f : X — (Y,7uly) megszoritas grafja is zart. Tehat f zart (X,7x)x(Y,7m [y )-ban, igy
(X, 7x)x(Y,7y)-ban is, hiszen 7y > 7]y miatt ezen utdbbi szorzattérnek csak tobb zart hal-
maza, van.

A Fréchet-terekre vonatkozd ZART GRAF TETEL (Fréchet-terek kozti zart grafi linearis fiiggvény
folytonos [Wil78, 5-3-1]) szerint tehat f : X — Y folytonos. )

1.2. Allitas. [[Wil84, 4.2.4]] Legyenek (X, 1x), (Y, 7y) FH-terek (ugyanazon H-ra), XCY . Akkor

Tx > Tylx €s pontosan akkor egyenldk, ha X zdrt részhalmaza Y -nak.

Bizonyitds. Az 1.1 lemmat alkalmazva az X — Y beagyazasra kapjuk, hogy 7x > 7y [x. Ha X
zart Y-ban, akkor a 7y [x topolégiaval FH tér lesz, ami az egyértelmiiség miatt 7x.

Megforditva, ha 7y [x= 7x, X teljes, akkor zart és részhalmaza Y -nak. R

A dolgozatban elgfordulé sorozatterek w-nak algebrai értelemben vett alterei, valamilyen (a
teret teljessé tevs) normaval. Az 1.2 llitas szerint az indukalt normatopolégia egyértelmt, ezek a
sorozatterek (FK-terek is!) topologiai alterei w-nak.

Jeldlje

¢ := {x€w : x csak véges sok helyen nemnulla} = sp{d" : neN} C w

a véges (finite) sorozatok vektorterét — ez altere lesz minden, a kdvetkezSkben el6fordulé sorozat-

térnek.
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1.111.  Végtelen matrixok

Végtelen matrixon értsiink egy NxN — K fiiggvényt. Vigylik 4t a maétrix szorzas szabalyat

végtelen matrixok esetére is. Az A matrixot az x sorozattal mint oszlopvektorral szorozzuk: Ax

o0

legyen az a sorozat, melynek m-edik tagja ) >

A(m,n)-x, ha értelmes.

Jelolje D(A) := {x€w : Ax értelmes} a méatrixszorzas szabalyaibol konnyen belathato, hogy
ez a halmaz vektortér. Jeloljiik szintén A-val az A : D(A) — s,  — Az linearis leképezést.

Koénnyen belathatd, hogy minden A végtelen matrixra {0} U ¢ C D(A). Sejtés, hogy ez a
legh&vebb halmaz, mely minden matrix ,értelmezési tartoményaban” benne van.

A szummaciés mddszerekkel elGszor Cesaro, Borel és méasok foglalkoztak a szazadfordulén. O.
Toeplitz (1881-1940), az iinnepelt német matematikus volt az, aki 1911-ben alkalmazta a linearis
terek elméletét a sorozatterek kozti matrix transzformaciok kezelésére.

Toeplitz meghatérozta mindazon A = (ank) (n,k = 1,2...) végtelen matrixokat, melyek a c
sorozatteret onmagaba képezik, a konvergens sorozatok hatarértékét megérizve. Ezen ,Toeplitz
feltételek” konnyen adédnak a Banach Steinhaus tételt alkalmazva. (Természetesen Toeplitz még
nem ismerhette ezt az 1920-as évekbeli tételt, igy a tétel nemtrivialis részéhez klasszikus analizist hasznalt,
kifejlesztve egy némiképp komplikilt reductio ad absurdum érvelést. Mindenesetre bizonyitdsa nagyon
inspiral6 és érdekes, az olvasé megtalalja [Har49]-ben.)

Silvermann kiegészitette Toeplitz tételét: karakterizdlta azon méatrixokat, melyek a ¢ sorozat-
teret onmagukba képezik, nem feltétleniil 6rizve meg a konvergens sorozatok hatarértékét. Ezen
Silvermann—Toeplitz tétel (4.6) tétel tehat éppen [c, ¢]-t irja le.

Latni fogjuk, hogy a Banach Steinhaus tétel és hasonlé eredmények kiilonosen alkalmasak a

matrix transzformaciok és a szummaciés modszerek problémainak kezelésére.

1.111.1. ¢y — cg matrix-transzformacié, mint altalanos linearis leképezés

Hogy miért érdekesek a méatrix transzformaciok, miért nem nem altalanos linearis transzformaciok-
kal foglalkozunk? A vélasz az, hogy sok esetben sorozattéren az altaldnos linearis transzformaciok
megadhatoak matrixszal is. Példaként tekintsiik co-t, a nullsorozatok terét és legyen A = (amn)
(m,neN).

1.3. Definici6. [[Jeldlje ¢ = {xcw : Flimxz = 0} a konvergens nullsorozatok Banach-terét a

[#]],, = sup,en |Tn| (x€co) supnormdval.

1.3. Allitds. [|Legyen amy, TR L0 VneN és tegyiik fel, hogy M = sup,, > |amn| < 00 (az
Gsszegzés m-re torténik).

Akkor A korldtos linedris operdtort definidlt co-rol dnmagdba és | A|| =M.
Bizonyitds. [Mad80] z€cy esetén Az € cp, ugyanis A,,(z) := ZZ‘;O AmnTn TR L) a feltevés

szerint. Tehat az Ya,,,x, sor abszolit konvergens minden m-re és VN >0-ra

N oo N
[Am ()] < Z |amnn| + Z lamnan| < ||x||CO ’ Z lamn| + nlznj%f_l |2 |- M
n=0 n=N-+1 n=0
e>0-hoz létezik elég nagy N, mellyel max,>n41 |2zn| < € és ij:o |Gmn| is teljesiiljion. Igy meg-
mutattuk, hogy A : ¢g — ¢p.
2004. marcius 16. KEszITETTE: GULAcsI TAMAS 3. oldal
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A nyilvan linearis: A(Az) = (3 @amnATn), ey = A GmnTn) ey = AA(2).
JA@)| = sup |3 amnn

Tehat ||A|| <M, A korlatos.
A masik irdnyhoz legyen r=r(¢) olyan, hogy > |a;n| > M —5, igy > |a,»| < co miatt Ip=p(e)
hogy 37, larn| < 5. Legyen

< HchO Sup2|amn| = M- ||m||00 VZIIECO
m

SgN Gy, 0<n<p

Ty 1=
0, n>p
Ekkor z€cp és |z, =1, igy
A=)l
Tzl =sup|An(z)] > |Ar(z)] > M—¢
co m
Ebbdl kévetkezik, hogy M = sup {%‘il” : 07596600} = ||4]. Ry

Igazolhato a megforditas is, tehat hogy minden ¢y — ¢o korlatos linearis operétor elgall matrix

alakban:

1.4. Allitds. [|Legyen A€B(cq,co) (korldtos linedris operdtor co-bol co-ba). Akkor A meghatdroz egy

(@mn) mdtrizot, melyre

(Azx),, = Z AmnTn VreEcy és

m——>00

|Al = supz |amn| < o0 walamint @, ———— 0 (VneN)
m

Bizonyitds. Minden x€cy sorozat el6éll x = Y xpe, alakban, ahol (e,,) egy bézis co-ban (példaul
eo=(1,0,...), e1=(0,1,0...)... ).

A linearitasa és folytonossaga miatt Az =3z, Aen, igy |7m|< [|7], -t hasznélva kapjuk, hogy
(Ax)m = > xn(Aen)m (meN) azaz

A (z) = Zamnmn, ahol  apmy, = (4en)m

TECy esetén AxEcy miatt Ae,Ecy, gy tmn M0 (VneN).

Mar csak ||Al| =sup,, D |@mnl|-t kell megmutatni, amihez az el6zd allitas alapjan elegendd, ha
S |amn| < H (VmeN)-t igazoljuk valamely H-ra.

Mivel [A,(2)] < [[A(@)| < [|A[l- |z, azért An, korlatos (nyilvan linearis) funkcional co-
on. Kaptunk tehat egy (A,,)€c§ funkcional-sorozatot, melyre lim,, A,,(x)=0 cp-on. A Banach—
Steinhaus tétel szerint a normak (|| A, ||)men sorozata korlatos, azaz IH>0 : || Ay || <H YmeN.

Ugyanakkor || Ay, || = >~ |amn|, amivel a bizonyitast befejeztiik. )

Hasonlé modszerekkel majdnem minden XY sorozattérre megmutathat6, hogy minde A €
B(X,Y) operator megadhato méatrixként. Néhéany ilyen par: (co, co), (co, ), (co,41), (¢, co), (¢, ¢),
(¢, 41), (Lp,co), (Lp,c), (p,£1), (€p,Ls), ahol 1 < p,s < 0.

Lathatoan £, kivételt képez — ez azért van, mert £% nem minden eleme irhato fel > a,z,

alakban. Latni fogjuk, hogy ¢, izomorf bfa(N)-val, ami nem sorozattér.
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1.111.2. Matrix-transzformaciok ,,tetszéleges” sorozatterek kozott

Jo volna, ha a sorozatterek kizti métrix-transzformaciok szépek (folytonosak) lennének. Nos, a

kovetkezskben igazoljuk, hogy FK-terek kozott ez teljesiil.

1.4. Definicié. [[Jelilje R(A) := {Ax : x€D(A)} az A leképezés képterét.
Legyenek most (X, 1) és (Y,n) sorozatterek, és jelolje
[X,Y] := {A végtelen mdtriz : XCD(A), R(A)CY} az X,Y terek kozt képezd mdtrizok halmazdt.

Legyenek adva (X, 7x), (Y, 7y) FK-terek. Kérdés: lehet-e jellemezni azokat az A matrixokat,
amelyekre D(A)DX, R(A)CY (azaz [X,Y]-t) ?

1.5. Lemma. [[Wil84, 4.2.3]] Legyen X egy Fréchet-tér, Y pedig eqy FK-tér és f : X — Y
linedris leképezés. Ha Ppof : X — K; z +— (f(z))n folytonos minden n-re, akkor f : X — Y
folytonos.

Bizonyitds. Az FK-tér definiciojabol kovetkezik, hogy a feltétel ekvivalens azzal, hogy az f : X —
w leképezés folytonos. Ebbdl 1.1 alapjan kovetkezik az allités. el

1.6. Tétel. [[Wil84, 4.2.8]] Ac[X,Y] = A:X — Y folytonos, azaz FK-terek kozt minden

matriz-leképezés folytonos.

Bizonyitds. A lemma szerint elegend6 azt belatni, hogy minden n-re az © +— (Ax), leképezés
folytonos X — K.

Most (Ax)y, =limy_, 27]:/:0 AmnTyn €8 minden x — ij:o AmnTyn leképezés folytonos, mivel
koordinatak véges linearis kombinacidja.

Az (Az),, limeszfiiggvény folytonossag kovetkezik a (lokalisan konvex Fréchet terekre vonatkozo

[Wil78, 9-3-7]) BANACH STEINHAUS tételbdl.

(<28

1.1v. Tipikus szummaciés problémak
1.1v.1. A sorozattereket érintd néhany tipikus probléma [Ruc81]

1. Az azonossdg problémdja: adott S sorozattérnek taldljuk meg mas karakterizacioit.

2. Abel-tipusi tételek: adott sorozatterek esetén mikor tartalmazza egyik tér a méasikat?

3. Tauber-tipusi tételek: adott S, T, U sorozatterekre igazoljunk SNT C U jellegii tételt.

4. Matriz leképezés probléma: adott S,T sorozatterek esetén mely végtelen matrixok képezik S-
et T-be? Specialis problémaék is érdekesek lehetnek — példaul megtalalni az 6sszes diagonélis
métrixot, ami S-et T-be képezi.

5. Topologia hozzdrendelése: mi moédon lehetne vektortopologiat rendelni a sorozatterek egy gytij-
teményéhez vagy egy meghatéarozott csoportjukhoz ugy, hogy egy kitiizott célt elérjiink?

6. Struktira probléma: igazoljuk bizonyos struktirdk létezését és ennek kovetkezményeit topo-
logikus sorozattereken. Példaul hatarozzuk meg a tér dudlisat vagy éppen a véges sorozatok
lezartjat.

7. Geometriai problémdk: példaul milyen feltételek mellett lesz a tér reflexiv vagy tartalmaz egy

zart alteret mely izomorf egy adott térrel?

2004. marcius 16. KEsziTETTE: GuLAcst TAMAS 5. oldal
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1.v. Erdekesség: (o — (5 leképezés [Ruc8l]

Ebben a fejezetben Crone eredményét ismertetem az £ — o modszerek karakterizaciojaval kap-

csolatban.

1.7. Lemma. [] Egy A végtelen mdtriz lo-t lo-re képezi pontosan akkor, ha

. A(i, j), i<n,j<n

sup ||[A] .|| < oo, ahol [A],(i,7) =

n 0, kiilonben
Ez esetben || Al| = sup,, ||[A].] és lim,[A],z = Az (x€l2).

Bizonyitds. Az els6 és az utolso allitds a BANACH—STEINHAUS tételbdl és abbdl a ténybdl kovet-
keznek, hogy lim, [A],er = Aey, (VEEN) feltéve hogy sup,, ||[A].]| < oo.
A masodik allitas abbol kovetkezik, hogy [|[A],z|| = ||[A]l.z ]| < ||A(zI)]. (S58!

1.8. Allitds. [Crone] Egy A végtelen mdtriz pontosan akkor képezi la-t lo-be, ha
(i) (A" A)™ (YmeN),
(ii) C = sup,, sup; {(A* A)™(i,)} 7 < oo

és ekkor C=||A|.

Bizonyitis. =: Ha A {l5-t l3-be képezi, akkor A* is ugyanezt teszi, tehat VmeN-re (A*A)™
létezik és lo-t f2-be képezi. Ennek minden diagonalis elemére

* my: - * m * (| m 2m

(A"A)™(i,i) = Ei((A"A)™e;) < AT - A" = [|A]
ahol F; az i dimenziés egységmatrix. Tehat C < || A].
<: Minden n-re [(A*A)?],, — ([A* A],)? pozitiv és szemidefinit, hiszen Hermite és a diagonélis
nemnegativ. Tehat
h

> A AL, (heN)

(1)

Egy nxmn-es matrix nyoma megegyezik a méatrix sajatértékeinek Gsszegével, azaz egy B mxm-es

A" APl = (114" A0)2 | = A" Al iterdlva | (4" 4)']

n

hermitikus (és nemnegativ diagonalisti) matrixra azt kapjuk, hogy
||B|| = B legnagyobb sajatértéke < m-max B(i,1)
3
Ezen megfigyelés és (1) egyenlGtlenség alapjan
27" —h h 27" —h
< n? -(max{[(A*A)z ] (z,z)}) <n? .C?
K3 n

Mivel ez minden h-ra fennall, kapjuk, hogy |[[A*A],|| < C? minden n-re, tehét az 1.7 lemma
alapjan A fo-t lo-be képezi. el

14l < ||[(4*4)*"]

n
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2. Egyszertiibb sorozatterek és dualisaik [Wil78]

Ezen fejezetben a [Wil78] konyvben leirt néhany altalanos, sorozatterekre vonatkozo segédtétel
szerepel, melyeknek fontos szerepe lesz tételem (3.5) altalanositdsaban (5.3).

A most kovetkezs 2.2 tétel tekinthetd az Abel-tétel altalanositasanak — melyre tételiink iga-
zolasdhoz sziikségiink lesz  és jol ramutat arra, miért lesz sziikségiink a sorozatterek topologikus

duélis tereire is.

2.1. Definici6. [/Legyen most S egy sorozattér (altere w-nak).
A,BC S-re (A— B):=M(A,B)=\,caa 'B={r:rsecBVscA}.
Azt mondjuk, hogy S topologikus sorozattérben s€w-nek AK-ja van, ha

sle s (vneN) és lims" =5

n
ahol s = s. ZZ:O 8% az a sorozat, amely i<n-re megegyezik w-el, utina viszont 0.
Eqgy S topologikus sorozattérnek AK-ja van, vagy S AK-tér, ha Vscw-nek AK-ja van.
S térnek AD-je van, vagy AD-tér, ha ¢ siri S-ben.

A roviditések eredete: Abschnitts-Konvergenz (kezdészelet-konvergencia) illetve
Abschnitts-Dicht (kezddszelet-siirt).

2.2. Definici6é. [ZELLER és WILANSKY | K-térnek neveziink eqy (S, T) pdrt, ahol S egy sorozattér,
T pedig egy S-en értelmezett linedris topoldgia, melyre nézve s — s, folytonos VneN. Ha ez a
topoldgia teljes metrikus (nem feltétleniil lokdlisan konvez), akkor a pdrt FK-térnek nevezzik. Ha T

Banach-tér topologia, akkor a pirt BK-térnek nevezziik.

2.1. Allitds. [[Egy K-tér pontosan akkor AK, ha az 0™ : n€EN koordindta-vektorok S-nek Schauder-

bdzisdt alkotjik, azaz Vscw elddll

5= i Spd" (2)
n=0

alakban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy S AK-tér. Ekkor a sor konvergens S-en, ugyanis sl¥l = ZZ:O Spd"™
(VkEN).
Megforditva, alkossak a 6™ : n€N koordinata-vektorok az S sorozattér Schauder-bazisat. Ekkor
o0

, . . N . .
egy s€w sorozatra a feltevés szerint s = Y " jap, 0™ =limy_, > apd™ =limy sV ami

épp az igazolando6 allitas. &

2.2. Tétel. [[Ruc81]] Ha X egy FK-tér AK-val, akkor VfeX* (folytonos linedris funkciondlra X -

en)

(f(6™)) € (X — c8), és ez az dsszefiiggés izomorfizmus X*-rél (X — cs)-be, azaz

X" =2 (X —cs)
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TEMAVEZETG: CzAcH LASzZLO DOCENS



Altalanos szummaciés modszerek

Bizonyitds. feX* folytonossaga miatt x€X-re
fl@) ="z f(6")
n=0

(2) alapjan. Tehat (f(0™)) € (X — cs) definici6 szerint, és a hozzarendelés nyilvan izomorf.

A sziirjektivitas ellenérzéséhez legyen ue(X — cs), VneN-re fn(z) := >_}_, sk, 8y fn€X*
és f, — f pontonként X-en, tehit a (teljes metrikus terekre vonatkozo) BANACH—STEINHAUS tétel
szerint f folytonos. e

Igaz az Abel-tétel altalanositéasa:

2.3. ocKov.. [[Legyen az X egy FK-tér, akkor adott y sorozat esetén a Xx,y, sor pontosan akkor
konvergens Yxe X mellett, ha ye X*.

A kovetkezo allitast az el6zGek alapjan igazolom, és szintén a tételem altalanositasahoz sziik-

séges.

2.4. Allitds. /] Legyen X sorozattér AK-val és legyen Y egy mdsik sorozattér, melyre létezik
j 1 X* — Y izometrikus izomorfia (X* 2Y).
Bhkor f€X*-ra |lzy]| = |-, ahol y = j(f).

Bizonyitds. X sorozattér AK-val, igy (2) érvényes, kovetkezésképpen y = j(f)=(f(6"))nen-re

lzy|| = sup{ Z Tnyn| : 2€X, ||2] 5 <1} = sup{ anf(dn)
n=0

n=0
=sup{[f(z)]: X, [lz] x <1} = [|fllx- (3)
]

creX, ||z <1} =

Most pedig lassunk néhany sorozatteret és duélisat — ezekre azért van sziikség, hogy ne csak

cs — cs szummacios madszereket tudjunk felirni (6) alakban.

2.1, 4y, 0 (p>1)

) 1
tp = {a: [Jz]l, < oo}, ahol |lz[, := (32— |zn|")?
2.5. Allitds. [[Wil18, 2-3-5]] £ = (>

Bizonyitds. v = x,6" € {1 (azaz ¢1 AK) és ha felo, f(z) = > yrx) alaki, akkor y€lo,

(el = 1F@) < IAN-[l6%[l, = 1£11)- Ugyanakkor [f(@)| < llylloe - 22 |zxl, gy [IFIl < yllc. tehét
1 £1l=llyllo- Megmutattuk, hogy az €3 f — {f(6%)}€l leképezés izometria.

Belatjuk, hogy sziirjektiv: Legyen y€lo, f(z) = > ynn, ekkor felf, hiszen
LF@) < llzlly - X lynl, {F(6")} =y 3

2.6. Allitds. [[Wil78, 2-5-6]] p>1-re £} ={, (1+1=1).
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Bizonyitds. Legyen f(x) = Y. yrzr, yr = f(0%) = y€l,, ugyanis y#£0 esetén rdgzitett m-re
Ji<m : y;7#0;

igy f(x) = <Z ka|q> <Ifl
k=0

hiszen |z[| =1. Tehat [|f|| > [y||,- A Hélder-egyenlétlenseég [f(z)| < [lyll, - [|z]l,-t ad, azaz || f|| <
lyll,, gy az £;5f — f(6%)€l, leképezés izometria.
Sziirjektiv is: y€lg-ralegyen f(x) = 3 ynan, ekkor |f(2)] < ||lz[l, - 22 [ynl, {f(6™)} =y. (35|

el g

m »
o <Z |yk|q> oy = M
k=0

0, r>m

2.1 oo, U5

a korlatos sorozatok tere a supnormaval. Jeldlje bfa(N) a korlatos, végesen additiv
(u(0)=0, u(SUT) = u(S)+u(T), SNT=0) komplex értékii, N-en értelmezett halmazfiiggvények terét;
a norma:

]| = sup {Z w(E)|:N = B, BExnE=0 (k#l)}
1=0

=0

2.7. Allitds. [[Wil78, 2-3-15]] £%, = bfa(N)

Bizonyitds. fel’ -ralegyen u(S):= f(xs) (xs az S karakterisztikus fiiggvénye) — ekkor u végesen
additiv (xs+xr = xsur ha TNS=0) és korlatos.

S6t ||| < || ]|, ugyanis tekintsiik az N egy particiojat (N = U*FE;) és legyen x,, := sgn u(Ey)
ahol neE}.. Ekkor [|z| =1 és

DB =) wnn(Ei) = f(Z xmei> <171 -l < 171
=0 =0

i=0
ahol y := Y% @, xe,, 1t Iyl <L
Belatjuk, hogy a ¢ : f — u leképezés sziirjektiv: legyen mg a 0-1 sorozatok altal feszitett altér

loo-ben (az egyszerd sorozatok tere — csak véges sok kiilonb6z6 értéket vesznek fel).

pebfa(N)-re legyen f(z) := D7, ziu(E;) ahol z;€E; — ekkor femg és ||f|| <||ul|, hiszen
[zl <1 = [f(2)] < X[l [(Bi)| < lall-

Mivel mp={oo, ezért f-et kiterjeszthetjiik oo-re és irhatunk fefi -t  a p-nek megfelels f-et
akar [\ dp alakban is frhatjuk. Nyilvan f(xs)=u(S), azaz o(f)=p. Lattuk, hogy ||u|=||f],
tehat az €5 — bfa(N) leképezés ekvivalencia. )

2.111. ¢, c*

¢ a konvergens sorozatok tere a supnorméaval (cCls).
2.8. Allitds. [Jc* = (;

Bizonyitds. = (limx)1 + Y (2~ limx)6*, igy a leképezés:

tioy — fec, fla):=yilima + ) yryaar
T:c">f = yely, k1 = f(0%), yr o= F()= ) f(6F)
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Kell: Ezen T : ¢* — /{1 lineéris leképezés sziirjektiv és izometrikus. Sziirjektivitast adja az inverz
leképerés; | T(F)ll, = 17(1) = 5 £60F) + S < If] = sup{|(2)| : z€c, lof| =sup || < 1}
trividlis médon. A megforditas:

Elsallitas szerint a linearitas miatt f(x) = (limxz)f(1) + Y. (x5 —limz)f(6¥) = specialisan
egy
limz = (1 =3 f(6%)) |y — limz| = 1 sorozattal (||z|,=1) |f(z)| < [|T(f)|,-et kapunk. Ilyen
sorozat példaul z,, := (1 — Y f(6%)) + &, ahol e€cy, e, =1. Ry

K
2.av. ¢y, c)

a konvergens nullsorozatok tere a supnorméaval (coCeClo ).
2.9. Allitds. [[Wil18, 2-3-4]] ¢t =,

Bizonyitds. [Wil78] Legyen x€cy, ekkor x = Y x40 (azaz co AK-tér), hiszen

m——>00

|z — > o xrd®|| = sup{|zn| : n>m} —=— 0.
Tehat feci-re f(x) = 3. yray, ahol yp=£(6¥) — megmutatjuk, hogy y€/;: legyen m rogzitett,
sgny,, n<m

m m
n=0 n=0

0, n>m

hiszen |[z[| , =1. Tehat || f[| > [[yl[,. Ugyanakkor [lz]|, <1 = [f(2)] = | > yn@n| < 3 [ynl, azaz
£l = llyll;- Megmutattuk, hogy a c§>f — f(0%)€l; leképezés izometria — emellett rdképezés is:
y€ly eseten f(x) = 3 yntn = fEcg, hiszen |f(2)] < ||zl - 3 ynl es (f(6%))ren=y. Bu

A sorok és sorozatok megfeleltethet6k egymasnak, a kdvetkezd modon: jeldlje o @ w — w;

(ox)n ==Y p_o ok (n€N) — ez linearis bijekcio a (67 y)n = Yn—Yn—1 (n€EN, yo := 0) inverzzel.

2.v. bv, bv*

vV = (Tp)Ew : o |Tnt1—Ty,| konvergenst a korlatos valtozast sorozatok tere. Ezen a téren
b def ;.1070 N k g korl al s k E .

S o l@ng1 — @y félnorma, |z| = |zo| + >0 |Tn+1—2n| norma: haromszog-egyenlétlenség,
homogenitas kovetkezik az abszolutérték tulajdonsagaibol; ||z|| =0 <= x=0 is trivialis.

bv Banach-tér, ugyanis x€w korlatos valtozdsi <= o lz€l; és (az o := 0 megallapodas

mellett) nyilvan ||z, = Ha_lx| > azaz o~ H(bv) = (1, méasképpen bv = o(f1). Itt bv vektortér
izomorf az 1 vektortérre, o izomorfizmus kozéttiik, igy az ||z| := ||oz| (z€bv) egyenlGséggel
definialt ||-|| : bv — R fliggvény norma bv-n, amellyel (bv, ||-||) Banach-tér.

2.10. Lemma. [[xrcbv = 3Jlim,,_ ., x,, azaz bv C c.

A lim : w — K linedris funkciondlt bv-re megszoritva folytonos linedris funkciondlt kapunk.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy Cauchy:
m—1 n—1

(z —> - (Z—)
k=0 1=0
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Hiszen s,, := Y, _, |zx4+1—2| Cauchy-sorozatot alkot.
Az 4llitas masodik fele kivetkezik abbol, hogy |lim(z)| < |zo| + > pep |Tht1—2k] = |21,
(lim(x) :=lim, _, __ ). )

2.11. Allitds. [[1z1 := |limz| + > 0% |Tpi1—2n| norma, mely ekvivalens ||-||,,,-vel (|-| ~ 1-1).

Bizonyitis. Az abszolutérték tulajdonsigaibol kovetkezik a homogenitas és a haromszog-egyen-
I6tlenség; 121 =0 = x€co s > o |Tpy1—2n|=0 <= =z konstans sorozat, aminek limesze

[lim,,_,  z,|=0.
1 2
lz|| ~ 121 <=per Jc1,c2>0: c1-||z]] < 1zl < co- ||z

1: lim(z) = 20 + > peo(@ht1—2k) = x0 = lm(z) — Y 1o o (Tht1—ak), I8y
2llpy = lol + 5o lonsr—ak] < [y, + 3520 [Ths1—zk| < 2 121, azaz o=
2: |lim(z)| < [z, figyelembevételevel 1zl < ||z, + Yopeo [Thr1—2zk| < 2|z, azaz c;=2

jo. o

(SIS

2.12. Allitds. [bv* = bs, ahol bs = {(ax)€w : sup,, |S1_, ar|<oo} a korldtos részletisszegi so-

rok tere.

Bizonyitds. Dirichlet tétele: ha (b,,) korlatos valtozastu nullsorozat és a Xa,, sor szeletei korlatos
sorozatot alkotnak, akkor a Xa,b, sor is konvergens.
T : bs3y — febv®, f(z) :== 302 yn(w,—limz) — a Dirichlet-tétel szerint konvergens,
mert x,, korlatos valtozasu, y, pedig korlatos szeletti sort alkot. Tehéat a fliggvény joldefinialt.
Innen T : bv*Sf s yebs, yp := f(6%) linearis, sziirjektiv, hiszen tetszéleges y€bs-hez f :=
T-1(y), erre T(f) = T(T~1(y)) = F(5*) = Y5 o g (05— lim %) = y. e

Jeldlje bvg a korlatos valtozasa nullsorozatokat — bvoCbv altér, st
2.138. Allitds. [Jbvo = {;

Bizonyitis. Az eddigiek fényében trivialis: tekintjsiik a bvdy — z€f01, Ty = Yni1—Yn, To := 0
leképezést.

A masik irdny: az Yn41 = > p_o&n (yo = 0) képlet adja az inverz leképezést. Az izometria
(Ilyll,, = llz|l,) a definiciokbél kivetkezik az zo := 0 konvenciéval. )

2.14. ocKo6v.. [bv = {,P1 hiszen bvg 1 kodimenzids altere bv-nek.

2.vi. cs,cs*

Jeldlje cs := {acw : (3;_ k), oy € ¢} a konvergens sorok terét ez Banach-tér a supnormaval:
cs = 0 !(c) = {acw : Baec}, igy cs Banach-tér a ||z, := ||Sz||, = sup,, |>_p_, zk| normaval, és

cs = .

2.15. Allitds. [] cs* = bv.
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Bizonyitds. Legyen T : bv — cs*; y — (f : @ — > 00 Tnyn), itt f linearis funkcional, a 3.2

lemma biztositja az f folytonossagat és a T lineéris leképezés normatartasat. R

2.16. Allitds. [J¢1,cs terek AK-terek.

Bizonyitds. [Wil84, 59. oldal] z€cs-re Hm—m["]HC

tér.

m n—>00 2
s — SUPm |> i Tk| ———— 0, tehat cs AK-

y€ly esetén Hy—y["]H1 = et Ukl TR L0, tehdt ¢ AK-tér. o

3. Az altalam kidolgozott modszer

Ebben a fejezetben igazolom tételem cs — cs alakjat.

3.1. ElGkésziiletek

Az elkdvetkezSkben XY legyenek sorozatterek.

3.1. Definicié. [[Egy (fn)nen, fn: X — Y fiigguénysorozat egyenletesen korldtos vdltozdsi,
ha (3C>0)(¥eX) | fa@)l,, < C-

3.1. Lemma. [| Legyen accs, bebv, ekkor abecs (a sorozatot mint a : N — K; n — a, fiiggvényt
kezelve), azaz Sanby, konvergens. Emellett az Ay, := >} _,ap (n€N) jelsléssel

hm(ab) = i apby = i Ak(bk—i-l_bk) + hm(Ea) . hm(b) (4)
k=0 k=0

Bizonyitds. Az Abel-dtrendezés szerint,

D arbi =D Ap(biri—br) + Anbnia (5)
k=0 k=0

a Osszegezhet$ sorozat, részletdsszegeinek (A,,) sorozata korlatos, tehat be€bv miatt a
Y Ay (bgr1—bk) sor (abszolit) konvergens is. (4) kévetkezik bvCe felhasznalasaval (5)-bél. S35

3.2. Lemma. [] Legyen bebv rigzitett és tekintsik a
P:ies — K, Y(x) = anxn
n=0

linedris funkciondlt.
Ez folytonos (Yecs®) és ||| = ||b]l,,, -

Bizonyitds. Jelolje s, := Y _ x), ekkor

||| = sup{ ;mnbn S [F Sl} = sup{ n@»lmkzﬂxkbk S F Sl}

Az Abel-dtrendezés szerint Y, _ xpb, = Sn'anr]_"_ZZ;é sk (bg—bgy1), tehat |s;|<l-et felhasznalva
kapjuk, hogy [l <o,
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A masik irdny: bgi1—br€K-hez e, €C : bpy1—br = |brs+1—bk|-Ek, tovabba legyen lim(b) =
|lim(b)|-gg. 2™ := (e1,€2,..,en,€0,0,...) € ¢, |[z(™ |, =1, igy y™ = o1z re ||y™ .=
Erre a sorozatra
Y(y™) = Z |br+1—bx| + €0 Z (b1 —bg) + lim(z™)-1im(b), kovetkezésképpen
k=0 k=n+1
lim 3 (y™) = [br1—bi| + 0+ o lim(b) = [b] by

(<28

3.2. Definicié. [[Egy ( : X — K linedris funkciondlt szummdcids funkciondlnak nevezink,
ha cs C Dom( C w.
o0
¢ szummdcids funkciondl reguldris, ha (ls= Ycs. © € Dom (\cs-re jelilje Z< T = ().

n=0

Legyen T topologikus tér, to€T rogzitett, T := T\{to}, ¢, : T — K fiiggvények egy sorozata
(neN) és jeldlje o(t) := {pn(t) Inen

3.3. Allitds. [| Az
)= anpn(t)  (akcs, teT) (6)
n=0

egqyenldséggel definidlt funkciondl pontosan akkor létezik (a szumma véges) adott teT mellett minden
a€cs sorozatra, ha ¢(t) € bv.

Bizonyitds. =>: Legyen teT rt‘)gzitett, a feltevés szerint minden a€cs-re létezik A;(a)<oo, igy
specidlisan az al™ := a-3")_ 0% sorozatra is. Jeldlje f,, := Y ,_, awer(t) (azaz f = al™o(t)).
Ekkor nyilvan az {fn}neNCcs rendszer pontonként korlatos (cs felett), gy az EGYENLETES KOR-
LATOSSAG TETELE szerint egyenletesen is korlatos:

§akk

k=0

20 > sup [|ful| = sup sup = [[Ai(a)ll =

neN |laf| . <1

= sup
llall.

Z anpn(t

3.2
= le@®ll,, = e(t)ebv

<: A 2.15 éllitas szerint cs* = by, igy ¢(t)€bv, tehat a 3.1 lemma alapjan A;(a) < co. RO

3.4. oMegjegyzés. [[Bdr igy tinhet, a fenti bizonyitds mégsem haszndlta ki a cs, bv terek specidlis
tulajdonsdgait  mint azt az dltaldnositds (5.3) is mutatja, az dllitds kévetkezik az dltaldnosabb 2.2
tételbal.
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3.11. A maodszer helyességének igazolasa

3.3. Definicié. [JA ¢ figguénysorozatot szummdcids sorozatnak nevezzik egy acw sorozatra
o0

nézve, ha 3Ai(a) < oo és Ilim,__,, Ai(a) € K. Ezt a hatdrértéket ZA an-vel jeloljik (azaz
7

n=0
kapunk egy ¢ : w — K linedris funkcion(ilt).

@ szummdcids sorozat reguldris ha lim,__,, Ai(a) =" a, (azaz lim;, Ay = ¥ cs-n).

3.5. Tétel. [| Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy az (6) egyenlettel definidlt {Ai}, .,

(@ltaldnositott) funkciondl-sorozat A limesze folytonos és linedris funkciondl legyen a kovetkezd:

(i) sup,cqi [lo(t)]l,, < 00, azaz ¢ egyenletesen korldtos vdltozdst T-n,

(ii) @n-ek folytonosak to-ban YneN-re.

Ha azt szeretnénk, hogy A(a)=Xa (accs) teljesiilion, akkor (ii) a kévetkezéképp mddosul:

(i’) (YneN)(lim,_,; @n(t) = 1).

Bizonyitds. A BANACH-STEINHAUS tétel szerint a limesz létezéséhez sziikséges és elegendd, hogy
(a) sup; ||A¢]| < oo,

(b) IMCcs totalis rendszer ((M)=cs), melyre A, — A pontonként az M-en.

Azaz (i) <= (a) a 3.2 lemma alapjan;

Belatjuk, hogy az M := {al" : accs} finite sorozatok halmazan A, 7%, 4 pontonként —

ez elég, mert (M) (supnormaban) siirt cs-ben. Tehat rogzitett a€M-re

(Ve>0)(3Uer(to))(Vtel) Zam )—iakﬁpk(to) = iak(wk(t)—wk(to)) <e
k=0

azaz a (b) pontosan akkor teljesiil, ha VneN-re ¢, folytonos to-ban.
Ha most Als= Y-t szeretnénk (permanencia), akkor (YneN)(lim,_,, ¢n(t) = 1) a megfelel6
feltétel. |

Az alkalmazasokhoz fogalmazzuk at a tételt ¢ — c leképezésekre: bec-re

oo N
Ap(070) =Y (bnr1—bn)pn(t) = i D [balpn—1(t)=0n ()] = bogo(t) + byr1pn(t) =
n=0 *n=1

= lim(b) lim(¢(t)) — boo(t) Zb o el

Tehat -
b) = Z bnn (t) = hm Z wn 71b) (7)
n=0

alaki limesz-kiterjesztéseknél (o(t) := oap(t)-t hasznalva, igy ¢o=0) 1-re a sziikséges feltételek:
3.6. Tétel. [| Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a

b) = Z bnwn(t)

eqyenldséggel definidlt {Bt}t—>t0 (@ltaldnositott) funkciondl-sorozat B limesze folytonos és linedris

funkciondl legyen a kévetkezdk:
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(i) sup, i [ (t)|l; < 0o, azaz a (1 (t))nen sorozat egyenletesen £;-beli T-n,
(i) > p_oVr-nak folytonosnak kell lennie to-ban VneN-re — ez teljesil példdul, ha 1, folytonos
to-ban YneN-re.

Ha azt szertnénk, hogy B(b)=1limb (bec) teljesiiljon, akkor (ii) a kévetkezéképp modosul:
(ii’) (YneN)(lim,_, Y p_ovr(t) =1) és

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.5 tételt o~ 'b-re: az (7) atrendezést hasznélva lathato, hogy ||o¢|,,, =
1)1, tovabba hogy > 1 _o ¥n(t)-t kell ¢, (t) helyére helyettesiteniink.

Az atrendezésbdl az is 1athatd, hogy a permanencia feltétele:

lim Ay(o~'b) = lim Y (07 b)n(0(t))n =0
t—to t—to n=0

4. A modszer alkalmazasai

A kovetkez6kben bemutatok néhany ismertebb szummacios maédszert. Mivel majdnem minden
ilyen eljarast valamilyen probléma megoldasa hivott életre, ezért nagyon sok, lényegesen kiilonb6z6
modszer létezik (a kisebb eltérésiekrsl nem is beszélve). Igen részletekbe mend dsszefoglalast irt
Hardy (lasd [Har49]) Divergent Series cimmel. A késébbi eredményekrél jo dsszefoglalas olvashat6
[Mad70]-ban.

Tobbek kozott az egyes modszerek ekvivalencidjat, erGsségét, a modszercsalad a paramétertdl

valo fliggését is lemezte ebben a konyvben.

4.1. Abel-szummacio

Legyen T a komplex sik egységkorén beliil olyan tartomany, melyet a ¢y := (1,0) pontbol szogtér
hatarol (lasd 1. 4bra) és jelolje T := T'\to.

1. abra. Az Abel-szummacio tartomanya

4.1. Tétel. [Abel] Ha Ya,, konvergens, akkor
lim, Z anz" = Z an
v n=0 n=0

Bizonyitds. on(z) = 2™ (2€T), ekkor [|p(2)[,, =1+ > ooy lz" =2 =1+ |z=1|- 30" [2"] =

‘11_7;{, igy a T-t jellemz6 o, § > 0-hoz 3K (o, 0)€ER : sup, . [[¢(2) ]}, = K(a, ) < 00, azaz a 3.5
tétel alapjan o reguléris sz7ummacios sorozat (p, nyilvan folytonos a to-ban). o
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Két specialis eset:

(An) nemnegativ monoton névs divergens sorozatra jeldlje f(z) :== Y oo ane”**. Azt mond-
juk, hogy az Xa, sor (A, A)-szummabilis, ha Ilim__ ., f(z) — és ezt a szamot az Xa, sor (A4, \)-
Osszegének nevezziik.

Komplex sikon legyen (a,,) olyan sorozat, melyre Ya, e~*"* konvergens a {2 : R2>0} félsikban.
Jelslje f(z) := Y07 jame % Ha Flim{f(z) : z — 0,|3z| < Rz tan« szogtérben} (0<a<Z),
akkor ezt a szdmot az Ya, sor (A4, A, a)-Osszegének nevezziik

[Har49] Az Abel-Gsszeget (valos eset) gyakran Poisson-szummaécionak is nevezik, ugyanis Pois-
son hasznalta Fourier sorok 0sszegzésére. Raadasul Euleren keresztiil egészen Leibnizig visszakdo-

vethetd ez a modszert.

4.11. Riemann-szummacio

Legyen az f : R — R fiiggvény értelmezve az x pont egy kornyezetében, és t€R szam. Jeldlje
r+t) — f(a—t
Aufte) = LD = S0

az f fiiggvény szimmetrikus differenciajat az x pontban. Az f(z) := lim,__,, A, f(x) hatarér-

téket szimmetrikus derivaltnak nevezziik. A kovetkezd allitas szerint az elnevezés jogos:

4.2. Allitds. [[Ha az f figguény differencidlhaté az x pontban, akkor létezik a szimmetrikus de-
riviltja, és f'(x) = f(z).

Bizonyitds. Jelolje Dy, f(x) := M az f fiiggvény differencidjat az x pontban. f: R — R
differencidlhat6 z-ben <— Hhmy_m fW—f@) _. f'(x) < 3Flim,_,, Dpf(x).

Ha tehat 3f(z), tgy Acf(z) = 3 - (Def(2) + D_of(x)) miatt 3f(z) = f(x). )

4.8. Allitds. [] Tetszileges G(x) 2-szer szimmetrikusan differencidlhaté (folytonos) fiigguényre

Gilw) = hh_H}O G(xz+h) — 2(}};(2@ + G(z—h)

G(z+2h)—G(z) _ G(z)—G(z+2h)

Bizonyitis. ApARG(z) = zh 57 —2h =12 (G(2+2h)—2G(2)+G(z—2h)) )

Jeldlje A2G(x) = Glth)2Cn) 16 _h)

a (G fiiggvény Riemann-differenciajat.
Legyen c(z) = > " cn(z) egy (nem feltétleniil konvergens) trigonometrikus sor, melynek
egylitthatoi korlatosak. Jeldlje ¢, (x) := a,cosx + by sinz = cne™®. Integraljuk kétszer a sort

formdlisan x szerint kapunk egy mindeniitt konvergens, folytonos

> an b, . x?
F(x) ::Z —ﬁcosmc—i—ﬁsmnx =cp

n=1

Fourier-sort. Ez biztosan kétszeresen szimmetrikusan differencidlhat6, a kovetkezs tétel szerint
jogosan nevezziik az igy kapott ﬁ'(xo) sort az eredeti sor Riemann-6sszegének.
A 4.3 allitas alapjan

2
 gilath) _ggiz 4 gila—h) 4sinl [sink
Aje'” = h2 =t =t |, ey
2

A2, F(z) _CO+ch inw (Slzsh> . (@) = lim ch . <blnnt)

t—0 =
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Legyen T := [—1,1], ¢t := 0, T :=T\to. A kovetkez6 tétel szerint a fent leirt eljaras kiterjesz-
tése Y-nak.

4.4. Tétel. [Riemann] Ha Ya,, konvergens, akkor

lim i an (sm nt> Z an

n=1 n=1

Bizonyitds. o, (t) = (M)Q (most n=1,2...), ekkor

nt

smt 2| /sin((n+1)t) sinnt >
t — <
@l = t2 ( T ) ( " ) <
. 2 o
sint 1 1 1 t—0
< |— —- — 1+ = || ——C<
S e ngl <(n+1)2 + n2> >
wn, nyilvan folytonos to-ban. o
S6t ezen allitasnak egy kis altalanositasa is igaz:
4.5. Allitds. [|Ha Ya,, konvergens, akkor
sin nt =
1 n = n

barmely k>1 szamra.

Bizonyitds. Ugyanagy ¢, (t) := (M)k (n=1,2,...), ekkor
[e%S) . k . k
s 1)t sin nt
n Z in (n+1) _ (sinn
(n+1)t nt

n=1
smt Z 1 t—0 C <
=0 00
ﬁ n+1

sint k
t

le@lly = <

)
Ezen allitas alapjan bevezethetjiik az (R, k) k-adrendii Riemann-szummaciét: egy Xa,
sort (R, k)-szummabilisnek mondunk, ha 3lim, ;> 7, an(Sig—t’“)]C =: 5. Ebben az esetben

Do (Rk) Gn =5 a Tan sor (R, k)-Osszege.

4.111. Toeplitz eredménye ¢ — ¢ matrixokra

Egy A métrix 6sszegz0, ha Vxecre Ax€c; permanens, ha Vrec sorozatra Az = limz. Mi a
feltétele, hogy egy matrix dsszegzd, ill. permanens legyen?
Toeplitz 1911-ben sziigséges és elegendd feltételt adott arra, hogy egy A-eljaras permanens

legyen, azaz megvalaszolta a kérdést A : ¢ — ¢ leképezésekre:

4.6. Tétel. [Silverman—Toeplitz, [Har49], [DS88]] Eqy A = [am n]m.nen mdtrizszal adott operdtor
c-bél c-be képez (vec-re Az = (3, @mnTn)men € c) pontosan akkor, ha teljesilnek a kovetkezdk:

(i) sup,, >, |@m,n| < 00, azaz a mdtriz sorai egyenletesen 1 -beliek,
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(i) 3lim,,_,  amn =: Yo (VnEN), azaz a mdtriz oszlopai c-beliek,
(tii) Ilim,, > Amn =17
Ekkor > v, abszolit konvergens és y := Ax-re
limy, =~v-(limz,) + Y W(zp—limz,) = (limz)-(y= >, %) + D, TnZn

T permanens <= v,=0 (YneN) és y=1.
Fogalmazzuk &t a tételt cs — cs leképezésre (a o leképezést hasznalva ekvivalens allitast kapunk)!

4.7. Allitds. [|Egy B = (b, n]m.nen mdtrizszal adott operdtor cs-bél cs-be képez
(yE€cs-re By := (3, bm,nyn)men € cs) pontosan akkor, ha teljesiilnek a kivetkezdk:

(i’) sup,, > . [bmn—bmnt1| < 00, azaz a mdtriz sorai bv-beliek,
(ii’) Ilim,, . (bmn—bmn+1) = Yn (YnEN), azaz a mdtriz oszlopai c-beliek
Ekkor > v, abszohit konvergens és z := Ay-ra
limz, = Vs + Z’Yn(sn_s) = S'(Py_ Zn ’Yn) + Zn YnSn

ahol s,, := ZZ:O Yn, = lims,.

. Ly . n .. N n N N
Bizonyitds. Yn = Tni1—Tn, Tn = D, oYk AlAPJAN Y (Gmn D p oYk = Do Yk 2nek Gmon>
oo P z
azaz by =Y po . Gmk €S 18Y Gm.n = bmn—bm ni1- )

T := NU{OO}, to 1= 00, (pn( ) = bn,m, iqy B = [ n(m)]m,nEN matmmszal adott operdtor cs-bél
cs-be képez (yecs-re By := (3, Ynpn(m)))men € cs) pontosan akkor, ha teljesiilnek a kivetkezdk:

(i?) supp, 32, [on(m)—pni1(m)| < oo (= sup, [p(m)l, <o)
(i) Ilim,, (o (m)—@ni1(m)) =: v, (VneN) (< Ilim,, ., pn(m) (YneN)),

(<= p(m)ebv miatt (YmeN)(Ilim,, ., pn(m)))

Ez madr kovetkezik a 3.5 tételbdl.

A kovetkezd néhany szummécios méodszer mindegyike felirhatd alsé haromszogmatrix alakban,
igy to := 00, T := NU{o0}.

4.1v. Poisson-szummacio

Zl:'oisson n == lim Z ag ha létezik

n—oo0 N
1
A 3.5 tétel segitségével belatjuk, hogy ez egy reguléaris szummaécios funkcional: o, (¢ n’
0, n>
(most n = 1,2,...) korlatos valtozast, [|o(t)|,, =1+ Sh_, A A <14+ Y0 2 < oo
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Ez megegyezik a (C, 1)-szummaéval.

o= =
= O
S

APoisson =

4.v. Egyszerii, de altalanos szummacié [DS88]|

Legyen (pn)nen C R4 nemnegativ sorozat és jeldlje P, := >, pr. Adott = sorozatra mikor lesz

az
1 n
= _ xT
Yn Pn gpk k

egyenlGséggel definialt leképezés kiterjesztése Y-nak?

Be <t
Alkalmazzuk a 3.5 tételt T := NU{oc}, tg := 00, pr(t) := P ~  szereposztassal. Ekkor
0, k>t

t
1 .
sup [[(t)]l;,, = sup B lpo| + Z [Pr+1 — Dk <oo <= lim P =
teT teT t k=0 t—c0
A miésik feltétel ((VkeN) Flim, or(t)) is nyilvan teljesiil, hiszen a p sorozat nemnegativitdsa
miatt (P,)nen monoton ndvé sorozatot alkot, igy lim, ., ¢p(t) =lim, B =0.
Ha p,=1 (VneN), akkor épp a Cesaro (C, 1)-szummaci6t kapjuk.

" o -
Po b1
Py Py 0
A= | : :
Ppo  P1 Dm 0
P, Pp Py,

4.vi. Cesaro (C,a)
8 ._

Jelolje G :=1, CF := ("*P71) = 1.8(8+1) -+ (B+m—1) (m>0-ra). Ekkor
4.9. Allitds. [JAdott x€cs sorozatra az

1 00
o E o
y’l’b L a+1 Cnfksk
k=0

n

egyenldség (si := ZLO x;) permanens Gsszegzést definidl minden a>0-ra.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.5 tételt T := NU{oo}, to := o0,

a
Ct—k

—=k k<t
a+19 =
pr(t) = q <
0, t>k
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t Ci p1—Ci | .
+ 2 k=0 ‘T ) 1tt

S0 Oy — O = kg gpr oot 1) - (att—k—2)-(a+t—k—1 — (t—k)) = Th_, Coo) =
cr

) 2C)

Tehit sup, [0, = supye { | 25

szereposztassal. Ekkor [|p(t)]],, = ‘CCQ_EL
t

o+t

}:supteT‘2ﬂ‘:2 25

. . ce . e ) )
lim,_,, n(t) =lim,, cart = lim,, (mﬂ1!71)! . agiii)l).giifmfl)l) = 1, tehat a modszer

regularis (permanens) .

A (C,1)-szummaciot elszér D. Bernoulli hasznalta 1771-ben periodikusan oszcillalo soroza-
tokra (Leibniz specialis sorozatokra méar 1713-ban hasznalta). 1880, 1882-ben Frobeniusnal és Holder-
nél is felfedezhetjiik, 1890-ben Cesaro publikalt ezen eljaras altalanositasarol. [Har49)

1 0
oy 1
T{H oo T 0
(o ce 1
c;f“ cglﬂ cett 0
Acia) =
O Cma _1_ 9
C;;—;-l C;;—;-l ce C;;—;-l

Kénnyen beldthato, hogy Y." (Cs _ Cr = Cs1 amibdl kdvetkezik, hogy >, [amn| =

_ Cp _m——o0 1
Y nOmn = 1 Vm. Innen -2 T

t felhasznalva kovetkezik, hogy rogritett n-re

Amn —2"2°, (. Tehét (C,r) matrixa Toeplitz tulajdonsagu, ha r>0.

. S—T s—r .
Cn = Z(_l)k< k ) n—k
igy definidlhatjuk CJ-et negativ r-re is: r= — p, s=0 szereposztassal C;? = A, — (’l’)An_l +
(B)Ap—g —---, ahol A, =37} ap —azaz C;' = Ap—Ap_1 = an.

Mivel s>r esetén

4.vii. Norlund—-szummacié

|[Wil84, 32. oldal| Legyen pew(C), p1 := 0 és jeldlje P, :=_)'_, pr. Feltehets, hogy P,70. Mikor

lesz az
1 n
Yn = Fn gpn—kmk

egyenlGséggel definialt leképezés kiterjesztése Y-nak?

Pbo
b1 Do
Py Py 0
ANﬁrlund =
Pm  Pm-—1 Po_ 0
Py, P, Py,

4.10. Allitds. [|Az Angrtuna = (N,p) Nérlund-mdtriz pontosan akkor konzervativ (kiterjesztése
Y-nak), ha teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) (BM>0)(YneN) Y0 [Pn—k — Pn—kt1] < M|P,],
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(it) Flim,, ., B =: A.

A mddszer pontosan akkor requldris (permanens), ha (i), (i) mellett A=0 is teljesiil.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.5 tételt T := NU{oo}, ¢ := o0,

szereposztassal. Ekkor

t
1 .
sup [|¢(t)llpy = sup 4 5 - | [pel + D bk =Pkl | p <00 = (i)
teT teT t k=0

¢, folytonos to-ban <= Jlim,_,, P5*. Ugyanakkor

Pt—n—1 _ Pt—n-1 Di1 P\ t—to
puia(t) = Pt =Pt Pt ey (12 B) 2 g 01

Azaz (po(t) = %i =1- P;_)Il alap]fm
Pnt1(to) = @nlto) (1=A) = po(to)-(1=A)* 1 = A(1-X)F

Kévetkezésképpen Ilim, ,, ¢n(t) <= Ilm, ., @o(t) =lim, B =\

Tehét az (N, p) Norlund-szumméci6 pontosan akkor reguléris (permanens), ha A = 0. o

A Nérlund matrixok kénnyen manipuldlhatéak a p(z) = >~ (pp2™ = (1—2)P(z) formalis
hatvanysor segitségével, ahol P(z) := Y P,z".

Legyen példaul p(z) = (1—2)~%, ekkor p=1, (N,p) = (C,1). Ha a€N, akkor p(z) := (1—2)"% =
> ("Jrz*l)z” mellett P(z) = % = (1—2)771 =3 ("F*)z", tehat (N,p) = (C,a).

Ha a€R, ugy kihasznalva, hogy 22:1 Cy L = Cot lathato, hogy py, := Cy esetén éppen egy

Norlund-szummaciot kapunk.

4.viii. Holder-szummacio

Say, sorra HY) := Y0 _gag, Hytt = 25 370 Hy és azt mondjuk, hogy ha Ilim,,__,  HY =: A,
akkor a Yan sor (H, k)-szummabilis és 3 ) an = A.

Szokés (H,0)-t a Cauchy-féle konvergencianak tekinteni. Nyilvan (H,1) = (C, 1).

Hrtl = n%H Son o Hp,, ez a rekurzi6s lépés azon H als6 haromszig-matrix alkalmazasat

jelenti, amelyre

1 0
11
L 3 3 0
.. Rl jSZ o
H(i,j) = o (1<i,4) azaz H =
0, kiilonben 11 P

Mivel HY = Y7_ aj, ezért ez mésik maétrixot jelent: A a csupa 1-esekbdl 4ll6 als6 haromszog-
matrix.

10

A=1|1 1 0
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Tehat (H,0) megfelel az A matrix altal megadott szummaéciés moédszernek, (H, k) pedig a H* A
matrix indukalta modszernek. Mivel mind az A-szummécio, mind a H-szummécio reguléris, ezért

a (H, k)-szummacio is az.

4.1X. Euler-szummacio

Yay, sor (E, 1)-szummébilis, ha 3s := Y07 Par < oo, ahol by, := __, (7)ax. Ekkor 2 (B On 1=
s.

pr := (})-val épp egy Norlund-szummaciot kapunk, tehét (E, 1) is reguléris (permanens) szum-

macio.
-1 -
5 0
1 1
i 1 0
1 2 1
8 8 s 0
AEuler =
1 m (ZL) (mn12) m 1 0
27n+1 2m+1 2m+1 e 2m+1 27n+1 27n+1

4.X. Borel matrix

Tekintsiik a kovetkezs Toeplitz-matrixot: ag(t) = e " t - (keN, t>0). Ez megegyezik a
or(t) := e‘t-% altal (6) formaban megadott szummacmval.

Alkalmazzuk most Toeplitz tételét (4.6) az Aporel Ry sort és N oszloptt métrixra (megtehetjiik —
akar az eredeti bizonyitas szerint, akar az itt leirt a 3.5 tételre valo visszavezetés szerint ), ekkor ax(t) > 0,

ap(t) ——— e, > lar(t)| = > ar(t) = 1, azaz minden feltétel teljesiil, a Borel-matrix reguléris.

4.x1. Fourier-sorok altal inspiralt eljarasok [Har49]

$n(0) == p_gcoskl = w = D, (0) alapjan

2sin 5

) 1 sin 5 (m+1)6
) == Zcm,nDn(H) (Ca 1)—osszege Z t m+1) ( s >

1
sin =6
(C,1) 2

1—7r?
= A 1—“ 4 =
Z Cn(l')Dn (9) be osszege lgl t’I’I’L (T7 6) 2(1_2,,,. cos @ + 7"2)

Mindkét sorsszeg nemnegativ, m—oo esetén 0-hoz tart egyenletesen (—m,7) minden 0-t nem
tartalmazo zart részintervallumén.

Hasonlo tulajdonsdgokkal bir ¢,,(6) := 5o %(1 + cos )™
2
m(m—1)
(m+1)(m+2)

(1+cos@)™ = 21-m. (i’%' . (l + g cosd + cos26 + - -- ) Innen kapjuk de la Vallée—

Poussin definiciojat: > ap = lim,, . (ao + e+ %QQ + .. ) igy

(m! 2
= O—m DB ()erk) Sk-
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Azaz on(m) = ¢ (mb)” definicigval (6) alaku felirasat kaptuk a

m—n)!-(m+n)! )
de la Vallée Poussin-szummaécionak, ez regularis a 3.5 tétel alapjan: T := N, ¢y := {oo},

(m|)2 m—1
sup [o(t)| = sup Y

teT meNU{oo} n=0

(m+1)---(m+n) (m+1)--(m+n+1)

1,2 m
< sup {1 + —} =2
meNU{oo} m+1

m(m—1)--- (m—n+1) m(m—1)---(m—n) ‘}

(m+1)---(m+n)n (m+1)---(m+n+1) =  (m+1)(m+2)---(m+n+1) (m+1)"

. m—12n4+1 ( m 1
2: Zn:O m+1 (m+1) S

m+1
Ugyanakkor 3lim,, ., ¢n,(m) =lim,,_,__

ahol 1 m(m—1)---(m—n+1) m(m—1)---(m—n) _ m(m—1)---(m—n+1)-(2n+1) < (2TL+1) m"

m(m—1)---(m—n+1) -1
(m+1)---(m-+n)

1 0
I 0
2 2
12 2 0
Ade la Vallée—-Poussin —
1 m m(m—1) m(m—1)---(m—m+1) 0
e S e ) cree>) SRR ey (e e crerry

5. Altalanositasok

5.1. A modszerem altalanositasa

A kévetkezSkben belatjuk, hogy a 3.5 tételben nem sok szerepe van a konkrét sorozattérnek (cs-
nek), bizonyos feltételek mellett altalanosithatunk.

S* természetesen tovabbra is az S tér topologikus duélisat jel6li, de ha ez izometrikusan izomorf
egy T sorozattérrel, akkor ezt a T sorozatteret is S*-al jeloljiik. Tehat S* elemeit folytonos lineéris

funkcionalként és sorozatként is tekinthetjiik.
5.1. Allitds. [] Legyen S sorozattér AK-tér, T topologikus tér, to€T rigzitett, T := T\{to}. Az
o0
Ag(a) = anpn(t)  (acw, teT) (8)
n=0

eqyenldséggel definidlt funkciondl pontosan akkor létezik (a szumma véges) adott teT mellett minden
a€w sorozatra, ha p(t) € S* azaz a p(t) sorozat eleme az S* térrel izometrikusan izomorf

sorozattérnek.
Bizonyitds. Az allitas kovetkezik a 2.2 tételbdl. o

5.2. Lemma. []3c,C > 0:VteT c ||o(t)|

5= <Al < C-lle@®)]l -

Bizonyitds. A 2.4 allitas alapjan ||A;|| = sup {|> .~ ann(t)] : acw, |lallg <1} = [lo(t) || - Ry

5.3. Tétel. [ Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy az (8) egyenlettel definidlt {As}, .,

(dltaldnositott) funkciondl-sorozat A limesze folytonos és linedris funkciondl legyen a kovetkezdk:
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g« < 00, azaz ¢ egyenletesen S*-korldtos T-n,

(i) sup,j [le(t)]
(ii) pn-ek folytonosak to-ban YneN-re.

Ha azt szeretnénk, hogy A(a)=Xa (acw) teljesiiljon, akkor (ii) a kovetkezéképp mddosul:

(i) (YneN)(lim,_,, @n(t) = 1).

Bizonyitds. A BANACH-STEINHAUS tétel szerint sziikséges és elegendd, hogy
(a) sup; ||A¢]| < oo,
(b) IMCS totélis rendszer ((M)=S), melyre A; — A pontonként az M-en.

Azaz (i) <= (a) az 5.2 lemma alapjan;
Belatjuk, hogy az M := {al™ : acw} finite sorozatok halmazan A, LT 4 pontonként — ez
eléeg, mert (M) ||-|| g-ban stird S-ben (feltettiik, hogy S AK-tér). Tehét rogzitett acM-re

(Ve>0)(AUer(to))(Vtel) Z arpr(t) — iaktpk(to)

= > ar(on(t)—pr(to))| < e
k=0

azaz (b) pontosan akkor teljesiil, ha VnEN—re n folytonos tp-ban.
Ha most Afs= Y-t szeretnénk (permanencia), akkor (VneN)(lim,_,, ¢, (t) = 1) a megfelel6
feltétel. |

5.1.1. A 4.12 lemma néhany realizacidja

Lassuk tehat néhiny realizici6jat az 5.2 lemmanak: mivel
[ A¢l| = sup Z antpn(t
teT

ezért elegendd [>°07 ( anpn(t)| = limy ‘Zg:o ancpn(t)‘—t becsiilni ||¢(t)]| g-

Dacw, ||all ¢ <1}

-al.

5.4. Allitds. [5.2 lemma (1-re] || A = ||o(t e (Ae:ti —K)

Bizonyitds. A fels becslés:

N N N N—00
2n=0 an%(f)‘ < Ym0 anllen ()] < (sup,, [n()])- 20— lan] el - llall-
Masik iranyhoz legyen >0, H. := {neN: |p,(t) — ||¢(t)|||, <€}, He[m] a H. egy m elemi

=, neH.m
részhalmaza és legyen a\f™ :={ ™ <bm]
0, kiilobnben
Ekkor (a (em) )ELy, [[alsm Hl =16és ‘En 0a alf m)ap ) — le(t) ‘ < g, ha m elég nagy.
e — 0, m — o0. &

5.5. Allitds. [5.2 lemma bv-re] | A¢|| = |lo(t)|l,s (A¢:bv — K)
Bisonuita N _ N N n ]
izonyitds. S anpn(®) = S0 aogn() + 200 S0 (ar—ap_1) b fey

N N n
D e+ len®)] Y lar—ar| <
n=0 n=0 k=1

< |aol- |‘<p(t)||bs + ”aHbv : |‘<p(t)||bs

(t)

< lim |CLO|'
N—
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Masik iranyhoz legyen e >0, He := {neN: |p,(t) — |lo(¢(t)) ||| <€}, H[m] a H. egy m elemi

1
=, neH.m m m m
részhalmaza és legyen alf™ =™ <] és legyen ai’_H) — a,(iq_z) =1- H (a(a’m))[ -
0, kiildonben bv
Ekkor (a{f"™)€bv, latem], =1 és ‘Zf;o als™ o (t) — le®)lLe| < e, ha m elég nagy.
e — 0, m — oo. o

5.6. Allitds. [5.2 lemma lo-re] | Al = |lp(t)]l,, (Ar:tls —K)

Bizonyitds. |y " anen(t)] < |all, - H@(t)H a CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARTZ egyenl6t-
12

lenség szerint.

A misik irdnyhoz legyen a, := @ (t), ekkor (an)€la, |lall, =le@)ll,, s |3 0—ganpn(t)] =
2
le@ e, = llally, - le@ll,,- B

5.7. Allitds. [5.2 lemma (y-re] | As]| = ||<p(t)||éq (As: 4, — K, =1, 1<p<co)

Bizonyitds. A HOLDER-EGYENLOTLENSEG szerint |y ) angn(t)] < lall, - lle@)ll, -

lea )l foe 1
A masik iranyhoz legyen a,, := o7 T ahol wi= (L, lek (1)) 7

0, k>m
Ekkor ”CLHZP =1¢s |3, ann(t)] > HSD(t)Heq' Bu

5.8. Allitds. [5.2 lemma c-re] || As]| = [lp(®)]l, (Ae:ec —K)

Bizonyitds. |37 anpn(t)| < (suppen lan])- 32020 lon ()] = llall. - o ()]l

A masik irdnyhoz legyen a,, := sgn p,(t) (K=R) vagy a,, := \/::2—8 (K=C), ekkor [|a]|, =1,

Dm0 @nen(t) = 300 len ()] = llell;- (SZ8

5.11. Egy messzemend altalanositas

Legyen X egy tér, u egy ezen értelmezett mérték és tekintsiik a kovetkezs A : F — F operatort:

Ap(w) = /X Az, y) () du(y)

Ezen operatort szummacids eljarasnak mondjuk, ha van az értelmezési tartoméanynak olyan
altere, melyet A helyben hagy. Természetes kérdés, hogy ha adott egy ilyen szummacios eljaras,
akkor azt meddig lehet kiterjeszteni?

F : Ly — Lo Fourier-operator,

< 1
Af(x) = / a:——yf(x) dy Hilbert-transzformacio

ahol az integralt Cauchy-féértékben értjiik. Igazolhat6, hogy ha f€ Lip (o) (0<a<1), akkor ezen
integral Cauchy-f6értékben létezik, s6t Ay = f.
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A. Alapfogalmak, jel6lések:

K:=Rv. C, R} = {z€R : >0}, Rt := R4 \{0}.

X K feletti vektortér (vektortér) az alaptér

N a természetes szamok halmaza, 0 szammal kezd&dGen;

Az 6sszegzések 0-al kezdGdnek és az indexbeli véaltozora torténnek — kivéve ha ki van irva.

w(X) :=F(N, X) az X vektorteér feletti sorozatok vektortere a dolgozatban szamsorozatokkal
foglalkozunk, igy X =K, w := w(K).

a,b, xz,y altalaban sorozatot jeldl, mint fiiggvény — de x(n) helyett x,,-et irunk

Sup,, 1= SUP,cy, limx := lim,en 2.

0, = {me lell, = (oo |xn|p)% < oo} Banach-tér

loo = {z€W : ||7] o, :=Sup, |zn| < co} a korlatos sorozatok Banach-tere

¢:= {r€w : Flimz} a konvergens sorozatok Banach-tere (a supnormaval)

¢p := {z€c: limz = 0} a konvergens nullsorozatok Banach-tere a supnormaval

cs :={zec: (Xj_o k), ey € ¢} a konvergens sorok tere a ||z, := sup,, [>-;_ xx| normaval

bv = {(zn)ew(X) : Y or|Tnt1—2n| konvergens} a korlatos valtozast sorozatok tere az
[l = |zo| + Xopro |Zn41—2n|-normaval

bvg := bv N ¢y a korlatos valtozasta nullsorozatok tere a ||-||, ,-normaval

bs := {a€w : sup,, [>_p_, ar|<oo} a korlatos részletdsszegii sorok tere

bfa(N)(X) legyen a korlatos, végesen additiv, komplex értékti, X-en értelmezett halmazfiigg-
vények tere a ||p| = sup {> i, |n(E;)| : X = U*]_E;} normaval.

o™ az a sorozat, mely mindeniitt 0, kivéve az n helyen, ahol 1 (6} = §,x Kronecker-szimbolum).
Altalaban a sorozatot kis latin beti jelsli, alul indexelve a sorozat elemei.

A matrix elemei altaldban a;i-k, de ugyanezt jeloli A(é, k) is.
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