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1. Kezdetek

Az idGsor analizisnek eme teriiletével elGszor Haar Alfréd foglalkozott a XX.
szézad elején, § vizsgalta a kés6bb Haar-waveletnek nevezett fiiggvény ortogo-
nalitasat ([6]) . Az 1930-as években Paul Levy hasznalta a Haar-wavelet alapi
bézist a Brown mozgas vizsgalatara. Az 1940-es években Gabor Dénes kutatasai
soran keriiltek elg hasonlo fogalmak. Ugyanis fiiggvények -avagy jelsorozatok -
vizsgalatakor olyan jellemz&ket akart vizsgéalni, amelyek tranziensek, valtozoak.
Ekkor a Fourier transzforméciénak azon tulajdonsiga, hogy a transzformécio
eredménye egy egy valtozos fliggvény, ami az intenzitast mutatja a frekven-
cia fliggvényében. Azaz, elvész az id6 informécio, azaz, nem lehet meghatarozni,
hogy egy adott esemény mikor is tértént. Amennyiben a szignal tulajdonsagai az
id6vel nem valtoznak - ezt stacionarius jelnek nevezik - akkor ez a hatrany nem
jelent6s. De a legtobb érdekl@désre szamot tarto jel tartalmaz nem-stacionarius,
dtmeneti jellemzGket is, a szignédl sodrodhat, trendek figyelhet6k meg benne,
vagy varatlan ugrasokat produkélhat. Ezek a jellegzetességek gyakran a legfon-
tosabb részei a jelnek, s a Fourier analizis nem alkalmas a felderitésiikre. Ekkor
egy olyan miivelet, amely egy idGsorbdl egyszerre adja vissza az id6 és frekven-
cia kapcsolatat, nagyon hasznos lenne. Erre a probléméra adnak megoldast, a
Waveletek.

1.1. Révid IdStartamii Fourier Analizis (STFT)!

Az elbb emlitett hidnyossag kikiiszobolésére Gabor Dénes (1946) tgy adaptalta
a Fourier transzformaciét, hogy az mindig csak egy rovid szakaszat analizalja.
Formalisan vett egy w (t) kompakt, sima fiiggvényt?, s vizsgalta az alabbi kife-
jezést:

X(r,w) = /OO x(t)w (t — 1) e “dt.

—o0
Ez a szignalbol egy olyan két dimenzios fliggvényt készit, amely az id6 és frek-
vencia tartomanybol képez. Viszont az STFT -nek egy nagy hatranya van, hogy
elére lerogzitett felbontassal dolgozik, azaz az ablak fiiggvény tartéjanak hossza-
tol fliggben érzékeny a frekvenciara. Egy szélesebb ablak pontosabb informéciét

szolgaltat a jelben megbijo frekvencidkrol, viszont az id6 felbontasa kevésbé

IShort-Time Fourier Transformation
2ilyen ,ablak” fiiggvény lehet példaul egy [—1...1]-ra korlatozott Gauss gorbe( w (t) =

e’t2/2), vagy a Hann-ablak fliggvény ( w(t) = 0.5 % (1 — cos 27T))



pontos. Mig egy szlikebb ablakkal kisebb frekvencia tartomanyrol lehet pontos
értékeket kapni, viszont id6ben jobban el tudjuk helyezni. Erre a problémara
nyujt egy megoldast a wavelet transzformacié, ahol a fix ablak méret - felbon-
tas helyett a frekvenciatol fiiggs felbontést lehet alkalmazni. Azaz magas frek-
vencidk esetén jobb idé-érzékenységet, mig alacsonyabb frekvenciaju valtozasok

esetén kevésbé pontos idSbeli lokalizaciot kaphatunk.

2. Definiciok

A tovabbiakban a kovetkezé jeloléseket hasznaljuk a konzisztencia kedvéeért:
a[n]-nel jeldljiikk a sorozatokat, n€ Z, mig a(n)-nel, ha n € R. Egy f fiiggvény
Fourier transzformaltjat f-vel, egy a[n] sorozat megforditottjat an] = a[—n]-
nel, valamint legyen

0 n=2p+1

x[n] n=2p

L egy id6 invarians linedris operator, ha egy p-vel eltolt, f,[n] = fin — p]

mintara, a kimenet is eltoltja lesz:

Lfpln] = Lf[n —p]

Impulzus vélasz - minden f[n] szignal felirhaté eltolt Dirac fliggvények Gsszege-
ként:
+00
flnl =Y flplln — pl
p=—00
Legyen h[n] := Lo[n] a diszkrét impulzus valasz, az L linearitasa és id§ invari-
ancidja miatt:
400
Lfln)= Y flplhln—p] = f*h[n]
p=—00

Azaz, egy diszkrét id6 invaridns operator felirhatd diszkrét konvolucioval, s ha
h[n] véges tartoju, akkor Lf[n] véges sok mivelettel szamolhato,ezt nevezik
véges impulzus vélasznak (FIR?). L kauzdlis ha Lf[p] csak az n < p f[n]
értékektsl fiigg, ekkor h[n] = 0 ha n < 0. A sz{ir6t stabilnak nevezziik, ha
korlatos bemenetre, korlatos kimenetet produkal, ami egyenértékd azzal, hogy

o Ihn]| < +oc.

n=—oo

3Finite Impulse Response



L sziirének a sajatvektorai diszkrét szinusz hullamok:e,[n] = €™, mivel
teljesiil, hogy:

—+oo —+o0
Lol = 3 @0 Ihp) = 60 3 hple
p=—00 p=—00
ahol a sajatérték a kovetkezd Fourier sor, amit a sztir6 transzfer fliggvényének

neveziink:
—+o0

h(w) := Z h[ple~ P
p=—00
Riesz bazis. Az ortogonélis bazisnal gyengébb feltétel a Riesz bazis feltéte-
lezése, amelynek a definicidja: legyen {e,}nen vektor sorozat egy H Hilbert-
térben, ami linearisan fiiggetlen, valamint linearis kombinacioi strtiek H-ban,
és letezik A > 0 és B > 0 ugy, hogy f € H esetén talalhato egy A[n] sorozat
agy,hogy

+oo
f= Z Alnlen
n=0
és
1 2 2 _ 1 2
7 117 < P < 7 11
Ekkor a Riesz reprezentacios tétel szerint létezik &, vektor sorozat, hogy A[n] =

(f,€n), ami szintén Riesz bazist alkot, s az eredeti bazis dudlisanak nevezik,

valamint igaz ré, hogy:

+o00 +o0
F=Y (fen)én=> (fén)en
n=0 n=0

3. Valtozo felbontas sorozat 4

Egy {V;};ez felbontés sorozat alatt L?(R) egymasba dgyazott altereit értjiik,

amire igaz, hogy monoton névekeds alterei L?(R)-t:
Visi cV;C...C L*(R)

azaz egy finomabb felbontés tartalmazza mindazt az informaciét, ami egy dur-

vabb kozelités elGallitasahoz sziikséges,

4Multiresolution analysis



Vv ={0}y, UV = L*(R)
J J
azaz - ha Py, (f)-fel jeldljiik f -nek Vj-re val6 ortogonélis vetiiletét -
s 1f = P (1) =0

avagy egy fiiggvény kozelitései konvergalnak az eredeti fliggvényhez.

f(t) € Vy = f21) € Vi

f)eVy<= ft—k)eWkeZ

k.

57-vel valo eltoldsokra,

azaz Vj eltolds invaridns

Ap(t) : {p(t — k)} ortonormaélis bazisa Vp-nak

Ekkor a ¢(t) -t skala fiiggvénynek nevezziik. Ez a skéla fiiggvény generalja a
tobbi V; térnek is egy-egy ortonormalt bazisat, jeloljiik ezt {¢; x(¢)}-vel, ahol
értelemszertien: ¢; 1. (t) = 29/2¢(27t — k), ami a feltételekbdl kovetkezik.

Mivel V) C Vyezért minden Vj-beli fliggvény kifejezhets a Vi bazisfiiggvényei

segitségével, specidlisan a skala fliggvény is:
o(t) = Y hiklori(t) = V2 ) hiKlo(2t — k) (3.1)
k k

Ezt a képletet dilatacios 8 avagy finomitasi 7 egyenletnek nevezziik. A h[k]egyiitthatokat

a ¢1 ,(t) ortonormalitasabol szamolhatjuk, skalar szorzat segitségével :
ik = 10 0) = VE [ oozt — ke (32)
A (3.1)-t integralva t szerint, kapjuk, hogy
= S ik
V2 5

sfj € V; ortogonalis vetiilete f -nek, ha minimalizéalja a ||f; — f|| kifejezést
6dilation equation
Trefinement equation




valamint, ha (3.1)-t ¢(t — 1)-vel megszorozzuk, és integraljuk ¢ szerint, akkor:

/M d(t)p(t — Ddt = 2 /M > hlkIAE G2t — K)$(2t — 21 — k)dt
IR R

— 00

= Y hlk]h[k + 2]

tjra felhasznélva, hogy {¢(t — k)} ortogonalis, kapjuk, hogy
> hlk? =1
i

és
> hlkalk 421 =0,  1#0
k
3.1. Skala fiiggvény meghatarozasa dilataciés egyiittha-
tékbol
Egy kompakt tartoja skala fiiggvény kielégiti a kovetkezs dilataciés egyenletet:

N

N
$(t) =Y V2hpd(2t — k) = (2t — k)

k=0 k=0

ahol a tart6 [0..N]. Ezt t = 0..N felirva kapjuk, a

Gi) = ckd(2i—k) =D cajo(j) i=0.N
k J

linearis egyenletrendszert, aminek egy egy sajat értékd sajat vektora adja meg a
keresett ¢(i) értékeket. Ebbol az N + 1 ¢ értékbol, valamint a dilatacios egyen-
let segitségével tetszlleges t -re kiszamolhatjuk ¢(t)-t - {d(tn) |n € Z }esetén
szamolhat6 {¢(%) |n € Z}- s feltehetjiik, hogy ¢ folytonos, ami a Haar esetet

leszamitva teljesiil is.

3.2. Kiilénbség tér®

Ha egy f(t) Vj-beli kozelitését Py, f(t)-vel jeloljiik, akkor az d;(t) = Py, , f(t) —
Py, f(t)-vel jeldlt kiilonbség fiiggveény, tartalmazza a részleteket 27U+ felbon-
tasban. Azaz, felbonthatjuk a Vi teret

Vin =V;Epw;

8detail space



alakban, ahol W;-t a j szinten levs felbontasi térnek nevezziik, s ez persze me-

réleges Vj-re. A felbontést folytathatjuk tovabb is, igy kapjuk, hogy

K
Vi =Vi-x QWi
k=1

ahol a Wjalterek tovabbra is ortogonalisak Vj/-re, ha j > j’, s emiatt egymasra
is: W; L Wyha j # j'. A Vj-kre kikotott feltételek miatt, a WW; egy bazisabol
konnyen kaphatunk W, iegy bazisat atskalazassal. s ha {¢; x(t)|k = —oc0...00}-
val jelgljiik W, ortonormalt bazisat, akkor adodik, hogy 1 1 (t) = 27/24(27t— k).
Igy L?(R)-nek egy ortonormélt bazisat kapjuk meg : {1, x(t)|k = —00...00,j =
0...00}, ahol minden bazis fiiggvény egy ¥(t) fiiggvény dilatalt és eltolt képeként

all els. Ezt a ¢-t alap wavelet fiiggvénynek, vagy anya waveletnek® nevezziik.

4. Wavelet fiiggvény
Mivel
Yt -k} CWocWi

ezért v kifejezhet6 Vi bézis fliggvényeinek segitségével a kovetkezdképpen:
W) =Y glklori(t) = V2 glk]o(2t — k) (4.1)
k k

ahol a g egylitthatok szamolhatok ¢(2t — k) ortonormalitdsa miatt skalarszor-

zattal szamolhatok:
gk = (dr1) = V2 / B(E)6(2t — )t (4.2)

Igy egy a skala fiiggvényhez és dilatacios egyiitthatok kozotti sszefiiggéshez
nagyon hasonlé kapcsolatot kapunk a wavelet fliggvény és a wavelet egyiitthatok
kozott. A két fiiggvény és egyiitthat6 sorozat szorosan Osszefiigg a V; tereken
keresztiil, ennek pontos felderitéséhez 4t kell térniink az idé-tartomanyon végzett

vizsgalodasrol a frekvencia tartoményra Fourier-transzformaécio segitségével.

dw) = Y V2hk] / h P2t — k)e wtdt = (4.3)
k — 00
() hlkle™*%) / h p(2t — k)e 1 2R T q(2t)  (4.4)

= (4.5)

9mother wavelet



ahol
h(w) = Z h[k]e ™+ (4.6)
k

.8 o(w) illetve ph(w) ¢(t) és 1 (t) Fourier transzformaltjai. Ekkor (4.1)-t szintén

irhatjuk ilyen formaba:
(5)9(5) (4.7)
AT '

ahol szintén

Ekkor az ¢(t) ortogonalitasa ¢(t — k)-ra igy fogalmazhato:

Oko = /_Oo o(t)p(t — k)dt = % /_OO é(w)é(w)emdw =

1 2w o0 R
3 ‘d)(w + 27l)

27 Jo

2
ek duw

l=—00
jeloljiik a belsé formulat kiemelve:
. 2
Asw)= 3 ‘¢(w+27rl)‘

l=—o00

>0

ahol Ay(w) egy 27 periddust kifejezés lesz. Igy az ortogonalitast tgy irhatjuk
fel, hogy
Ok,0 = L /277 Ag(w)e™*dw
' 2m Jo
azaz, ha
Agw)= 3 ‘é(w+27rl)‘2

l=—o00

~1 (4.8)

4.1. Skala fiiggvény Riesz bazisbdl

Ez alapjan viszont egy Riesz bazisbdl is ortonormalis rendszert kaphatunk,
ugyanis legyen {V;};cz tobbszintid felbontas, {6(t — n)}nez Riesz bézisa V-
nak, valamint legyen ¢(t) olyan fliggvény, melynek Fourier transzformaéltjara

teljesiil, hogy
) 0(w)

p(w) = (ZZO_OO ‘é o %F)‘Q) 1/2




jeléljiik

bjn(t) = %aﬁ <t;—”>

ekkor {¢; ,(t) }nez ortogonalis bazisa V;-nek j € Z-re. Az elgbbi gondolatmenet
miatt ugyanis mar ¢(w) le van normalva Ag(w)-val, igy lesz Ay(w) = 1.

4.2. Ortogonalitas dilataciés egyiitthatokbdl

Az (4.8)-t felirhatjuk (4.3) segitségével is, méghozza:

oo 0o )
1= 3 ‘é(w+2ﬂ)‘2 S ‘%ﬁ(wg%z)&(wgw) B
I=—oo —
1) )
= 3 2 [ m] |o-+ )

mivel minden w-ra igaznak kell lennie, ezért attérhetiink ¢ = w/2-re. Ha ezt a

kifejezést felirjuk paros és paratlan [-ekre kiilon, akkor kapjuk, hogy:

‘ 2

19+2l7r‘ ‘¢(19+2l7r) +

l_foo
+% i ]ﬁ(ﬁ + (20 + 1)7r)]2 ‘J)(ﬂ + 20+ Uﬂr

l=—o00

s mivel tudjuk, hogy B(w) 27 periddust, ez tovabb egyszeriisodik:

+ % ’15(19 + w)’Q i ’é((ﬁ + )+ 21@‘2

l=—o00 l=—00

ide behelyettesitve (4.8)-t kapjuk, hogy:

. 2. 2
2 — ]h(ﬁ)} + ]h(ww)] (4.9)
4.3. Ortogonalitas wavelet egyiitthat6kbél
Hasonlban a wavelet fliggvényre is levezethetd ortogonalitasi feltétel:
N 2
3 ’w(w—l—%rl)’ —1
l=—oc0
avagy:
2= 19W)I° + 199 + ) (4.10)

10



Ezenkiviil, ha még a wavelet fliggvény és a skala fiiggvény ortogonalitasat is fel

akarjuk irni, akkor a kovetkezére juthatunk:

o -/ " e Rt =
- % / " )Pt =

27 +oo
= > blw+ 2y Y (w + 27l)e“F dw

-0 l=—0c0

ebbél kovetkezik, hogy

—+oo
0= Z b(w + 27l) ) (w + 2nl)
l=—00
Hasonléan felhasznalva a dilatacios és wavelet fiiggvény egyenlet egyiitthatdira

vonatkozé képleteket, kapjuk, hogy :

hw)g(w) + h(w + m)glw +7) =0 (4.11)

Ez az egyenlet kapcsolja Ossze a dilataciés egyiitthatokat a wavelet fiiggvény
egyiitthatoival.

4.4. Dilataciés és wavelet egyiitthatok kozotti 6sszefiiggés

Abban az esetben, ha §(w) = a(w)h(w + 7), ahol « egy 27 periodusn fiiggvény,
mire teljesiil, hogy |a(w)|]* = 1 és a(w) = —a(w + =), akkor kénnyen lathato,
hogy teljesiil (4.11). Tlyen a-nak valaszthatjuk az—e™ fiiggvényt, ami a szdmo-

last igen megkonnyiti. Mivel, ha beirjuk (4.6)-t a kifejezésbe:

gw) = —e_iwﬁ(w+ﬁ)

— e hik eik(w+7r)
Z (K]

— Zh 1 k 7zw(1 k)

— Z h 1— k: —ikw

— Zg n e—znw

azaz, ebben az esetben:
gln] = (=1)"h[1 —n]

11



Tehat egy skala fiiggvényhez tudunk talalni elég egyszertien wavelet egyiittha-

tokat, és abbdl waveletet tudunk szamolni.

4.5. Wavelet fiiggvény tulajdonsagai

A wavelet egy 1 € L2 (R) fiiggvény, melyre:

—+oo
P(t)dt =0
—o0
valamint [[¢|, = 1, s kompakt tartéji, mely tartalmazza ¢ = 0-t. Ennek a

fliggvénynek az eltoltjai és skalazottjai:

bunlt) = 20 (50

- szintén 1 normaéjiak - lesznek az id6 - frekvencia atomok. S a wavelet transz-

formaltja egy f fiiggvénynek pedig

W F(u,5) = () = /_;Oo O <t - “) dt = f %, (u)

ahol
B0 = v (i>

Az a feltételezés, hogy a v tartdja kompakt, s egy 0 kornyezetére korlatozodik
( ffp |¢(t)|2 dt > 1 —¢), azzal a szemléletes tulajdonsaggal jar, hogy W f(u, s)

értékét f -nek az[*=2, “—?} tartomanyon felvett értéke hatirozza meg.

4.6. Gyors Ortogonalis Wavelet Transzformaci6 '°

Az FWT egy olyan algoritmus, amivel kiszdmolhat6 egy véges felbontason min-
tavételezett jel wavelet egyiitthatoit, iterativan. Minden Py, f kozelitéshez visszaad
egy durvabb Py, , f kozelitést, és a wavelet egyiitthatokat, amelyeket Py, , f

tartalmaz.

Allitas (Mallat). Legyen {1, }nez €5 {®;.n tnez ortonormalis bazisa W;-nek

és Vj-nek, s az ezen alterekbe val6 vetités egyiitthatoit jeloljiik :

a; [n] = <f7 ¢j7">

OPWT - Fast Wavelet Transform

12



és

dj [TL] = <f7 Q/Jj,n>
ekkor a felbontashoz az egyiitthatékat megkaphatjuk igy:
+0o0 _
ajialpl = Y hln—2pla;ln] = (a; x h) [2p]
+oo
dip[pl = Y gln—2plaj[n] = (a; * ) [2p]

valamint az a;11, dj4+1 sorozatokbdl az a;-t szdmolhatjuk:

—+o0 —+o0

ajlp] = Y hlp—2nlaja[n]+ Y glp—2n]dja[n] =

n=—oo n=—oo

= Gj41 % hlp] + djp1 * glp]

(4.12)

(4.13)

Az (4.12) belatashoz a kovetkezok kellenek: Minden ¢j41 , € V41 C Vj felirhato

V; ortogonélis bazisdban ebben a formaban:

—+oo

Git1p= D (Bjt1.p: Gim) bin

n=—oo

a skalarszorzatot kiilon felirva kapjuk, hogy

+oo 1 t 1 t
Gt = [ W(b(W_ >¢2— *<__") "

1j valtozot bevezetve: s : 2] —2p

/+w¢(g>¢(s—n+2p)ds—

— 00

= {J5e5)o0-ns ) o

visszairva (4.14)-ba kapjuk:

+oo
Gitip = D hln—2pldn

n=—oo

ezt f-fel skalar szorozva:

ajr1lp] = ([, jt1p) = <fa Z hln —2p|d;jn >=

n=—oo

- Z h[n = 2p] (f, bjm) Z hln — 2pla;[n]

n=—oo n=—oo

13
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Hasonl6 lépésekkel lathato be a masik két egyenlség is.

Igy a keziinkben van egy olyan algoritmus, amely egy bemend idGsorbol,
frekvencia szerint szétvélasztja a jelet, egy magas frekvencidktél - ,zajtol” -
mentes, és egy magas frekvenciakat tartalmazé egyiitthaté sorozatra. Raadasul
gyakorlati szempontokat tekintve szdmos el6nyos tulajdonsaggal rendelkezik ez
az eljaras: gyors - véges filtereket feltételezve, kdnnyen implementalhato, s a

konvolaciék szamolédsa jol parhuzamosithato.

5. Biortogonalis waveletek

Nem minden esetben van sziikség ortogonélis bazisra, van amikor jobb, ha te-
riinket egy enyhébb feltételeket megkdvetels bazissal bontjuk fel. Ortogonélis
esetben azt koveteljilk meg a bazis vektoroktdl, hogy (e;,e;) = d; ; teljesiiljon.
Biortogonélis esetben, nem egyetlen - ortogonalis - bazisunk van, hanem egy ba-
zis: {e;}, és annak duélisa: {¢;}, melyekre azt kdveteljiik meg, hogy (e;, €;) = d; ;.
Ilyen dudlis bazist nyilvan készithetiink egy bazishoz. Valamint ha egy bazis sa-
jat maganak a duélisa, akkor az ortogonélis is egyben.

Az ortogonalis esetben az {¢; x(t)} bazist alkot Vj-ben, és {¢, x(t)} pedig
W;-ben, ennek megfelelen szeretnénk definidlni a duélis finomodé felbontést,
valamint a dualis {V;} és {W;} altereket, valamint a dudlis skala ¢ és wavelet

¥ fliggvényt. Méghozza ugy, hogy

<Q3j,k, ¢j,z> = Ok (5.1)
és
<1;j,ka ¢m,z> = 0j,m, 0k, (5.2)
valamint V; L W és f/] 1L W,
<%Zj,k, ¢m,l> =0
és
<¢~)j,k; 1/1m,l> =0

ahol 1; 1, (t) = 29/2(27t — k) és ¢ x = 2/2¢(27t — k). Definici6 szerint ezekre

is fel lehet irni a dilatécios (3.1) és wavelet (4.1) egyenleteket is, azaz:

P(t) =Y lklori(t) = V2 glklg(2t — k) (5.3)
k k
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és

$(t) =Y BlK|ok(t) th (2t —k (5.4)

k
Itt a kovetkezSképpen szdmolhatjuk az egyutthatokat.

ik = (1,0) = V2 [~ FEE= R0
valamint

ikl = (610,8) = v2 [ = R0t

Hasonl6éan, amikor Fourier transzforméacioval a frekvencia tartoményra tériink

at, kapjuk: K ) )

P(w) = ﬁﬁ(gﬁb(g) (5.5)
° 2 1 2 w. 2w

P(w) = Eh(gw(g) (5.6)

képleteket a dualis skila és fiiggvényekre. Ahol § analég médon van definidlva
g-bol, ahogy ¢ is g-b&l. Ekkor (5.1)-t felirva:

Bo = / HOHE—F) / Hw) P du =

1 2
= o ), l_zoo d(w + 27l)d(w + 271'1) Wk
azaz:
Z ¢w+27rl w—|—2ﬂ'l)
l=—0o0
hasonléan:
I 2 . ___
> P(w+ 2ml)p(w + 271) =
l=—00
valamint
= 2 N E— I 2 e ——
> dw2rl)plwt2ml) =06 Y Plw+ 2ml)(w + 2ml) =
l=—00 l=—0c0

Hasonloan a (4.2) szakaszban végrehajtott atalakitasokkal, kapjuk, hogy

h(@)h(w) + h(w + T)h(w + 7) = (5.7)
§(@)gw) + gw+mglw+m) =1
§()h(w) + §w + mh(w +m) =0
h(@)3(@) + h(w + ™G+ m) =0



5.1. Egyiitthatok kozotti osszefiiggés

Biortogonalis esetben is feltehetjiik, hogy ¢ (w) = s (W+7) és g(w) =
—e~ ™), (w + 7), igy egyszertien szamolhato filtereket kapunk : g[n] = (—1)" h[1 — n]
és gln] = (=1)"h[1 —n].

Ortogonalis esetben lattuk, hogy a waveleteket a filter egyiitthatokbol le-
hetett szdmolni, analég moédon zajlik itt is, azzal a kiilonbséggel, hogy plusz
megkotésekkel is élhetiink a filteriinkre. A szimmetria érdekében kikothetjiik
példaul, hogy legyen h[n] = h[—n], (ha a filter hossza paratlan), vagy h[n+1] =
hl—n] (n > 0) (ha a filter hossza paros). Ekkor h(w) (vagy ]:7,((41)) valds po-
linom cos (w)-ra nézve, ha paratlan, mig e™/2 cos (w/2)-szorosa egy cos (w)-ra
valés polinomnak, ha paros a filter. Tovabba, ha megkoveteljiik, hogy az elsé
N = 2] momentuma eltnjon ¢-nek, akkor a polinomnak kell tartalmaznia egy
(1 4+ cos (w))! = cos? (w/2)

Azaz olyan biortogonalis waveletet keresiink amelyre teljesiil (5.7) valamint

a kovetkezs forméaba irhatoak:

h(w) = e /2 (cos g)NM qo (cos (w))
h (W) = e w/? (cos %) N Go (cos (w))

ahol N = 2I,N = o és k = 0,ha a filter paratlan, £ = 1 ha péros valamint ggés
Gois polinomok. Ennek megoldasa nagy vonalakban gy zajlik, ahogy ortogonélis
esetben is tortént. S megmutathatd, hogy ilyen feltételeket kielégité wavelet
parokat talalhatunk. Lasd [4]

5.2. Cohen-Daubechies-Feauveau biortogonalis wavelet konst-

rukciod

Legyen P(e™) és P(e™) szigortian pozitiv polinomok, tgy hogy:

BT P o) o) o

P (gl <o
valamint
inf h w)‘ >0
wel[—7/2,7/2]
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és

we[fi'rI}g /2] h(w)‘ >0
akkor a o
5 T h(27Pw)
p(w) = (5.8)
p=1 V2
és R
2 1oo B(2_pw)
p(w) = (5.9)

altal definialt fiiggvények biortogonalis rendszert alkotnak :
(9(t), 8(t —n)) = o]

és a {Yjn}(n)ezs €8 {J)j,n}(j,n)ez)‘ biortogonalis Riesz bazisa az L(R?)-nek, va-

lamint ¢ € L2 (R). A bizonyitas megtalalhato itt:[1].

5.2.1. Biortogonalis spline waveletek

Egy ilyen megoldast fogunk roviden kiszamolni. Valasszuk

o) = e (5 Jeos ()"

ahol k =1 vagy 0 N parossagatol fliggden. Azaz gy = 1. Ekkor a skala fiiggvény

megkapjuk (5.8)-bdl egy N — 1 foka spline fiiggvény :

3 (w) = exp <"'2’“"> <“uf‘/"2/ 2>>N

Mivel v linearis kombinacioja ¢ (2t — n) spline fiiggvényeknek, ezért az is kom-

pakt tartoju, hasonlé foku spline fiiggvény. Felhasznalva (5.7)-t kapjuk: (legyen
M=(N+N)/2)

o (e (5) X () ()"

Az igy kapott waveletet biortogonalis spline waveletnek nevezik.

5.3. Tokéletes visszaallitas

Ahogy az ortogonalis esetben is tortént, biortogonalis waveletekkel is lehet diszk-

rét szignalokat felbontani egyiitthatéok sordra, s azokbél késébb tjra elGallitani
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az eredeti jelet. Ez ortogonalis esetben azzal a problémaval jart, hogy - a Haar
filteren kiviil - a quadratura tiikor filterek (QMF) ! nem rendelkeznek véges
impulzus valasszal 2.

Az el6z6 szakaszokban vizsgélt biortogonélis wavelet fiiggvény parokat akar-
juk két csatornds sziir§ rendszerekként '3 felhasznalni, méghozza tgy, hogy a
transzformaciok - a szilirés és visszaallitas - utan visszakapjuk az eredeti id6-
sort. A sziirés soran a két csatornas sziir$ rendszer konvolvalja az ag szignélt a
h[n] = h[—n] low-pass filterrel, valamint a g[n] = g[—n] high-pass filterrel, aztan
ritkitja 2-vel a kimenetet:

ai[n] = ag * h[n] (5.10)
és

dy[n] = ap * g[n] (5.11)
Ezutan a visszaallitas soran az eredeti szignél gy 4ll el8, hogy a nullakkal feltol-

tott a1,dy jelsorozatot a duélis high-pass illetve low-pass filterrel konvolvaljuk:

do[n] = ay * hn] + d1 * g[n) (5.12)

5.3.1. Vetterli tétele

Egy sziir6 rendszer akkor és csak akkor allitja vissza az eredeti szignalt, ha

P (w+m)h(w) + 5 (w+m)gw)=0 (5.13)
és
W (@) h (W) +§* (@) § (W) =2 (5.14)
Bizonyitas
Ha egy jelsorozat minden mésodik elemét kihagyjuk (azaz y[n] = z[2n]),

akkor a Fourier transzformaltjat igy szamolhatjuk:

—+oo

7 (2w) = Z z[2n]e” " =

n=—oo

(Z(w)+ 2 (w+m)) (5.15)

N~

A 0-4k beillesztését igy irhatjuk fel egy jelsorozatba :

0 n=2p+1
xz[n] n=2p

Hqguadrature mirror filter
2finite impulse response
139_channel filter bank
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, ennek Fourier transzformaltja pedig:

Jw)= > zlnle™™ =i (w) (5.16)

A tétel bizonyitasahoz el6szor ag , a1és di Fourier transzforméltjat hozzuk egy-
méssal kapcsolatba. Mivel h és g valos, ezért h (—w) = h* (w) és § (—w) = §* ().
Beirva (5.10) Fourier transzforméaltjaba (5.15)-t, kapjuk
1/ o R o
@i (20) = 5 (ao (w) h* (W) + do (w + 1) B* (w + w))
hasonléan (5.11) Fourier transzformaltjaba:

dy (20) = 5 (6o () 7 (&) + do (w + ) §* (w0 + )

Viszont (5.12) Fourier transzformaltjanal felhasznélhatjuk (5.16)-t:

ao (w) = a; (2w) h (W) +di (2w) § (w)

Innen, az egészet egyetlen képletbe stritve kapjuk:

o) = 5 (do (@) A (@) o (w4 m) B (W m)) () +
5 (60 (@) g () +do (w+ m) g (w0 + 7)) § ()
= 5 (@B @+ @) 5 @) do () +
2 (A @) @+ 7) +§(0) 6 (@4 7)) do (w0 +7)

Ahhoz, hogy ag = dp teljesiiljon, az ao (w) egyiitthatojanak 1-nek kell lennie, s
az ag (w + ) -nak meg el kell ttinnie. S pont ez volt a tételben megfogalmazott
feltétel.

Matrixos formaban is irhatjuk a feltételt, ekkor :

(Amw) i) >*<f§*<w>>:<2>
hw+m) §(w+m) g~*(w) 0

Haa A (w) =h(w)§ (w+7) —h(w+ 7) § (w)-val jeldljiik a matrix determinan-

sat, akkor a 2 x 2-es méatrixot invertélva :

P \_ 2 dw+n)
< 5* (w) ) A (w) < Ch(w+ ) ) (5.17)

Azaz a rekonstrukcios filter akkor létezik, ha a determinans nem ttinik el minden

w € [—m, 7]-re.
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Allitas
Tokéletes rekonstrukcids sztirdre teljesiil, hogy

P (W) h (W) + h* (w+ ) h(w+7) =2 (5.18)
s6t, amennyiben a sziir6k végesek - véges impulzus valasszal rendelkeznek, (FIR'
filterek) - akkor a determinans egyszeriien szamolhatd, s ebben az esetben létezik
a € R ésle Z, hogy

g (w) _ ae—i(2l+l)wﬁ* (w + 71')
és

1 . o
(w) — Eefz(2l+1)wh* (w + 7T)

Qv

Bizonyitas
Ez ugy lathato be, hogy (5.17)-t felirva:

5 2

h*(w) = mf] (w+m) (5.19)
q* (w) = ﬁi)ﬁ (w4 ) (5.20)
igy: A A
G (W) g () = —%iﬁ (w+7r)ﬁ(w+7r)

A A (w) definicioja miatt A (w+ 1) = —A (w), igy (5.14)-re alkalmazva kapjuk
(5.18)-t.

Mivel egy véges impulzus vélasszal rendelkezd sztir6 Fourier transzformaltja
definici6 szerint véges sorozata exp (inw) alaku tagoknak. Igy a A (w) de-
terminans is egy ilyen véges sorozat, valamint (5.19) miatt A~! (w) is az. S
egy olyan véges sorozataexp (+inw) tagoknak, amelyeknek a reciproka is fel-
irhaté véges sok exp (finw) taggal, az csak egyetlen tagbol allhat. S mivel
A(w+7m) = —A(w), ezért ennek a kitevGben levé n paratlan. Azaz, létezik

olyan !l € Z és a€ R, hogy
A(w)=—2aexp(i (2l + 1) w)

ezt behelyettesitve (5.19) és (5.20)-be, kapjuk a bizonyitando allitast.

14 finite impulse response
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Amennyiben a = 1 és [ = 0 akkor (5.18)-t az id6tartomanyra atirva - azaz a

szirG egyiitthatoira megfogalmazva az egyenlGséget :
1-n 7 P 1-n
gln]=(=1)""h[1—n] ésgln]=(-1) "h[1-n]

Lathato, hogyha megkoveteljiik a felbontési h sziir6 legyen ugyanaz mint a
rekonstrukcios h, akkor (5.18)-bsl (4.10) lesz.

6. Wavelet lifting

Az el6z6 részben hasznéalt sziirGket tovabb vizsgaljuk Laurent polinomok segit-
ségével, s fel préobéljuk bontani egyszeriibb transzformaciék sorozatara. Ehhez
az eddigi allitasokat at kell fogalmazni Laurent polinomokra.

Egy adott h véges filterhez rendeljiik a kdvetkezs polinomot:

N
h(z) = hlk]z=™"
M

Ezen polinom foka definialjuk |h| = N — M-nek.

A val6s egyiitthatos Laurent polinomok kommutativ gytrit alkotnak, vi-
szont tobbnyire csak maradékosan lehet osztani, rdadasul nem is egyértelmten.
Formalisan: ha van két Laurent polinom a(z) és b(z) # 0, hogy |b (2)| < |a (2)],
akkor mindig létezik egy olyan ¢ (z) és r (z) polinom, amire |¢ (z)| = |a(2)| —

|b(2)] és |r (z)] < [b(z)| tgy, hogy
a(z) =b(2)q(z) + r(z). (6.1)

Magat a Laurent gytriit R [z,zfl} -vel szoktdk jelolni. Egy Laurent polinom
akkor, és csak akkor invertalhato, hogyha egyetlen tagbdl all, azaz |h| = 0. Egy
két csatornas szirG rendszer itt 2 x 2 -es matrix lesz a gytri felett, amik az
M (2;R [z, z71])-val jelélt gyfiriit alkotjék.

Laurent polinomok esetén konnyen lathaté, hogy ahhoz, hogy a(h,g, ﬁ,g)
egy tokéletesen visszaallité sz(ir6 rendszer polinomjai legyenek, a kovetkez§

egyenlGségek teljesiilése sziikséges, (5.13) és (5.14) alapjan:
h(z)ﬁ(z_l) +9(2)g(z7") =2

h(z)h (2" +g(2)g(-2") =0
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Legyen az M (z) modulacios méatrix a kovetkezo:

Hasonlo legyen a dualis M (z) modulaciés matrix. Ekkor matrixokkal az egyen-

16ség a kovetkezSképpen alakul:
M (zil)tM(z) =21

azaz, mindkét matrix része GL (2;R [z,z’l])—nek, az invertalhat6 matrixok

csoportjénak.

6.1. Polifazis reprezentaci6'®

Egy h filternek a polifazis reprezentacidja alatt értsiik a kovetkezst:
hps (2) =Y h[2k]z7F és hyy (2) = > h[2k+1] 27"
k k

azaz a hps tartalmazza a h paros egyiitthat6it, mig a h,; a paratlanokat. Ekkor

irhato
h(2) = hps (2%) + 27 'y (27)
valamint
hps (22) _ h(z) +2h (—2)
& h(z)—h(—z
b () = ML= )

Legyen ezutan a polifazis méatrix :

igy viszont teljesiil, hogy

P(ZQ)tzl/QM(z)< 1 ? )

15polyphase representation
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Hasonloan definidljuk a P (z) duélis polifazis matrixot, ekkor a tkéletes vissza-

allithatosag feltétele, hogy
P(z)P (z_l)t =1

Azaz P(z) invertalhato, s6t feltehetjiik, hogy det P (z) = 1, mivel mindig oszt-
hatjuk gps(2)-t és gpe(2)-t a determinanssal.

Tehat, egy FIR wavelet transzformacié megtalalasa egyenértéki egy P(z)
1 determinanst métrix megtalalasaval. A legkézenfekvébb, ha P(z) = I, ebbdl
h(z) = h(z) = 1 és g(z) = §(z) = 2~ '. Ezt a transzformécio Lazy-wavelet
transzformacionak nevezik, amikor gyakorlatilag csak a jel paros és péaratlan

OsszetevGire vald szétvalogatasa torténik meg.

6.2. Lifting

Ha van egy z jelsorozat, akkor tipikusan az egymaés utani elemek erdsen korre-
lalnak egymaéssal, azaz lehetséges létrehozni egy PP prediktort, ami példaul csak
a paros sorszamu elemekbdl (jeloljik zps-nek) probalja megallapitani a paratla-
nokat (legyen ez x,:). Természetesen ez a prediktor nem biztos, hogy tokéletes,

igy fel kell jegyezni az eltérést:
d=xp — Pzps).

Visszaalakitaskor persze a d eltérés és x,,, alapjan megkaphatjuk a paratlanokat:
Tpr = P(zps) +d

Ha P jo prediktor, akkor d ritkdn nem nulla, vagy legalabbis ,kozel” van 0-hoz.
Peldaul valaszthatjuk prediktorak a szomszédos értékek atlagolasat, azaz

(z [2k] + 2 [2k + 2])
5 ,

P(zps)[2k + 1] =

s az eltérés pedig:

(x [2K] + @ [2k +2])

dlk] = z[2k + 1] — :

Igy kaptunk egy (s, d) jel part, ami még azzal a hidnyossaggal rendelkezik,
hogy a frekvencia komponensek nem valnak el egymastol a két sorozatba. A d
-ben ugyan a magas frekvencia talalhato, de a z,, csak az & megritkitasaval jott

létre, s igy a mintavételezés hibaja miatt oda magas frekvencidkbdl szérmazo
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wzajok” is bekeriilhetnek. Példaul a fut6 atlaga az zps-nek nem ugyanaz mint az
eredeti z mintanak. Ezt a helyzetet javitandd egy masodik lifting lépésben, egy

U6, d-re alkalmazott operatorral probaljuk simitani a,s-t:
a = xps + U(d)

. Ez alépés is trividlisan visszafordithato, egy adott (a, d) parbol zpsmegkaphato:
zps = a — U(d).

Az el6z6 példahoz visszatérve, ha a futo atlagokat akarjuk megdérizni, akkor agy
kell U-t valasztani, hogy:
dlk — 1]+ d[k
alk] = z[2k] + w

Ezt az altalanos konstrukcio, kiterjeszthetjiik olyan esetre is, amikor a mintaveé-
telezés nem egyenls id6kozonként torténik, ekkor lathatd, hogy egy joé prediktor
Brxar + (1 — Br)xak+1 alaka, ahol B a racs egyenletlenségeitdl fiigg.

Definialjuk egy (h, g) sziir6 part kiegészitének 17, ha a megfelels P (z) poli-

fazis matrix determinénsa 1.

Allitas

Legyen (h, g) kiegészit6 sziirG par, ekkor minden mas, véges ¢’ sztir6 akkor és

csak akkor alkot h-val kiegészitd sziir6 part, ha

gdz)=g(z)+h(z)s (22)

alaku, ahol s (z) egy Laurent polinom.

Bizonyitas

Ha felbontjuk h (z) s (22)—t paros és paratlan tagokra, akkor a paros komponense
hps (2) s (2) lesz, mig a paratlan h,; (2) s (z). A lifting alkalmazéasa utén - amikor
a P prediktornak az s (z) egyiitthat6ibol szarmazé silyozast valasztjuk - az 4j

polifazis méatrixnak azt kapjuk, hogy :

16mint update

17complementary
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s ennek az 0j polifazis matrixnak is a determinansa 1 lesz. A lifting modositja

a visszaallitds menetét is, ekkor az 0j dualis polifazis matrix a kovetkezs lesz:

P'(2) _P(z)< . (121) (1) ) :

Ebb6l az 6j h visszaéllité sztirére kapjuk, hogy:

W(z)=h(z)—g(z)s(z7?).
Ezt az allitast megfogalmazhatjuk a dudlis esetre is.
Allitas

Legyen (h, g) kiegészit6 sziird par, ekkor minden maés, véges h' sziiré akkor és

csak akkor alkot g-vel kiegészit§ sziir6 part, ha
W (z) =h(z)+g(2)t ()

alaku, ahol ¢ (z) egy Laurent polinom.
A bizonyitas ugyanaz mint az el6z8 esetben is volt, a kiilonbség, hogy a

duélis lifting a kovetkez6képpen modositja a polifazis matrixunkat:

6.3. Laurent polinom felbontas

Az eukleidészi algoritmus hasznélataval fogjuk egy polifazis matrixot liftingek

sorozatara bontani.

Allitas

Legyen ag (z) és by (z) # 0 két Laurent polinom, ugy hogy |ao (2)| > |bo (2)].

Ismételjiik a kovetkezs 1épéseket:

ait1 (2) = b; (2)

bit1(2) :==a; (2) mod b; (2),

akkor a, (2) lesz ag (2) és by (z) legnagyobb kozds osztdja, a legkisebb n-re, amire
by, (z) = 0 teljesiil.
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Mivel |b;11 (2)| < |b; (2)|, ezért letezik m, hogy |by, (2)| = 0, azaz algoritmus
véges 1d6 alatt befejezddik. Legyen g1 (2) egy olyan polinom, amire ;41 (2) =
a; (2) /bi (z) (6.1 jelolését hasznélva),, ekkor az algoritmus egy lépése felirhatd

az aldbbi matrix szorzéassal:

biv1(2) 1 —qi(2) bi (2)

Ezt iterdlva kapjuk, hogy

Azaz
w@ Y _pr( a6 1)
bo (2) Pl WD SR o )’
igy an (z) osztja a(z)-t és b(z)-t is, s ha a, (2) egy tagu, akkor a(z) és b(z) relativ

primek.

6.4. Faktorizacidés algoritmus

Visszatérve a kiegészit6 sziir§ parokhoz megmutatjuk, hogy hogyan lehet felirni
egy tetszGleges h sziir6t lifting lépések sorozataként. Feltehetjiik, hogy hy,s (2) és
hpt (2) relativ primek, hiszen barmely kozos faktor osztana det P (2)-t is, amir6l
tudjuk, hogy 1. Igy az eukleidészi algoritmust lefuttatva hps (2)-raés by (2)-ra, a
legnagyobb kozos 0szt6 egy egytagi polinom lesz. Az osztas nem egyértelmiisége

miatt valaszthatjuk tgy ezt az egy tagot, hogy pont a konstans tag legyen. Igy

hps (2) B n g (z) 1 K
(hpmz))_gl( 1 0)(@)'

Ha |hp; (2)] > |hps (2)] akkor az els6 osztd, ¢1(z) nulla, ezért az egyszertiség ked-

kapjuk, hogy

véert feltehetjiik, hogy |h (2)| paros. Egy h sztir6h6z megkaphatjuk a kiegészitd,
g filtert, amire ez kell, hogy teljesiiljon:

_ hPS(Z) gps(z) . - ql(z) 1 K 0
P(Z)_<hpt(2) gpt(2)>_i1:[1< 1 0)(0 1/K>'

Azt az egyszeri észrevételt felhasznélva, hogy

gi(z) 1\ [ 1 gl 01\ (01 1 0
1 o/ \o 1 10/ \10 g(z) 1)
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irhatjuk a kdvetkezs forméaba képletiinket:

PR i (2) 10 K 0
ro= (05 1) o V)00 )

Ahol a ¢9;-1 (2)-s tagok lifting, a go; (2)-s tagok duél lifting transzformacionak
felel meg. Mig a K-s tag a trivialis, egyetlen elemre korlatozott, K-val val6 szorzé,
kiindulé sztirének felel meg, ezt a filtert, lazy filternek is nevezik. Osszefoglalva,
felirtuk a h szir6hoz tartozo P (z) polifazis matrixot, majd ezt felbontottuk egy

lazy filteren végrehajtott lifting és dual lifting atalakitasok sorozatara.

6.4.1. Haar wavelet felbontasa

Erre a faktorizaciéora mutatunk példat Haar waveletbdl kiindulva. Ebben az

esetben a kovetkezs szlir6ink vannak:

Azaz
1 -1 10 J R
P(z)= 2 ) = 2.
1 4 11 0 1
Hasonloan a visszaallitasi sziir6 rendszernél:
1

P(l/z)zp(z)—1=<o f)(_ll g)

Ebbdl a filter transzforméacidkra azt kapjuk, hogy:

dll] = =z[2]]

d[l] = z[20+1]
di = - d[
all] = d[l] + %d[l]
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ennek az inverze pedig ez lesz:

dll] = a[l]—%d[l]

d[l] + a'[l]

d'[l]
a’[1]

d'[l]

x 21 + 1]

x [21]
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