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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat egy érdekes kombinatorikai strukturdval, a clutterekkel foglalkozik.

A masodik fejezetben definidljuk az alapfogalmakat, és megfogalmazunk néhany alapvetd
allitast. Bemutatjuk a legfontosabb clutterosztdlyokat.

Ezutédn kozelebbrol megvizsgaljuk az idedlis clutterek osztalyat. A 3. fejezetben bebizo-
nyitjuk Lehman [11] tételét az idedlis 0,1 matrixokrdl.

A 4. fejezetben bevezetjiik az elGjelezett grafok fogalmat és ezek paratlan koreinek clutterét
vizsgéaljuk. Az eredményeket két fontos problémara alkalmazzuk: a t6bbtermékes folyam prob-
lémaéra és a maximdlis vagas problémaéra. A tobbtermékes folyam probléméndl azt vizsgaljuk,
hogy a végasfeltétel mikor elégséges a folyam létezéséhez, és mikor elégséges egészértéki fo-
lyam létezéséhez. A maximalis vagas problémandl leirunk egy grafosztalyt, melyre a probléma
megoldhaté egy természetes mdédon kaphato linearis programozasi feladat megoldasaval.

Az 5. fejezetben a bindris clutterek osztalyat vizsgaljuk. T6bbek kozott tiltott minorokkal
is jellemezziik ezeket, belatva Lehman idevago tételét.

A dolgozat tobb kiilénb6z6 forrasbdl épitkezik, de elsésorban Gérard Cornuéjols [3] és
Alexander Schrijver [17] kényveib6l. A dolgozatban szerepl6 bizonyitdsok tobb helyen — f6-
leg technikai részletekben — eltérnek az eredeti bizonyitdsoktél. Jelentésen &t van dolgozva
az 5.1.3. tétel bizonyitasa.



2. fejezet

Clutterek

Clutter-nek nevezziik egy véges halmaz olyan részhalmazcsalddjat, amelyben egyik tag sem
része a masiknak. Egy C clutter alaphalmazat V' (C)-vel jeloljiik, ennek elemeit a clutter csi-
csainak nevezzik; a cluttert meghatarozé részhalmazcsalddot pedig E(C)-vel jeloljik és a C
éleinek nevezziik. Az elnevezés nem véletleniil emlékeztet a grafoknal hasznéltakra: egy egy-
szeri graf egyben clutter is.

Egy clutterben matchingnek nevezziik paronként diszjunkt élek egy részhalmazat. Transz-
verzdlisnak nevezziik a csucsoknak egy olyan halmazat, amely metszi a clutter minden élét. A
cluttert pakolhatonak mondjuk, ha a matchingek maximalis elemszama megegyezik a transz-
verzalisok minimadlis elemszadmaéval. (Nyilvanval6, hogy az utébbi mindig legaldbb akkora,
mint az el6bbi.) Sok ismert min-max tétel megfogalmazhat6 tgy, hogy egy bizonyos clutter
pakolhato, tobbek kozott a Kénig-tétel is. Tovabbi példakat a fejezet végén mutatunk.

2.1. MFMC tulajdonsag és az idealitas

2.1.1. Definicié. Clutter-nek neveziink egy C = (V, E) part, ahol V' egy véges halmaz, E
pedig a V részhalmazainak egy olyan csalddja, amelyre S; € So kiilonb6z6 S1, Se € E-re.

A cluttert trividlisnak mondjuk, ha az élhalmaza {ires vagy az iires halmaz az egyetlen éle.
A cluttereket szokas még Sperner-csalddnak nevezni az irodalomban.

Minden nemtriviélis C clutterhez hozzarendeliink egy M (C) 0,1 matrixot, melynek oszlopai
V(C)-vel vannak indexelve, sorai pedig F(C)-vel és amelyben pontosan akkor 1 az i-edik sor
j-edik eleme (m;;), ha a j-nek megfeleld pont eleme az i-nek megfelelé élnek. Mas széval az
M (C) sorai az E(C)-beli halmazok karakterisztikus vektorai. Az M (C) egyértelmii a sorok és
oszlopok permutdacidjanak erejéig, tovabbd nem tartalmaz domindlé sort. (Azt mondjuk, hogy
egy v vektor domindlja a w vektort, ha v > w, azaz v; > w;, minden i koordinatara.) Ennek
alapjan egy olyan M 0,1 matrixot, amely nem tartalmaz domindlé sort clutter mdtriznak
neveziink és C(M)-el jeloljiikk azt a cluttert, amire M(C(M)) = M.

Legyen M # 0 egy clutter matrix, és tekintsiik a kovetkezd linedris programozasi feladat-
part:

min{w’z : z } = (2.1)
1 (2.2)

Itt M € R"™*" és x,1 € R", y,w € R™ oszlopvektorok. 1 egy olyan vektort jelol, aminek
minden komponense 1.

Z
Z

=max{y"1:y > 0,yM
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Vegyiik észre, hogy a (2.1) 0,1-es megengedett megolddsai pont a clutteriink transzverza-
lisainak felelnek meg (azoknak a karakterisztikus vektorai). S6t az is vildgos, hogy a P(C) =
{z >0: M(C)x > 1} poliéder egész csticsai a clutter (tartalmazisra nézve) minimalis’ transz-
verzalisainak felelnek meg. Hasonléan w = 1 esetén a (2.2) optimalis egész megolddsai a clutter
maximalis matchingjeinek felelnek meg. Ezek fényeben tekintsiik a kovetkez6 definicidkat.

2.1.2. Definicié. A C(M) clutter pakolhats, ha mind (2.1)-nek mind (2.2)-nek van egész
optimalis megoldasa w = 1 esetén.

2.1.3. Definicié. A C(M) clutter rendelkezik a pakoldsi tulajdonsdggal ha mindkét feladat-
nak van egész optimélis megolddsa minden olyan w-re, aminek komponensei 0, 1 vagy oo
értékeket vesznek fol.

2.1.4. Definicié. A C(M) clutter rendelkezik az MFMC' tulajdonsdggal (az angol ,max flow
min cut” — ,maximalis folyam minimadlis vagas” kifejezésbol), ha mindkét feladatnak van
egész optimalis megolddsa minden nemnegativ egész w esetén.

Mésképpen ezt ugy lehet megfogalmazni, hogy a P(C) poliédert leiré x > 0, Mx > 1
egyenletrendszer TDI.

Nyilvanvalé, hogy az MFMC tulajdonsagbdl kovetkezik a pakolédsi tulajdonsag, amibdl
viszont kovetkezik, hogy a clutter pakolhaté. Conforti és Cornuéjols sejtése szerint a pakolasi
tulajdonsag és az MFMC tulajdonsag valdjaban ekvivalens.

2.1.5. Definicié. A C(M) clutter idedlis, ha (2.1)-nek van egész optimalis megolddsa minden
w > 0. Mésképpen, ha a P(C) poliéder egész.

Azirodalomban ez a tulajdonsag megtalalhaté még szélesség-hosszisdg tulajdonsdg (width-
length property), gyenge MEMC tulajdonsdg (Seymour [19]) és Q4 -MFMC tulajdonsdg (Schrij-
ver [15]) néven. Nyilvanval6, hogy az MFMC tulajdonsagbdl kovetkezik az idealitds. Meg fog-
juk mutatni a 3. fejezetben (az el6bbi sejtéssel dsszhangban), hogy mar a pakolési tulajdonsig
meglétébol is kovetkezik a clutter idealitasa.

2.1.6. Definici6. Legyen k egy pozitiv egész szam. A C(M)clutter rendelkezik az %—MFMC
tulajdonsdggal, ha idedlis és minden nemnegativ egész w-re (2.2)-nek van olyan optimadlis y
megoldasa, melyre ky egész.

Kicsit masképpen ezt a feltételt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy (2.1)-nek és (2.2)-nek
is van optimalis egész megolddsa minden olyan w € Z.-ra, melynek minden koordinataja
oszthaté k-val. (Ebb6l ugyanis az idealitds automatikusan kovetkezik, mert ha (2.1)-nek van
optimalis egész megoldasa minden k-val oszthaté w-re, akkor minden egész w-re is van, hiszen
w =w és w = kw' esetén ugyanazok az optimalis megolddsok.)

Ez az utobbi tulajdonsdg k = 1 esetén megegyezik az MFMC tulajdonsaggal, nagyobb k-
kra altalaban gyengébb néla. Nyilvanvald, hogy ha C rendelkezik az %—MFMC tulajdonsaggal,
akkor rendelkezik az é-MFMC tulajdonsaggal is minden k-val oszthaté g-ra is.

Megegyezés szerint gy tekintjiik, hogy a trividlis clutterek rendelkeznek az Gsszes eddigi
tulajdonsaggal.

Kés6bb latunk példakat kiillonbozo oszalybéli clutterekre. Addig is sematikusan a kdvetkezd
abrarol lehet leolvasni a fontosabb osztalyok viszonyat:

LA dolgozatban végig minimélison tartalmazésra nézve minimélisat értek. Ha minimélis elemszamd, silyd
valamirdl van szé, akkor azt explicite kifrom.
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Pakolasi tulajdonsagu

MFMC tulajdonsagu

Pakolhatd

2.1. abra. Clutter osztalyok.

2.2. Blokker

A C clutter b(C) blokkere egy olyan clutter, aminek az alaphalmaza megegyezik a C-ével, az
élhalmaza pedig a C minimdlis transzverzélisaibél &ll. Mds széval E(b(C)) a {B C V(C) :
|IBNA|>1, VA€ E(C)} minimalis elemeibél all.

A fogalmat legjobban a kovetkezd példa vilagitja meg:

2.2.1. Példa. Legyen G egy iranyitatlan graf, s, t két csticsa. Ha C az st-utak cluttere, akkor
b(C) a minimalis st-vagasok cluttere (utakat és vagasokat élhalmazként értelmezve).

2.2.2. Megjegyzés. A két trividlis clutter egymds blokkere.

Edmonds és Fulkerson [4] megmutattdk, hogy b(b(C)) = C. Miel6tt ezt bebizonyitandnk
vegyiik észre a kovetkezot.

2.2.3. Allit4s. Legyen Cy és Co két azonos alaphalmazon definidalt clutter. Ha
(i) C1 mindegyik éle tartalmaz Ca-beli €lt és

(i1) Co mindegyik éle tartalmaz Ci-beli élt,
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akkor C1 = Cs. O
2.2.4. Tétel. Ha C egy clutter, akkor b(b(C)) = C.

Bizonyitas. Legyen A egy éle C-nek. A b(C)definici6jdbol kovetkezik, hogy |A N B| > 1 min-
den B € E(b(C))-re. Tehat A egy transzverzélisa b(C)-nek, és igy tartalmaz b(C)-beli élt.
Most legyen A egy éle a b(b(C))-nek. Tegyiik fel, hogy ez nem tartalmaz C-beli élt. Akkor
V(C) — A transzverzalisa C-nek, és igy definicié szerint tartalmaz egy B b(C)-beli élt. De akkor
AN B = () ellentmondédsban azzal, hogy A éle b(b(C))-nek. Tehdt A tartalmaz C-beli élt és
ezzel belattuk az allitast. i

Ha két 0,1 matrix olyan, hogy egy clutterhez és a blokkeréhez tartoznak, azaz M (C) és
M(b(C)) alakiak, akkor blokkol parnak nevezziik éket. A kovetkez6 fontos tétel Lehman-t6l
szarmazik. Azt allitja, hogy ha A és B maétrixok blokkolé part alkotnak, akkor a kovetkezd
egyenlotlenségekkel meghatarozott P poliéder

Ax > 1, (2.3)
x>0
pontosan akkor egész, ha egész az alabbi egyenl6tlenségekkel megadott ) poliéder is.
Bx > 1, (2.5)
x =20 (2.6)

A bizonyitas a kovetkez6 egyszerti allitdst hasznalja.

2.2.5. Allitas. Egy x extremadlis pontja P-nek pontosan akkor egész (0,1 értéki), ha ™ >
AT B, alkalmas \-val, melyre \; >0 és > \; = 1 (mdsképpen x* domindlja a B sorainak egy
konvex kombindcidjdt).

Bizonyitas. Hax € P, akkor z+e; is € P, tehat ha x extremélis pontja P-nek, akkor z—ce; ¢
P ha € > 0, amibdl koévetkezik, hogy x minden koordindtaja 0 és 1 kozotti. Tovabba, ha x
egy egész extremalis pont, akkor karakterisztikus vektora C egy minimaélis transzverzalisanak,
azaz sora B-nek. (Itt A= M(C) és B = M (b(C)).)

Forditva, legyen x olyan extremalis pontja P-nek ami domindlja B sorainak egy konvex
kombindacidjat, azaz eleme a Pr = {x : x© > ATB, ahol \; > 0és > \; = 1} poliédernek.
Nyilvanvalé, hogy Pr C P amib6l kévetkezik, hogy = a Pr-nek is extremadlis pontja (nem
lehet két téle kiilonboz6 Pr-beli pontnak konvex kombindciéja, mert azok egyben P-beliek is
lennének). Az viszont konnyen létszik, hogy P extremélis pontjai pontosan a B sorai. O

2.2.6. Tétel (Lehman [10]). Egy clutter pontosan akkor idedlis, ha a blokkere az.

Bizonyitas. A 2.2.4. tétel miatt elég azt belatni, hogy ha a (2.3)-(2.4) egyenl6tlenségekkel
definidlt P poliéder egész, akkor a (2.5)-(2.6) altal megadott @ poliéder is egész.

Legyen a a @ egy tetszbleges pontja. Ba > 1 ((2.5) miatt), azaz a”x > 1 teljesiil minden
olyan x-re, amire ™ a B egy sora, azaz (2.2.5. 4llitds miatt) a P Osszes egész csucsara. Es
mivel P egész, ez a P 0Osszes csucsara teljesiil. Tovabbd, mivel a > 0 (2.6) ezért a’z > 1
minden P-beli z pontra teljesiil. fgy a linearis programozasi dualitds miatt kapjuk:

1 <min{a"z:2z € P} =max{\"1: \"A<a", A >0}

Tehat, ha a a Q-nak egy extremalis pontja, akkor is van egy olyan A > 0, hogy a” > A" A és
> = A1 > 1. Es akkor a @ poliéderre alkalmazva a 2.2.5. allitast kapjuk, hogy a egy egész
extremalis pontja Q-nak. O



2.3. Szélesség—hossziisag egyenlGtlenség 8

2.3. Szélesség—hossziisag egyenlotlenség

Ismeretes, hogy egy grafban a legrovidebb st-ut hosszanak és a minimaélis st-vagas elemszamé-
nak a szorzata mindig kisebb vagy egyenld, mint a graf éleinek szdma. Ez a szélesség—hosszisag
egyenl6tlenség altalanosithaté barmilyen nemnegativ élhosszisagra és szélességre. Azaz, ha
minden e élre adva van egy [, hosszusig és egy w, szélesség, akkor a minimalis st-tithosszisag
és a minimélis st-vdgasszélesség szorzata legfeljebb (Tw.

Még altaldnosabban definidlhatjuk a hosszisagot és szélességet barmilyen clutterre és blok-
kerére. Lehman [10] megmutatta, hogy a szélesség—hossziisdg egyenl6tlenség hasznalhatd, mint
az idealitas karakterizacidja.

2.3.1. Tétel (Szélesség—hossziisidg egyenl6tlenség, Lehman). Egy C clutterre és a b(C)
blokkerére a kovetkezd dllitisok ekvivalensek:

(i) C és b(C) idedlisak,
.. . . . V(C
(ii) min{w(C): C € E(C)} x min{l(D) : D € E(b(C))} < w”l minden l,w € R+( )

Bizonyitas. Legyen A = M(C) és B = M (b(C)) a két clutterhez rendelt blokkolé part alkotd
matrix.

El6szor megmutatjuk, hogy ha C és b(C) idedlisak, akkor minden I, w € RY© -re a8 < w1,
ahol a = min{w(C) : C € E(C)} és f =min{l(D) : D € E(b(C))}.

Ha a = 0 vagy 0 = 0, akkor ez nyilvan teljesiil. Ha o > 0 és 3 > 0, akkor w és [ skdlazasa
segitségével feltehetd, hogy a = § = 1. fgy Aw < 1, azaz w eleme a P = {z > 0, Az <
1} = P(C). Tehat w nagyobb vagy egyenld, mint a P csicsainak egy konvex kombinécidja,
amik, mivel P egész, a B soraival egyeznek meg. Azaz w” > ATB, ahol A > 0 és > \; = 1.
Hasonléan I > u" A, ahol p > 0 és > p; = 1. Mivel B és A minden soranak skaldris szorzata
legaldbb 1 (mert C és b(C) minden élének metszete nem iires), ezért BA™ > J, ahol J a csupa
1-b6l 4116 métrixot jeldli. Igy kapjuk:

w2 N'BAp =2 NJu=1=af

Ezek utan belatjuk a méasik irdnyt. Legyen C egy nemtrivialis clutter és legyen w tetszdle-
ges extremdlis pontja a P(C) poliédernek. Az Aw > 1 pontosan azt jelenti, hogy min{w(C) :
CeEC)} >1.AQ ={z > 0,Bx < 1} = P(b(C)) tetszbleges | pontjira hasonléan
min{l(D) : D € E(b(C))} > 1. Igy a feltételezésiink miatt w”l > 1 teljesiil Q minden pontjara.
fgy a linedris programozési dualitasbdl:

1 =min{w"z:2€Q} =max{u"1: "B <w", p>0}.
fgy a 2.2.5. allitasbdl kapjuk, hogy w egész extremalis pontja P-nek. Tehat C idealis. Hasonléan
kapjuk, hogy b(C) is idedlis. (A feltétel szimmetrikus C-re és b(C)-re, és b(b(C)) = C). O

2.4. Minor

2.4.1. Definicié. Legyen C egy clutter. Egy j € V(C)-re definidljuk C\j -t a j torlésével
keletkez6 cluttert és C/j -t a j dsszehizdsdval keletkezd cluttert a kovetkez6képpen: Mindkettd
alaphalmaza a V(C) — {j} és E(C\j) ={S € E(C) : j ¢ S}, E(C/j) pediga {S —{j}:S €
E(C)} minimélis elemeibdl all.
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2.4.2. Példa. Legyen G egy iranyitatlan graf és tekintsiik azt a C cluttert, aminek az alap-
halmaza a G élei, élei pedig a G korei, és legyen j egy éle a G-nek (pontja a C-nek). Ekkor
C/j ill. C\j clutterek G/j ill. G\j -bél éllnak el6 hasonlé médon.

Analég eredményt tudunk mondani, ha a clutterek éleinek az st-utakat vessziik valamilyen
rogzitett s, t € V(G)-re.

Tobb torlést és Gsszehtuzast is végezhetiink egy clutteren egymas utan. Kénnyi megmu-
tatni, hogy az eredmény nem fiigg a sorrendtél.

2.4.3. Allitas. Egy C clutterre és két kiilonbozd j1, jo pontjdra teljestilnek:
1) (C\j1)\j2 = (C\j2)\j1
(i) (C/j1)/d2 = (C/j2)/h
(iii) (C\j1)/d2 = (C/j2)\sr O

2.4.4. Definicié. Egy D cluttert, amit C-bol torlések és Gsszehtizdsok sorozataval kapunk,
a C minorjdnak neveziink. Ha V; és Vo két diszjunkt részhalmaza C-nek, akkor C/Vi\Va-
vel jeldljiikk a Vi-beli csticsok Osszehuzasaval és Va-beli csticsok elhagyasaval kapott minort.
Meggondolhatd, hogy C/Vi\V; alaphalmaza: V(C) — Vi — Va élei pedig {S—V1 : S € E(C), SN
Vo =0}. Ha V3 U V4 # (), akkor a minor valddi.

Szintén a definicidk egyszerii ellendrzésével konnyen adédik a kovetkezd allitas:
2.4.5. Allitas. Egy C clutterre és eqy U C V(C)-re:
(i) BC\U) = b(C)/U,
(ii) b(C/U) =b(C)\U. O

Egy minor halmazlefogdsi poliédere (a (2.1) feladat poliédere) kénnyen megkaphaté az
eredeti clutter poliéderébdl. Egy j elem Osszehizdsa az z; = 0 megszoritdsnak felel meg,
hiszen a clutter matrixdbdl egyszertien kihagyjuk a j-ik oszlopot és a keletkezett domindlé
sorokat. A j torlése pedig az x; = 1 megszoritasnak felel meg, hiszen M-bdl elhagyjuk a j-ik
oszlopot és az Gsszes olyan sort, aminek j-ik oszlopaban 1-es all.

Formalisan ha C egy clutter és j € V(C), akkor

P(C/j)={a' e RV : 3z € P(C), z; = 0, 2’ = x|y}
= 1’

P(C\j) = {2’ e RV : 3z € P(C), z; ' =zxly}

(ahol V! =V — {j} és P(D) = {z e RV(P) : x > 0, VH € E(D), z(H) < 1} egy D clutter
halmazlefogasi (fedési) poliédere).

2.4.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a lefogasi poliéder egyértelmiien meghatarozza a
cluttert: E(C) a {H C V(C) : x(H) < 1 Vz € P(C)} minimalis elemeibdl all. Ez példaul
konnyen latszik folhasznalva azt, hogy b(C) élei(nek a karakterisztikus vektorai) pontjai a
P(C) poliédernek és b(b(C)) = C. Igy az elébbi megjegyzésekbdl rogton adédik a 2.4.3. allitas.

A minor fogalma jol kapcsolddik a 2.1. fejezetben bevezetett clutter tulajdonsagokhoz. fgy
példaul igazak a kovetkezd allitasok.
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2.4.7. Allitas (Seymour). Ha egy C clutter rendelkezik az MFMC tulajdonsdggal, akkor az
0sszes minorja is rendelkezik vele.

Bizonyitas. A trividlis clutterek rendelkeznek az MEMC tulajdonsdggal. Legyen C' = C/V1\Va
egy nemtrivialis minorja C-nek. Azt kell megmutatnunk, hogy minden w’ € Z V) rea

max{y 1:y >0,y M) <w'” (2.7)

feladatnak van egész optimadlis megoldasa.

Mivel C’ nemtrivialis, ezért ez a maximum véges. Legyen 7 egy legaldbb ekkora egész szdm.
(Példaul tudjuk, hogy 7 = min{w’(B’) : B’ € E(b(C’))} vagy még egyszeriibben a ) w) egy
jo fels6 korlat). Definidljuk w-t a kovetkezéképpen:

wj =wj hajeV(C)
wj =00 hajeV

w; =0 hajel
Ezzel a w-vel a (2.7) feladat és az eredeti clutterre vonatkozé
max{y’1:y >0,y " M) <w'} (2.8)

feladat megengedett megolddsai kozott szoros dsszefiiggés van. A (2.7) feladat egy y' megen-
gedett megolddsa ugyanolyan értékii megengedett megoldédsa a (2.8) feladatnak is (értelem-
szeriien kiterjesztve 0-kkal). Es viszont, legyen y megengedett megoldédsa (2.8)-nak. Akkor ha
A egy olyan éle C-nek, hogy ya > 0, akkor AN Vs = 0, és igy A — V; tartalmaz egy A’

C’-beli élt. Készitsiink el egy 3/ € R +( R gy, hogy kiindulunk az 3’ = 0 -bdl, és minden
A € E(C)-re, amire y4 > 0, noveljiik meg y/,,-t ya-nyival. Igy egy megengedett megoldasat
kapjuk a 2.7 feladatnak, aminek az értéke megegyezik y-éval és rdadasul egész, ha y egész.
A (2.8) feladatnak viszont van egész optimalis megoldasa, mert ha w-ben a oco-eket lecserél-
jik 7-ra, akkor nyilvdn nem valtozik a feladat és erre az MFMC tulajdonsig garantal egész
optimalis megoldast. Tehat (2.7)-nek szintén van egész optimalis megoldasa. g

Hasonléan bizonyithatéak a kovetkezo allitasok.

2.4.8. Allitas. Ha C rendelkezik a pakoldsi tulajdonsdggal, akkor az dsszes minorja is rendel-
kezik vele.

2.4.9. Megjegyzés. A bizonyitas menetébdl az is latszik, hogy egy C clutter pontosan akkor
rendelkezik a pakoldsi tulajdonsiaggal, ha pakolhaté és minden minorja is pakolhato.

2.4.10. Allitas. Ha C idedlis, akkor az dsszes minorja is az.

Ennek az allitdsnak egy egyszerli kovetkezménye az, hogy ha egy clutter lefogasi polié-
dere egész, akkor azt x; = 1 tipusi hipersikkal elmetszve is egész poliédert kapunk, amibdl
kovetkezik, hogy x; < 1 féltérrel vett metszete is egész. fgy adédik az 6nmagaban is érdekes
kovetkezmény:

2.4.11. Kovetkezmény. Legyen M egy 0,1 mdtrix. Ekkor a kovetkezd dllitisok ekvivalensek:

e az{x>0: Mz > 1} poliéder egész;
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e 0 {0<x<1: Mz > 1} politdp egész.

Az elébbi allitasok utdn érdekesek lehetnek a kovetkezd fogalmak:

2.4.12. Definicié. Egy clutter minimdlisan nem-MFMC-nek neveziink, ha nem rendelkezik
az MFMC tulajdonsdggal, de az 6sszes valddi minorja rendelkezik vele.

Egy clutter minimdlisan nemidedlis (roviden mni), ha nem idedlis, de az 6sszes minorja az.
Egy clutter minimdlisan nempakolhato, ha nem pakolhatd, de az 6sszes minorja az.

Ezeknek a cluttereknek a tulajdonsagaival a kovetkezo fejezetekben foglalkozunk.

2.5. Példak

El6szor lassunk néhany egyszeru példat kiillonbozo osztalyokbéli clutterekre.

110
2.5.1. Példa. Tekintsitk a {0 1 1| matrixszal adott C§ cluttert. Ennek a blokkere jol
1 0 1

lathatéan 6nmaga. Igy transzverzalisainak minimalis elemszama 2, viszont nincs két diszjunkt
éle, azaz ez a clutter nem pakolhato.
T9 = (%, %, %)T pontja a lefogdsi poliédernek, erre 17z = % Viszont minden egész x

pontjéra a poliédernek 17z < 2. Tehét a clutter nem is ideélis.

2.5.2. Példa. Legyen Qg a K4 haromszogeinek cluttere. Azaz az alaphalmaza édlljon az K4
éleibol, élei pedig legyenek a K4 haromszogei. Ennek a clutternek a matrixa:

_ = O
O = O =
OO = =
= O O =
—= O = O
== O O

0

Jol latszik, hogy Qg-nak nincsen két fiiggetlen éle és nincsen egy elemil transzverzalisa sem.
Tehat Qg nem pakolhato. fgy nem rendelkezhet a pakolédsi és MFMC tulajdonsdgokkal sem.

Konnyl meggondolni, hogy a Qg blokkere az a clutter, amelynek élei a K4 haromszogei és
a hdrom fiiggetlen élpar, azaz a matrixa:

O R = OO O+
OoOR O, OO
SO == OO
O O = O O
_ o = O OO
= = O O~ OO

Errél megmutatjuk, hogy rendelkezik az MFMC tulajdonsdggal. Amibdl kévetkezik, hogy ide-
alis (és rendelkezik a pakolasi tulajdonséggal is). Ebbél viszont a 2.2.4. tétel szerint kovetkezik,
hogy a Qg is idedlis.

Jeloljiik Qg alaphalmazdt V = {f1, fa, f3,€1, €2, €3} a fenti métrixok oszlopainak megfele-
16en (azaz e, ez, e3 a K4 egy haromszogét alkotjdk és e;, f; fiiggetlen élek i = 1,2, 3 -ra). Azt
kell megmutatni, hogy ha adva van egy w € ZY, akkor a b(Qg) bél tudunk vélasztani annyi
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élet, mint amennyi a minimalis silyi Qg-beli él (hdromszog) silya gy, hogy minden e elem
legfeljebb w, valasztott élben szerepel. Szimmetria okokbdl foltehetd, hogy a minimaélis stulyt
hdromszog a e, ez, e3. Ha we, < wy,, i = 1,2,3 -ra, akkor {e;, f;} éleket vélasztjuk we,-szer,
a tobbit 0-szor.

Tegyiik fol most, hogy we, > wy,, és legyen k = we, — wy,, akkor mivel w(ey, e, e3) <
w(f1,eq, f3) ezért wp, > we, + k. Hasonléan wy, > we, + k. Igy vélasszuk az {e1, f1} élt wy,-
szer, {ea, fa} és {es, f3} éleket we, illetve we,-szor és még a {e1, fa, f3} élt k-szor. Azaz y* =
(W, Wey, Wey, k,0,0,0) egy olyan valasztas, amire y" M (b(Qg)) < w” és y™1 = w(ey, ez, €e3) =
min{w(S) : S € E(Qp)}.

2.5.3. Példa. A kovetkezd maéatrixszal adott

= o o =
S O = =
O = = O
— =0 O

010
01 01
megmutatni, hogy rendelkeznek az MFMC tulajdonsaggal.

C3 clutterrdl és a blokkerérdl is (aminek matrixa: ) ) szintén nagyon egyszeril

2.5.4. Példa. Egy C clutterre legyen C* az a clutter, aminek a matrixat gy kapjuk, hogy
M (C)-hez hozzdadunk egy csupa 1-bél allé oszlopot (ez jél lathatéan, egy clutter matrix). Ez
nyilvanvaléan pakolhato, hiszen az alaphalmaz 1ij eleme benne van minden élben, igy egyelemii
transzverzélist alkot. Az is kénnyen ltszik, hogy CT pontosan akkor idedlis (pakoldsi illetve
MFMC tulajdonsdgi), ha C az volt.

Ebbdl kapjuk, hogy Qg idedlis és pakolhatd, de nem rendelkezik a pakolasi tulajdonsaggal.
C% viszont pakolhatd, de még csak nem is idealis.

FEzzel a 2.1. abran 1évé 6sszes clutterrél megmutattuk, hogy tényleg azokba az osztalyokba
tartoznak, ahova az abra mutatja.

2.6. Kombinatorikai példak

Most lassunk néhany grafelméleti fogalomhoz kapcsolédd clutter definiciét és néhény hires

/////

2.6.1. st-kotések és st-vagasok

Legyen G egy irdnyitott graf, s és t két kijelolt pontja. Definialjuk a C cluttert a G élhalmazan
ugy, hogy a C élei legyenek az st-utak. Ford és Fulkerson hires ,,;maximalis folyam — minimalis
vagas” tétele megfogalmazhaté ugy, hogy C rendelkezik az MFMC tulajdonsaggal.

2.6.1. Tétel (Ford és Fulkerson). Egy G grdf st-iutjainak cluttere rendelkezik az MFMC
tulajdonsaggal.

Az st-vagéasok clutterérdl (élei a minimélis s-et és t-t elvélaszté tartalmazasra nézve mini-
malis élhalmazok) kénnyen megmutathatd, hogy szintén rendelkezik az MFMC tulajdonsiggal.
Ez a clutter egyébként az el6z6 blokkere.
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2.6.2. T-kotések és T-vagasok

Legyen G egy irdnyitatlan graf és legyen T' C V(G) egy péaros elemszamu kijelolt ponthal-
maz. Egy J élhalmazt T-kotésnek neveziink, ha egy olyan kérmentes grafot feszit, melynek a
paratlan foku cstcsai pontosan a T-beli csticsok. T-vagéasnak nevezziik az olyan 6(U) alaku él-
halmazokat, melyekre |U N T| paratlan. A T-kotések cluttert alkotnak. A minimalis T-vagasok
cluttere ennek a blokkere.

2.6.2. Tétel (Edmonds és Johnson [5]). A T-vdgdsok cluttere idedlis.

fgy a 2.2.6. tétel miatt a T-kotések cluttere is idedlis.
A T-vagasok cluttere nem pakolhato, de rendelkezik az %—MFMC tulajdonsdggal (Seymour
[20]). A T-végédsok cluttere nem rendelkezik az %—MFMC tulajdonsaggal; nyitott probléma,

hogy rendelkezik-e az %-MFMC tulajdonsaggal.

2.6.3. Iranyitott kotések és vagasok

Legyen D = (V, A) egy irdnyitott graf. Egy C' C A élhalmazt irdnyitott vdgasnak neveziink,
ha létezik egy nemiires S C V ponthalmaz, melyre C = (S, N — S) és (N — S,S) = 0, ahol
(S1, S2) jeloli az Si-et elhagyd, Sa-be belépd élek halmazat. Egy irdnyitott kotésnek neveziink
egy olyan minimélis élhalmazt, ami minden irdnyitott vagast metsz.

2.6.3. Tétel (Lucchesi—Younger [12]). A (minimdlis) iranyitott vagdsok cluttere rendel-
kezik az MFMC tulajdonsdggal.

Lehman tételébdl kivetkezik, hogy akkor az irdnyitott kdtések cluttere idedlis. Sokaig sejtés
volt, de Schrijver [17] mutatott példat arra, hogy az irdnyitott kotések cluttere nem mindig
rendelkezik az MFMC tulajdonsaggal.

2.6.4. Sejtés (Woodall [22]). Az irdnyitott kitések cluttere pakolhato.



3. fejezet

Idealis matrixok

Egy 0,1 matrixot idedlisnak neveziink, ha a Q(A) = {z > 0 : Az > 1} poliéder egész. Ezt a
fogalmat Lehman [10] vezette be szélesség—hossziisag tulajdonsdg néven. Lehman megmutatta,
hogy az idedlis 0,1 matrixok mindig parokban jelennek meg (2.2.6. tétel: egy métrix pontosan
akkor idedlis, ha a blokkere az) és a szélesség—hosszisag tulajdonsig egy karakterizacidja az
idealitdsnak (2.3.1. tétel). Egy mésik fontos Lehmantdl szarmazé az ideélis 0,1 métrixokrdl
sz0l6 eredmény a kovetkezo:

3.0.1. Tétel (Lehman). Egy A 0,1 mdtrizra ekvivalensek a kivetkezd dllitdasok:
(i) A idedlis,

(ii) min{w™z : Az > 1,z > 0} feladatnak van egész optimdlis megolddsa minden w €
{0,1,00}"-re (amire egydltaldn értelme van, azaz véges az optimum érték).

Az, hogy (i)-b6l kovetkezik (ii) egyenes kovetkezménye az idealitdsnak. Ennek a fejezetnek
a f6 célja annak a bizonyitdsa, hogy (ii)-bél kovetkezik (i). Ezt a minimdlisan nemideélis
matrixok tulajdonsigainak vizsgdlataval tessziik.

Ezzel a tétellel bepdtoljuk tovabba egy elozé fejezetbeli addssdgunkat: a 2.1. fejezetben
megemlitettiik, hogy a pakolédsi tulajdonsaghbdl kovetkezik a clutter idealitdsa. Ez ennek a
tételnek egyszerii kovetkezménye, ugyanis a pakoldsi tulajdonsig az (ii) feltételben szerepld
feladatra nem csak primél optimalis, de dudl optimalis egész megoldés létezését is garantdlja.

3.1. Minimalisan nemidealis matrixok

A 2.4.12. definici6 szerint egy cluttert akkor neveziink minimadlisan nemidedlisnak, ha nem
idedlis de minden valédi minorja az. Ennek alapjan a 0,1 matrixokra kapjuk a kodvetkezd
definiciot:

3.1.1. Definicié. Egy A € {0,1}™*" clutter métrix mni, ha
(i) Q(A) ={xz >0: Az > 1} poliéder nem egész
(i) i=1,...,nre Q(A) N{x; =1} és Q(A) N {z; = 0} is egész poliéderek.

A 2.2.6. tétel és a 2.4.5. éllitds miatt ha egy clutter mni, akkor a blokkere is az. Ebben
a fejezetben kényelmes lesz a matrixok blokkerérél beszélni. Azaz, ha A egy clutter matrix,
akkor M (b(C(A)))-t b(A)-val jeloljiik és az A blokkerének nevezziik. Igy egy A matrix pontosan
akkor mni, ha b(A) is az.

14
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3.1.2. Példa. Tetszoleges t > 2 egészre jeldlje J; azt a t 4+ 1 ponton definidlt cluttert, aminek
az élei a degeneralt projektiv sik egyeneseinek felelnek meg. Nevezetesen V(7;) = {0,...,t}
és E(T) ={{1,...,t},{0,1},...,{0,t}}.

Vegyiik észre, hogy ennek minden minimadlis transzverzalisa vagy tartalmazza a 0 elemet
és egy tetszbleges masik elemet, vagy az Osszes 0-t6l kiilonboz6 elemet tartalmaznia kell.
Azaz [J; blokkere énmaga. Tovabba az is nyilvanvald, hogy ha egy ¢ + 1 ponton adott clutter
tartalmazza J;-t, akkor megegyezik vele (precizen: ha V(C) = V(J;) és E(J;) C E(C), akkor
() = E(C)).

Ji nem idedlis: 17z > 2 minden z-re, ami egész cstcsa P(J;)-nek (minden transzverzalis
legaldbb kételemfl). Viszont z = (=2,1,..., %)T—ra z(S) = 1 minden S € E(J;)-re, tehat
x € P(J;), de 17z = 2 — 1 < 2. Tehdt P(J;)-nek van nemegész csticsa. (Konnyen latszik az
is, hogy ez a konkrét = az egyetlen nemegész csticsa P(J;)-nek).

J: minden minorja ellenben idedlis. Ha a 0 elemet toroljiik, a kapott clutter egyetlen
éle a {1,...,t}; ha 0-t 6sszehizzuk, a kapott clutter élhalmaza: {{1},...,{t}}. Ha egy 0-tdl
kiilonboz6 tetszéleges elemet torliink vagy osszehuzunk, szimmetria okokbdl foltehetjiik, hogy
az a t. E(J:/t) = {{0},{1,...,t —1}} és E(J:\t) = {{0,1},...,{0,¢t — 1}}. Ezekrd]l mindrol
nagyon konnyen latszik, hogy idedlisak.

Tehat J; mni.

3.1.3. Definicié. Két matrixot izomorfnak neveziink, ha megkaphatok egymasbdl sorok és
oszlopok permutéaciojaval.

3.1.4. Definicié. Legyen A egy mni matrix és legyen Z a Q(A) poliéder egy tort! extremalis
pontja. A-nak azt az A maximalis sorrészmatrixat, melyre AZ = 1 magnak nevezziik (azaz a
mag A-nak azon soraibdl all, melyekben Az > 1 egyenlSséggel teljesiil). Tehdt A-nak van egy
magja QQ(A) minden tort csticsdhoz.

3.1.5. Megjegyzés. Az mni definiciéjabdl rogton kovetkezik, hogy Q(A) tort extremalis
pontjanak minden koordinatédja szigorian 0 és 1 kozott van. Kovetkezésképp A minden magja
teljes oszloprangi és kiilénbozé tort csicsokhoz kiilonbozé magok tartoznak (ha A az Z-hez
tartozé magja A-nak, akkor Z az egyetlen megolddsa az Ax = 1 egyenletnek).

3.1.6. Tétel (Lehman). Legyen A egy mni mdtriz és legyen B = b(A). Akkor

(i) A-nak és B-nek egyértelmii a magija, jeloljiik ezeket A-val és B-vel. (Mdsképpen: Q(A)
és Q(B) poliédereknek egyetlen tiort csicsuk van.)

(ii) A és B négyzetes mdtrizok.

(iii) vagy A izomorf M (J;)-vel, valamely t > 2, vagy A és B sorai megpermutdlhatéak gy,
hogy
AB" = J +dI

valamilyen pozitiv egész d-re.
A kovetkez6kben egy olyan bizonyitast adunk erre a tételre, ami Padberg [14] poliéderes

megkozelitését koveti. A bizonyitds a Cornuéjols [3] konyvébdl szarmazik. Ehhez a kévetkezd,
Bridges és Ryser-t6l szarmazdé tételre lesz sziikségiink:

Ya tort kifejezést a ,nem egész” szinonimajaként hasznalom a dolgozatomban
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3.1.7. Tétel (Bridges és Ryser [2]). Legyen Y és Z két n x n-es 0,1 mdtriz olyanok, hogy
YZ = J + dI teljesiil valamely pozitiv egész d-re. Ekkor:

(i) Y és Z minden sora és oszlopa azonos szdmi (r illetve s darab) 1-est tartalmaz gy,
hogy rs =n+d;

(ii) YZ = ZV.

Bizonyitas. Konnyen latszik, hogy J + dI invertalhaté és (J +dI)~! = é] — mJ. Ebbdl
kovetkezik, hogy Y és Z is invertalhato, és igy

1 1 1 1
YZ(T-——J)| == Z(-1—-———J|Y=Y"lY=1
(d d(n+ d) > <d d(n+d) ) ’
1 1
Y = ——ZJY +dI = T rdl
azaz, e d JY + n+dsr +dI,

ahols=Z71ér=Y"1.

Mivel ZY és dI matrixok elemei egészek, ezért n+d osztja s;rj-t minden i és j-re. Masrészt
tudjuk, hogy ZY nyoma megegyezik Y Z-ével, ami n(d + 1). Tehat %‘Fd 1 siri = n és, mivel
si > 0 és r; > 0 (Y, Z-nek nincsenek 0 soraik és oszlopaik), ez csak gy lehetséges, ha r;s; =
n + d. Most tekintsiink kiilénboz6 i, j-t. Mivel r;s; = 1;5; = n + d és n + d osztja r;sj-t és
rjsi-t, ezért r; = r; és s; = s; (ha nem, mondjuk r; < rj;, akkor 0 < ris; < rjs; = n+d,
ellentmondésban azzal, hogy n + d | 7;s;). Tehdt Z minden sora s darab l-est és Y minden
oszlopa r darab 1-est tartalmaz. Tovadbba n%rdsrT =J ésigy ZY = J +dI. De ekkor Z,Y-
ra megismételve az érvelést kapjuk, hogy Y minden soranak azonos az Osszege és Z minden
oszlopanak azonos az Gsszege, és ezek nyilvan csak r és s lehetnek. O

Az €el6z6 tétel és a 3.1.6. tétel kovetkezménye:

3.1.8. Kovetkezmény. Legyen A egy mni mdtriz, ami nem izomorf M(J;)-vel. Akkor van
eqy A nemszinguldris sorrészmdtriza, melynek minden sordban és oszlopdban r egyes van.
Tovdbbd A-nak A-n kiviili soraiban legaldbb r + 1 egyes van.

Hasonléak igazak a B = b(A) mdtrizra: van egy B nemszinguldris sorrészmdtriza, melynek
minden sordban és oszlopdban s darab egyes van, azon kivili sorokban pedig s-nél tobb egyes
van. Tovdbbd igaz még az, hogy rs > n, ahol n a madtrizok szélessége.

Bizonyitds. Legyen A az A egyértelmii magja. Mivel kikotottiik, hogy A nemizomorf M (7;)-
vel, ezért A és B négyzetesek és ABT = J +dI, ahol B a B magja, d valamilyen pozitiv egész
Szam. fgy az el6z6 tétel szerint A nemszinguldris és minden sordban és oszlopaban r darab
1-es van, B-nek minden sordban és oszlopaban s darab l-es van és rs = n +d > n. Tekintsiik
most az Az = 1 egyenletet. Ennek az 7 = (%, ey %)T a megolddsa (egyértelmii, mivel A
nemszinguldris), az egyetlen tort csicsa Q(A)-nak. A mag definiciéja miatt A-nak az Osszes
a” sordra, ami nincs A-ban a”Z > 1, ami pontosan azt jelenti, hogy ezekben a sorokban

legaldbb r + 1 1-es van. O

FEzzel mar be tudjuk latni a 3.0.1. tételt, vagyis egy kicsit atfogalmazva, adédik a kdvetkezo:

3.1.9. Kovetkezmény. Legyen A egy 0,1 mdtriz. A Q(A) = {x > 0: Az > 1} poliéder akkor
és csakis akkor egész, ha a min{w”x : © € Q(A)} feladatnak van egész optimalis megoldasa
minden w € {0,1,00}"-re.
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Bizonyitas. A nemtrividlis irdnyhoz azt kell megmutatnunk, hogy ha A egy nemidealis mat-
rix, akkor létezik olyan w € {0,1,00}", hogy min{w”z : z € Q(A)} nem vétetik ol egész
x-€n.

Legyen el6szor A egy mni matrix. Megmutatjuk, hogy a w = 1 egy j6 valasztas. Ha A
izomorf M (7;)-vel, akkor a 3.1.2. példdban, ahol megmutattuk, hogy J; nem idedlis, pontosan
azt lattuk be, hogy P(J;)-nek van olyan x cstcsa, amire 17z kisebb, mint az egész csicsokra.
Ha viszont A nemizomorf M (J;)-vel, akkor az el6z6 kovetkezmény miatt vagyunk készen.
Ugyanis T = (%, ol %)T—re, a Q(A) tort csicsdra, 17z = 7, ami kisebb, mint s, mivel rs > n az
el6z6 kovetkezmény szerint. s viszont a b(A) sorainak, azaz QQ(A) egész csucsainak dsszegének
a minimuma.

Legyen most A tetszéleges nemidedlis matrix és legyen C = C(A) a hozza tartozé clutter.
Tekintsiik C egy C' = C/V1\V2 minimélisan nemidedlis minorjat és legyen A" = M(C'). Tud-
juk, hogy Q(A") = Q(A)N{z; =0,ie Vi} Nn{x; =1, i € Va} vetiilete V(C’)-re. Legyen w a
kovetkezo:

w;=1 haieV(C)
w; =00 hareVW;
w; =0 haieV,

Ezzel min{w”z : x € Q(A)} = min{1”72’ : 2’ € Q(A")} és a két feladatnak egyszerre van
egész optiméalis megolddsa. Ugyanis ha x megengedett megolddsa az elsének, akkor 2’ =
IL‘|V(C/) megolddsa a mdsodiknak és forditva, ha z’ megolddsa a mdsodiknak, akkor x; =
r; haieV(C)

(2

0 haiel egyenlettel megadott x megoldasa az elsének, és a megoldasok azonos
1 haiels
értékiiek (w'z = 172").
Tehat ezzel a w-vel a min{w”z : © € Q(A)} feladatnak nincsen egész megoldésa. O

3.2. A Lehman-tétel bizonyitasa

Ebben a részben a 3.1.6. tételt bizonyitjuk. A bizonyitds néhany részletében kiilonbozik a
[3]-ban kozoltektdl, példaul egy kicsit egyszriisitettiink a 3.2.4. lemma bizonyitdsén.

Legyen A egy m x m-es mni métrix, T a Q(A)-nak egy tort csticsa és A az ehhez tartozé
magja A-nak. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy A az A els6 p sorabdl &ll. Mint méar
megjegyeztiik abbdl, hogy A mni kovetkezik, hogy Z minden koordindtdja szigortian 0 és 1
kozott van és A teljes oszloprangt. Tehdt p > n és A nem tartalmaz tiszta 0 oszlopot. Tovabba,
csak 1-esekbdl 4116 oszlopot sem tartalmazhat A, mert akkor Az = 1-nek lenne Z-t61 kiilonb6z6
megoldésa: e;, ha a j-ik oszlopban csak 1-esek vannak. Ezen kiviil, mivel A clutter matrix,
ezért nem tartalmazhat csak 0-kbdl vagy 1-esekbdl all6 sort (ha egy clutter matrix tartalmaz
ilyen sort, akkor az az egyetlen sora és igy nem lehet mni).

A kovetkezd egyszerli eredményt arra a paros grafra fogjuk alkalmazni, melynek 0,1 matrix
reprezentéaciéja a J — A (ahol J most a p X n-es csupa 1-es métrixot jeloli). Azaz a graf két
osztélya p és n elemii és ij pontosan akkor éle a grafnak, haa;; =0, 1 <7< pésl < j < n-re.

3.2.1. Lemma (de Bruijn és Erdés). Legyen (I,J; E) egy izoldlt pont nélkili pdros grdf.
Ha |I| > |J| és d(i) > d(j) minden olyan i € I, j € J-re, amire ij € E, akkor |I| = |J|
és d(i) = d(j) minden olyan i € I, j € J-re, amire ij € E. (d(v) a v pont fokdt jelli). S6t
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minden dsszefiiggdségi komponensnek ugyanannyi pontja van a két osztdalyban és d(u) = d(v),
ha u és v eqy dsszefiiggdségi komponensben vannak.

Bizonyitas.

=22 <X 2 G

i€l jeN z) i€l jeN(4)

G g =

‘7 Jje€J EN(Y)

Itt N(v) a v pont szomszédainak halmazat jeloli. Az |I| > |J| feltevés miatt végig egyenléség-
nek kell teljesiilnie, azaz |I| = |J| és d(i) = d(j) minden olyan i € I, j € J-re, amire ij € E.
Az osszefiiggéségi komponensekre vonatkozoé dllitdsok ezekbdl mér trividlisan kovetkeznek. (O

A Lehman-tétel bizonyitasaban kulcsszerepet jatszik a kovetkezd lemma:

3.2.2. Lemma. Hap =n és ha a;j =0 (1 < i,j < n), akkor A i-ik sora és j-ik oszlopa
azonos szamu 1-est tartalmaz.

Bizonyitas. Az eléz6 lemmat akarjuk alkalmazni a J — A paros graf reprezentacidjara. Ehhez
mar csak azt kell megmutatni, hogy A i-ik sordban legaldbb annyi 0 van, mint a j-ik oszlo-
paban, ha a;; = 0. Ehhez elég megmutatni, hogy >~} ajr < > __; ax; minden olyan 4, j-re,
amire a;; = 0.

Legyen 27 a kiovetkezOképpen definidlva:

: Ty hak #j,
zl = ,
1 hak=j

Ez nyilvanvaléan pontja a Q(A)N{x; = 1} poliédernek; legyen F; ennek minimalis dimenziéji
lapja, ami tartalmazza z/-t. Az &llitds, meglepé médon, F; dimenzidjdnak becslésébdl fog
kijonni.

Az 27 pont rajta van az dsszes {a”z = 1} hipersikon, ahol a” sora A-nek és a; = 0 (mert
a"r = 1és T és 27 csak j-ik koordindtdban kiilonboznek). Ezekbdl legaldbb n — Y7 _ a;
fiiggetlen, mivel A rangja n. Tovabba z7 rajta van az eléz6ektél fiiggetlen {z; = 1} hipersikon.

Igy
p
dim F; < n—(n—Zak]—i-l):Zakj—l.
k=1

Legyen most a'" egy olyan sora A-nek, melyre a;; = 0. Mivel 27 eleme Fj-nek, ezért nagyobb
vagy egyenld, mint az F; extremadlis pontjainak egy konvex kombindcidja: z/ > > yib', ahol
v >0¢és > 7y =1, b extremalis pontja Fj-nek. Ezért

aal > Z’ylainl > Z’yl =1 (3.1)

Es {gy mindenhol egyenl8ségnek kell lennie. Specidlisan o’ b = 1 minden I-re. Most kihasz-
naljuk, hogy A mni és ezért Q(A) N {x; = 1} és vele egyiitt F; is egész poliéderek. Tehat
mindegyik b' 0,1 vektor és igy pontosan 1 nemnulla koordindtéja van az olyan k koordinatdk
koziil, amikre a;; = 1.

Egy mésik kovetkezménye annak, hogy (3.1) egyenléséggel teljesiil az, hogy xfc = Z'nbgC
minden olyan k-ra, melyre a;; = 1. Es mivel 7 minden koordinataja nagyobb 0-nél, kvetke-
zik, hogy Fj tartalmaz legaldbb 3_, a; linedrisan fiiggetlen b' pontot. Azaz

P
dlij > Zaik — 1.
k=1
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Tehat megmutattuk, hogy > a;; < D ax; minden olyan i, j-re, hogy a;; = 0. Alkalmazva
a 3.2.1. lemmat kapjuk, hogy p = n és ha a;; = 0, akkor az i-ik sor és a j-ik oszlop azonos
szamu 0-at és kovetkezésképp azonos szamu 1-est tartalmaz. O

3.2.3. Lemma. Z-nek pontosan n szomszédos csicsa van Q(A)-ban és mindegyik egész.

Bizonyitas. Az el6z6 lemma szerint a Q(A)-t meghatarozd Az > 1, z > 0 egyenl6tlenségek-
bél pontosan n teljesiil egyenldséggel Z-ben, nevezetesen az Az = 1. Tehét a Q(A) poliéderben
egy Z-re illeszkedd él az Az = 1 egyenléségekbdl n—1 &ltal van meghatérozva, és igy (nfl) =n
van bel6liik. Egy ilyen él mentén mozogva legaldbb egy koordinéta csokken (egy él irdnyét az
Az = 0 valamelyik nemtrividlis megolddsa adja meg, ahol A az A n— 1 sordbél all). fgy, mivel
Q(A) C RY, kovetkezik, hogy Z-nek pontosan n szomszédos extremédlis pontja van.

Tegyiik fel, hogy z’ egy tort szomszédos csiicsa Z-nek, legyen A’ a hozza tartozé magja A-
nak. Mivel Z és Z’ szomszédos csticsai Q(A)-nak, ezért A és A’ csak egy sorban kiilonboznek.
Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy A’ az A 2,...,n + 1-ik sorabdl &ll.
Tekintsiink egy olyan j-t, amire a1; = 0 és apt1; = 1 (ilyen nyilvan van, mert A sorai
kiilonbozéek, sét egyik sem dominélja a mésikat). Mivel A’ nem tartalmazhat csupa 1-esbél allé
oszlopot, ezért van 2 < i < n, amire a;; = 0. A és A j-ik oszlopa lathatéan kiilonboz6 szami 1-
est tartalmaz ellentmondasban azzal, hogy mindkettének ugyan annyi 1-est kell tartalmaznia,
mint az i-ik sor, az el6z0 lemma szerint. ]

Tudjuk, hogy Q(A) egész csticsai a B = b(A) métrix sorai. Tehat az a B métrix, melynek
soral az T szomszédai, egy sorrészmatrixa B-nek. Es az el6z8 bizonyitds menetébdl latszik,
hogy ABT = J+D, ahol D egy diagonalis métrix valamilyen dy, . . ., d,, pozitiv egész f6atlébeli
elemekkel.

3.2.4. Lemma. Két eset kiozil valamelyik teljestil:
(i) A izomorf M(Jn_1)-el,

(ii) D =dI, ahol d pozitiv egész.

Bizonyitas. Megint tekintsiik azt a G paros grafot, melynek matrix reprezentaciéja J — A.

1. eset. G Osszefiiggd.
Akkor a 3.2.2. lemmabdl kovetkezik, hogy >, air = D>, ar; minden 4, j-re. Legyen o ez a
koz6s sor és oszlop Gsszeg.

(n+di,...,n+dy,) =1"(J+ D) =1"AB" = (1" A)B" = a1"B"

Nyilvanvald, hogy legfeljebb egy olyan d létezik, amire 1 < d < a és n + d oszthat6 a-val.
Igy mivel mindegyik d;-nek ezeket teljesiteni kell, egyenléknek kell lenniiik, azaz D = dlI.

2. eset. (G nem Osszefiiggd.

Legyen q az 6sszefiiggd komponensek szdma, ekkor A a kovetkezd alakii:

K; 1
Ky

b N
I

1 K,
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ahol K; 0,1 métrix négyzetes alaki és minden soraban és oszlopaban ugyan annyi 1-es van
a 3.2.2. lemma miatt.

Ha a'" tetszéleges sora A-nek, akkor van egy b7 sora B-nek, amire a’ b > 1, de A
minden més a!’ sordra al'b = 1. Kovetkezésképpen van az A-nek két oszlopa j, k 1gy,
hogy a;; = a;; = 1, de nincsen masik [ sor, amire a;; = a;, = 1.

Ennek az észrevételnek a segitségével beldtjuk, hogy A izomorf M (J,_1)-el. Elészor
megmutatjuk, hogy van A-nak egy olyan sora, ami n — 1 darab 1-est tartalmaz. Kiilénben
akdrhogy vesziink két oszlopot j-t és k-t, van két kiilonbozd sor 4,1 ugy, hogy a;; =
a;; = a;j = aip = 1, ellentmondédsban az el6z6 megjegyzéssel. Ugyanis ekkor minden
K; komponens matrix legaldbb 2 x 2-es és mivel A-ban nem lehet két egyforma sor, K;
minden soraban és oszlopaban legalabb egy 1-es van. Most ha egy komponensbdl vesziink
két oszlopot, akkor masik komponensbdl vélasztott két sor megfelel6 lesz. Ha viszont két
kiilonb6z6 komponensbdl valasztunk két oszlopot, mondjuk j-t K¢-bdl és k-t K-bol, akkor
Ki-ben talalhaté egy i sor, melyre a;; = 1 és K -ben egy [ sor, melyre ajp=1, és ez lesz a
két megfeleld sor.

Tehat biztosan van egy n — 1 darab l-est tartalmazd sor. Foltehetd, hogy ez az els6
sor és aj; = 0 és ajo = -+ = a1, = 1. Mivel nincsen domindlé sor, ezért a;; = 1 minden
0 17
1 K
amivel csak egy 1-es szerepel, akkor az egész K egy Osszefiiggd komponenshez tartozik és

i > l-re, azaz A valahogy igy néz ki: A = > . Ha K-ban van olyan sor vagy oszlop,

. 0
minden sordban és oszlopaban egy darab 1-es van (vagy esetleg n = 3 és A = (1 0 %) ).

110
Azaz ekkor A izomorf M (7, _1)-el.

Akkor most legyen K minden sordban és oszlopdban legaldbb két 1-es. Tekintsiink
egy i > 2 sort és két oszlopot, amik 1-esekben metszik ezt a sort. Ha ezek koziil egyik
sem az els6 oszlop, akkor az els6 sor olyan, amit szintén 1-esekben metszi ez a két oszlop.
Ha viszont az egyik oszlop az els6, akkor amiatt, hogy a masik oszlop legaldbb két 1-est
tartalmaz K-ban van ellentmondé sorunk. O

A Lehman-tétel bizonyitdsinak befejezéséhez mar csak azt kell megmutatnunk, hogy az A
mag egyértelmii és hogy B a B magja.

Ha A = M(J;), akkor abbél a ténybél, hogy A nem tartalmaz dominalt sort (mint méar
elmondtuk a 3.1.2. példénal) kovetkezik, hogy A = A. Es akkor M (J;) = B = B. Tehét ebben
az esetben teljesiil az allitas.

Ha ABT = J + dI valamilyen pozitiv egész d-re, akkor a 3.1.7. tétel miatt A minden sora
r darab 1-est és B minden sora s darab 1-est tartalmaz és rs = n + d. Ekkor (mint a 3.1.8.
kovetkezményben) z = (%, e %)T és igy A-nak A-n kiviili soraiban tébb, mint 7 darab 1-es
van. Tehat a mag sorait pontosan az jellemzi, hogy ezek A-nak a minimalis ¢sszegii sorai,
azaz a mag tényleg egyértelmi. Nyilvan ez a B magjara is vonatkozik, tehdat ahhoz, hogy
belassuk, hogy B a B magja csak azt kell megmutatni, hogy B minden sordnak az Gsszege
> s (B sorainak osszege s, n sorbdl all és tudjuk, hogy a magot alkoté minimélis Gsszegii
sorbél pontosan n darab van). Tudjuk, hogy 17z = % < s, viszont minden z-el szomszédos
x csucsara Q(A)-nak 17z = s, hiszen ezek pontosan a B sorai. Tehdt az {17z = s} hipersik
szeparalja T-et a Q(A) 6sszes tobbi csicsatdl, igy Q(A) minden Z-t6l kiilonbozé x cstcsara
172 > s. Specidlisan minden egész csicsra is, amikrol tudjuk, hogy pontosan a B sorai. Ezzel
a tételt belattuk.
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3.3. Példak mn: clutterekre

3.3.1. Definicié. Legyen Z,, a moduld n 6sszeadés csoportja, és legyen k < n—1 egy pozitiv
egész. Minden i € Z,-re jelolje C; a {i,i+ 1,...,i 4+ k — 1}-nak megfelel§ részhalmazét Z,-
nek. Definialjuk a C¥ ciklikus cluttert a kovetkezSképpen: V(CF) = {0,...,n — 1} és E(CF) =
{Co, ey Cnfl}.

3.3.2. Példa. Tekintsiik a C2 cluttereket paratlan n > 3-ra. Kénnyti meggondolni, hogy
e?nek bllokkere izomorf C:Qi1 —2vel. Az is konnyen latszik, hogy C2 nem ideélis, ugyanis z =

T 3 s T N
ggalma’%;)l Os/};:;or?tozgfmil(ycii) ;loali{tij;rr;gféllvexv;g; Ejsszehﬁzva mar idedlis cluttert kapunk,
amit szintén nagyon egyszerfi ellendrizni. Tehdt C2 és vele egyiitt C:TH is mni.

viszont minimalis transzverzalis elem-

n+1

Ezzel most mar harom végtelen sorozat mni cluttert tudunk: C2 és C,> , n > 3 paratlanra
és Jn, n = 2-re. Egy sejtés azt mondja, hogy elég nagy n-re csak ilyen mni clutterek vannak,
legalabbis ha csak a magot tekintjiik:

3.3.3. Sejtés (Cornuéjols és Novick). Létezik egy ng, hogy minden n > ng-ra bdrmely
ntl
mni mdtriznak a magja izomorf C2, Cpn? -nel, n > 3 pdratlanra, vagy J;-vel, t > 2-re.
Azonban ismert néhany ,kicsi” mni matrix, amik nem tartoznak a fonti osztdlyokba. Pél-
daul Lehman észrevette, hogy ilyen az Fr. Fr az a clutter, aminek az alaphalmaza a Fano stk

(hét ponti projektiv sik) pontjai, élei pedig az egyenesei. Vagyis ez a kovetkez& métrixszal
adott clutter:

1101000
0110100
0011010

MF) =000 1101
1000110
0100011
1010001

Ellenérizheté, hogy b(F7) = F7 és Fr mni.



4. fejezet

El6jelezett gratok

Ebben a fejezetben grafok paratlan koreinek clutterét fogjuk vizsgalni. Guenin jellemezte,
hogy mikor idedlis ez a clutter, Seymour pedig azt, hogy mikor rendelkezik az MFMC tu-
lajdonsaggal. Két fontos alkalmazasi teriilete van ezeknek a jellemzéseknek: a tobbtermékes
folyamok és a maximaélis vagas probléma.

Szemléltetésként tekintsiink egy irdanyitatlan G grafot és legyen w € RE(G) egy nemnegativ
élsulyozds. Legyen C az a clutter, aminek az alaphalmaza E(G), élei pedig a G paratlan
korei (mint élhalmazok!). Erre a (2.1) feladat egész megolddsa a C egy minimélis silyd T
transzverzalisat hatarozza meg. Mivel T' minden paratlan kért metsz, ezért a komplementere
E(G) — T egy péros grafot feszit. Azaz egy minimélis transzverzalis komplementere nyilvén
egy maximalis vagds. Azaz, ha C idedlis, akkor (2.1) megolddsa meghatiroz egy maximaélis
sdalyu vagast G-ben.

Léssunk néhany példat. El6szor egy grafosztaly, amire mindig idedlis a paratlan kor clutter:

4.0.1. Tétel (Orlova, Dorfman [13]). Sikgrdfra a pdratlan kordk cluttere idedlis.

Bizonyitas. Legyen G egy sikgraf és D a sikdudlisa. A G korldtos tartoméanyai egy korbazist
alkotnak (minden kor el6all ilyenek szimmetrikus differencidjaként). Tehét minden pératlan
kor tartomanyok szimmetrikus differencidja, melyekbdl paratlan sok paratlan sok élbél all.
Legyen T a D pératlan foku csicsainak halmaza. A G egy péaratlan kore a D egy olyan W
ponthalmaz altal meghatarozott vagasanak felel meg, melyre W N D paratlan elemszamu, azaz
a D egy T-végasanak. A D T-vigésainak cluttere ideélis az Edmonds—Johnson-tétel (2.6.2.
tétel) szerint, tehat idedlis a G pératlan koreinek cluttere is. ]

Wagner [21] dekompozicids tételének segitségével ez az eredmény kiterjesztheté minden
olyan grafra, ami nem tartalmaz K5 minort (ldsd Barahona [1]), de mi itt egy més megkoze-
litéshél egy altalanosabb eredményt fogunk adni.

Ha G = K35 az 6tpontu teljes graf, akkor a paratlan korok C cluttere nem idealis. Vegyiik
ugyanis észre, hogy a minimalis elemszdmu transzverzalis 4 elem@ (minden végas legfeljebb 6
élt tartalmaz a 10-bdl). Viszont az az x pont, amire z; = %, 7 =1,...,10-re nyilvanvaléan
pontja a P(C) poliédernek és 17x = 13—0 < 4. Konnyl megmutatni, hogy ez a clutter valéjaban
mni.

'Ebben a fejezetben &ltaldban mindig élhalmazokat fogunk érteni korok, vagasok, utak, ... alatt.

22
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4.1. Gyengén és erosen paros grafok

4.1.1. Definicié. Ha G egy irdnyitatlan graf, akkor Og-vel jeloljiik a G paratlan koreinek
clutterét. Azaz V(Og) = E(G), és E(Og) a G paratlan koreibél &ll.

4.1.2. Definicié. Egy G irdnyitatlan grafot gyengén pdrosnak neveziink, ha Og clutter ide-
alis.

4.1.3. Definicié. Egy G iranyitatlan grafot erdsen pdrosnak® neveziink, ha Og rendelkezik
az MFMC tulajdonséggal.

A gyengén paros grafokat Guenin [7] karakterizalta, bebizonyitva Seymournak egy sejtését.
Ez a karakterizacio dltalanosabb kornyezetben, eldjelezett grifokra is igaz, amit a késébbiekben
ismertetiink. Egyszerti irdnyitatlan grafokra ez a kovetkezOképpen hangzik.

Nevezziik a H grafot a G graf paratlan minorjanak, ha megkaphaté G-bol élek és csicsok
torlésével és teljes vagasok élhalmazanak 6sszehiizasaval. Kénnyt ellenérizni, hogy a gyengén
paros grafok osztalya zart a paratlan minor képzésre nézve. Ezzel Guenin karakterizacidja a
kovetkezoképpen hangzik:

egy G irdnyitatlan graf gyengén pdros <= K5 nem pédratlan minorja G-nek (4.1)

Erésen péros grafokra Seymour [19] adott egy hasonld jellemzést. Kideriil, hogy ezek pon-
tosan azok, amik nem tartalmaznak K,-et paratlan minorként. Itt is egyszeriibb a problémat
az elGjelezett grafok korében kezelni.

4.2. Elojelezett grafok

4.2.1. Definicié. Eldjelezett grafnak neveziink egy G = (V, E, X)) harmast, ahol (V| E) egy
irdnyitatlan graf és ¥ C E. ¥-t a G el6jelezésének nevezziik. Szokas a 3-beli éleket pdratlannak,
a 2-n kiviili éleket pedig pdrosnak hivni.

Egy el6jelezett grafban altalaban egy élhalmazt, vagy specidlisan egy kort, vagast, utat
pdratlannak(pdrosnak) neveziink, ha paratlan(paros) sok X-beli élt tartalmaz.

Ha G egy egyszerii irdnyitatlan graf és ¥ C E(G), akkor — egy kicsit pongyoldn —
(G, X)-val jeloljikk a (V(G), E(G),X) eléjelezett grafot.

Ha a > a graf osszes é1ébol all, akkor a ,paratlansdg” igazi paratlansagot jelent, azaz egy
kor pontosan akkor lesz ebben az értelemben paratlan, ha paratlan sok élbél all. A kovetkezd
allitds azt mondja meg, hogy mikor nincs egyaltalan paratlan kore egy elGjelezett grafnak,
amit ilyenkor pdrosnak szokas nevezni.

4.2.2. Allit4s. (G, X)-ban pontosan akkor nincsen pdratlan kér, ha ¥ egy vdgds élhalmaza.

Bizonyitas. Ha egy nem Y-beli élt 6sszehiizunk, akkor minden, a keletkezett grafbeli paratlan
kornek egyértelmiien megfelel egy paratlan kor az eredeti grafbdl. Huzzuk 6ssze az Gsszes nem
Y-beli élt. A keletkezett elGjelezett grafban tovdbbra sincsen paratlan kor, viszont itt az dsszes
él 3-beli, azaz ebben a grafban nincsen ,igazi” paratlan kor, azaz a graf szokdsos értelemben
péaros. Jeloljiik U'-vel az egyik pontosztalydt és legyen U ennek 6se. Konnyen ldtszik, hogy
Y =46(U). O

2Ez az elnevezés eléggé megtévesztd, ugyanis egy erbsen paros graf nem feltétleniil paros, mint azt a Ks
példaja mutatja.
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4.2.3. Allit4s. (G,X)-nak és (G,Y)-nek ugyanazok a pdratlan kirei <= 3 és ¥ szimmet-
rikus differencidja egy vagds, azaz X' = SAO(U) alkalmas U C V(G)-vel.

Bizonyitas. Tekintsiikk a (G,XAY) eldjelezett grafot. (G, X)-nak és (G,Y')-nek pontosan
akkor azonosak a pératlan koreik, ha (G,XAY')-nek nincsen paratlan kore, ami az eléz
allitds szerint pontosan akkor teljesiil, ha XAY = §(U), azaz ¥’ = SAS(U). O

Ha két el6jelezés olyan, mint az el6z6 allitasban, akkor ekvivalensnek nevezziik 6ket. Mivel
altaldban az elGjelezett grafnak csak a paratlan korei érdekelnek minket, ezért sokszor két
ekvivalens el6jelezéssel rendelkez6 grafot nem tekintiink kiilonb6zének.

Pontosan ugyan gy, mint sima grafokndl definidljuk a paratlan korok clutterét és azt,
hogy mikor neveziink egy elGjelezett grafot erésen illetve gyengén parosnak:

4.2.4. Definicié. Ha G = (V, E, X)) egy el6jelezett graf, akkor Og-vel jeloljiik a G paratlan
koreinek clutterét. Azaz V(Oq) = E, és E(Og) a G péaratlan koreibdl all.

4.2.5. Definicié. Egy G el6jelezett graf gyengén pdros, ha Og clutter idealis, és erdsen pdros,
ha Og rendelkezik az MFMC tulajdonsaggal.

Oq egy transzverzalisat, azaz egy olyan élhalmazt, ami minden paratlan korbdl tartalmaz
élt, pdratlan kor fedésnek neveziink. Egy Y-val ekvivalens el6jelezés paratlan sok élben metsz
minden paratlan kort, tehat nyilvanvaléan egy paratlan kor fedés. Meglepd médon minden
minimalis paratlan kor fedés egy Y-val ekvivalens el6jelezés.

4.2.6. Allitas. Legyen G = (V, E,X) egy eldjelezett graf és F C E egy minimalis pdratlan
kor fedés. Akkor F eqy Y-val ekvivalens eldjelezés.

Bizonyitas. Két bizonyitdst is adunk erre az allitdsra.

1. Legyen G' = (V,E',Y) = (V,E — F,X — F). Mivel F egy péaratlan kor fedés, ezért
G'-ben nincsen paratlan kor. Igy a 4.2.2. 4llitds miatt létezik egy U C V olyan, hogy
¥ = dc(U), amibé8l kovetkezik, hogy SAIq(U) C F. De XAdg(U) egy ekvivalens
elgjelezés és igy egy paratlan kor fedés, tehat az F' minimalitdsa miatt F' = X Adq(U).

2. Mivel F minimalis, ezért minden e € F-hez létezik egy olyan C,. paratlan kore G-
nek, amire C. N F' = {e}. Legyen C egy tetszOleges kore a grafnak, és legyen C N
F = {e1,...,ex} (k > 0). Tekintsik a B = CAC., A ... AC,, élhalmazt, ez korok
szimmetrikus differencidja és igy el6all diszjunkt korok unidjaként. Nyilvanvald, hogy
BNF = (), tehat a B-t eléallité korok kozott nincsen pératlan, azaz B egy paros

élhalmaz. Kovetkezésképpen a C, Ce,, ..., Ce, korok kozott paros sok paratlan van. Azaz
ha C egy paratlan kor, akkor F' paratlan sok élben metszi, ha viszont C paros, akkor
paros sokban. O

Az elézé allitasban belattuk, hogy O éleinek és minimalis transzverzalisainak metszete
mindig paratlan, az ilyen tulajdonsagu cluttereket bindrisnak nevezziik és részletesebben az 5.
fejezetben foglalkozunk veliik. A maéasodik bizonyitdasban rdaddsul adtunk egy egyszerii bizo-
nyitast a bindris clutterek egyik ekvivalens jellemzésére (lasd az 5.1.3. tételt).

4.2.7. Definicié. Ki szeretnénk terjeszteni a minor fogalmét az elGjelezett grafokra. Legyen
G = (V,E,X) egy el6jelezett graf.
Ateldjelezés alatt értjiik a X lecserélését egy ekvivalens el6jelezésre.
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Egy e € E él torlésével keletkez elGjelezett grafot a kovetkez6képpen definidljuk: G\e =
(V,E—{e},X—{e}). Egy v € V cstics torlése az 6sszes ra illeszkedd €l torlését és v-nek V-bél
valé eltavolitasat jelenti.

Egy e € E — % él (nem hurokél) dsszehiizisa: G/e = (V,E, %), ahol (V,E) = (V,E)/e
az e €l Osszehuizasaval kaphaté iranyitatlan graf. Ha egy olyan élt szeretnénk Gsszehiizni, ami
eleme Y-nak, akkor el8szor egy atelGjelezés segitségével (mondjuk lecserélve 3-t LA (v)-re,
ahol v az él egyik vége) elérjiik, hogy ne legyen eleme ¥-nak és utédna osszehuzhatjuk.

Egy G’ elgjelezett grafot a G minorjdnak nevezziik, ha megkaphatd beldle a fenti miiveletek
segitségével. G’ részgrafja a G-nek, ha élek és csicsok torlésével kaphaté meg beldle.

4.2.8. Megjegyzés. Konnyl meggondolni, hogy a minorképzés ,,lényegében” csak attdl fiigg,
hogy mely éleket hiizzuk Gssze és melyeket toroljiik. Azaz, hogy ha E-beli éleket 6sszehuizzuk,
Es-belieket pedig toroljiik valamilyen sorrendben (akar keverve is) és kozben ateldjelezéseket
végziink tetszélegesen, akkor az eredmény ekvivalens el8jelezés erejéig egyértelmi. Igy ha az
ekvivalens el6jelezéssel rendelkezd eléjelezett grafokat nem kiilonboztetjiik meg, akkor irhatunk
G/E1\E> -t ennek a minornak a jelolésére.

A kovetkezd éllitas az mondja, hogy egy el6jelezett graf paratlankor-clutterének minorja,
mindig egy masik eldjelezett graf paratlankor-cluttere, st ez a masik graf az eredetinek mi-
norja. Ez az, ami miatt a fejezet elején emlitett jellemzéseket konnyebb elOjelezett grafokra
bizonyitani, ugyanis el6jelezetlen grafokra ez az allitds nem igaz.

4.2.9. Allitas. Legyen G = (V, E, X) egy eldjelezett graf és E1, By C X két diszjunkt élhalmaz.
Ekkor OG/El\EQ == OG/El\Ez'

Bizonyitas. Mint mar megjegyeztiik egy ateldjelezés nem valtoztat a paratlankor-clutteren.
Legyen e € E egy él. Nyilvanvald, hogy G\e-ben a paratlan korok pontosan azok a paratlan
korei G-nek, amik nem tartalmazzak e-t. Tehat Og\e = Og\.

Most tekintsiik G/e-t (foltessziik, hogy e ¢ 3, kiilonben elétte dteldjeleziink). Ha ebben C
egy paratlan kor, akkor vagy ez vagy C'U{e} paratlan kére G-nek. Forditva, ha C egy paratlan
kore G-nek, akkor C'—{e} egy paratlan élhamaz G/e-ben, ami vagy egy kor, vagy két diszjunkt
kor unidja, de mindenképpen tartalmaz paratlan kort. A G/e paratlan korei tehat a {C' —{e} :
C pératlan kore G-nek} tartalmazédsra nézve minimélis elemei, azaz Og/e = Og/e. O

Az el6z6 allitasbdl kovetkezik, hogy a gyengén illetve erésen péaros eléjelezett grafok oszté-
lya zart a minor képzésre, hiszen tudjuk, hogy az idedlis illetve MFMC tulajdonsaggal rendel-
kez6 clutterek osztalyai zartak a minor képzésre. Tehat mindkét grafosztaly karakterizalhato
tiltott minorokkal.

Egy teljes n-pontu grafot, aminek minden éle paratlan, odd-K,,-nek neveziink. Azaz az
odd-K,, = (K,, E(K,))-ként definialt el6jelezett graf.

4.2.1. Gyengén paros grafok jellemzése

4.2.10. Tétel (Guenin [7]). Egy eldjelezett graf pontosan akkor gyengén pdros, ha nincsen
odd-Ks minorja.

A tétel egyik felét mar beldattuk, hiszen megmutattunk, hogy odd-K5 nem gyengén paros,
tehdt gyengén péaros graf nem tartalmazhatja 6t minorként. Az érdekes irdnyt egy késdbbi
részben bizonyitjuk, de megjegyezziik hozza, hogy Geelen és Guenin [6] megmutatték, hogy
abbdl, hogy egy elbjelezett graf nem tartalmaz odd-K5 minort egy erésebb tulajdonsag is
kovetkezik.
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4.2.11. Definicié. Legyen G = (V, E) egy graf. Egy w € Z¥ élstlyozast Euleri-nek neve-
ziink, ha w(d(v)) paros minden v € V-re.

4.2.12. Definicié. Egy G elgjelezett grafot Euler-pdrosnak neveziink, ha a paratlan-kor clut-
terére a (2.1) és a (2.2) feladatoknak van egész optimélis megolddsa minden Euler-élsilyozasra.

Nyilvanvalé, hogy minden Euler-paros graf egyben gyengén péaros is. Ugyanis legyen G
egy Euler-paros elOjelezett graf. Ha w egy tetszbleges egész élsilyozdas, akkor 2w Euleri és
igy a paratlan-kér clutterre folirt (2.1) feladatnak van egy x egész optimélis megolddsa a 2w
sulyozésra nézve. De ez az x nyilvan optimélis a w stlyozasra is.

Tehat, ha egy elGjelezett graf Euler-paros, akkor nem tartalmazhat odd-K5 minort. A
kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy ennek a forditottja is igaz, vagyis az Euler- és a gyenge
parossag ekvivalens tulajdonsagok.

4.2.13. Tétel (Geelen és Guenin [6]). Egy G eldjelezett grdif Euler-pdros <= nem léte-
zik odd-Ks5 minorja.

Amit a tétel elott elmondtunk, azt a kdvetkezOképpen lehet megfogalmazni:

4.2.14. Kévetkezmény. Ha eqy G eldjelezett graf gyengén pdros, akkor Euler-pdros is, spe-
cidlisan Og rendelkezik az %—MFMC’ tulajdonsdggal.

4.2.2. Erssen paros grafok jellemzése

Seymour &ltaldnos, a bindris clutterekre vonatkozo tételébél (5.3.2. tétel) kovetkezik a kovet-
kez6 jellemzés:

4.2.15. Tétel. Egy eldjelezett grdf erdsen pdros <= nincsen odd-Ky4 minorja.

Bizonyitds. Tekintsiink egy nem erésen péaros G eldjelezett grafot. Legyen G’ ennek egy olyan
minorja, ami nem er6sen paros, de barmelyik élét Gsszehiizva vagy torélve mar erésen paros
grafot kapunk (az iires grafot erésen parosnak tekintjiik, ezért ilyen nyilvéan van). Ekkor Q¢
minimalisan nem MFMC a 4.2.9. allitds miatt. Tudjuk, hogy O bindris clutter, igy 5.3.2.
tétel miatt Og izomorf Qg-tal. Vegyiik észre, hogy Qg csak egy maésik elnevezése az Ok, -
nek. Es ezzel készen vagyunk, hiszen egy olyan eléjelezett graf melynek paratlan-kor cluttere
izomorf Ok, -el csak az odd-K, lehet. O

Paratlan Ky-felosztdsnak neveziink egy olyan (elGjelezett vagy eldjelezetlen) gréfot, ami
megkaphaté K4-bol élek felosztasaval és a K4 minden hdromszoge paratlan kérbe megy at.

Konnyl meggondolni, hogy egy eléjelezett grafnak pontosan akkor van odd-K4 minorja,
ha részgrafként tartalmaz egy paratlan K4-et.

4.2.3. ElGjelezetlen grafok jellemzése

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket sima grafokra értelmezhessiik, vegyiik észre a kdvetkezdket.
A (V,E,E) eljelezett grafnak van odd-K, minorja <= a (V,FE) irdnyitatlan grafnak
van paratlan Ky-felosztés részgrifja <= a (V, E) irdnyitatlan graf tartalmaz Ky-et paratlan
minorként.
A bizonyitdsok nagyon egyszertiek, ha 1 = 2 = 3 = 1 irdnyokban bizonyitjuk, ezért
elhagyjuk ezeket. fgy kapjuk:
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4.2.16. Tétel. Egy G irdanyitatlan grifra ekvivalensek a kévetkezd dllitdsok
(i) G erdsen pdros,

(ii) G-nek nincsen pdratlan Ky-felosztas részgrifja,

(iii) G nem tartalmazza a K4-et pdratlan minorként.

A gyengén paros esetben hasonléan meg lehet gondolni, hogy egy (V, E, E) el6jelezett
graf pontosan akkor tartalmaz odd-Ks minort, ha (V, E) irdnyitatlan graf tartalmaz K-t
paratlan minorként. Es igy kapjuk a kévetkez6 jellemzést:

4.2.17. Tétel. Egy irdnyitatlan grdf pontosan akkor gyengén pdros, ha nem tartalmaz Ks-ot
paratlan minorként.

4.3. A Guenin-tétel bizonyitasa

Ebben a részben a 4.2.10. tétel nemtrivialis irdnyat bizonyitjuk. A bizonyitéds alapjaul Schrijver
[16] bizonyitdsa szolgdl, ami leegyszertisiti a Guenin bizonyitdsdnak technikai, esetvizsgdlds
részeit.

A bizonyitdshoz sziikségiink lesz a kovetkezé, bindris mni clutterekrél szélé allitdsokra.
Mindenekelott jegyezziik meg, hogy J; nem bindris clutter. Legyen most C egy mni bindris
clutter és tekintsitk a C és b(C) minimalis elemszdmu éleit. Legyen n = |V(C)|, r a legki-
sebb C-beli él mérete, s pedig a legkisebb b(C)-beliének. Legyen A (illetve B) az a matrix,
melynek sorai a minimalis elemszamu C-beli (illetve b(C)-beli) élek karakterisztikus vektorai.
Akkor a 3.1.6. tételbdl kovetkezik, hogy ezek pontosan az M (C) és M (b(C)) métrixok mag-
jai, azaz négyzetesek, minden sorukban és oszlopukban r (illetve s) darab 1-es van és soraik
atrendezhetdek tigy, hogy ABT = BT A = J +dI, ahol d egy pozitiv egész szdm és rs = n +d.

Azaz C és b(C) minimalis elemszamu élei megindexelhetdk ugy C, . .., C,, illetve By, ..., By-
nek, hogy minden 7,5 = 1, ..., n-re:>

‘CiﬂBj’:1 hai#j (4.2)

ICiNBjl=d+1hai=j (4.3)

Mivel C bindris és d + 1 = |C1 N By, ezért d + 1 pératlan és > 3.
Az a tény, hogy BT A = J + dI ekvivalens azzal, hogy

minden v € V(C)-re pontosan d + 1 olyan ¢ van, amire e € C; N By, (4.4)
kiilonboz6 e, f € V(C)-re pontosan egy 4 van, amire e € C;, f € B;. (4.5)

Egy fontos megfigyelés a kovetkezd. Tetszoleges kiilonbozé 4,5 = 1,.. ., n-re:
ha C € E(C)-re C C C; U}, akkor C = C; vagy C = C} (4.6)

Ugyanis legyen C' egy ilyen él. Akkor (lasd az 5.1.3. tételt) C;AC;AC tartalmaz egy C-beli
élt, mondjuk C’-t. Ebbél kévetkezik, hogy C UC" C C; UC; és CNC' C C; N C; (hiszen, ha
e e CNC', akkor e ¢ C;ACH). Tehét |C| + |C'] < |Ci] + |Cy), és igy C,C’ szintén minimélis
elemszamuak, azaz elemei a C magjanak. Legyen B a C tarsa. Mivel |C' N B| > 3, ezért
|C; N B| > 2 vagy |Cj N B| > 2. Kovetkezésképp vagy Cj, vagy C; a B téarsa, azaz C = C}
vagy C' = Cj.

A Guenin-tétel bizonyitasaban kulcsszerepet jatszik a kovetkez6 lemma:

A {Ch,...,Cn} éleket a C magjdnak nevezziik. A C; és B;-t egymds tdrsdnak hivijuk.
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4.3.1. Lemma. Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan grdf, e eqy éle G-nek xz,y végpontok-
kal, és legyenek Sy, S1,S2,53 C V' diszjunkt ponthalmazok. Legyenek tovdbbd Py, Py, Py kozds
belsépont nélkili xy-utak G\e-ben. Ezen kivil teljesiiljenek a kovetkezdek:

(i) x,y € So, és S; stabil ponthalmaz G\e-ben (i =0,1,2,3-ra),
(ii) V(P) € SouU Sy, i=1,2,3-ra, és
(ili) kalonbozd i,j € {1,2,3}-ra G[S; U S;|-ben létezik ut V (P;)-bdl V (Pj)-be.

Ekkor G tartalmazza a Ks-6t pdratlan minorként, vagy mdsképpen (G, E)-nek van odd-Kj
minorja.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas és legyen G egy ellenpélda, amire
|V| + |E| minimalis. Kiilonbozé i, j € {1,2,3}-ra legyen P;; a V(P;)-t V (P})-vel 6sszekoto tt
G[S; U Sj]-ben (foltehetjiik, hogy P;; = Pj;). A G minimalitasa miatt £ = {e} U P, U P, U
PsUPsUPy3sUP3 ésV =5,U51US; U Ss.

G-ben nincsen 2 vagy kisebb foku pont, ugyanis, ha v egy izolalt pont, akkor elhagyéasaval
trividlisan egy kisebb ellenpéldat kapunk. Kiilonben v csak a 6 Ut valamelyikének egy belsé
pontja lehet, azaz a két szomszédja egy S; halmazban van. De akkor a v-re illeszked6 két élt
osszehtizva: G' = G/§(v) teljesiti a lemma feltételeit és paratlan minorja G-nek. Azaz G’ egy
kisebb ellenpélda lenne.

Ebbdl latjuk, hogy Sy = {z,y} (egy ezeken kiviili pont csak egy P; utnak lehetne a belso
pontja és igy masodfoku lenne), amibél kovetkezik, hogy P,-nek pontosan egy belsé pontja
lehet i = 1,2, 3-ra; nevezziik ezt v;-nek. Azaz az x szomszédjai vy, va, vs és y, és y-nak a
szomszédjai vy, ve, vy és x. Tovabba abbdl, hogy minden pont legalabb harmadfoku az is
kovetkezik, hogy

V(Pij) = SiUS;. (4.7)

Hiszen, ha v € (S; U S;) — V(F;;), akkor v legfeljebb masodfoki lehet, hiszen P;;-n kiviil csak
egy olyan it van, amin egyéltaldn szerepelhet. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy |S1| = |Se| = |S3].

Ha |S1| = 1, akkor G izomorf K5-tel, tehat foltehetjiik, hogy mindegyik |S;| > 1. Kiilonbz6
i,j € {1,2,3}-ra legyen e;; a P;; dtnak a vj;-re illeszkedd éle. Ekkor 6({z,y,vi,v2,v3}) =
{612, €23, €31, €13, €32, 621}, igy GI = G\ {613,632,621}/{612,623,631} egy pératlan minorja
G-nek. Legyen PZ’] = P;; — {eij,eji} és v}, vh,v5 rendre az esq, ez, ez élekbol keletkezett
pontok. Az Si-t definidljuk gy, mint az S;-b6l megmaradt ,eredeti” pontok és a v, (formélisan
Si=8—-V({ew:k,1=1,2,3}) U{v.}). Ezekkel (és valtozatlan Sp-al) G’ kielégiti a lemma
feltételeit, ellentmondasban a G minimalitasaval. O

Ezek utan mér be tudjuk bizonyitani a 4.2.10. tételt.

Bizonyitas (Guenin-tétel). Legyen G = (V, E, ) egy olyan nem gyengén-péros graf, ami-
nek minden valédi minorja mar gyengén paros. Megmutatjuk, hogy G-nek van odd- K5 minorja.
Valgjaban ebbol mar kovetkezik, hogy G tulajdonképpen egy K5 az eléjelezés pedig ekvivalens
az odd-K5-ével.

Legyen C a G paratlan-kor cluttere. Rogzitsiink egy e € E élt, a két végpontja legyen x
és y. Legyenek Cy,...,Cy, és By,..., B, aC és a b(C) magjanak az élei megindexelve a (4.2)—
(4.5)-nek megfeleléen. S6t tegyiik fel, hogy az a d + 1 minimdlis méretii kor és pératlan-kor
fedés, ami tartalmazza az e élt, a C1,...,Cyqs1 és a By, ..., Bgy1. Ezekbdl csak az els6 harmat
hasznaljuk a 4.3.1. lemma alkalmazasahoz.
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Elészor is (4.4) és (4.5) miatt

Cy —{e},Cy—{e},C3 —{e},B1 — {e},Ba — {e},Bs — {e} diszjunktak,

kivéve az azonos indexti C; és Bj;-ket. (4.8)

Ugyanis legyen 7,5 € {1, 2,3} kiilonboz6. Akkor C; N B; = {e}, mert |C; N B;| = 1. Tovabba
C; N C; = {e}, killonben legyen f € C;NCy, f # e. Akkor f € C;NCj és e € B; N B;
ellentmondva (4.5)-nek.

1. Eszrevétel. Kiilonbizé i, j € {1,2,3} a C; és C; koroknek nincsen kozos pontja x és y-on
kiviil.

Bizonyitas. Kiilonben (C; U C;) — {e} tartalmaz egy P utat = és y kozott, ami kiilonbozik
C; — {e} és Cj — {e}-t6l. (C; U Cj) — {e} nem tartalmazhat paratlan kort (4.6) miatt, tehat
P és C; azonos paritastak. Ez viszont azt jelenti, hogy P U {e} egy paratlan koér C; U Cj-ben
megintcsak ellentmondva a (4.6) megjegyzésnek. O

B;-k minimalis paratlan-kor fedések és igy a ¥-val ekvivalens eldjelezések. Tehat kiillonb6zo
i,j € {1,2,3}-re B;AB; egy vagas G-ben, s6t e ¢ B;AB;. Azaz kiilonbozé i, j € {1,2,3}-ra
létezik olyan U;; C V ponthalmaz, amire 6(U;;) = B;AB; és x,y ¢ U;;. Vegyiik észre, hogy

5(U12AU23AU31) = 5(U12)A5(U23)A5(U31) = 0. (4.9)

Es igy, mivel G 8sszefiiggd és Uio AU AUs; nem tartalmazhatja az dsszes pontot (példéul
x és y-t semmiképpen), ezért U1 AUyz3 AUz = 0. Legyen S1 = U1oNUis, So = UioNUsg, S3 =
Uiz N Uss (ezekkel Uij =5;U Sj) és legyen Sp =V — (Sl USy U 53).

2. Eszrevétel. Kiilonbozd i,j,k € {1,2,3}-ra a B; — {e} = 6(So, S;) U 6(S;, Sy), ahol
0(X, Y)-al jelolom most az olyan élek halmazdt, amelyeknek az egyik végpontjuk X -ben a
mastk Y -ban van.

Bizonyitas. Szimmetria miatt elég i = l-re bizonyitani. Mivel By — {e}, B2 — {e}, B3 —
{e} paronként diszjunktak, ezért B; — {e} = (B1AB2) N (B1ABs). De BiABy = 6(Uj2)
és BiABs = §(Uis), igy a B1 — {e} élei pontosan azok az élek, amik mind ¢(U;2)-ben, mind
§(Up3)-ban benne vannak. Mivel Uy = S1U S5, ezért 6(Ua) = 6(S1, So)Ud(S2, So)Ud(S1, S3)U
5(52, 53).4 Hasonléan 5(U13) = (S(Sl, S(]) U (5(53, So) U 5(51, SQ) U (5(53, 52) Tehat Bl — {6} =
5(Ur2) N6(Us) = 6(S1,So) U (S, Ss3). g

Minden i € {1,2,3}-ra legyen P, = C; — {e}; ez egy zy-tut. Tudjuk, hogy kiilonboz6
i,j,k € {1,2,3}-ra C; N (B; U By) = {e} (4.8). Az eléz6 allitasbdl igy kovetkezik, hogy
V(P;) C Sp U S;. Tovabba, mivel |C; N B;| > 1 kdvetkezik, hogy P, NV (S;) # 0.

3. Eszrevétel. Kiilonbizdi,j € {1,2,3}-ra létezik egy Py it G[S;US;]-ben V (P,)-bél V (P;)-
be.

Bizonyitas. S; US; = Ujj, tehat elég azt bebizonyitani, hogy G[U;;| Osszefiiggs. Ha nem,
akkor létezik egy olyan X C Ujj, hogy 6(X) nem iires valédi részhalmaza §(U;j)-nek (hiszen
az egész G Osszefiiggd). Akkor B; Ad(X) benne van B;UBj-ben, de kiilonbozik B;-tél és Bj-t6l.
Mivel B;A§(X) egy ekvivalens el6jelezés, ezért tartalmaz b(C)-beli elemet, ellentmondédsban
a (4.6) allitassal (a b(C) clutterre alkalmazva). O

4itt U -val a diszjunkt uniét jeldltem
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Legyen B = B1/AByABs, ez egy ekvivalens elOjelezése G-nek. Mint latszik a 2. észrevé-
telb6l E — {e} minden éle legfeljebb egy B;-ben van benne. Azaz (V, E, B) paratlan élei az e
és az Osszes olyan él amelynek a végpontjai (Sp, S1,.52,.53) kiilonb6z6 részeibe esnek. Legyen
G = (V' E'Y) az az elgjelezett graf, amit (V, E, B)-bdl kapunk az E — B-beli élek 6sszehi-
zésdval; azaz ¥’ = E'. Legyen ¢ = 1,2,3-ra P/ = P; N B; kiilonboz6 ¢,j € {1,2,3}-ra legyen
P/, =P;jNB;és1=0,1,2,3ralegyen 5] az S;-bél el6allé ponthalmaz. Ezekre kénnyen latha-
toan teljesiilnek a 4.3.1. lemma feltételei, tehdt G'-nek és igy G-nek is van odd-K5 minorja.[]

4.4. Alkalmazasok multifolyamokra

Most az elGjelezett grafokra vonatkozd eredményeket alkalmazzuk a tobbtermékes folyam
problémara.

A probléma preciz megfogalmazdsa a kovetkez6. Adott egy Go = (V, Ey) irdnyitatlan
graf és egy M = {{s1,t1},...,{sk, tx}} pontparhalmaz, ahol s;,t; € V, i = 1,... kra. Az
{si,t;} parokat igényéleknek nevezziik. Minden igényélhez adott egy nemnegativ egész d; igény.
Tovabbé adott ¢: Ey — Z.4 élkapacitas fiiggvény. Jelolje P; az {s;, t; }-utak halmazat Gp-ban
és legyen P = Ule P;.

Ezek utan (Go, M, ¢, d)-multifolyamnak vagy tobbtermékes folyamnak neveziink egy olyan
Yy e Rf—t, amire

(i) y(P;) = d;, minden 1 < i < k és

(ii) > p. ecpep YP < Ce minden e € Ep-ra.

Két kiilonb6z6 problémét kapunk, ha valésértékl és ha egészértékii multifolyamot kere-
siink.

Egy sziikséges feltétel a multifolyam létezéséhez (akar egészértékiit keresiink, akar nem) az
ugynevezett vdgdsfeltétel: minden vagdson az atmend élek Gsszkapacitasanak legaldbb akkors-
nak kell lennie, mint a vidgdson dtmend igényélek sszigénye. Azaz, a (Go, M, ¢, d)-multifolyam
létezésének sziikséges feltétele az, hogy minden U C V-ra teljesiiljon:

d(Iy) < c(6(U)),
ahol Iy azon i indexek halmaza, melyekre s; és t; koziil pontosan az egyik eleme U-nak.

A vagasfeltétel altaldban nem elégséges a multifolyam létezéséhez, specidlis grafokban
viszont igen. Ilyen grafosztalyokrdl tudunk bizonyitani dllitdsokat az elGjelezett grafok segit-
ségével. Ehhez el6szor fogalmazzuk at a problémat.

Legyen adott egy G = (V, F) irdnyitatlan graf (az eredeti Gy grafhoz hozzavessziik az
igényéleket) és legyen ¥ C E (ezek az igényélek). Tovabba legyen adott egy w: E — Z
sulyfiiggvény (ez az eredeti éleken a kapacitds, az igényéleken viszont az igény). Jeloljiik Cq-el
azon G-beli korok halmazdat, amik pontosan egy X-beli élt tartalmaznak (ezek felelnek meg a
P-beli utaknak). Ezekkel egy y: IRS;'} -et (G, X, w)-multifolyamnak neveziink, ha

i) > fecec, Yo =w minden f € Y-ra,
(ii) > ¢. cecee, Yo < w minden e € E — Y-ra.

A végasfeltétel a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg ezekkel a jelolésekkel. Vegyiik észre,
hogy d(Ir7)-nak itt a w(6(U) N Y) felel meg. Azaz minden U C V-re teljesiilnie kell:

wU)NE) <w(d(U) —X), tehdt
w@OU)NE)+wE-46U)) <w(0(U) —%) +w(X—4§U))
w(X) < w(EBASU))
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Most ha a (G, X)-t egy elGjelezett grafnak tekintjiik, akkor a vagasfeltétel azt jelenti, hogy
a X az Osszes vele ekvivalens elgjelezésbél a minimalis w silyd. Ha most a (G,X) gyengén
paros, azaz a paratlan-kor cluttere C idedlis, akkor xx° egész optimélis megolddsa a (2.1)
feladatnak. Legyen most y egy optimadlis megoldédsa a (2.2) feladatnak, azaz y maximalizalja

ZCeC Yyc -t a

Z Yyo <w. Vee E
C:ecCeC

yo=0 VCeC

feltételek mellett.
Linedris programozasi dualitdsbol a két optimum érték megegyezik, azaz:

w®E) =Y ye<Y | D we| <D wr=w®)

cec fes \C: fecec fes

Amibdl kévetkezik, hogy minden olyan C', amire yo > 0 pontosan egy élben metszi >-t, és
igy y egy (G, X, w)-multifolyamot ir le (vagyis az y Ci-re vett megszoritdsa).

Tehat, ha tudjuk, hogy a tobbtermékes folyam feladatunkat leiré (G, X) eléjelezett graf
gyengén péros, akkor minden w silyozdsra a vagasfeltétel elégséges a (tort) tobbtermékes
folyam létezéséhez. Ha a (G,X) még rdaddsul erésen péros is, azaz C clutter rendelkezik
az MFMC tulajdonsdggal, akkor a (2.2) feladatban is tudjuk garantdlni az egész optimaélis
megoldas 1étezését, azaz ilyenkor minden nemnegativ egész élkapacitasokra és igényekre az
egész multifolyam létezéséhez 1étezéséhez is elégséges a vagasfeltétel. Es hasonléan, ha a (G,%)
Euler-paros, akkor a vagasfeltétel egész multifolyamot garantdl minden w Euler-élsilyozasra,
és ebbdl kovetkezden tetszéleges nemnegativ egész élstlyozésra van félegész multifolyam (olyan
y multifolyam, hogy 2y egész), ha teljesiil a vagasfeltétel.

Ezeket a megéllapitdsokat a kovetkezo két tételben foglaljuk Gssze:

4.4.1. Tétel. Ha (G,X) elbjelezett grdifnak nincsen odd-Ks minorja, akkor a vdgdsfeltétel
tetszoleges élkapacitdsokra és igényekre sziikséges és elégséges a multifolyam létezéséhez. Sot,
ha ezek egészek, akkor a multifolyam vdlaszthato félegésznek is. Tovdbbd, ha a kapacitdsok és
igények dltal adott élsulyozds Fuleri, akkor a multifolyam vdlaszthato egésznek is.

4.4.2. Tétel. Ha (G,X) eldjelezett grafnak nincsen odd-K4 minorja, akkor a vdgdsfeltétel
tetszdleges élkapacitdsokra €s igényekre sziikséges és elégséges a multifolyam létezéséhez. Sét,
ha ezek egészek, akkor a multifolyam vdlaszthato egésznek.

Vezessiink most le ezeknek az altaldnos tételeknek a segitségével néhany ismert tobbtermé-
kes folyamra vonatkozé tételt. A kovetkezoekben felteszem, hogy az igények és az élkapacitdsok
mindig egészek.

Vegyiik észre, hogy ha egy elGjelezett graf rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy 1éte-
zik k pontja, amik lefogjak a paratlan koreit, akkor minden minorja is rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal.

Ha odd-K4-bol akarhogy elhagyunk egy pontot, akkor marad egy péaratlan hiaromszog.
Kovetkezésképp, ha G egy olyan elGjelezett graf, aminek minden paratlan kére egy ponton
megy &t, akkor nem tartalmazhat odd-K4 minort, tehdt erésen paros. Specidlisan || = 1
esetén igy megkapjuk a Ford és Fulkerson hires maximalis folyam — minimalis vagas tételét.

5a ¥ karakterisztikus vektora
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Vagy egy kicsit altaldnosabban: egy olyan tobbtermékes folyam problémandl, amelynél az
igényélek egy ponton mennek at, a vagasfeltétel sziikséges és elégséges egész multifolyam
1étezéséhez.

Ha odd-K5-bol akarhogy elhagyunk két pontot, marad egy paratlan haromszog. Ebbol
arra tudunk tehat kovetkeztetni, hogy ha G egy olyan eléjelezett graf, melynek van két olyan
pontja, hogy minden paratlan kor vagy az egyiken, vagy a masikon dtmegy, akkor G' nem
tartalmazhat odd- K5 minort, tehat Euler-paros. Specidlisan ha |X| = 2, akkor a graf nyilvan-
valéan ilyen (ha ¥ = {e, f} és u az e egyik végpontja és v az f egyik végpontja, akkor minden
paratlan kor atmegy vagy u-n, vagy v-n), amibél megkapjuk Hu [8] tételét: két igényél esetén
a vagasfeltétel szitkséges és elégséges félegész multifolyam létezéséhez. SOt ha az élsilyozas
Euleri, akkor egész multifolyam is garantalhaté. Ezt is lehet egy kicsit altalanositani arra az
esetre, ha minden >-beli él két kijelolt pont valamelyikére illeszkedik.

4.5. Alkalmazas a maximalis vagas problémara

Legyen G egy tetszoleges irdnyitatlan graf. Mint mar megjegyeztiik a fejezet bevezetojében,
a paratlan-kor clutter transzverzélisai pontosan azok az élhalmazok, melyek komplementerei
paros grafot feszitenek. Azaz egy tartalmazisra nézve maximdlis vdgdas komplementere, egy
tartalmazdsra nézve minimalis paratlan-kor fedés, azaz éle b(Og)-nek.

Ha Og idedlis, azaz G gyengén paros, akkor a paratlan-kor fedés minimalis elemszamat,
sOt tetszOleges w nemnegativ élstlyozasra a paratlan-kor fedés minimalis silyat a kovetkezd
linedris programozési feladat ((2.2) feladat &tirdsa) megoldasaval tudjuk meghatdrozni.

min w”x (4.10)
z(C) 2 1 minden C paratlan korre
Ze 21 minden e € E(G)-re

fgy a maximalis sulyd vagast a kovetkezd linearis programozési feladat egész optimalis meg-
oldasa adja meg:

max w’x (4.11)
z(C) < |C] —1 minden C pératlan korre
0<z.<1 mindeneé€ E(G)re

A (4.10) feladatra a szeparédciés probléma polinom idében megoldhatd, tehat ilyenkor
a maximdlis silyd vagds megkeresésére polinomidlis idejii algoritmus adhaté (az ellipszoid
modszer segitségével). Azaz kapjuk a kovetkezd tételt:

4.5.1. Tétel. Az olyan irdnyitatlan grdfokra, melyek nem tartalmaznak Ks-0t pdratlan mi-
norként, létezik algoritmus, ami megadja a maximdlis méretd, sot tetszdleges nemnegativ él-
sulyozdsra a mazximdlis sulyi vdgdst, polinomidlis iddben.



5. fejezet

Binaris clutterek

Ebben a fejezetben bemutatunk néhédny, a bindris clutterekre vonatkozé eredményt.

5.1. Binaris clutterek jellemzése

5.1.1. Definici6é. Egy C cluttert bindrisnak neveziink, ha minden A € E(C) és B € E(b(C))-
re |A N B| pératlan.

A definiciébdl nyilvanvald, hogy ha egy clutter bindris, akkor a blokkere is az. Egy bindris
clutter minorja is mindig binéris, ami a kdvetkez6 lemmabdl rogton leolvashatd.

5.1.2. Lemma. Ha C' minorja a C clutternek és A" € E(C'), B’ € E(b(C")), akkor léteznek
A€ E(C), Be E(b(C)) dgy, hogy ANB=A"NB.

Bizonyitas. Legyen C' = C/Vi\Va. Mivel A’ € E(C'), ezért A’ = A—V; valamilyen A € E(C)-
re, amire ANV, = . b(C') = b(C)\V1/V2, tehét hasonléan B’ = B—V; egy olyan B € E(b(C))-
re, amire BN Vi = (). De ekkor AN B = A’ N B’ ahogy megkoveteltiik. O

Tehét a binéris clutterek jellemezhetSek tiltott minorokkal. Vegyiik észre, hogy a J; (t > 2)
clutterek nem bindrisak (tudjuk, hogy b(7;) = J; és Ji-ben vannak 2 méretli élek). Egy
méasik nem bindris clutter a Py, ami a kovetkezéképpen van definidlva: V(Py) = {1,2,3,4} és
E(Ps) = {{1,2},{2,3},{3,4}}. Kénnyen meggondolhatd, hogy b(Ps) élhalmaza a {{1,3},
{2,3}, {2,4}}. Ki fog deriilni, hogy pontosan ezek a ,tiltott minorok”.

A kovetkezd, Seymour-t6l szdrmazd, bizonyitdsban néhény technikai részletet leegyszerii-
sitettiink, de néhol még igy is elég koriilményes maradt.

5.1.3. Tétel (Seymour [18]). Egy C clutterre ekvivalensek a kovetkezd dllitdsok:
C bindris.

a

(
(b) Ha s pdratlan és Ay, ..., As € E(C), akkor létezik A € E(C), AC A1\ ... NA;.

(
(d

)
)
c) Ha Ay, As, A3 € E(C), akkor létezik A € E(C), A C AjAAsA\As.
) |[AN B| # 2 minden A € E(C) és B € E(b(C))-re.

)

(e) C-nek nincsen Py-el vagy Ji-vel izomorf minorja.

33
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Bizonyitas. Az (a) =>(b) =(c) =(d) =>(e) kovetkeztetések mind egyszeriiek, s6t még
a (b) =>(a) irdny is egyszert (lényegében ezt bizonyitottuk a 4.2.6. allitds masodik bizonyi-
tasdban), az igazi nehézséget az (e¢) =>(a) irdny okozza.

(a) =>(b). Legyen B € E(b(C)) tetsz6leges. Mivel B az dsszes A;-t paratlan sok elemben
metszi és s paratlan, ezért B az A1/ ... AAs-et is paratlan méretli halmazban metszi, azaz
a metszetitk nem iires. Tehat A1 A ... AAs a b(C) egy transzverzilisa és igy tartalmaz egy
b(b(C)) = C-beli élet.

(b) =>(c). Vildgos.

(c) =>(d). Tegyiik fel indirekt, hogy létezik A € E(C), B € E(b(C)), hogy ANB = {e1,e2}
(e1 # e2). Mivel B a C egy minimélis transzverzdlisa, ezért minden e € B-re létezik egy
A. € E(C), amire A N B = {e}. De akkor BN (AAA., AAe,) = 0, azaz ANA., AA., nem
transzverzalisa b(C)-nek, ellentmondva annak, hogy tartalmaznia kell egy C-beli élet.

(d) =>(e). Tegyiink fel, hogy C-nek van egy C’ minorja, ami izomorf Py-el vagy J;-vel.
Mindkét esetben van A" € E(C') és B’ € E(b(C')), amire |[AN B| = 2. De akkor az 5.1.2.
lemma miatt ez mar a C-re is teljesiil.

(e) =>(a). Elegendé azt megmutatni, hogy ha C nem bindris, de minden valédi minorja
maér az, akkor C-nek van Py-el vagy valamelyik J;-vel (¢ > 2) izomorf minorja. (Természetesen,
ha igaz a tétel, akkor azt is tudjuk, hogy ez a minor a C maga). Tehat feltessziik, hogy C ilyen.

Ha A€ E(C) és B € E(b(C)) és |AN B| paros, akkor A = B. (5.1)

Ugyanis ha x € A— B, akkor A—{x} éle C/ {x}-nek és B éle b(C/{z}), igy C/ {x} nem bindris
ellentmondésban a feltevésiinkkel. Tehat A — B = () és hasonléan B — A = (), azaz A = B.

Valasszunk tehdt egy C-t tgy, hogy C € E(C), C € E(b(C)) és |C| paros. Nyilvanvaléan
C # () és C # V(C) (ugyanis ekkor a clutter ebb6l az egy élbél éllna és {gy binéris lenne).
Ha x € C, akkor létezik egy B(z) € E(b(C)), amire B(z) N C = {x} (mivel C minimalis
transzverzélisa b(C)-nek). B(z) — C # 0, mert B(z) ¢ C (és |C| # 1). Hay € V(C) — C,
akkor C' € E(b(C)\{y}) = E(b(C/{y})). De C/{y} bindris, tehdt C ¢ E(C/{y}), azaz létezik
A(y) € E(C), A(y) — C ={y}. A(y) N C # 0, mivel A(y) a C éle és C a b(C) éle (is).

Meg akarjuk mutatni, hogy léteznek olyan A € E(C), B € E(b(C)), hogy |[AN B| = 2.
Tegyiik fel indirekt, hogy nincsen ilyen. Akkor x € C' és y € V(C) — C-re |A(y) N B(x)| # 0,2,
igy

x € A(y) vagy y € B(z), de nem mindkettd. (5.2)

Vélasszunk egy olyan y; € V(C) — C-t, amire |A(y;)| minimalis. Legyen =1 € A(y1) N C,
akkor (5.2) miatt y; ¢ B(wx1). Legyen yo € B(x1) — C tetszbleges (igy y2 # y1). Megint
(5.2) miatt z1 ¢ A(y2), y1 vélasztdsa miatt viszont |A(y2)| > |A(y1)| és z1 € A(y1), tehat
tudunk vélasztani egy xo € (A(y2) — A(y1))NC-t. Azaz végeredményben vannak olyan y;,ys €
V(C) — C és z1,x2 € C elemeink, hogy y1 # y2, 1 # x2 és kiilonboz6 i,7 € {1,2}-re
7 € O (Al) — Alyy) 6 i € (Blay) — Blar)) — C.

Legyen Z = A(y1)AA(y2) AC. Tetszbleges B € E(b(C))-re, vagy B megegyezik A(y1),
A(ys) illetve C valamelyikével, vagy mindhdrommal paratlan a metszete ((5.1) miatt) és ilyen-
kor |B N Z| is paratlan, tehat B N Z nem iires. Nyilvanvaléan yi,y2 € Z és Z C C U {y1,y2},
tehat vagy Z metsz minden B € E(b(C))-t, vagy Z = {y1,y2}.

1. eset. Z = {y1,y2}.
Ekkor {y1,y2,x2} metsz minden b(C)-beli élt, azaz létezik egy A éle C-nek, A C

{y1,92,21}. ANC # () igy 2o € A. |C| # 2 és péros, tehdt legalabb 4. A(y;) U A(y2) 2 C

(mert mar a szimmetrikus differencidjuk is tartalmazza), igy A(yz2) N C' legaldbb kételemii
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(mert |A(y1) N C| < |A(y2) N CJ). Mivel nem lehetséges, hogy A C A(yz), ezért y; € A.
De akkor, mivel yo ¢ B(x2), ezért B(xe) N A = {x2,y1}, ellentmondas.

2. eset. ZNC # 0.

Ekkor, mint mar megjegyeztiik, Z egy transzverzalisa b(C)-nek, azaz létezik egy A* €
E(C), A* C Z. Vegyiik észre, hogy x1,x9 ¢ Z. Igy mivel A* N B(x;) # 0 és y; ¢ B(x),
ezért y1,ys € A*.

Ha x € A(y1)NA(y2), akkor y1,y2 ¢ B(z) (5.2) miatt, de A*NB(x) # 0, tehdt = € A*.
Azaz A(y1) N A(y2) C A*.

Hax € C—(A(y1) U A(y2)), akkor y1, y2 € B(z) (5.2) miatt, de |[A* N B(z)| # 2, tehét
x € A*. Azaz C — (A(y1) U A(y2)) € A* is teljesiil. Ezzel megmutattuk, hogy A* = Z.
gy C = A*AA(y)) AA(y2), de A, A1), A(yz) # C és gy (5.1) miatt A*NC, A(y1)NC,
A(yz2) N C pératlan elemszamuak, ami ellentmondas, mivel |C| péros.

Tehdt megmutattuk, hogy léteznek olyan A € E(C), B € E(b(C)), hogy |AN B| = 2. De
akkor A = B, azaz feltehetjiik, hogy |C| = 2. Mondjuk legyen C' = {z¢,z1}. Hay € V(C) - C,
akkor, mivel C' ¢ A(y) és A(y)NC #0, |[A(y)NC|=1.

Vezessiik be a kényelem kedvéért a clutter megszoritdsinak fogalmat a kdvetkezOképpen.
Egy U C V(C)-re legyen C|U = C\(V(C) — U).

Ha léteznek olyan kiilonboz6 yo,y1 € V(C) — C, hogy {zo,v0},{z1,y1} € E(C), akkor
C' =C|{xo,x1,y0,y1} izomorf Py-el. Hiszen {xo,x1},{z0,y0} és {x1,y1} ennek élei és mas éle
konnyen ldthatéan nem lehet, mivel {zg, 21} a C’-nek is transzverzalisa, gy ezt minden C’-beli
élnek metszenie kell.

Tehat most feltehetjiik, hogy minden y € V(C) — C-re {xg,y} éle C-nek. Legyen most B
egy olyan éle C-nek, amire B N C = {x1}, ilyen létezik, hiszen C' minimélis transzverzélisa C-
nek. Legyenek a B elemei a {x1,z2,...,2¢} (t > 2). Tekintsiik a C' = C|{xo,...,x:} minorjit

C-nek. Ekkor €' izomorf Ji-vel, hiszen {zg,;} éle i = 2,... t-re és éle a {x1,...,z;} is. Es
mint mar megjegyeztiik a J; definicidjandl, a 3.1.2. példdban, ebbdl mar kovetkezik, hogy C’
izomorf [J;-vel. ]

5.2. Példak binaris clutterekre

A kovetkez§ clutterek (és igy természetesen a blokkereik is) bindrisak.

5.2.1. Példa. Egy graf st-vagasainak cluttere binaris.
5.2.2. Példa. Legyen G egy irdnyitatlan graf és T' C V(G). A T-kotések cluttere bindris.
5.2.3. Példa. Egy elGjelezett graf paratlan koreinek cluttere bindris.

5.2.4. Példa. Legyen M egy V alaphalmazon definialt sszefiiggd matroid, és legyen a kore-
inek és vagasainak halmaza C'(M) illetve D(M). Legyen Q egy eleme V-nek. Definidljuk a C
cluttert a V —{Q} alaphalmazok a kovetkez& élhalmazzal: E(C) = {C—{Q}:C e C(M), Qe
C'}. Ennek blokkere: E(b(C)) ={D —{Q} : D € D(M), Q€ D}

Lehman [9] megmutatta, hogy az igy kapott C clutter pontosan akkor bindris, ha az M
matroid bindris. S6t minden bindris clutter megkaphaté ilyen médon binaris matroidbdl.
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5.3. Idealis és MFMC binaris clutterek

Fr-el jeloltiik a 7 ponti projektiv sik egyeneseinek clutterét. Errél kénnyen ellenérizheto, hogy
b(F7) = F7 és igy, mivel F7 minden éle 3 pontbdl all, F7 bindris. Megjegyeztiik, hogy Fr mni.

A 4. fejezetben megjegyeztiik, hogy az O, clutter mni és természetesen binaris, hiszen
egy graf paratlan koreinek cluttere. Ebbél kovetkezik, hogy b(Of, ) is bindris és mni. Seymour
egy hires sejtése azt mondja ki, hogy ez az 6sszes bindris mni clutter.

5.3.1. Sejtés (Seymour [19]). Egy bindris clutter pontosan akkor idedlis, ha nem tartalmaz
Fr, Ok, és b(Ok,) minort.

Emlékeziink vissza, hogy a Qg clutter nem MFMC (2.5.2. példa). Qg gy volt definidlva,
mint a K, haromszogeinek clutterre, vagyis Qg az Ok, egy masik neve, és igy bindris. Ez az
egyetlen bindris minimalisan nem MFMC clutter a kovetkez6 fontos eredmény szerint, amit
itt bizonyitas nélkiil kozliink:

5.3.2. Tétel (Seymour [19]). Egy bindris clutter pontosan akkor rendelkezik az MFMC' tu-
lajdonsdggal, ha nincsen Qg minorja.
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