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1. fejezet

Bevezetés

Egy s gyokerliD = (V, A) iranyitott graf valamelyl” terminalhalmazat feszit
s gyokerl fenyt Steiner fenydnek nevezink. Mi a feltétele éldiszjunkt Steiner
fenyd l1étezésének? Ha specidlisn= V, a Steiner feny feszit fenyd, s ekkor
Edmonds tétele szerint (4.1k)élidegen feszit fenyd létezésének sziikséges és
elégséges feltétele, hogy a graf minden pontja elérlegtyens-bél £ élidegen
uttal. Ez a feltétel sziikséges kisebb terminalhalmaz esstd ovasz mutatott
példat arra, hogy nem mindig elégséges (1.1 abra). Jelkdalgazat az élidegen
Steiner fenpk két altalanositasaval foglalkozik.

1.1. abra. Lovasz ellenpéldaja & {v,, vs})
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1.2. abra. Eldiszjunkt ferdk helyett élfiiggetlen fergk vagy linearis kod

R

Az egyik a hal6zati kodolasétwork coding), mely napjainkban elméleti és
gyakorlati szempontbdl is sokak altal kutatott tertilett ¥izsgalja, milyen feltét-
elek mellett juttathatok el Gzenetek egy hal6zatban Kijétiirasokbol bizonyos
terminalokba oly médon, hogy Uzenetkildéskor megengedijilkizenetek 6ss-
zekodolasat is. A modszer kihasznélja, hogy az elkildesirkilizenet nem cso-
mag, hanem informéacié, melyet lehet tébbsz6rozni, és niaddlsszekddolni.
Természetesen, ha elegérazdmu éldiszjunkt ferdymegy a forrdsok és termina-
lok kozott, a feladat kodolas nélkil, fetyakoldsokkal is megoldhato. llyen fe-
nydk azonban nem mindig léteznek, amint azt @bl ellenpéldaban is lattuk.
A témaban megjelent digelenBs cikk R. Ahlswede, N. Cai, S.-Y.R. Li, és R.W.
Yeung munkaja, melyben a multicast (egyponta forras,- poblbd terminalhal-
mazzal rendelkd® haldézatok megoldhatdésagara adnak szilkséges és elggsége
feltételt. Ok az Ugynevezett-kodokkal dolgoztak, melyek nagyon altalanosak,
€s igy igen bonyolultak is lehetnek. Kb P. Sanders, S. Egner, és L. Tolhui-
zen megmutattak, hogy aciklikus graf esetén a multicaatifebk az ugynevezett
linearis kodolassal is megoldhatok. Az 1.2 abra a®kbi ellenpéldan ad6do
kodolasi feladat egy linearis megoldaséat mutatja.cAzelkildend informacio-
kat egylF véges test elemeinek tekintjik, melyek 6sszeadhatdk.minédpontok
azért kapjak meg @t ésb-t, mert a beérkazértékekbl kiszamolhatok. A linearis
kédoknak tobb fajtaja alkalmazhat6 a halozat tipusatdden. Jelen szakdolgo-
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zatban azt vizsgaljuk, a kulonféle linearis kddokkal milyledolasi problémak
oldhaték meg.

Ha az éleknek kapacitasa is van, a kiuldott izenetek szétuldsara van szuk-
ség. Ezt teszi lehévé avektorlinearis kddolas, mely a lineéaris kddolas al-
talanositdsa. Azt sejtették, hogy aciklikus esetben nmimdegoldhat6 probléma
megoldhaté vektorlineéaris koéddal is. Erre R. Dougherty, @ilfag, és K. Zeger
adtak ellenpéldat [5]. A 2. fejezetberbskor a linearis majd a vektorlinearis kéd-
dal megoldhaté aciklikus problémakat vesszik sorra, vBgiilutatjuk az ébb
emlitett ellenpéldat.

A 3. fejezet a nem aciklikus hal6zatok kédolasaval foglaiko Latni fogjuk,
hogy az aciklikus esetben definialt linearis kddolas nemalalkzhaté nem aci-
klikus gréafokra, ott bonyolultabb kédolasra van sziiksétsblEent az aciklikus
esetre visszavezettiadinamikus lineéris kddokat mutatjuk be. Ennek hatranya,
hogy a kddolas idben valtozik, éinydsebb az ugynevez@ddinvarians linearis
kodolas mely a fejezet masodik felében szerepel. Megmutattaky haggy tet-
sZleges grafon adott multicast feladatnak létezik megaldd@8invarians lineéris
kodolassal is létezik, s ez polinomidlis algoritmussat&imolhato (E. Erez és M.
Feder [9]).

A 4. fejezetben a hal6zati kédolas kapcsolatat vizsgaljdiné@nds fengfel-
bontasi tételével. Két bizonyitast is adunk az utébbi tételz eld egy egyszerd,
de kevéssé ismert, nem algoritmikus bizonyitas, a masodi&lézati kodolas
eszkozeit hasznalja, és egyuttal egy masik halozati k&dal&zolo tételt is al-
talanosit.

Az 5. fejezetben a Steiner feblyet egy masik megkozelitését mutatjuk be. Itt
olyan fenyket keresiink, melyek ugyan nem éldiszjunktak, de az &ltaleg-
hatérozottst utak mindent € T-re azok. Az ilyen fengiket élfiggetlen fe-
nydknek nevezziik. Hasonl6an lehet definialni két @@ppntfliggetlerségét. Az
1.2 abra az ellenpélda grafjan mutat két élfiiggetlen Stdermg6t. Kiraly Zol-
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tan vetette fel a kérdést: létezik-e mindigtlfliggetlen Steiner ferdy ha minden
terminalpontba vezet élidegenst Ut? Ha az allitas igaz valamilyenra, abbdl
kovetkezne a pontflggetlen feszfenyok létezése is. Ez utdbbira A. Huck mu-
tatott ellenpéldat & > 3 esetben [13], igy a kérdésre csak= 2 esetén lehet
igen a vélasz. Ebben az esetben sikerilt belatni az allflkasznalva Whitty
tételét ak = 2, T' = V pontfuggetlen esdit [12] (kébb derilt ki, hogy ezt L.
Georgiadis és R. E. Tarjan [15]-ban mar bebizonyitottak)nt8a A. Huck latta
be, hogy aciklikus grafban mar mindérra Iéteznek pontfliggetlen feszfienydk
[14], igy az élfuiggetlen kérd&snél nagyoblk-ra aciklikus grafokon még lehetne
igaz, am erre sikerult ellenpéldat talalnom (5.2 abra).

1.1. Definiciok

Ebben a részben a héal6zati kodolas alapyegalmait ismertetjik. Efként
tekintsiik a bevezében mar emliteti-kddot [1]. Ez a kéd a multicast problémara
ad egy nagyon altalanos megoldashalmazt. Latni fogjuky lrogé®bbiekben
szerepb linearis kddok mindegyike e kéd specialis esete.

1.1. Definicio. EgyG = (V, A) irdnyitott graf, s forras- ésl" = {t,,... .t} C
V terminalhalmaz valamink” pozitiv egész eseténkddnak nevezink egy

{uid, {vid {fi} {AFL <0 S K {g;}1 < j < |T|,n, K]

rendezett halmazt, ha

1) w;,v; € V Ugy, hogy(u;, v;) € E mindenl < i < K-ra.

2) fi + Q@ — Ay hawu; = sesf;: [[ijq,-0, 45 — Ai egyébkent, ahol
A =A{1,.. . |Ail} és={1,..., [2"*[}.
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3) g : ngjglmj:tl A; — Q mindent; € T-re ugy, hogyz € Qg,(z) = z, ahol

g; a megfeleléfy, ..., fx €sg fuggvények kompoziciéjabol adotnd — (2
fuggvény.

Ekkor egyzr € () az 6sszes elkuldendizenet az f;-k a kodolo figgvények
melyek altal felvett értékek a kod sonéinldott tzenetekk a kédnagysagan az
elkildend&: nagysagu kédok szama.

Az alfa kod tehat tulajdonképpen fuggvények véges soromslyek mindegyike
egy élhez tartozik, és egy fliggvény altal kildott Gzenek éshozza tartozé él
tovébe korabban beérk@zizenetekil fligg. Vegyuk észre, hogy nincs megkotés
arra, hany fuggvényt rendelink egy élhez, igy specialisaa 1, vagyis2 =
(X1, ..., 2,), ; € {0,1}1 < i < nésA; = {0,1} esetén az is megoldas,
ha mindent terminalhoz tekintliink egy-bdl odavezdt d; hosszu utat, ezeket
egymas utan vesszik, rajtuk pedigoéklre haladunk (e = >, d, fliggvény),

s eztn-szer ismeteljuk:f(;_awi(r) = Ve € Q,1 < i < d, hau; = s, és
fi—vd+i = fi—1a+i—1 €gyebként. Ekkor, ha egyél m. Gton szerepel, aztm,-
szer hasznalja a kod. Tegyuk fel, hogy efweégrehajtasa valamint egy s-be
juttatasa egyaranh iddbe telik. Ekkor a kod végrehajtasa legalabb, A id6t
vesz igénybe, mikdzben egy € Q nA id6 alatt juts-be, azazn névekedtével
x egyre nagyobb késéssel jut el a terminalokba. Az ilyen kétiskeretnénk
kizarni, és csak olyanokat megengedni, melyek |ényegébgn-szer hasznalnak
minden élt, ahot(e) € Rt az él kapacitasa (az@bi példabam = 1).

1.2. Definicio. Legyery : £ — N, melyren(e) = [[i<;<f.(u; 0= 4i» ¢ PEMIY
E :— R kapacitasfuggvény. Egy-kéd a-megengedhetfc, G, £’)-re, aholk’ €
R*, ha minderc > 0-ra elég nagyn-re létezika-kdd, melynek nagysagd és
n~1tlog, n(e) < c(e) +e.

Ahlswede és sze@tarsai bizonyitottak be a kovetk@etelt, mely a haldzati ko-
dolas alap eredménye [1].
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1.3. Tétel. (R. Ahlswede, N. Cai, S.-Y.R. Li és R.W. Yeungkgy grafon adott
(¢, G, k') a-megengedheté> \.(s,t) > kvt e T.

Jelen szakdolgozatban belatjuk, hogy a fenti tétel mar alkédy sokkal sz(ikebb
osztalyan, az idinvarians linearis kddok korében is igaft,saciklikus grafok
esetén még egyszerlibb kdd is elégc figgvénydl kezdetben feltessziik, hogy
egészertékl, majd a racionalis esetet vektorlineariok&egitségével vezetjuk
vissza az egész esetre (a valds eset konnyen lathatéakddiked racionalisbol).



2. fejezet

Aciklikus iranyitott grafok

2.1. Multicast hal6zat

2.1. Definicid. Multicast kddolasi feladatak nevezink eg¢' = (D, s, T, k)
halmazt, aholD = (V, A) iranyitott graf, s € V forras, T C V terminalhal-
maz,k pedig pozitiv egész, az elkildeni kivant Uzenet nagysaga rHegadott
D gréf aciklikus, a multicast feladataiciklikusnak nevezzik.

2.2. Definicio.Egy D = (V, A) aciklikus graf, s forras ésF véges test éd
pozitiv egész esetdinearis kdchak nevezink egf : A — F¢ leképezést, ha-
en kival minden csucsra a kimend élekhez rendelt vekttddKreak az €l tovébe
menok linearis kombinaciojaként, azaz

Vo e V\ s —re(f(vv')|vv € A) C (f(v"v)[v"v € A).
Egy f lineéaris kéd é9zy, zs, ..., x;) Uzenetek esetén valamelyélen kuldott

Uzenetet aZz, xo, ..., x) - f Skalérszorzattal kapjuk meg. A fenti definicio-
ban azs-bél kijovo élekre nem kellett kikdtést tenni, mert valddi Uzenetkgkbr

7
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s rendelkezik minden elkildeddizenettel, igy a vektortér barmely vektorat el-
kildheti. Annak érdekében, hogy ez a linearis kddban is ebegjen, bevezetiink
egy Uj forrast, melybl s az lizeneteket kapja (annyi élen, ahany tizenet van).

2.3. Definici6. Egy multicast kodolasi feladdibvitett grafa egy D' = (V +
s, A") gréf, melyetD-b6l ugy kapunk, hogy-be egy Ujs’ csucsbolk darab
(s's)1, ..., (s's), éltiranyitunk.

2.4. MegjegyzésHa D-ben)(s,t) > k, akkorD’-benA(s',t) > k.

Egy linearis kod természetesen még nem feltétlenkibd, csak egy megvalosit-
hato lzenetkildés, hiszen nem feltétlendl juttatja el @néteket a terminalokba.
Ahhoz, hogy egy linearis kdd ezt megtegye, egyrészt kelyyrar elkildend
Uzenetek megjelenjenek a grafban (az); éleken egy-egy), illetve, hogy ezek
mind meg is érkezzenek a terminalokba, vagyis az egyesnétokiba med élek
vektorai kifeszitsék a teljelsdimenzids vektorteret.

2.5. Definicid. (2.1 &bra) Egy aciklikus multicast kddolasi feladat béttigraf-
jan értelmezett linaris kodrél azt mondjulkgearis megoldasan feladatnak, ha

() d=k
(i) f((s's)i) = e, 1 <i<k,ahole; azFF* i-edik egységvektora
(iii) Vt € T dim (f(ut)|ut € A) =k

2.6. Megjegyzés.A 2.1 4bran lathatd lineéris kdd az= v, T = {vg, v7 }, k = 2
paraméter(i aciklikus kédolasi feladat megoldasa, igf(aze € A vektorokF?-
beliek (F tetsdleges véges test lehet).

2.7. Megjegyzés.Vegylk észre, hogy egy linearis megoldas valamely élen fel-
vett értékétn € F-fel megszorozva tovabbra is linearis megoldast kapunk, ig
példaul feltehdi, hogy az egy befokl csucsok nem kédolnak, agzazkimerd
éleken a bejod értékével egyezik meg. Ezt a Kdédbiekben tbbb bizonyitasnal
fogjuk hasznalni.
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2.1. abra. Aciklikus (Bvitett) graf éleihez rendelt vektorok és a kuldoétt Uzekete
a bdvitett grafban

2.8. Definicio. Egy aciklikus graf pontjainak egy, vs, . . ., vy sorrendjetopo-
logikus sorrend ha minden csucs 6se a csucs elbtt szerepel. Hasonl6an defi
nialhat6 azélek topologikus sorrendjees, . . ., e|g sorrend ilyen, ha minden él
tovébe meno €l elbtte szerepel.

2.9. MegjegyzésaA lineéaris kod az Ahslwede és szétarsai [1] altal definiélt
koédnak is megfelel, hiszen az éleket topologikus sorrendBge lathato, hogy az
élfliggvények csak a sorrendben korabbi éekiggnek.

A 2.1 abra egy kételem( test feletti megoldast mutat beenllgzonban nem
mindig létezik. A 2.2 abran lathaté grafnak példaul konngdiendrizheten
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AN

2.2. abra. Példa olyan hal6zatra, melyen nincs linearisoidag a kételemu test
felett (a z6ld csucsok a terminéloks2)

nincs linearis megoldasa a kételemd test felett, ugyanis=ill. vqv; élekhez
egyarant csak agl, 1) vektor tartozhat, kulénben fvg, v7} ill.  {via, v13} ter-
minalokba mef élek nem feszitenék ki a kétdimenzios teret. igy viszopbe

nem megy két kilonbdzvektor. A megoldashoz sziikséges legkisebb test meg-
hatarozasa NP-teljes[3]. Latni fogjuk, hogy megoldhatibfgmanal a® > |T'|
feltétel multicast esetben mindig elegén@.11. tétel).

2.10. Definicid. Rogzitets, T' eseténD kapacitdsaaz a maximalig nemnegativ
szam, amelyre létezR = (G, s, T, x)-nek linearis megoldasa.
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Nyilvan y < min{\(s,t)|t € T'}. AP. Sanders, S. Egner, és L. Tolhuizen algorit-
mikus bizonyitast ad az egyé@ségre [2].

2.11. Tétel. (Sanders és szedtrarsai) Ha egy aciklikus multicast kédolasi fela-
datban\(s,t) > kVt € T, |F| > |T| akkor a feladatnak létezik linearis me-
goldasa azF test felett, mely polinomialis iddben megtalalhato, agaz k.

B1zONYIiTAS. Az egyes élekhez rendelt vektorokat az élek egy topolagdar-
rendjében fogjuk megadni. Egy élre tehat egyszer kerlikcsak miutan tovének
minden beme éléhez rendeltiink mar vektort. Rogzitsiink mindarminalhoz
k éldiszjunktst utat, jel6lje ezek halmazat. Az algoritmus soran csak ezen utak
éleihez rendellink vektort, a tobbi élt elhagyhatjuk, hauzaé nulla vektort ren-
deljuk. A topologikus sorrend miatt az algoritmus az egyagan is sorrendben
halad, azaz amikor egy élhez vektort rendellink, az Gton emractt megéiz6 él
sorra kertlt mar korabban. A legutoljara vett éleket mineminal minden Utjan
szamon tartjuk az algoritmus végeéig, egierminalra jelélje ezer él halmazat
U,. Arra Ugyellnk, hogy minden lIépésben az egyes terminalotdrtozoU; élek
vektorai a teljes teret kifeszitsék. Itt jonbeh kibdvitett graf szerepe, igy ugya-
nis minden egyes terminalba nieh Ut az(s's); élekkel kezédik, melyeken &
egységvektor valéban kifesziti az egész teret, kezdeti®it teljesil a feltétel.
Az algoritmus befejeidéseével az/;-k terminalokba med élektbl fognak allni,
ami garantalja a (iii) feltétel teljestilését. Tegyuk fedgly az algoritmusbany a
soron kovetked €l. Jeldljel’,,, azon terminalok halmazat, melygkhalmaza tar-
talmazzacy-t, p;(xy) pedig jeldlje azry-t megebzd élt ap,-beli tton. Az f(xy)
vektort gy kell megvalasztani, hogy egyreszialon a{p,(zy)|t € T,,} €lek
vektorainak linearis kombinaciojaként, masrészt/ax p;(ry) U zy élhalmazok
vektorai tovabbra i& dimenzios teret feszitsenek. Efy halmaz modositasanal
azt kell ellerdrizni, hogy az Uj él vektora nincs-e benne a régi1 él vektorainak
alterében. Ezt az alabbi lemma alapjan gyorsan el leheedbety elledrzd
vektor segitségével.

2.12. Lemma. LegyenB az[F* egy bazisab a bazis eleme; pedigF*-beli vek-
tor, melyrea -/ = 6,y Vb’ € B. Ekkor egyr vektor pontosan akkor van benne a
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B\ bvektorok alterében, ha - a = 0.

BizoNYIiTAs. Nyilvanvalo. O

A fenti a vektor aB bazisb-hez tartozéellendrzd vektora. Az algoritmus soran
az U, halmazok mellett egy-egyl; = {a:(e) € F*|e € U;} ellendrzb halmazt is
szamon fogunk tartani, melyben(e) azU, \ e élek vektoraihoz tartozo ellénzo
vektor. Kezdetben az egységvektorok eflead vektorai 6nmaguk. Altalaban, egy
zy €lp;(zy)-nal tortérm cseréje eseten, fdry) = >, ., mif(u;), m; € F alak-
ban all eb, az A; halmaz kénnyen elldrizheten az alabbiak szerint médosul:
ar(xy) = mlan(pi(xy)), mige # wy-raaj(e) = ay(e)—(ai(e) f(zy))ar(pe(y)).

Ezekkel a jelolésekkel tehat d7 (u;)|u; € U} vektorhoz olyanm; egydtt-
hatokat kerestink, melyekifgzy) = >, ., mif(u;) vektorraf(zy) - a;(u;) # 0
egyiki-re sem.

llyen egyitthatdk létezését bizonyitja az kdvetkemma.

2.13. Lemma. Az z;, y; F*-beli vektorokra]F| > k ész; - y; # 0 mindenl <
i < k-ra. Ekkor létezik az:; vektoroknak egy: linearis kombinacioja, melyre
u-y; 70,1 <i <k.

BizoNYiTAs. Az allitastk szerinti indukcidval bizonyitjukk = 1-re az allitas
nyilvanvalo. Tegyuk fel, hogy — 1-re igaz az éllitas, azaz létezikaz, . . . 51
vektoroknak egy.,_1 linearis kombinacioja, melyre, _1-y; #0,1 <i < k—1.
Hawug_1 -y, sem 0, az allitds-ra is igaz. Hauy,_1 - yx = 0, barmelym € F\ 0
elemre(u,_1 +maxy) - yx, # 0. up = up_1 +may, csak akkor nem jo, hay - y; = 0
valamelyl < ¢ < k—1-re. Egy ilyen egyenletnek egyetl&rbeli megoldasa van,
igy 0sszesen legfeljebb— 1 egyutthatd esik ki. Azonbalir| > k&, igy létezik j6
m egyltthatd. Az allitas tehéat igaz. O

Ezzel belattuk, hogy folytathaté az algoritmus, s ez patinddben kiszamolhato.
(Az algoritmus futasi idej©(|E| - |T'| - k- (k+ |T)).) O
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2.14. MegjegyzésVegyuk észre, hogy tulajdonképpen azt lattuk be, hogy ha
egy megkezdett lineéris kodnal minden terminalhoz tudunkatni 4 utat, me-
lyek utolso6 kddolt éleinek vektorai fliggetlenek, akkor a kiefejezhdi (a meg-
kezdett kddon olyan linearis koddot értiink, mely az élek wedly topologikus
sorrendjét tekintve egy élig értelmezett). Ezt a megjeglyactdbbponta forras-
halmaz eseténél fogjuk hasznalni.

2.2. Tobb forrasos hal6zat

2.2.1. Skalar lineéris kdddal megoldhat6 probléméak

A fentiekben a multicast kddolasi feladat megoldasavalaiagztunk, vagyis
amikor egyetlen forras van, de tobb terminél, melyek ugytaa tzenetet kérik.
Ennél altalanosabb probléma, amikor forrasbdl is leheb t@baz egyes forras-
és termialpontokhoz tartoz6 tzenetek is eltérhetnek.ifégjuk, hogy a feladat
tobb alesete is visszavezethet multicast problémara.

2.15. Definicié. Altalanos kodolasi feladatnakivunk egyC' = (D, S, T, M, g)
halmazt, aholD = (V, A) iranyitott graf,S C V forrashalmaz;l’ C V terminal-
halmaz,M = (m,,...,m) az Uzenetek halmazg,pedig egy igényfiiggveny,
mely az egyes forrasokbol elérhett illetve az egyes tétokba elkildendd Uze-
neteket adja meg, vagyld részhalmazaif-hez illetveT-hez rendeld leképezés.
A multicast esethez hasonldéan, ha a megadograf aciklikus, a kodolasi fela-
datotaciklikusnak nevezzik.

2.16. MegjegyzésA multicast esetberb = s egyetlen pontbdl allt, melyre
g(s) = g(t) = M mindent termindlra.

A multicast esethez hasonldan lehet értelmezni a lineédst csak itt egy forras
helyett tobb is lehet.
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2.17. Definicio. Egy kodolasi feladdbévitett grafa egyD’ = (V +M', A’) gréf,
melyben egy Ujn; cstcsboél akkor megy é}-be, ham; € g(s;) V1 <i < k,1 <
j<|sl.

2.18. Definicid. Egy aciklikus kédolasi feladat bévitett grafjan érteletttine-
aris koédlinearis megoldasa feladatnak, ha

(i) d=k
(i) f(mis;) =e;,1 <i<k,ahole; azF" i-edik egységvektora és; € g(s;)

(iii)y Vt e T dim (f(ut)|lut € A) =k

Az altalanos probléma néhany alapesetének klasszifilkhAoR. Lehman és E.
Lehman végezte [3]-ben. Megmutattak, hogy a multicastfdlanellett szintén
polinom iddben megoldhato a terminalokon egyforma igényfuggvényl) & M
vVt € T) feladat, tets@leges forrashalmaz ¢$5) esetén.

2.19. Tétel. (A.R. Lehman és E. LehmankgyC = (D,S,T, M, g) aciklikus
kodolasi feladay = M esetén polinomialis.

BizONYIiTAS. A graf bbvitett grafjahoz vegyink fel egy G forraspontot, és
vezessunk béle egy-egy élt mindem:;, 1 < i < k csucsba. Tekintsuk ezen
a grafon azt a multicast probléméat, melyb&n= s, g(s') = M. Konnyen
lathatd, hogy a két problémanak egyszerre van megoldasaésay nyilvan-
vald, hogy az eredeti probléma egy linearis megoldasa &mthed az Uj egy
megoldasava (legyef(s'm;) = e;). Masrészt, ha az uj, multicast probléma me-
goldhatd,azaa(s',t) > k Vt € T, a 2.14. megjegyzés szerint megoldhat6 ugy
is, hogy f(s'm;) = e; f(mus;) = e;,1 < i < k,m; € g(s;), hiszen minden ter-
minalra az utols6 kédok él épperey, ..., e, vagyis linearisan figgetlen. Tehat
a kérdés elddntése a multicast esethez hasonl6an poliigmia O
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2.2.2. \Vektorlinearis kédok

[3]-ben megmutattak, hogy ha nem ugyanaz a terminalok fgéayénye, mar
nem feltétlenil adhatd polinomialis algoritmudt snég linearis megoldas sem
mindig létezik. Szamos ilyen probléma megoldhatd an. wdikeéris kéddal,
amely a linearis kéd fogalmat altalanositja. Ez a kod arayitér el az eredeti
(skalér) lineéris kodtol, hogy az éleken kuldott Uzeneteky véges test feletti
véges dimenzibés vektortér elemeinek tekintjuk. Alkalnsazazért indokolt, mert
a gyakorlatban az éleken kuldott izenetek altalaban ads$iAtisagd—1 soroza-
tok, melyeket a skalar linearis kod egyetlen szamként kévetktorlinearis ezzel
szemben kilén-kilon tekinfiket, ndvelve ezzel a lehitégek szamat. Tegyik
fel, hogy az elkildendl x{, z-, . .., z;, UzeneteKF” véges test elemei (példaul a
fent emlitettr hosszUD — 1 sorozatok). Ekkor ugy is tekinthetiink rajuk, mirit
darablF-beli lzenetre kapacitasu éleken.

2.20. Definicio.Egy D = (V, A) aciklikus gréf, S forrashalmaz,k, r pozitiv
egészek éB véges test esetéektorlinaris kochak nevezink egy : A — FF 7
lekepezest, hev € V' \ S-rem(vv') = 3 o m(uw)M;, ahol M; € Fr™"

2.21. MegjegyzésAz r adjameg, hogy az eredeti, z», . . . , ), Uzeneteket hany
kisebb részre bontjuk, az eredeti linearis kéd az 1 specialis esetnek felel meg.
Az éleken kild6tt Gzeneteket most@z 1 . . . 1, ¥21, - - ., Tx) -m Skalarszorzat
adja meg, ahat; ; azz; elkiuldend uUzenetj-edik darabjal < j <.

Az alabbi, [4]-bdl vett graf R. Koettedt szarmazik, s példa olyan aciklikus gréfra,
mely nem oldhaté meg skalar linearis kdddal, de létezikardikiearis megoldasa.

2.22. Allitas. A 2.3 abréan lathato grafban nem létezik (skalar) linearisgoie
dasa a megadott kodolasi feladatnak.

Bi1zoNYiTAS. (Az alabbiindoklas kissé eltér a [4]-bdlit) Tegyuk fel, hogy léte-
zik f : E — F* linearis megoldas. A 2.7. megjegyzés szerint felt@hlebgy f a
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2.3. abra. Példa skalar linearis koddal nem megoldhatddéia

v3-bOlill. vs5-bdl indulé éleken megegyezik azuvs ill. vyv5 éleken felvett érték-
kel, a terminélokba érkézharom él kozul tehat kettmindenhol azonos értéket
vesz fel. Ha bennik a#, A’, B, B’ izenetek egyutthatoi kozul egy sem nulla,
és a terminalok valéban ki tudjak szamolni a kivant értékedekor egyuttal a
masik két érték is kiszamolhat6 lenne. Azonban csak harorerdget all rendel-
kezésre a négy ismeretlen meghatarozasahoz, ez tehathets€lges, igy valame-
lyik egyltthato nulla. Feltehét hogy f(v,v3) = (1,0,0,0), azaz a kuldott tzenet
A. Ekkor avg-as terminal ismerid-t és A’-t, igy az ebz6 indoklashoz hasonléan
nem ismerhetiB’-t, ami csak Ggy lehet, h#(v,vs) = (0,0,1,0). Am ugyanezt
a gondolatmenetet@-es terminarra megismételygu,v;) = (0,0, 0, 1) adodik,
ami lehetetlen. O

Az aldbbi abran lathatd, hogyan oldhaté meg d@z@&feladat vektorlinearis kod-
dalr = 2 valasztassal. Vegyiuk észre, hogy valojaban igazi kodaéstortenik,
csak egy egész helyett két "fél lizenetet" visz egy-egy élbdttatszik, hogy

a vektorlineéaris kod tovabbi éhye, hogy az lizeneteket szét lehet darabolni. igy
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2.4. dbra. Megoldas vektorlineéris kéddal

akar tort kapacitasu éleken is értelmeshekddolasi probléma.

2.23. Definicio.Egy D = (V, A) ir4nyitott grafon adott egy : A — Q™ ka-
pacitasfuggvény. Legyéraz élkapacitasok nevezdinek egy tdbbszdrése. Vegyink
mindene € A élt c(e) - [-szer, a kapott graf legyeh,. Egy D;-en értelmezett
vektorlinéris kdd megoldéasa az eredeti grafon adot: (D, s, T, k) feladatnak,

ha megoldasa;-en aC’ = (D, s, T k - ) feladatnak.

Kdnnyen lathatéan igaz az egész kapacitasoknal bizonhtétet:

,,,,,

kodolasi problémanak vektorlinearis megoldasaMia ¢t) > k Vt € T.

Médard és szetarsai [4]-ben azt a sejtették, hogy vektorlinearis kddakdr
minden aciklikus probléma megoldhaté. A sejtést R. Dough€lt Freiling, és
K. Zeger cafolta meg [5]-ban.

2.25. Lemma. Az 2.5 abran lathaté kodolasi feladatnak semmilyen dingeazi
sem létezik vektorlinearis megoldasa paratlan elemszéstidlett.
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2.5. abra. AzN, hal6zat

BizoNYITAS (R. DOUGHERTY ES SZERDTARSAI). Indirekten tegyiik fel, hogy
Ni-nek mégis létezikn megoldasa valamilyetv F'(q) paratlan elemszamu test
és k dimenzié mellett. Az refmj.ebefkod megjegyzés alapjanefedt, hogy
m a vy, v, v3-bol induld éleken csupa egy Jeldlfea k£ x k-s GF(q) feletti
egységmatrixotg; ; pedig av;v; élen kildott tizenetvektort (azaz, = m(v;v; -
(a,b,c))). Ekkor léteznek olyamn,, ..., my4 k x k-s matrixok, melyekre a ko-
vetked egyenbségek teljesliinek:

€16 = Mla + Mgb
€57 = Mgb + M4C

eg10 = Mseq s + Mges 7

eg11 = Mreqe + Mgc
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(1) ¢ = Mya + mpes 1o
(2) b= Miieg 10+ mizeg 11

(3) a = Mizeg 11 + muses 7
Belatjuk, hogy minden\/; matrix invertalhato. Az utols6 harom egyenletben
az M;-k egyutthatéiba a korabbi egyenleteket helyettesitvgukap

(4) Mg +190 MsM; =0
(5) Myo(MsMsy + MgM3) =0
(6) MyyMeMy=1
(7) My MsM, + Mo M7 My =0
(8) My MsMy + M1 MgMs + M 2M7 My = 1
Q) M11MgM; + MypMs = 0
(10) MysMo M, = I
(11) MysM; My + My M; = 0

(12) M13M8 + M14M4 = 0
A (6)-0s é5(10)-es egyenletek miaft/,, My, Mg, M7, Mo, M3 invertalhato,
ezért(5) miatt M5 M, + MgMs = 0, s igy(8)-bdl

(13) Mo M7 M, = I adbdik, tehat\l, ésM,, is invertalhatd.

(7) miatt My, M5 = — Mo M5, igy M5 €sMy, is az. Hasonlbéaiil1)-bol kapjuk,
hogy M,M3; = —M3M;M,, amikdl Mz ésmy, invertdlhatdsaga kovetkezik.
Mivel (4) miatt My = — Mo MsM,, My is invertalhato, s vegill2)-bol Mg =
—M1‘31M14M4 kovetkezik, amiMy invertalhatésagat igazolja.
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Innen(7)-bdl
0 = My M5 + MisMy = My Ms + (Mg M7 My) My ' = My Ms + My,
vagyis—1I = My, MsMs.
Masrész{(9) miatt

0= My MgMy + Mo Mg = M11<M6M3>M;;1M4 - M12M§1M14M4 =
- (—M11M5M2 + I)M3—1M4,

amibdl I = M, M5 M, adodik, amildl I = —I kdvetkezne, de ez ellentmondas.

2.26. Tétel. Létezik (nemlineéris kdddal) megoldhaté kodolasi feladalynek
nem létezik vektorlineéris megoldasa.

BizoNYiTAs. Tekintsik a 2.6 abran lathat6 kédolasi feladatotiszbr belatjuk,
hogy megoldhatd elemi abécé felett. Feleltessiik meg az abécé haiiiit.

Zy X Zy gyUrikkel oly médon, hogy amod 4 maradékosztalyok a kettes szam-
rendszerbeli megfelgjukkel legyenek parban. A kddolas soréiféle miveletet
fogunk hasznalni: a-/— jelek az 6sszeadast ill. szorzéast jelentik a modtjo
felett, x az 6sszeadast jeldli & x Z,-ben, véguli(z) az x forditottjat jeloli
szinténZ, x Z,-ben. Au,s-as terminal kivételével konnyen lathaté az lizenetek
megérkezése. Tekintsiiks-t.

2.27. Allitas. ¢ = t(es2,43 + €33.43 — €31,43) + (€34.43 + €3543 — €36.43)

BIZONYITAS. t(es2,43 + €3343 — €31,43) + (€34,43 + €35.43 — €36.43) = t((a +¢) +
(b+c¢)— (a+0b)+ (tlc) + d) + (t(c) + d) — (d + e) = t(2¢) + 2t(c) (2c a
Z,-beli szorzast jeldli). Legyen kettes szamrendszerbeli alaKja y). Ekkor
2¢ = (y,0), t(c) = (y,x), t(2c) = (0,y), (2t(c) = (z,0), tehétt(2¢c) + 2t(c) = ¢
valoban teljesul. O
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2.6. dbra. AzV, hal6zat és egy nemlinearis megoldas

Most megmutatjuk, hogy nem léteziX,-n vektorlinearis megoldas. A bi-
zonyitas az €z0 lemmajéhoz hasonl6an torténik. Tegylk fel, hogy mégexzi&t
ilyen valamilyenG F'(q) felettk dimenziora. MivelV, tartalmazzaV, -et, az ebz6
lemma miatty csak paros lehet. Ekkor léteznénkk, . .. M5 k x k-SsGF(q) fe-
letti matrixok, melyekre

(1) egs31 = Mya + Msb
(2) e2s30 = Msa + Myc

(3) e95,33 = Msb+ Mgc
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(4) €15,19 = M7CL —+ Mgb + MgC
Ezeket avyg, v41, v40 terminalokra alakalmazva

(5) C = Mlo(Mla -+ Mgb) -+ Mll(M7CL -+ Mgb —+ MgC)
(6) b= Mlg(M3Cl + M4C) + M13(M7CL + Mgb + MgC)

(7) a = My4(Msb + Mgc) + Mys(Mra + Mgb + Mogc)
Az utols6 harom egyenletben csak a bal oldalon szérépénet egyitthatéja
a jobb oldalon isl, a masik kethjé 0. Innen, hasznalva, hogy a test karakte-
risztikdja2, s igy a— jelek elhagyhatdk:

(8) I = M1 My = My3Mg = M5M7, valamint
(9) MM, = My My

(10) MyoMy = My Mg

(11) MioMs = M3 M7

(12) MigMy = M3 My

(13) MyyMs = M5 Mg

(14) My Mg = MysMgy Ismét belatjuk, hogy a/;-k invertalhaték minderi-re.
A (23)-as egyenlet miath/;, Mg, My, My, M3, M5 invertalhatd, emiatt a
(24) — (29)-es egyenletek jobb oldalai is azok, igy a bal oldalon szérep
tobbi matrix is valdban invertalhato. igy

(15) My = M M; ' My
(16) My = M3M; "M,
(17) Mg = MsMyg ' My, s ezekil

(18) Mya + Myb = Mi(a + M- Mgb)
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(19) Mga + M4C = Mg((l + M;IMQC)

(20) Msb + Mge = Ms(b + Mg Myc).

Végul

M1_1623731 + M3_1 + M1_1M2M5_1€25733 =
= Mf1<M1a -+ Mgb) + Mgl(Mga + M4C) + MflMgMgl(M5b -+ MGC) =
= (a + M7 Mgb) + (a + M;*Myc) + My (M, Mz Mg) (b + Mg ' Myc) = 0.

Innen
-1 -1
€331 = M1 My "egq30 + MaMy “e9533.

Tetsdlegesc Uizenet mellett, = M; ' Myc ésb = M * Mgc véalasztassalls) és
(19) miattegs 30 = e2533 = 0, S ezért az utolso sor alapjagy 3; is 0. Hasonbdan
valaszthat@l ese Ugy, hogyess 34 = e27,35 = eag 36 = 0 teljesiljon. Ekkom,s-ba
mindenc esetén csup@iizenet érkezik minden élen, ami ellentmondas. [

2.28. MegjegyzésA fenti ellenpélda nem véletlenil adédott. Dougherty és-sze
zbtarsai kidolgoztak egy eljarast, amely minden matroidmozzarendel egy ko-
doléasi feladatot [6]. Megfigyelték, hogy a reprezentalhasitroidokhoz linearis
koddal megoldhato probléma tartozik. A% példat a Fano matroidbdl kaptak,
amely csak paros karakteriszikaju test felett reprezeatdl Az N, ellenpélda
masik két szarnya az ugynevezett Anti Fano matroidbol szZiknamely pedig
csak paratlan karakterisztikaju test felett reprezeatalh



3. fejezet

Nem aciklikus iranyitott grafok

Ha a kodolasi feladatban addit graf nem aciklikus, a lineéris megoldas fel-
tételeit teljesib linearis kdd nem feltétlentl ad megvaldsithatd kddoladt bra).

3.1. 4bra. Példa olyan linearis kodra, melyen minden kirierenet éall a be-
merdk linearis kombinaciéjaként, mégsem valdsithaté meg.

A korabban vizsgalt példak kézaott volt olyan, amely ugyamnlt aciklikus,
mégis létezett hozza linearis megoldas (1.2 abra). A péltfgdban egy aciklikus
graf 6sszehlzott valtozata (5.1 4bra), és igy.ap) + V' kiegészitett élgrafja

24
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aciklikussa tehét

4 ~—( 5 4 @ 5

©)

3.2. abra. Példa nem aciklikus grafra, melynek élgrafjklikcissé tehdi (a piros
élek torlésével) ugy, hogy a terminalokba tovabbra is vezegét-két Ut.

Felvebdik a kérdés, létezik-e mindig ilyen részgrafja az élgath A valasz
nem, manS| = 1,|T| = 2,k = 2 esetén is adhato példa olyan grafra, melyben
mindkét terminalba megy két élidegen ut, de az élgréafjat fedmat aciklikussa
tenni Ugy, hogy ez tovabbra is fennalljon. A 3.3 abran latmaf példaul ilyen,
ugyanis a kor barmely két egymast kdvetle része valamelyik Utnak. Erre a
grafra nem is terjeszth&ki az aciklikus definicié.

3.1. Megjegyzés.A 3.3 dbran mutatott ellenpélda az élftiggetlen grafokrélész
fejezetben is felbukkan (5.1 4bra méasodik gréfja).

A ciklikus grafok kezeléséhez tehat mas linearis kod debrdcvan szikség. Eb-
ben a fejezetben két ilyen definiciét mutatunk be.

Az egyik visszavezeti a problémat az aciklikus esetre olydom) hogy a graf
csucsaihoz idpontot is rendel. Az eljaras hatranya, hogy az egyes élekieiott
Uzenet 6sszetételeGten valtozhat.

A masik megkozelités a linearis kdd fogalmat altalanositjéges test helyett a
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3.3. abra. Példa olyan grafra, melynek élgrafja nem teheiklikussa az 6ssze-
flggbség megrzésével.

test feletti polinomok &linak a vektorokban, a polinom kiivel jelezve az idbeli
késés mértekét. Megmutattak, hogy multicast esetben, laeilgen kddolassal
|étezik megoldasa egy feladatnak, akkdsimvarians linearis megoldas is létezik,
és polinom idben megadhato ([9]).

3.1. Dinamikus linearis kddok

3.1.1. Dinamikus folyamok

Kapacitasos irdnyitott grafokkal sokféle szallitasi péofe modellezhét és
konnyen kezelhét Elo6fordul azonban, hogy az élek kapacitasa mellett jékent
szerepe van az élek hosszanak (az élen elt6ltottakl). Ha példaul az a kérdés,
hogy adott id alatt mennyi aru szallithato el egy raktarba, nem elégarsap élek
kapacitasait figyelembe venni. A feladat visszavezétheMFMC tételre, azon-
ban ehhez meg kell tudni kiilldnbdztetni az egy csucsbokaliépontban kiinduld
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szallitmanyokat, igy a csucsoknak tobgpdnttal is rendelkéz példanyara van
szukség. Ez lesz a dinamikus gréf (Ford, Fulkerson [7]).

Tekintsunk egyD = (V, A) iranyitott gréfots, ¢ forrassal és nyélel, valamint
c: A — NT kapacitas- éd : A — N+ élhosszfliggvénnyel.

3.2. Definicié. Legyenl” pozitiv egész. A graf éss ést kdzottiT hosszidina-
mikus folyamrmak nevezink egy : V x V' x [0,T] — N leképezést, amelyre az
alabbiak teljesulnek:

(i) Minden s, t-t6l kilbnbdzd csucs a idépontban beérkezbt tovabb is kildi
vagy elraktarozza:

Z flu,v,7 —d(uwv)) + f(v,v,7 —1) =

uwweEA

= Z f(v’u,T)—i—f(U,U,T)VU € V\{S,t},O§T§T~

vu€A

(i) V(uv) € A,0 <7 <T-re f(u,v,7) < c(uv)

Az elsb feltétel kbvetkezménye, hogy-#dl kiindul6 mennyiség megegyezik a
t-be beérkezovel, azaz

Z Z f(su,7) = Z Zf(ut,T) = .
0<7<T su€A 0<7<T ute A

Ezt av éréket a folyanmagysaganaknevezzik.

Felmeril a kérdés, hogyan adhatd6 meg egy maximalis nagydiagikus fo-
lyam rogzitettl” esetén. A feladatot a MFMC tételre vezetjik vissza, ehher-az
ban szikségunk lesz egy segédgrafra.

3.3. Definicié. A D graf T hosszidinamikus grajanak nevezzik azt By =
(Vr, Ar) grafot, melyreVy, =V x [0,1,...,T] ésv, v, € V,0 < 7,79 < T-re
e = <U1771)<U2,7'2) € AT, ha
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(4,1) (7,2)

3.4. bra. A bal oldalon szerépgraf dinamikus gréfja (az élekefe), d(e) sze-
repel).

(1) v1vg € Aésty — 1 = d(v109), €kkore(e) = c(v1v9)

(2) v1 = v9, 71 = o — 1, ekkorc(e) = oo, ezek aaktarozo élek

(3.4 abra)
3.4. Megjegyzés.A dinamikus graf aciklikus.

3.5. Megjegyzés.Az eredeti grafon értelmezéit hosszu dinamikus folyam ek-
vivalens a dinamikus grafon értelmezett szokasos (s&tiku0) — (¢, T") folyam-
mal .

Az utébbi megjegyzés értelmében elBg-ben meghatarozni egy maximalis fo-
lyamot. Latni fogjuk, hogy ilyet a folyamok egy szlikebb tdyaban, az ugy-
nevezett isméfidd folyamok kozott is talalunk. Tekintsiink egy v nagysagu
statikuss — ¢ folyamot D-n. Ehhez rendelhétegy F' dinamikus folyam a kdvez-
kezb médon: bontsuk fef-t f; ... f, egységnyi Utfolyamok 6sszegére. Legyen
az f;-n szerep élek 6sszhosszg. Az f; utfolyamhoz rendeljik azt az; di-
namikus folyamot, amely @ id6pillanattdl kezdve annyiszor indul ¢] mentén,
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ahanyszor csak lehet. Miv¢] megtételéhed; id6 szikséges, ez, =T —d; + 1
inditast jelent, vagyis ekkora nagysagu dinamikus folyaatb Ezen dinamikus
folyamok dsszegel’ = ZZ | Fi is dinamikus folyam, ehhez eleg(&) feltételt
ellerdrizni: a D dinamikus graf egy élén csak akkor nem nuila ha az élnek
megfeleb D-beli élen sem nullg;. Az ilyenek 6sszege csak ugy haladhatna meg
a kapacitast, ha méf is meghaladta volna az eredetiben. Afmegengedett
volt, igy F' is az. Az ilyen médon éallithaté dinamikus folyamokat nevezziik
ismétl6dod folyamoknak.

3.6. Megjegyzés.A fenti jeloléseket hasznalva a dinamikus folyam nagysaga a
alabbi modon alakithato:

v

k
:ZU ZT di+1)=v(T+1) ZZduv
i=1 =1

i=1 uvef;

v(T+1) = > duw)f( (3.1)

Vegyuk észre, hogy az utolso kifejezésfazitfelbontastdl flggetlen.

A maximalis dinamikus folyamot egy specialis statikus totybdl fogjuk edal-
litani, melyet a fenti 3.6. kifejezés segitségével nyeriNklamely rogzitettl’
egészre tekintslink egystatikus,y nagysagu folyamab-n, amely maximalizélja
az alabbi linearis fuggvényt:

(T + o= d(zy)f(xy) (3.2)

Ty€eA

Jelolje ennek optimumat;.
3.7. Tetel. vy éppen dl’ ideji maximalis folyam nagysaga.

BizONYITAS. 3.2 egy lineéris program, melynek dudlisaban:a” — N poten-
cialray(uv) = max(0, 7(v) — 7(u) — d(uv)) esetén

> clay)y(zy) = (T+ 1o — > dlay)f(zy)

TyeA TycA
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teljesul. Vegyuk azf egy fi ... f, egységnyi Utfelbontasat. Mivegl maximali-
zalja 3.2-et, feltehét hogyd; < T, kulonbenf; elhagyhato6 lenne. Tekintsik a
felbontashoz tartozé' ismétbdd dinamikus folyamot. A fentiek alapjan

v

vp = Z (T+1—d;)=(TH+1)v— Z d(zy) f(zy) = vr.
=1 TyeA
Belatjuk, hogyF maximalis. Ehhez elég egy- nagysagu vagast mutathi-
ben. Legyen ez & vagas az alabbi:

C = {[(u,7), (v, 7+ d(uv))]||m(u) <7 < w(v) — d(uv)}
Azaz olyan élek halmaza, melyek téve az
U=A{(u,7)|m(u) <7}

halmazban, feje pedig ennékkomplementerében van. Mar csak azt kell belatni,
hogy C' éppenvyr nagysagu vagas. Ehhez a dudlisrol fentebb tett megjedyetése
és az alabbi allitast fogjuk hasznalni.

3.8. Allitas. Egy (uv) élnek éppeny(uv)darab Dy-beli megfeleléje szerepel a
vagasban.

BizONYIiTAS. Az (u,i) csucsok kozul  (u, 7(u)), ..., (u,T)}csucsok vannak
U-ban, a(v, j)-k kozul a{(v,0), ..., (v, 7(v) —1)}-k U-ban. Har (u) + d(uv) >
m(v), egy ilyen él sincs a vagasban, de pontosan ekKop) is nulla. Egyéb
esetben konnyen lathatéam(v) — 1) — w(u) + d(uv) + 1 = y(uv) él vanC-
ben. O

Avagas nagysaga tehgt,  , c(zy)v(zy) = (T + v — >, cad(zy) f(zy) =
vr, ahogy allitottuk. O

3.9. Kdvetkezmény.Vegylk észre, hogy az ismétd folyambdl kapott me-
goldasok nem hasznaljak a raktarozé éleket, a bizonyitdshat az is latszik,
hogy ezek az élek nem novelik-t.
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Felvebdik a kérdés, hogy van-e mindig olyan dinamikus folyam, lgm@&nden
0 <7 < T-rav,-t szallitv-be, azaz
Z Z flut,7) = v,

0<7<T ute A
Ez az ugynevezetinenekulési problémaegy forras és egy ny@élesetén. Az
allitds konnyen lathatéan igaz, bizonyitdsahoz méddsédy dinamikus grafot
oly médon, hogy kivesszik @, i) — (¢,i + 1) tipusa éleket, helyettil; — v;
kapacitasu éleket vezetiink(a i) csucsokbol egy Gi* csucsba. Konnyen el-
lendrizhe®, hogy a kapott grafban is van nagysagd's,0) — t* folyam, ami
éppen a keresett dinamikus folyamot adja.

Az mar nem igaz, hogy a menekilési probléma is mindig megaddsmét-
6d6 dinamikus folyammal, erre konny( ellenpéldat mutatn®.m abran lathato
grafonvs = 1, s ezt csak a piros Utvonalon lehet teljesiteni. Ha mégiz it is-
métibdd optimum a menekilési problémara, az ezt az utvonalat ez = 5
esetén azonban = 8, ez elérhdi a két utak kétszeri inditdsaval. Ha a piros utat
haromszor elinditjuk, a kékeken mar csak egy-egy kapawitdslyam mehet, a
mi 0sszesen csak

3.5. dbra. Példa gréafra, melyben nem lehet istabtfolyamokkal a menekulési
probléma optimumat elérni (az éleken c(e),d(e) szerepel).

3.10. MegjegyzésMegmutattuk, hogy egy gréafbeli dinamikus folyam ekviva-
lens a graf dinamikus grafjanak egy statikus folyamavahdkmmintajara definial-
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hatjuk adinamikus vagag, mint a dinamikus graf egy (statikus) vagasat. A dina-
mikus folyam értéke a dinamikus gréaf egy élén a rajta atifelyam nagysagat
jelzi egy adott idpontban. Ehhez hasonldéan egy dinamikus vagasbeli éllazt je
hogy az adott élt mely i@pontokban nem hasznalhatja egy folyam. A MFMC
tétel szerint létezikr nagysagu (minimalis) dinamikus vagas, fentebb éppen egy
ilyet mutatunk. A bizonyitdsb6l még az a kicsibeebb allitas is kiolvashato,
hogy olyan minimalis vagas is van, amely minden élt egyetiémtervallumra
"zarle".

3.1.2. Kodolasi probléma dinamikus grafja

3.11. Definicio. Tekintsiink egy’ = (D, s, T, k) multicast kbdolasi feladatot, s
a D graf 7 hosszu dinamikus grafjat (¢ N, ¢ = 1, d = 1). A kapott graf a
kodolasi problémanemoriaval rendelkez6 dinamikus grafja

A dinamikus graf aciklikus, igy azon@' = D- (o)1, feladatnak talalhato
linearis megoldasa, ahél a minimalis(s,0) — (7, 7) vagas. A kapott kéd az
eredeti grafban is lineéaris kédot ad. A gyakorlatbatf@iduld hal6zatok egy
részében a csomopontoknak nincs memariaja, igy sziukségesd dinamikus
graf alabbi médositasa.

3.12. Definicié. Egy kddolasi feladat hosszimemoariaval nem rendelkez6 di-
namikus grafjaaz a graf, melyet/,-bol kapunk av;v;,; alaki élek torlésével
(veV\sT).

3.13. MegjegyzésA 3.9. kdvetkezmény miatt &’ probléma ez utdbbi grafban
is megoldhato.

3.14. MegjegyzésMivel az egyesD-beli éleknek tobhD,-beli megfeledje is
van, ebfordulhat, hogy az élekhez rendelt vektorok nem alland®klinamikus
kod tehat (ahogy a neve is mutatja) nerbiivarians, igy sok szempontbdl nem
optimalis.
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3.2. ldoinvarians linearis kédok

A dinamikus modell hatranya, hogy nemdidvarians, azaz az egyes élek-
hez rendelt vektorok valtozhatnak. Gyakorlati szempdrgadem mindig meg-
valdsithato, ezért van szukség adiivarians kod definialasara. Ez a kodolas
lehebvé teszi eltéd idbpontban keletkezett lzenetek 6sszekddolasat. Emlékez-
zlink vissza, hogy egy lzenet valamilyen abécé bétailkotottn hosszu sorozat,
példaul az eddig csakval jeldlt lzenethez valdjaban mindeiddpontra tartozik
egya, betll, azaz 6sszesemy;, as, as, . . . a,. Ezek kllon jeldlésére eddig nem volt
sziikség, mivel az 6sszekddolas eggdpontban keletkezett; izenetet mindig
szintént-beliekkel kodolt.

8

3.6. dbra. Példa linearisathvarians megoldasra, és a hozza tartozo6 polinomvek-
torokraFE = A esetén. Az efsabran & idopontban kuldott Gizenetek szerepelnek,
a masodikon aZ (e) polinomvektorok.

Tekintsuk a fejezet elején bemutatott 3.3 grafot. Lattudgyha kddolasi fela-
datnak nincs lineéris megoldasa. A 3.6 4bran a probléma egypldasat lathat-
juk. Az egyes éleken szerépértékek a idopillanatban kildott Gzeneteket jelzik
(1 <t € N). Ez a megoldas ugyan linearis, &m dtéddpontban keletkezett
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Uzeneteket kodol 6ssze. Az azonos h@lydvo, de kilonboa idejl Gizeneteket a
polinomokban szereplkiilonbod kitevdjli tagok jelzik, példaul az® egyiitthatoi
at — 3-ban keletkezett lzenetek egyutthatoit mutatjak [16], [8]

Jelolje (F(x))¢ azF véges test feletti polinomokat.

3.15. Definicio. Tetszblege® = (V, A) gréf, s forras ésF véges test é8' C A
késleltetd élhalmaz eseté@tbinvarians linaris kochak nevezink egy : A —
(F(z))? leképezést, havw € E-re (f(vw)|]) C z - (f(v"v)|lv"v € A), azaz
az E-beli élhez rendelt polinomvektor elball a bementkzel szorzott linearis
kombinacidjaként (3.6), &&w € (A \ E)-re (f(vw)]) C x - (f(v"v)|p"v € A),
azaz a tobbi élerf az aciklikus esetben ismert modon viselkedik.

3.16. MegjegyzésEredetileg csak az = A esetben definialtak a fenti kédot,
am az nem altalanositasa az aciklikus esetbeli lineariaddddA fenti definicid
tartalmazza az aciklikus esetbeli kodotis= () esetén.

3.17. MegjegyzésA 3.6 abran példaul a,vs élre:
floavs) = (2%, 2%) = (¢ — 2°)(,0) + (2, 2°) = x[(1 = 2*) f (v2v4) + f (v704)].

A vs cslcsba mehélek polinomvektorai atz, 0) és(0, x°) altal meghatarozott
modulust feszitik ki. Egy kddolasi feladat megoldasahd@tenem sziikséges
IF(z)*-t feszitenie a polinomvektoroknak, lehet benrfekésés ( kovetkez de-
finicid (iii) pontja).

Az id6invarians linearis kdd a linearishoz hasonléan sem fettéta-kéd, ehhez
az alabbi feltételekre van sziikség.

3.18. Definicio. Egy bovitett grafon értelmezett iddinvarians linearsdkne-
goldasa egy kodolasi feladatnak, ha

(i) A\ F aciklikus
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(i) f(s's;) = e;, ahole; azi-edik egységvektdiF(x))?-ben

(i) minden termindlba a bemend élek polinomvektoraaffeszitett modulus
F(z)k - (2%, ... %) alakban irhato.

3.19. Tétel. (E.Erez, M.Feder)Egy C' = (d,s, T, k), irAnyitott grafon adott
multicast kédolasi feladatnak pontosan akkor létezikridérians linearis me-
goldasa, havt € T-re \(s,t) > k, s ekkor a kdd polinomidlis id6ben megtalél-
hato.

BizoNYiTAs. (vazlat) Csak az algoritmust mutatjuk be, a helyességeblga
teljes bizonyitas megtalalhaté [9]-ben. A moddszer az aeikl algoritmushoz
hasonlo: rogzitsunk élidegenst utat mindent terminalra, ezen utak halmaza
ugyanugyp; (ez feltehed, hogy aciklikus). Vegylnk tovabba edy élhalmazt,
melyet kivéve a grafbol aciklikus grafot kapunk. Egye p, élre jeldlje p;(e)

az e-t megebzb élt p,-ben. Az algoritmus olyamn(e, p,(e)) € (F(x)) egylt-
thatokat hataroz meg, melyekyeiddinvarians linearis kodot ad, ahgle) =
TSy eep, e pi(e) f(pile)), e € B €sf(e) = 3, ey, mle pile) f(pile)))
egyébként, ahak’ az élek olyan részhalmaza, melyet kivéve aciklikus grafet k
punk. Mivel itt nem tudunk egyszerre topologikus sorremdbaladni, mindemn;,
élhalmazban kulon-kilon sorra vesszik az éleket, és harkétlositunkm-en.
Minden terminalhoz hozzunk létre egyélbdl allé U; halmazt, melyek kezdet-
ben{s's; }-vel egyenbk minden terminélra. Amikor az algoritmus élein halad
végig, jeldlje U, az egyes,-beli st utakon legutdbb sorra kertlt élekelem
halmazat (feltettiik, hogy; aciklikus, igy abban mar tudunk topologikus sorrend-
ben haladni). Ap; éleit elhagyval; k darabt-be meid élbdl fog allni, és tébbé
nem valtozik. Az algoritmus soran arra tigyellink, hogy azeg@y-khez rendelt
polinomvektorok ((U;)) mindent-re teljesitsék a 3.18. (iii) pontjat, igy az algo-
ritmus végén idinvarians linearis kédot kapunk. Az aciklikus esetben isregrt
mabdon végigmehetink;-n, hogy U, teljesitse a feltételeket. Mar csak a tobbi
terminalhoz tartozd/;; élhalmazokra kell figyelni. Bfordulhat ugyanis, hogy
egy korabban tekintett terminalba mea U; élek a ké8bbiek folyaman elrom-
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lanak. Meglep mddon a probléma kikiszébdllbedzzal, ha egy tovabbf, (U;)
polinomvektor halmazrél is megkovetlejik 3.18. (iii)-hha a f’ linearis kodot
agy kapjuk, hogy nullara valtoztatunk minder(¢’, e)-t, mely olyane, ¢’ élekhez
tartozik, melyekre: € p,, dee még nem szerepélf;-ben,e’ pedig¢ p; . OJ



4. fejezet

Kodolas és fenypfelbontas

Ebben a fejezetben Edmonds jolismert féfgfbontasi tétele és a halézati ko-
dolas kozotti kapcsolatot vizsgaljuk. Az élsészben egy egyszerl, de nem al-
goritmikus bizonyitast adunk a tételre, a masodik részheatigpaz idinvarians
linearis kédok létezésélszolo tétellel kozds altalanositasat mutatjuk be.

4.1. Edmonds fenypfelbontasi tétele

4.1. Tétel. (Edmonds)Egy D = (s + V, A) iranyitott graf azs gyokérpontbol
k-szorosan élésszefliggd, azaz minden pontjaba ¥ez@egen Uts-bdl. Ekkor
létezik D-benk éldiszjunkts gyokerl feszitd fenyo.

Az eredeti tétel helyett annak egydeebb alakjat latjuk be. Bite bevezetiink
néhany definiciét.

4.2. Definicié. Egy D = (s + V, A) iranyitott graf és az7; . .. Gy, s-re gyoke-
resen elosszefliggd éldiszjunkt részgrafok teljesiekmntasi feltétet, ha a graf

37
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minden pontjdba vezdt élidegen Uts-bél, és minders-et nem tartalmazé hal-
mazba belépd részgrafok és fedetlen élek szama dsszgakble:. A H halaz
pontos ha a belépb részfenydk és fedetlen élek szama éppen

4.3. Allitas. (Edmonds ebs alak) Egy D = (s + V, A) iranyitott grafban adot-
tak az I ... F}, éldiszjunkts gyokerl részfeny6k, melyek teljesitik a felbontasi
feltételt. Ekkor a részfeny6k kiegészithet6k éldiszjiaszitd fenyokkeé.

BiZONYITAS. LegyenH egy s-et nem tartalmazé csucshalmaz. Jeléljg a H
egy h pontta 6sszehlzasaval kelet@agafot, H' pedig aH-n kivili pontok 6ss-
zehlzasaval keletkérz Belatjuk, hogyG ; majd H' is feszi6 fenydkre bonthato,
s pontosH esetén a két felbontés egytitben is jot ad.

4.4. Allitds. G y-ban teljestil a felbontasi feltétel.

BizonYiTAs. (Nyilvanvald) Konnyen lathato, hogy a részféhyaz dsszehlzas
utan is éldiszjunkt, gydkeresen 6sszeflig§szgrafok lesznek, igy csak a halma-
zokba belép éleket kell ellebrizni. Tekintslink az7g-ban egys-en kivili T’
halmazt! Hal' nem tartalmazza-t, az 6sszehlzas nem valtoztat a betnéle-
ken, ha pedig tartalmazza, bendeélei az eredeti graf’ \ h U H halmazanak
bemerd éleivel egyeznek meg, amelyek szintén teljesitettéktatéd. O

A fentiek miatt azF; részfenpk G y-beli megfelebi kiegészithdik G -t feszit
éldiszjunkt fenypkké. (Az ebfordulhat, hogy valamely; 6sszehtzva mar nem
fenyd, mertH-ba tébbszor is belépett, ekkor tekintsiik egy fésmszhalmazat.)

4.5. Allitas. AGy egy felbontasanak’-beli élei kiegészithetéH’ felbontasava.

B1zONYITAS. Azt kell belatni, hogyH’ a Gy felbontdsa utan is teljesiti a fel-
tételeket. Vegylink egy C H halmazt, és tegyik fel, hogy nem teljesil ra a
felbontasi feltétel. Ez csak ugy lehetséges, ha valadighbanh-ba,G-beni-be
merd élt olyan részgrafhoz adtunk, amely mar belépdie. A részgrafok gyoke-
res dsszefligipége miatt azonban ha egy részgraf bdlkde, akkor belégf-ba

is, s igyG -banh-ba is belépett, de akkdr felbontasa soran nem adddhatott
ahhoz a fengho6z tobb él. O
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4.6. Allitds. Tekintsiink egy pontd$ halmazt (ilyen van, hiszen feltethetd, hogy
minden csucs befokg. AGy majd H' felbontasat 6sszetéve j6 felbontast kapunk
G-ben.

BizoNYiTAs. Jeldlje a kapotk halmaztZ, ..., L,. Kénnyen lathatd, hogy min-
den él szine egyértelmi, és minden csucsba belép nikrthimaz, ezért csak azt
kell belatni, hogy az egyes halmazok kdrmentesek. Tegyiikhégy L, tartal-
maz egyC' kort. VegyukC'-nek azt az élét, melyet utoljara adtunk;-hez. Gy
felbontdsa részfeidket adG-ben, ezére csak H'-beli lehet, s miveld pontos
volt, csakH -n beliil mehet, hiszen a kirdtrjovo éleket maG ; szétosztotta. igy
egyrésze-t csakH-bol kilépd f él kdvethetiC-ben, masrésat’ a G ;-ban is kor,
ami csak ugy lehetséges, hofiynar eredetileg i$" része volt, vagyis fejét mar

e F1-hez vétele dtt is elértel). O

Ha tehat talalunk olyar{ pontos halmazt, melyré/ és komplementere is le-
galabb két pontbdl all, indukcioval készen vagyunk. Ha sihyen halmaz, az két
okbdl lehet: vagy nincs pontos halmaz, s ekkor t&esges fedetlen élt hozzavehe-
tink tetsblegesF;-hez, vagy minden pontos vagas valamelyik fele egypontd. Az
utobbi esetben vegyik észre, hogy ha éggsucshalmazabdl kilépf; élt nem
vehetlinkF;-hez, akkor létezik egy olyaf;, mely pontos, tartalmazzf fejét, és
belelépF;, azazH; legalabb kétpontd, igy a komplementerének kell egypotina
lenni, vagyisH; = V, s komplemenetere Ekkor azonbary; egy H;-be még nem
mets?d fenydhoz illeszthéd. O

4.2. Atétel egy altalanositasa

A kovetked tétel Y. Wu, K. Jain és S.-Y. Kung eredménye [10], melyben Ed
monds tételének és aZiimvarians linearis kod létezé§ész016 3.19. tételnek ad-
jak k6z0s altalanositasat. Tétellik lényegében a valodilksdElIhalmazat sziikiti.
Ennek preciz megfogalmazasahoz szikségunk lesz néhanicubeé.
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4.7. Definici6. Egy kddolasi probléma idbinvarians linearis megoldasalegy
uv € A élt kddolb élnekneveziink, ha 6sei Uizenetének valddi lineéris kombina-
ciojat kuldi tovabb, azawu € A : f(uv) = xf(wu) vagy f (wu).

4.8. Definicié. EgyD = (s+V, A) s gyokeri iranyitott grafban adottedy C V/
terminalhalmaz. A/ \ T-beli csticsokaSteiner ponbknak nevezzik, az ezekbe
meno élekebteiner éeknek.

4.9. Tétel. [Wu és szerzotarsai] Ha egy koédolasi feladatban(s, t) > k£ min-
dent € T-re, akkor létezik id6invarians linearis megoldas, medglca Steiner
éleken kbdol, azaz a tobbi élen a kildott lzenet megegyaaikely megel6z6 él
Uzenetével.

BizoNYIiTAS. Belatjuk, hogy minden terminalba m&rélhez hozzarendellet
valamelyik6t megebzb él ugy, hogy a tobbdsHl elvagva a graf 6sszefliggége
ne valtozzon. A precizebb megfogalmazas érdekébemndene € A élére he-
lyezziink egy (ugyancsak)csucsot, a kapott graf legyd = (s +V + A, A).
Valamelye = wuv él hozzarendelése egyt megebzd f = tu-hoz azt jelenti,
hogy D’-ben kitoroljuk azue élt, és helyette behtzzuke-t. Ezt a miveletet
aze él f-hez tortéd hegesztéének nevezzik. A kévetkékben megadunk egy
polinomialis algoritmust, amely minden nem Steiner éltzédrgeszt egy azt me-
gelbzd élhez. Az algoritmus soran két dologra kell Ggyelni. Eggtéminden
egyes hegesztés utan szikséges, hdgyt) > k tovabbra is fennélljod” min-
dent elemére, masrészt biztositani kell, hogy az algoritmuarsorinden él sorra
keruljon. Belatjuk, hogy mindezeket mar két feltétel is bsitja:

() Egy élt hegeszteni csak Steiner élhez vagy mar korablegiedrtett nem
Steiner élhez lehet.

(i) A hegesztett él fejébe (egy terminalpontba) tovabkregzesseh élidegen
at.
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A kovetked lemma segitségével bizonyithat(s, t) > k& fennmaradéasa min-
dent terminalra.

4.10. Lemma. Egy iranyitott grafban az, v, v’ csicsokra teljesil, hogy l1éteznek
P, P, ..., P, élidegens — v utak, illetve P}, Py, ..., P, élidegen utak, melyek
kozul P v-bolv'-be, a tdbbis-b6l v'-be megy. Ekkos-bolv'-be is megy: élidegen
at.

Bi1zoNYiTAS. Tegyuk fel, hogy nem igaz az allitas, és tekintslinkegy vagast,
mely k-nal kevesebb éffd all. Tekintve, hogy\(s, v) > k, v csak az-t tartalmazé
komponensben lehet. Ekkor viszontPa utak mindegyike metszi a vagast, ami
ellentmondas. Az éllitas tehéat igaz. O

Vegyunk egyt’ terminalt egyt-be meid ¢ él hegesztése utan. Ha= ¢/, tudjuk,
hogy oda tovabbra is megyeélidegen Ut-bdl. Hat mas terminal, nézzik meg mi
torténhetett a korabban odavezétittal. Ha ezek nem hasznaltéak, tovabbra
is léteznek. Ha hasznaltak, alkalmazhatjuk a@z@llemmaty = t ésv’ = t/
valasztassal.

Mér csak annak a bizonyitdsa van hatra, hogy minden nemestéirsorra
kerll. Ehhez bevezetiink egy Uj, a hegesztésnél finomabbkletéy Ebtte azon-
ban a grafon is médositani kell egy kicsit.

4.11. Definici6. Tekintslink az eredti grafban egy= uv élt (melyet most az
csucs feloszt). Vegyunk fel egy 1), csucsot, melynek 6seidsei, de egyetlen
kimend élev.e, majd toroljuk ki azu — e élt. Ezt a transzformaciét azél u-bol
torténdkiemelésénekevezzik (4.1 abra).

4.12. MegjegyzésKonnyen lathatd, hogy egy él kiemelése nem valtoztat a ter-
minélok 6sszefugiségéni(s,v.) = A(s, u).

Indirekten tegyik fel, hogy a fenti hege8zlgoritmus nem hegesztett minden
nem Steiner élt. Jel6ljuk ezen kimaradt élek halmazatrel. Emeljuk ki E'r
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4.1. dbra. Az él kiemelése az csucsbol

elemeit, az Gfv.,|e; € Exr} csicshalmazt jelolj€’. Tekintsik az alabbiu, U)
vagast:U = Ex U C. Belatjuk, hogy a5(U) élek elhagyasa mégis magi az
osszefliggséget, ami ellentmondas, mert ezzel Gjabb cslcsokankehegesz-
teni. Indukciéval bizonyitjuk, hogy(U) éleinek barmely: elemi részhalmaza
elhagyhatd. EZ = 0-ra nyilvdnvalé. Tegylk fel, hog¥-ig igaz az éllitas, és
vegyunk egyV C 6(U) k + 1 eleml részhalmazt. Vegyuk észre, hdgy 6sei a
C-beli csucsok, igy(U) fu, tipusu élekBl all, ahole € Eg.

El6szor az olyan terminalokra latjuk be az allitast, melyekisgy él1V fe-
jeibdl, azaz al'p, = {t € T|3(f,v.) € W, e = ut} terminalhalmazra. Tekintsunk
egyt € Tp terminalt és egy fv.) € W élt. Az indukcios alltas szerint 1étezik
éldiszjunkts — ¢t utalV \ (fv.) élek elhagyasaval. Ha ezen utak nem hasznaljak
fu.-t, aztis elhagyva is megmaradsszefiiggsége. Ha valamely Gt hasznalja,
az f-hez hegeszthétienne, tehal'r-re igaz az allitas.

Most tekintsiink egy € 7'\ T terminalt. Az ebz esethez hasonléan elég
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azt vizsgalni, amikorfv,.-t tartalmazza valamely;, s — t at. A 4.10. lemma
segitségével szeretnénk bizonyitani az allitast. Ehlgggtalalni ap; ut fv.-t ko-
vetd szakaszan egy csucsot, melybe vézét. Ha ez az utrész tartalmds-beli
terminalt, az a csucs megfelel. Ha nem (tehat specialisgimaze csucsokat sem
e feje, hanem egy abbdl kiemelt: csucs koveti) vegylk az utolsd (él)csucsot,
melynek fejeT’p-beli (ilyen van, hiszerfv. € W, igy e feje € Tp). Ekkor e*-ot
sem a feje koveti, hanem egy kiemelt csics. Ezen csucs lieébeinviszont mar
diszjunktaki¥’-tél, hiszene*-ot pont igy valasztottuk. Tehasei megegyeznek
Th-beli fejénekbseivel, igy a 4.12. megjegyzés miatt vezet ldeddidegen ut.

4.13. MegjegyzésAz algoritmus futasi idej© (k3|T| - |E|).

4.14. Kovetkezmény.Tekintsiink &’ = V' esetet. Tegyuk fel, hogy minden pont
befoka pontosah. A tétel szerint Iétezik olyan megoldasa a kodolasi felaalat
mely csak a nem Steiner éleken kddol. Ebben az esetben azoimus ilyen él,
ezért nincs valddi kdédolas sem, igy a kapott megoldasbaz@zoa lUizeneteket
kildo élek & éldiszjunkt feszi fenydre bontjdk az élhalmazt, bizonyitva ezzel
Edmonds tételét (4.1. tétel).

4.15. Kovetkezmény.A tétel bizonyitasabdl valéjaban az Edmonds tétélser
alakja is adodik (4.3. tétel). Emlékezzink vissza, hogy Eggrafon adott me-
goldas a Bvitett grafon van értelmezve(2.3. definicid). Abz kovetkezmény
szerint, az algoritmus minden pillanatdban a hegesztktiaiszjunkt élhalmazt
alkotnak aszerint, hogy melyiicbe merd él (izenetét tovabbitjak. Konnyen meg-
gondolhato, hogy a feltétel, miszerint hegeszteni csak knébban hegesztett
élhez szabad éppen azt biztositja, hogy ezéthalmaz mindegyike gyoker(
legyen. Az algoritmus soran létrejoélhalmazok tehat teljesitik azéeralak fel-
tételeit, s a bizonyitas szerint az ilyenek be is fejeakétszit fenyokké.

4.16. MegjegyzesAciklikus graf esetén a 4.9. tétel joval egyszeriibbenattaz
hat6. Feltehé&t, hogy minden terminalba pontosarél megy. Tekintsiink egy
linearis kod megoldast, és indirekten tegyuk fel, hogy egy egyik 6séhez sem
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hegeszthét Az, hogye nem hegeszthétvalamelyvu élhez azzal ekvivalens,
hogy f(vu) eléall at-be mer tobbi él vektorainak linearis kombinacidjakent.
Ha ez minden:-ba mef élre igaz volna, ezek linearis kombinéciodja, azéz)
maga is ilyen lenne, ami ellentmondas, mert akkor a tddi® merd éllel nem
feszithetnék ki & dimenzios teret.

Ez a bizonyitas csak a lineéaris kod Iétezését hasznaltikasiigrafokon, az
eredmény mégis tisztan grafelméleti:

4.17. Allitas. Aciklikus s gyoker(i grafban &} = {v € V|\(s,v) > k}-beli
csucsokba menb élek mind hozzahegeszthetdk valani&lytasoly médon, hogy
T} ne csokkenjen.



5. fejezet

Fliggetlen fenyk

5.1. Pontfuiggetlen feszi fenydk

5.1.1. Kétszeresen pontdsszefiig@gset

5.1. Definicio.Egy D = (V, A) s gyokerd iranyitott grafban két feszitd feny6
pontfliggetlen ha minden csucsra a fenydk altal meghatarozott két odaver
bels6leg pontdiszjunkt.

Két pontfiiggetlen fes#it fenyd Iétezésének sziikséges feltétele, hogy minden
pontba vezessen két pontdiszjunktseidl, azaz a graf kétszeresen gydkeresen
pontdsszeflugy legyen. R.W. Whitty mutatta meg [12]-ben, hogy ez a feltétel
elégséges is.

5.2. Tétel. (R.W. Whitty) Egy D = (V, A) ir&nyitott graf egys csdcsra nézve
kétszeresen gytkeresen pontdsszefiiggd. Ekkor |étemike Bét pontfliggetlen
feszitd fenyo.

45
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BizONYITAS. A tétel helyett a kovetkeg vele ekvivalens allitast latjuk be. Eh-
hez megjegyezzik, hogy a pontfiiggetlenség kuloalgydkeri részfergkon is
értelmezhdi, az ebz6 definicibhoz hasonlé médon.

5.3. Tétel. Adott egyD = (V + {s1,s2}, A) iranyitott graf, melybers; éss,
gyokérpontok, s melyekre teljesil, hogy a graf minden tovalzsicsaba vezet
egy-egy pontdiszjunkt; z, sox Ut. Ekkor létezik kéts, illetve s, gydkerGV -t
feszitd pontfliggetlen fenyé.

5.4. Allitas. A 5.2. tétel és a 5.3. tétel ekvivalens.

B1zONYITAs. =-: Tekintsiink egy grafot, mely teljesiti az utobbi tétel édtieit.
Vegyink fel egys’ gydkérpontot, melybl s,-be éss,-be megy egy-egy él. Erre
teliesliinek a 5.2. tétel feltételei, igy létezik kétgyokeril pontfiiggetlen fesait
fenyd, melyekldl s'-t torélve s, éss, gyokerlieket kapunk.

<: Most vegyunk egy olyan grafot, mely a 5.2. tétel feltétaigjesiti. Osszuk
fel az s-b6l kimend éleket egy-egy csuccsal, majd egytipontbdl is vezessiink
élt az osztopontokba. Ekkeréss’ teljesitik a masik tétel feltételeit, s a kapott két
fenyd s éss’ 6sszehlzasaval kénnyen lathatéan medgideydfelbontasba megy
at. O

Valbban elég tehat az utdbbi tételt belatni. Enhésedr a pontok egy j6 sorrend-
jét keressiik meg, mel@ba felbontds mar kdnnyen kiolvashato.

5.5. Lemma. Van a csucsoknak egy, vy, ..., v, sorrendje, amelyre, = s,
v, = S €S minden mas csucsba megy él balrdl és jobbrdl is.

BizoNYiTAs. Az allitst V' csucsszaméara mérnindukciéval bizonyitjuk. Az
n = 1 eset nyilvanvald. Tegyuk fel, hogy igaz az allitas 1-ig is, és vegyunk egy
n csucsu grafot, mely teljesiti a feltételeket. Tekintsligi &-t feszit s; gyo-
ker( F' fenybt, és vegyilink az, szomszédainak/ halmazébdl egy olyan csu-
csot, mely nentse mad/-belinek F-ben. Belatjuk, hogy:-t €ss,-t 6sszehlzva
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tovabbra is minde-beli cslicsba vezetnek-bdl és s,-bdl jovo pontdiszjunkt
utak. Ha ugyanis az 6sszehlzas utan lenneeggucshalmaz, melyet egyetign
csucs elvag mindkét gyokéit azy csaks, lehet, de akkor kordbbancsak ugy
nem lehetett elvagé pont, a-nek volt szomszédjX -ben, am ez ellentmond
vélasztasanak, hiszeth minden csucséanak 6seF'-ben. O

Egy ilyen sorrendben tekinthetjik a balra ill. jobbra raerek feszib fenyoit,
amelyek kdnnyen lathatéan megféglontfliggetlenek lesznek. O

5.1.2. To6bbszorésen 6sszefuggset

2-nél nagyobb pontdsszefliigpg esetén mar nem igaz az allitas, erre Huck
adott példat 3-szor dsszefifggrafban [13]. Ugyancsaldle szarmazik a kovet-
ke tétel, mely szerint aciklikus grafban viszont mar |étdézfigygetlen fengpk
tetsdleges pontdsszefliggég esetén [14].

5.6. Tétel. (Huck) EgyD = (V, A) aciklikus iranyitott grafban minden csucsba
vezetk pontdiszjunkt Ut egy gyokerbol. Ekkor létezik a grafbandarab pont-
flggetlen feszitd fenyb.

BizoNYiTAs. Felteheb, hogy minden pont befoka éppé&nAz allitast teljes in-
dukcioval bizonyitjuk.k = 1 a graf élei feszd fenydt adnak. Tegyiik fel, hogy
k — 1-ig igaz az allitas, és tekintsink egy fent leirt grafot. Aast ugy fog-
juk bizonyitani, hogy mutatunk egy feszitenydt, amely mindendle éldiszjunkt
feszit fenyotdl pontfiiggetlen is. Belatjuk tovabba, hogy ezt a grafbokkiy

k — 1-szer gybkeresen pontosszefiggafot kapunk. Erre a visszamarado grafra
az indukcios allitast alkalmazva— 1 pontfiiggetlen feszitfenydt kapunk, ame-
lyek a kivett fenyvel & pontfliggetlen feszit fenydt alkotnak. Az el§ fenyd
kivalasztasaban segit a kdvetbdemma. O
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5.7. Lemma. A fenti grafban létezik a csucsoknak olyanv, ..., v, sorrendje,
amelyrev, = v, = s, minden kdztes csucsba legaldbb- 1 él megy a kisebb
index( csucsokbdl, és legalabla nagyobb indextekbdl (agy értve, hogglei
legfeljebb egyszer szerepelhetnek vagiodl vagywv,,-bdl indulva).

B1zONYIiTAS. A lemmét cslicsszamra vonatkoz6 teljes indukcidval biiprky
Egyetlen csucs esetén az allitas trividlis. Tekintstink egysucsu grafot, és
toroljunk beble egyx nyelbt. A fennmaradé kisebb graf tovabbra is teljesiti a
feltételeket, igy alkalmazhatd ra az indukcios allitasgywank tehat egy ilyen
vp, V1, ..., Un_1 SOrrendet. Mivel-be is vezet pontdiszjukt Ut,x befoka legalabb

k. Ha minden bejod él s-bdl indul, z-et tetsbleges két cslcs kdzé téve és egy
s — x éltv,-bdl, a tdbbitv,-bdl iranyitva j6 sorrendet kapunk. Haen kivil mas
csucsbal is megy ét-be, tegyik ber-et v, ésv, kdze, majd vigyik egyeséve),
felé. Kezdetben balrol legfeljebb— 1 él mentz-be, véglil viszonp(z). Kézben
minden lépésben legfeljebb eggyéitnez az érték, igy valamely két csucs kozott
éppenp(x) — 1 volt, amely azt jelenti, hogy jobbrdl is volt bejé\él. O

A fenti fenyd kivalasztasahoz vegylnk egy ilyen sorrendet. Mivel minplent
befoka pontosah, ez azt jelenti, hogy a, ..., v,_; csucsok mindegyikébe pon-
tosan egy él Iép be nagyobb index( csucsbél. Ezek az élekesgi fenydt
alkotnak, melyben minden csucsbasalzdl odavezeh it nagyobb index( csucso-
kat hasznal. Ezt a feldy kivéve, minden csucsba csak kisebb indexigéfdn él,
igy minden Gt a kivett fer§tdl pontfiiggetlen, éppen ahogy szerettiik volna. Mar
csak azt kell belatni, hogy a fennmarad6 gkéf 1-szeresen gyodkeresen pont-
0sszefligg. A kdvetked lemmabdl latszik, hogy ehhez elég, hogy minden csics
befokak — 1 lett.

5.8. Lemma. Egy D = (V, A) aciklikus iranyitott egyszerl graf pontosan akkor
gyokereser: pontdsszefliggd, ha minden gydkéren kivili pont befolkdalegx .

B1ZONYITAS. Az = irany trivialis. A < irdny belatasahoz tdbbet bizonyitunk.
Nemcsak a pontdsszefifgggget latjuk be, hanem azt is, hogy téteges (nem
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feltétlendl kulonb6d) k£ cslcsba egyszerre vezet egy-eqy blels pontdiszjunkt
at. A gréf csucsainak szamara nieteljes indukcioval bizonyitunk. Egyetlen
csucs esetén az allitas nyilvanvalé. Tegyuk fel,hagy 1-ig mar belattuk az
allitast, és vegyink egycsucsu grafot, amely teljesiti a feltételeket. Egyyelot
kitorolve kisebb grafot kapunk, amely tovabbra is teljesieltételeket, igy elég
az z-et tartalmazdk-asokat ellefirizni. Vegylnk egy ilyenK = vy, v, ..., v
csucssorozatot. Tegyuk fel, hogy-szer szerepel a sorozatban. Vegyiickarab
x-be med élt, és seréljik kir-et K-ban ezen élek tbveire. Erre az kjasra
alkalmazva az indukciés allitast, majd az/(gsucsot egy-egy:-be meid éllel
0sszekotve:, beldleg pontdiszjunkt utat kapunk. O
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5.2. Fuggetlen Steiner fengk

5.2.1. Elfuggetlen Gtrendszerek

5.9. Definicio.Egy D = (V, A) s gyokeri iranyitott grafban két feszitd feny6
élftiggetlen ha minden csucsra a feny6k altal meghatarozott két odaven €l-
diszjunkt.

5.10. Allitas. Egy D = (V, A) iranyitott grafoan azr ésy cstcsokba egyarant
vezet két-két élidegen Ut azsucsbol. Ekkor létezik két s gyokeriiy-t feszitd
élftiggetlen feny®.

BizONYIiTAS. El6szor a fengk egy-egy agat keressiik meg.
5.11. Lemma. Létezneks-z ill. s-y egymastdl éldiszjunkt utak.

BizoNYiTAS. Vegylnk fel egy Uj,z, csucsot, €s-bdl és y-bdl vezessiink bele
egy-egy élt. Kénnyen lathatd, hogy miden vagas legalabb két éll, igy létezik
két élidegen Ut-be, ami csak élidegestx, s-y utakon keresztil mehet. O

Jeloljuk ezeket az utaka&-szel ésy-nal!

5.12. Lemma. X ésY megvalszthat6 ugy is, hogy-ben legyenX-tél éldisz-
junkt s-z, Y-tél pedig éldiszjunks-y Ut.

BizoNYiTAS. Vegylink egy olyan Xy, part, ahol azX ut élei nélkuls-bél elér-
he pontokS halmaza nemvithet. Tegyik fel, hogyS nem tartalmazza-et.
Ekkor S egy s — x vagas, melynek minden élét fedi azat. Vegyunk két,S-bol
x-be med utat. Ezek el§ éleit is fedi X, igy , haX-et gy médositjuk, hogy
e két él kozul a korabban elért élnél 8z- x Gton haladjon tovabb, olyan &y’

s — x sétat kapunk, amely a mastk— x Ut el élét nem hasznalja. A bevett élek
mind S-en kiviliek, ezérl’-tdl is éldiszjunktak X’-b6l élek elhagyasaval j6 utat
kapunk, ugyanakko$ bovebb lett. Mivel ek6zbel™ nem véltozott, ugyanezt ra
is elmondva egyszerre kaphatunk megfelpart. O
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Az dllitasbeli élfuiggetlen feszitenydk eléréséhez vegyik az-y, ill x4-y; utak
egyesitését, és a két befoku csucsok kdzil hagyjuk g] 8iz z--beli élt. Az igy
kapott fenyk kénnyen lathatéan jok lesznek (pl. azsucsba menkét ut kdzal
csakz, modosul, és csalg -beli, azazr,-t6l éldiszjunkt élek kertlhetnek hozza).
Ezzel az allitast belattuk. O

5.13. MegjegyzésA bizonyitdsban kapott két febpek csakr, €sy, agakon
lehet k6z6s éle. Ha ez nem egyetlen él, feltéheigy a kozos éleket ellentétes
sorrendben érinti a két at. Attél figgn, hogy hany kézos éle van a két Utnak
kapunk egy-egy "alapgrafot”, melyek valamelyikét az allfggeteleit teljesid
grafok mindegyike tartalmazza (tgy értve, hogy az élekésszhatok). Az egy
ill. két kozos €l esetén kapott grafokat mutatja a 5.1 abrdekes, hogy ez a két
graf halézati kddolasrol szolo fejezetekben is tobbszitwtkant (példaul 2.2 és
3.3abra).

5.14. MegjegyzésA fenti két lemmat 6sszevetve lathatd, hogy tulajdonképpen
olyan xy, x2, y1, y2 Utak létezését bizonyitottuk, ahel-xs, y1-y2, x1-y; parok
rendre éldiszjunktak. Ennek &ltalanositasa az alabbaglli

5.15. Tétel. Egy D = (V, A) iranyitott grafban azr ésy csucsokba vezet két
illetve & élidegen Gt az csucsbdél. Ekkor léteznek, x, s-bdl z-be ésyy, ...y
s-b6l y-ba mend utak oly médon, hogy az egyes csucsokba mendévatakyint
azxy,yi, ..., yr_1 Utak éldiszjunktak.

B1ZONYITAS. Az €el6zb bizonyitds 1. lemméjahoz hasonldéan kénnyen lathato,
hogy léteznek:, y1, ..., yr—1 €ldiszjunkt utak. Azz, Ut |étezésének bizonyitasa
is a 2.lemmajehoz hasonléan torténik. Tegyuk fel, hogy enjelivi, ..., yx_1
utakhoz nem vélaszthat6 éldiszjunktan dgyat. Ez azzal ekvivalens, hogy az
s-bbl ezen utak élei nélkul elériepontokS halmaza nem tartalmazzet. Ekkor
az S egy s — y vagas, melynek minden élét fedi a fehti— 1 Ut valamelyike.
Vegyinkk db.S—y utat (jelOlje ezekel, ...1;.). Ekkor tekinthetjuk az,, ..., [, utak

els) éleit (jelolje ezeket,, ..., ex). Az yy, ..., yp—1 Utakat gy fogjuk médositani,



5. FEJEZET. FUGGETLEN FENOK 52

5.1. abra. A két legegyszerlibb alapgréf.ésy, eqgy ill. két kozos éle esetén (a
z6ld élek mutatjék, hogy a méasodik graf nem aciklikus)

hogy csak az; utakbol vesziink be éleket, ily médon (mivel nem lép kiS-
bol) az utakz;-tol tovabbra is éldiszjunktak lesznek. Mindgnit minden/; utat
részutakban metsz. Legyen @zit metszési szam#&m;) azl; utakkal vett met-
szeteinek szama. Ugy fogjuk az utakat modositani, hogytétééék megrzése
mellett valamelyik it metszési szama csokkenjen, a tobléaftezzon. Tekintsik
egy allapotban az egyésutak utols6 metszéseit az utakkal. Feltehét, hogy
ezen metszetutal-ban végbdnek, hiszen ha egy-t utoljara metsa y; utati;-

n folytatunk, az tovabbra is éldiszjunkt lesz a tdbbi Utthbban az esetben, ha
van egyy; Ut, amely két/; Gtnak is az utols6 metszése, a korabbin folytatya
az Ujy; Ut metszesi szama csokken. Mivel azonldadarabl; Gt van, de csak
k — 1 daraby; at, a metszési szamok mindaddig csokkerithketmig minderd; Gt
metszi valamelyiky;-t. Végul kapunk egy olyafy-t, amely nem metszi semelyik
utat sem, azaz a hozza tartozpél fedetlen lett, s a® halmaz ezzel az éllel
bovdilt. O
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5.16. MegjegyzésA fenti allitds a kdvetke formaban is irhato: Ha(s,z) =
k,A(s,y) =1,k <, akkor minder) < i < k — 1-re |éteznek olyan, ...z;, ;11
esyi, ..., yi—i, Yi—ir1 v-be ésy-ba merd utak, melyekre az azonos csucsba inen
utak mellett azz+, ..., x;, y1, ...y;—; utak is éldiszjunktak.

5.2.2. Elfiiggetlen Steiner fengk

Whitty tételének élfiiggetlen megfetgé nem tul érdekes, hiszen az Edmonds
éldiszjunkt fenpfelbontasi tételéll kdvetkezik. Terminalhalmaz esetén viszont
értelmes a kérdésps igaz is. Az allitas bizonyitasa utan derult ki, hogy earm
Loukas Georgiadis és Robert E. Tarjan is bebizonyitottakhes.

5.17. Definicio. D = (V + s, A) s gyOker( iranyitott graf” C V terminalhal-
maz esetén edk-t feszitds gyokeri fenydSteiner fenydneknevezink.

5.18. Tétel. D = (V + s, A) s gyokerd iranyitott grafy” C V terminalhalmaz,
melynek minden eleméreA(s,t) > 2. Ekkor van a grafban két élfiggetlen,
gyOkeri Steiner feny®.

BizoNYiTAs. Felteheb, hogyT az 6sszes olyan cslcsot tartalmazza, amelybe
vezet két élidegen w-bdl. Az allitast a csucsok szamara ndeindukciéval fo-
gjuk bizonyitani. Egy csucsu graf esetén az allitds semomittd. Tegyik fel,
hogyn — 1 méretll gréfra igaz az allitas, dere mar nem, és vegyunk egy mi-
nimalis élszamt csucsu ellenpéldat. igy a nem terminalbeli pontok befoka eg

a terminaloké kett. Vegyuk észre, hogy a terminalokat feéA#nyok létezésédl
kovetkezik az egésk -t feszit, T-n fliggetlen fengk létezése. A tovabbiakban
ilyen fenybket keresunk.

5.19. Lemma. Ha van a terminalpontok kozott olyan, amelybe nem megy két
pontdiszjunkt Gt, az allitas igaz.

BizONYIiTAS. Vegylnk egyz csucsot, amely valamelyterminalt elvags-tol.
Tekintstik az 6sszes elvagott paht halmazat, vagyis az 6sszes olyan pontot,
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mely z torlésével nem lesz-bdl elérheb (z-et nem vesszik b&/-be). Huzzuk
0sszelM -et egyetlenn pontta, majd hagyjuk el egy kivétellel az 6sszes élt. A
keletked graf legyenD’. Az indukcids allitast alkalmazva kilon-kilon kerestink
M + z-ben ésD’-ben feszib fenydket, majd ezeket 6sszerakva kapunke jo
felbontést.

M +x felbontasa: Vegylk észre, hogy mivebe megy két élidegen @tbdl, z-
be is kell, hogy menjen, vagyismaga is terminalpont. igy, a¥/ + x grafot mint
x gyoker( gréafot tekintve)/ + x terminaljainak halmaza (vagyis ahova megy két
élidegen ute-bél) éppent’ N M. Mivel s nem szerepel ebben a grafban, a cstcsok
szama kisebb, minb-ben, vagyis alkalmazhato ra az indukciés allitas. A kapott
két fenyd fuggetlendl fesziti” N M-et.

D’ felbontasa: Az 6sszehuzas nem cstkkent/aen kivili terminalok halma-
zan, mivel pontok 6sszehltzasa nem csokkent az élossbsiégen, igy legfeljebb
azxm élek torlése csokkenthetne, de mivel egy €l maradt (amélgefinicioja
miatt nem lehet elvagod), nem keletkezhetett terminaltgdwél.Ha| M | > 1, D’-
ben kevesebb csucs van, mintben, igy erre is alkalmazhat6 az indukcios allitas.
Ha|M| = 1, akkorM = {t}, ésD’-t az egyikzt él torlésével kaptuk. Ebben az
esetben csokkent az élek szama, tdanem lehet ellenpélda, igy felbontas eb-
ben az esetben is van.

Most vegyik a két graf két-két élfiiggetlen féngt, €s tetsialegesen rakjuk
Oket két parba. Egy/ + z-et és egyD’-t feszib F), és Fp.fenydhodz rendeljik
azt aD-t feszib fenydt, melynek éle{ Fp, — xm) U F),. Ez valobanD-t feszit
fenyd lesz. Mar csak azt kell belatni, hogy élfiiggetlen a pakjate x-re és
igy az M-beli terminélokra nyilvanvaléan igaz. Mivd)’-ben minden terminél
legfeljebb egyszer hasznalhattaet, legfeljebb egy ut médosul, s mivel neni-
beli élekkel Dvil, a figgetlenség megmarad. O

Felteheb tehat, hogy a grafban minden két éldiszjunkt Gttal elérli¢pontdisz-
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junktakkal is elérhet. Tekintsiik a nem terminal (egy befokd) pontok halmazat.
Ha két ilyen pont k6z6tt menne él, azokat 6sszehlzva kisidatpéldat kapnank.
Tehat feltehdi, hogy a nem terminalbeli pontok halmaza stabil. Ezen pomid-
dositasaval kétszeresen ponttsszebigygffa fogjuk tenniD-t . Azon egy befoku
pontokat, melyeldse nerns, toroljunk ki a grafbdl, és gyerekeinek age legyen

a pontdse. Azs 6sl pontokba egyszerlien vezessiink még egyliit. A kelet-
kez0 graf kétszeresen pontosszeftidett, mivel a terminélok Gtjain csak csokkent
a cslicsok szama, a megmaradd nem terminalok pedig terikieéiek. A kapott
grafra tehat alkalmazhat6 Whitty tétele (5.2.). A két pogtfétlen feszé fenyd
pedig két élfiiggetlen feriynek felel meg az eredeti grafban. O

5.20. MegjegyzésA [15]-ban szereg bizonyitds a mélységi keresés tulajdon-
sagait hasznalva talalja meg a két fény

5.21. MegjegyzésWhitty eredeti tételéhez hasonldan itt is megadhaté a pontok
egy sorrendje, melyd a felbontas azonnal kiolvashat6. Vegyik észre, hogy 5.2.
ben a bal ill. jobb iranyu fer§k létezéséhez csak annyi kellett, hogy ha egy
csucsbal indul éldle jobbra, akkor menjen bele balrdl és forditva. Ezt a felté
fogjuk megtartani.

5.22. Allitds. AD = (V +s, A) s gyoker(i iranyitott grafban minden pont befoka
az s-bol odavezetd éldiszjunkt utak szama, de legfeljebid.keikkor Iétezik a
pontoknak egyy, v+, . . . , v,, SOrrendje, melyben

() vo=vm=s5
(i) az elvago pontok kétszer szerepelnek, minden més ggster
(iif) az egy befokl pontok bemend élei kétszer szerepetimaden mas él egyszer

(iv) hap elvagé pontrav; = v; = p, aholi < j, akkorv;-be megy €l balrdl,
v;-be jobbrol, és @ altal elvagott pontok kdzottiik vannak a sorban.

(v) minden mas pontba egy él megy jobbrol, egy balrél.gédepnds valtozattal.
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B1zONYITAS. A fenti bizonyitas menetét kdvetve teljes indukcidvaldmyitunk.
Felteheb, hogy az egy befokl pontok stabil halmazt alkotnak. Teathielvago

x pont létezése esetén a bizonyitdsban kapott két kisebbagalidalmazva az
indukcios allitast (a fiiggetlen fedighdz hasonl6an) a sorrendek is dsszeilleszt-
hetk, hiszenx: mindkét grafban elvagé pont. Ha nincs termindlt elvago pant
bizonyitasban hasznalt transzormacioval az egy befokadgsziintetve a kapott
kétszeresen pontdsszefifggrafban tekinthét a Whitty tétele soran bizonyitott
pontsorrend, melyll megfeleb sorrend kaphat6é az eredeti grafban: az egy be-
fokUakat azosuk két példanya kozé téve konnyen efiepheten j6 sorrendet
kapunk. O

Egy ilyen sorrendben a jobbra ill. balra niegélek élfiiggetlen feszitfenydket
adnak, ehhez elég a kétszer szedeflek6!l belatni, hogy nem szerepelhetnek
ugyanazon csucs két jobb és bal Gtjdban is. Ezek az élek é&mpegy befoku
csucsok bemdnélei. Mivel feltettiik, hogy az egy befoklak stabil halmalzt
kotnak, elvago pontok sem lehetnek, ezért a sorban egysesepeinek. igy a
bemerd él két példanya akkor szereplhetne egy csucs két Utjabaardk keresz-
teznék egymast. Nem elvago pontnal ez nyilvan nem leheigélpont esetében
pedig a (iv) feltétel miatt nem.

Kettbnél tobb Gt esetén nem igaz az allitds. Ez kdnnyen latstiklabogy ha
igaz lenne, a 5.25. allitasbdl a pontfiiggetlen megbgeis igaz lenne, de annak
specialis esete @ = V fluggetlen feszifenydk keresése, melyre Huck adott
ellenpéldat [13]. Aciklikus graf estén viszont még leheigez az allitas, am az
alabbi ellenpélda mutatja, hogy ebben az esetben Stemgikieél kevesebb igaz,
mint pontfliggetlen feszfenydknél.

5.23. Allitas. Van olyan aciklikus iranyitott graf, melyben efyterminalhalmaz
minden pontjdba vezet harom élidegent6l, mégsem lehet kivalasztani harom
élfiggetlengs gyoker( Steiner feny6t.
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BIZONYITAS.

CENC) ®

5.2. abra. Példa aciklikus grafra, melyben nem létezik inagtiliggetlen Steiner
fenyd

Az 5.2 abran lathat6 grafban a terminalhalmaz két csucdboKénnyen el-
lendrizhetben mindketbbe csak egyféleképpen valaszthat6 ki harom élidegen ut
s-bdl, igy, ha létezne harom élfliggetlen fénwyzok ezen utakbdl tartalmaznanak
kettht-ketdt. Egys — ¢; €s egys — t, Ut pontosan akkor alkot egytt fefiy ha
legfeljebb egys-bdl induld Utszakaszban talalkoznak. Emiattde meid piros
€s z0Old at is csak a kék-be merd uttal lehetne parban. O

5.2.3. El- és pontfiiggetlenség kapcsolata
Whitty tételének altalanositasa az alabbi allitas, melgzsisszes csucs helyett
csak egy terminalhalmazt feszitiiggetlen fengket keresunk.

5.24. Allitas. D = (V +s, A) s gyoker( iranyitott graf]” C V terminalhalmaz,
melynek minden pontjaba vezet két pontdiszjunkthiil. Ekkor van a grafban
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két pontflggetlen]-t feszitds gyokeril fenyo.

5.25. Allitas. Az 5.18. allitasbol kovetkezik az 5.24. allitas.

B1zONYIiTAs. Huzzuk szétD minden csucsat egy-egy élle, azaz V' helyett
vegyuk avy, vy csucsokat, ahab,-bol megy élvy-be, v 8seiv;, 0sei,v gyerekei

vy gyerekei. Konnyen lathatd, hogy ha az eredeti grafbée ment két pontdisz-
junkt sz Ot, az Uj grafban:;-be megy két éldiszjunkt Ut, s az U] graf két éldiszjunkt
Utja pontdiszjunktaknak felel meg az eredetiben. Vegyukjagafban a régi’’
terminalhalmazhoz tartozé @ terminalhalmazt. Az élz6 megallapitas szerint
T, teljesiti az 5.18. llitas feltételeit, igy létezik kétt afiggetlenil feszd fe-
nyd. Ezek képei az eredeti grafban pontfiggetlenek lesznek. O



6. fejezet

Osszefoglalas, tovabbi kérdések

Az 1-4. fejezetekben belattuk, hogy multicast kédolasadel esetén inva-
rians linearis kod létezésének sziikséges és elegsegaslislhogy)(s,t) > k
vVt € T-re teljesuljon, s polinomialis algoritmust adtunk a kédgtedalasara.
Megvizsgaltunk néhany multicastnél altalanosabb probtéés mutattunk példat
olyan problémara, mely linearis kdddal nem megoldhatd l@¢aaosabb kodok-
kal igen. Az ellenpélda szoros kapcsolatban allt a nem repitélhatdé matroidok-
kal. Tovabbi vizsgalatra érdemes e kapcsolat mélyebb &saatA dolgozatban
nem érintettlink szamos, a hal6zati kodolasban fontosetetil A gyakorlati al-
kalmazasok tobbségeéletlen lineéris kodkat hasznél, mely hasonléan hatékony,
és gyorsan szamolhaté [17]. A kddolast lehet tekintemiyitatlan grafokban is,
az iranyitott esetben bevezetett definiciok konnyen dtikherre az esetre, s az
itt felmerld kérdések sok esetben visszavezéth@tanyitott problémékra [16].
Vizsgalando kérdés, hogy iranyitatlan esetben létezikégraf egy aciklikus re-
dukcidja (iranyitott esetben lattuk, hogy nem mindig 3i&ad Egy masik széles
korben vizsgalt terlilet wireless haldézatokddolasa. Itt egy irdnyitott hipergréaf
élein keresentl megfeleb kod. Ez annyival szigoribb, mint az eredeti kzénsé-
ges grafos eset, hogy bizonyos éleken meg kell egyeznieamteknek. Ez a

59
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kérdés hipergrafok nélkil is vizsgalhato: a legutobbiZefben éppen ilyen ti-
pust megkotések mellett bizonyitottuk a linearis kod ésér. Kérdés, hogy az
élftiggvények milyen tovabbi szigoritasaval létezik ling&od?

Az 5. fejezetben megmutattuk, hogy kétszeresen gyokepseidsszefligd
grafokban létezik két pontfliggetlen fe€zienyd. Bebizonyitottuk, hogy keinél
magasabb 6sszeflg@seg esetén aciklikus esetben igaz az allitas (a nem acikli-
kus esetre van ellenpélda [13]). Bebizonyitottuk tovablugyyhkét élfliiggetlen
Steiner feny létezésének szikséges és elégseges feltgtele) > 2Vi € T, s
ellenpéldat adtunk a feltétel eléegségességére-a8 esetben. Megmutattuk, hogy
az utobbi tétel kovetkezménye a fenti pontfliggetlen fédeinyokrol szol6 tétel.

A tétel egyszerlibb eseteit utfliggetlen Gtrendszereksksgvel is megoldottuk,
melyldl egy tovabbi Utrendszerelrszolo tétel adddott. Vizsgalando, hogy az
eredeti tétel egésze is bebizonyithaté-e ezzel a médszeoraibbi kérdés, hogy
milyen feltétel mellett |éteznek élfliggetlen Steiner fékyk > 3 esetben?
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