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1. fejezet

Bevezetés

Az adatbanyaszatban az adatok megjelenésének egyik modellje az adatfo-
lyam, melyben a tetsz6leges sorrendii adatok csak egyszer olvashatoak ki az
adatforrashol. Fontos feladat egy adatfolyamban eléforduld adatok altal kia-
lakitott eloszléas kiilonb6zd paramétereinek meghatarozasa. A dolgozatban e
téma egyik alapkérdésével, az adatfolyam mint halmaz szdmossagéanak, azaz
a benne levs kiilonbozé adatok szamanak meghatéarozasaval foglalkozunk.
Altalaban nem koveteljiik meg, hogy a vizsgalt algoritmusok egzaktak legye-
nek, megelégsziink kozelité algoritmusokkal, melyek megfelelGen jo becslést
adnak a kivant paraméterekre.

A fonti tipusu feladatok megoldésara szolgalo algoritmusoknal egy algo-
ritmus josaganak természetes mértéke elsGsorban a memoriahsznalata, mivel
egy esetleg rendkiviil nagy adatfolyam valamely globalis tulajdonsagat kivan-
juk meghatéarozni egyetlen olvasassal. A megadott algoritmusok mind dgy
miikddnek, hogy az adatfolyamnak valamilyen lenyomatat tartjak szémon
és minden egyes bejovs adatra ezt a lenyomatot frissitik, majd végiil ebbél
készitik el az algoritmus kimenetét jelent becslést.

Az algoritmusok fontos mérészama az egy lépéshez tartozé lenyomat-
frissités id6- és memoriaelérés-sziikséglete. A dolgozatban ez nem okoz je-
lentés problémakat, mivel ezek a bemutatott algoritmusoknal természetes
modon konstansok lesznek.

A feladat tarigényének vizsgalatdhoz legyen N egy természetes szam és
0 < e < 1 valos, ekkor létezik olyan also korlat € és N fiiggvényében, mely-
nél kevesebb memoridban nem lehet egy legfeljebb N szamossagu tetszéleges
adatfolyam szamossagat legfeljebb e relativ szorassal meghatérozni. Masrészt
algoritmusok megadasaval lehet felsé korlatokat talalni ugyanezen memoria-
igényre, a dolgozatban a célunk az lesz, hogy ezen korlatokat minél jobban
kozelitsiik egymashoz.

Ilyen feladatok alkalmazasara tipikus példa az online adatfolyamok esete,



amikor a teljes sorozatot eltarolni reménytelen és f6losleges volna, mégis ki-
vancsiak vagyunk a szamossagra, ebben az esetben az egyszeri olvasas le-
hetGsége a feladat természetébdl adodik. Masik példa az offline, de nagyon
nagy adatbézisok esete, amikor a feldolgozas elvart idejébe a tobbszori ol-
vasas nem fér bele, valamint az adatok nem véletlen hozzaféréstek. Tipikus
példa erre a szalagon tarolt adatok esete. Fontos tulajdonsaga a bemutatasra
keriil6 modszereknek, hogy a becslés pontossaganak novelése érdekében az
adatfolyam egyes részeit parhuzamosan is féldolgozhatjuk a bemutatott al-
goritmusok segitségével, végiil a kapott eredményekbdl az egész adatfolyam
jellemz6it megbecsiilhetjiik.

Az irodalomban talalhaté algoritmusokat valos koriilmények kozott is al-
kalmaztéak, példaul az Intereten terjedd virusok altal megfert6zott gépek sza-
ménak becsléséhez a virus altal kiildott [P-csomagok feladoinak szédmossaga
volt hasznélhato.

A dolgozatban el&szor harom korabbi algoritmust mutatunk be idérend-
ben, melyek attekintést adnak az adatfolyamok szamlalasakor felvet6ds fela-
datokrol. Ezen algoritmusokat itt nem elemezziik, csupan a lényegiiket alkoto
otleteket tekintjiik at.

A harmadik fejezetben az adatfolyamok és a szamlalo algoritmusok sza-
memoriaigényére sziikséges als6é becslést adunk meg, mely aszimptotikusan
nem javithato. A hibatag tovabbi élesitésének azonban feltétlentil lenne gya-
korlati haszna.

Az 6todik fejezetben Flajolet és Durand [4] LogLog és Super-LogLog al-
goritmusat részletesen elemezziik. A LoglLog-algoritmusnak megadjuk egy
lis. Mivel a gyakorlatban fellépé probléméknél az aszimptotikus eredmény
mellett a hibatag nagyséiga is szamottevd, ezért ennek javitasahoz tomoritést
javaslunk, illetve az 5.6. szakaszban megadjuk a Super-Loglog algoritmus
elemzését, amivel Flajolet és Durand méréseken alapulé megfigyeléseit elmé-
letileg igazoljuk.

A Fiiggelékben a Mellin- és Poisson-transzformaltak a dolgozatban fel-
hasznalt tulajdonsagait gydjtjiik Ossze, valamint bemutatunk egy explicit
hashfiiggvény-csaladot, amely az elméleti optimumokhoz kozeli tulajdonsé-
gokkal bir, és amely alkalmazhato arra, hogy tetszéleges bejévs adatfolyam
elemeit véletlen bitsorozatokként kezelhessiik.



2. fejezet

Korabbi algoritmusok

Noha f6ként az adatfolyamok szamossagat meghatarozé algoritmusokkal fog-
lalkozunk, elgszor bemutatunk két algoritmust, melyek az adatok egyéb tu-
lajdonsagait hatérozzak meg. Mindketts torténeti szempontbdl is érdekes,
hiszen az elsg, 1978-bol szarmazo algoritmus mutatott ra, hogy ha egyesével
akarunk kozelitGen szamlalni valamely N szémig, akkor a preciz szamolashoz
sziikséges O(log N') memoria helyett O(loglog N) memoria is elegendd lehet,
a masodik, elGszor 1982-ben felfedezet algoritmus pedig a gyakori elemek
keresésére vonatkozo alapalgoritmus.

2.1. Két érdekes algoritmus

Térténetileg talan az elsé kozelits szamlalo algoritmus a Morristol [12] szar-
maz6 algoritmus, melynek segitségével rovid regiszterrel akar a szerzé egye-
sével soké szamolni. Ha adatfolyamon szamléalo algoritmusnak gondoljuk ezt,
akkor az adatfolyam hosszat becsiiljiik.

Az algoritmus egy regisztert hasznél, melynek értéke kezdetben 0. Az
algoritmus futésa soran novelési kéréseket kap egyesével, kimenetként végiil
a bejott novelési kérések szaméara ad egy becslést. Az algoritmusnak paramé-
tere egy a > 0 szédm, egyben kontrollalja az algoritmus pontossagat, valamint
hogy milyen nagy szamig lehet szamlalni. Az algoritmus a kévetkezs:

e Legyen v egy regiszter, ami kezdetben nulla.
e Mindig, amikor egy névelési kérés érkezik,

_ log(1+ an)
~ log(l+a)

valoszintiséggel v értékét eggyel noveljiik meg.
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e Az algoritmus pillanatnyi eredményét az
1 v
flv)y=a- ((1—1——) —1)
a

Ha n novelési kérés utan a v, valészintiségi valtozo jelenti az algoritmus
regiszterének tartalmét, akkor

becslés adja

Ef(v,)=n é D*f(v,) = M,
2a
azaz f(v,) jo becslés n valodi értékére. Lathato, hogy ha a regiszter legfeljebb
N nagyséagu szamokat tud tarolni, akkor az algoritmus nagyjabol f(N)-ig tud
szamléalni, hiszen ennél nagyobb értékekre nagy valoszintiséggel fordulna el
talcsordulas.

Eszerint a fonti algoritmus N-ig 1/ V2a relativ szorassal log, log, N +
O(1) memoridban tud szamolni, ahol a konstans csupén a-tol fiigg. Ez a
memoriahasznalat egyben azt is jelenti, hogy az algoritmusnak legalabb O(1)-
log, N allapota van. Ennél lényegesen kevesebb allapota pedig nem is lehet,
ugyanis ha kevesebb, mint

1
—log,(1 — 2v/2a)

allapota lenne, akkor a skatulya-elv miatt volna olyan [z - (1 — 1/v/2a),z -
(1+1/v/2a)] intervallum [1, N]-ben, amelyben egy szam sem lehet az algorit-
mus kimenete. Ez esetben viszont x novelési kérés esetén a kimeneti becslés
biztosan legalabb z/ V/2a-val kiilonbozik a valodi értéktsl, azaz a relativ hiba
tobb, mint 1/v/2a.

log, N

Masik hasonlo feladat a kovetkezd, melyet [10]-ban irnak le, de mint [2]-
ben ramutattak, mar [11]-ban is szerepel az itt adott algoritmus. Valamely
0 < e < 1 szamra meg szeretnénk hatérozni egy adatfolyamban a e-nal na-
gyobb gyakorisaggal el6forduld elemeket. Ilyenbdl persze legfeljebb 1/e darab
lehet, s6t ennyi lehet is, igyhogy ennél kevesebb memoéria nyilvan nem lehet
elég a feladat pontos megoldasahoz. Meg lehet mutatni azonban, hogy a
gyakori elemek pontos meghatarozasahoz egyszeri olvasassal Q(m log(n/m))
memoria sziikséges, ha a bejovs adatfolyam n hosszu és m fajta elem fordul-
hat el6 a folyamban, ami sokkal rosszabb 1/e-nal. Masrészrdl azonban meg
lehet hatérozni 1/e memoriaban! egy olyan 1/e méretii adathalmazt egyszeri

legy memoriaegység egy szamlalét tartalmaz, ami tehat logn bitet igényel és egy ele-
met, ami pedig még logm bitet



olvaséssal, amiben benne van minden, legalabb ¢ gyakorisagu elem, ezen tul
pedig esetleges tovabbi elemek. Ebbdl persze méar még egy olvasassal kénnyen
ki lehet valogatni a valodi gyakori elemeket. Lassuk tehéat az algoritmust:

e Legyen N = [1/¢] éslegyen x1, 2o, ...,xx N darab [logn| bites szam-
1416, kezdetben mind legyen nulla.

e Legyen qq,...,qy N darab valtozo, melyekben egy-egy elemet tarolunk,
ezekenk tehat [logm] biteseknek kell lenniiik, kezdetben mind iires.

e Minden bejovs g adatra:

— Ha g = ¢;, akkor noveljiik eggyel x;-t.
~ Ha pedig ¢ ¢ {q1,....qv}, akkor

x Ha van fires ¢;, akkor legyen ¢; = ¢q, x; = 1.

* Ellenkez6 esetben legyen o = min x;, vétessen fel ez a mini-
mum példaul z; = z-en, és csokkentsiink minden z;-t x-szel,
legyen ezutan ¢q; = q és x; = 1.

2.2. Bitmap algoritmusok

Ebben a szakaszban az adatfolyamok szamossaganak meghatarozasara egy
Estantol, Varghesetdl és Fisktdl [5] szarmazo algoritmus-csaldadot mutatunk
be. Ezen algoritmusok memoriaigénye az optimumnéal ugyan jelentGsen na-
gyobb, azonban érdemes Gket attekinteni, mivel az alapotletiik nagyon ter-
mészetes. A tovabbiakban feltesziik, hogy a bejové adatok a végtelen bit-
sorozatok terén vannak reprezentalva és ott egyenletes eloszlastak (lasd a
3. fejezetet), ezt egy jo hasheld fiiggvény alkalmazasaval kozelithetjiik (errdl
részletesebben lasd a Fiiggeléket). Preciz szamlalashoz minden lehetséges
adathoz egy bitet tarolnank, kezdetben minden bitet O-ra allitunk, és ha egy
adat beérkezik, az 6 bitjét 1-re billentjiik. Ennek memoriatakarékosabb meg-
oldasa a bitmap-algoritmus, ahol az egyes adatoknak kozvetlentiil megfelelé
biteket részben Gsszevonjuk, részben elhagyjuk.

A bitmap algoritmusokban az adatoknak egy részének bittérképes le-
nyomatéat taroljuk és abbol szamitunk becslést. A legegyszertibb bitmap-
lenyomatot igy definialhatjuk:

2.1. definicié. Legyenek o és m nemnegativ egészek, ekkor egy w adatfo-
lyam (2%, 2™)-bitmap lenyomatanak nevezziik a

an,W (w) = (XO; ce 7X2m—1)



2™ dimenziés 0-1 vektort, ahol y; akkor 1, ha valamely w € w adatra w els6
a + m bitje binaris szdmként i-t adja, kiilonben pedig 0. 27* a lenyomat
mintavételi aranya, 2™ a lenyomat finomsaga.

Mint latjuk, a bitmap lenyomat félbontja a bejové adatok terét 2™ da-
rab egyenld 2™~ valdszintiségi részre és nyilvan tartja, e részek melyikébdl
tartalmaz adatot az adatfolyam, ez motivalja a bitmap elnevezést.

A bitmap-lenyomatbo6l megbecsiilni az adatfolyam szamossagat a kovet-
kez6 fliggvénnyel lehet:

2.2. definicid.

1 2m

B a om p— l
20,2 (W) —Tlog(1 — 272=m) "8 2m — [bye g (w)|’

ahol |v] jeloli a v vektor koordinatainak Gsszegét.

A fonti becslésben ha o + m nagy, akkor a logaritmus szorzdja nagyon
jol kozelithets 2°T™-mel. A fonti becslés kovetkezs tétel szerint alkalmas
becslése a szamossagnak:

2.1. tétel. Ha Byogm-t (2, folotti valosziniségi vdltozonak tekintjik, akkor
EB2a72m ~n.

Bizonyitds. Annak valoszintisége, hogy Ba« om egy koordinataja 0 legyen,
(1 —27*7™)" igy a varhato érték linearitasa miatt £ Bga om = 2™ — 2™(1 —
27~m" - amibdl a logaritmus és a varhato érték kapcsolata alapjan lehet
kovetkeztetni az allitasra. O

Az érdekes kérdés a becslés szorasa:

2.2. tétel. Tekintsik Boo gm-et ismét ), folotti valosziniségi vdaltozonak, ek-
kor a p =mn/2°T™ jeliléssel

D? ~ =
n p22m om

A fonti tétel szerint a bitmap algoritmus akkor ad valamely fix pozitiv
konstans relativ hibanal nem rosszab becslést az adatfolyam n szamosségéra,
ha n 2*T™ két megfelels fix tobbszorose kozé esik. Ezt altaldban nem tudjuk
eleve biztositani, ezért a kovetkezs tobbszoros bitmap algoritmust hasznaljuk.



2.3. definicié. Legyen N = 2% fix kettShatvany legfeljebb ilyen szédmos-
sagu adatfolyamokat kivanunk szamlalni és legyen M = 2™ fix kettGhatvany.
Legyen By, By, ..., By, k darab bitmap algoritmus, B; legyen (2°, 2™) paramé-
terd. Minden bejévs adatot minden B; algoritmusnak adjunk a bemenetére,
ha pedig minden adatot elolvastunk, minden algoritmusbol szamitsunk becs-
lést az adatfolyam szamossagara, legyen ez b;, és végiil azt a becslést fogadjuk
el, melyre §(b;/2"™) minimélis.

Ezen algoritmusban a futasidében jelentGs javitast lehet elérni azéltal,
ha az egyes bittérképeket egymasba agyazva implementaljuk, akkor ugyanis
megoldhato, hogy minden adatot csak egy bittérképben kelljen elkényvelni.

A fonti algoritmus M log, N memoéria hasznalataval tud O(1/v/M) relativ
hibaju becslést adni az adatfolyam szémossigéara, ami jelentGsen rosszabb,
mint a LogLog algoritmusbol kaphato (1 + o(1)) log, log, N-es korlat, éppen
ezért a fonti allitasok bizonyitasat nem részletezziik.

Megjegyzendd, hogy a bitmap algoritmus nem csak aszimptotikusan tel-
jesit rosszabbul a LoglLognal, hanem gyakorlati feladatok esetében is.



3. fejezet

A szamlal6 algoritmusok
definici6ja

A tovabbiakban az algoritmusunk bemenete egy rekordokbol all6 egyszer ol-
vashat6 adatfolyam, melyben a rekordoknak bizonyos részét, esetleg az egész
rekordot a rekord kulcsanak tekintjiik és azt akarjuk megbecsiilni, hogy hany
ktilonbozd kulesa rekord szerepel az adatfolyamban. Ehhez a kulcsokat egy
megfelel hash-fliggvénnyel binaris sorozatta alakitjuk, foltessziik, hogy a
kapott bitsorozat egyenletes véletlen eloszlast, majd ezzel a bitsorozattal
dolgozunk tovabb. Hashelésrdl lasd az A.3. fejezetet.

3.1. definicié. Legyen Py a {0,1} halmazon vett egyenletes eloszlas altal
adott valoszintiségi mérték és legyen P ennek w-adik hatvanya, P-t nevezziik
az egyenletes valoszintségi mértéknek az Q0 = {0,1}* halmazon, a végtelen
bitsorozatok halmazan. Legyen tovabbé P, a f n-edik hatvanya, P,-et ne-
vezziik az egyenletes valoszintiségi mértéknek (2"-ediken, a végtelen bitsoro-
zatok n tagu sorozatainak halmazan. Legyen ¢, : Q" — P(Q) a halmazképzés
miivelete, azaz

(W1, ywy)) = {wi, .., wi )

Legyen ezutéan €, C Q" a csupa kiilonb6z6 elemekbdl allo6 sorozatok részhal-
maza, azaz

Q, = {w e Q" |u(w)| = n},

valamint P, = P,|g, P, megszoritasa erre. P, is valoszintségi mérték lesz,
mivel egy elem Q"-bdl 1 valoszintiséggel csupa kiilonb6z6 elemekbdl all. Le-
gyen most ~ a permutalas ekvivalenciarelacidja €1,-en, azaz

Wi ~ Wy L(wl) = L(C.UQ).



Faktorizéljuk az (,, P,) valoszintiségi teret ~ szerint, a kapott tér legyen
(Qn7 Pn) = (Qny pn)/N

az n szamossagu bitsorozatokon az egyenletes eloszlds. Az €2, elemeit ne-
vezziik a tovabbiakban n hosszt vagy szamossagi adatfolyamoknak. Legyen
még ) = U (), ezen valoszintiséget nem értelmeziink, pusztan halmaznak
tekintjiik, €2 elemei az adatfolyamok. Ett6l megkiilonboztetendd Q" elemeit
adatsorozatoknak nevezziik.

3.2. definicid. Szdmldlo algoritmusnak neveziink egy (A, |A|, 0) harmast,
ahol |A| pozitiv egész. Az I = {1,...,|A|} szamhalmazt az algoritmus élla-
potainak nevezziik, ha B

A:ITxQ—1T

az algoritmus allapotatmenet-fiiggvénye és

o:1— Ry 0=01 <02 <--- <oy
az algoritmus kimenetei, az w = (w1, ...,w,) € on inputra elért végéallapotat
Alw) = A(... (A1, w1),w2), ..., wy)
jeloli, és teljestilnek a kovetkezdk:

1. A monoton, azaz minden ¢ € I allapotra és w € Q elemre 0; < 04(iw)

2. A kimenete nem fiigg sem a bejové adatok sorrendjétél, sem attol, hogy
egy elem hanyszor fordul el az inputban, azaz minden wq,w, € Q"-re

t(wy) = t(ws) esetén A(w;) = A(wy)

Egy A szamlalé algoritmusra minden n természetes szamhoz definialha-
tunk egy A, valosziniiségi valtozot az (2, P,) téren, az algoritmus kimenetét
az adott bemenetre, azaz legyen

An : Qn - R, An(w) = OA((wl,...,wn));

ahol w az (wy, .. .,w,) sorozatnak megfelels adatfolyam, azaz ¢((w1, ..., wy,))
ekvivalenciaosztalya ~-re nézve.

A széamlalasi feladat ekkor tgy fogalmazhaté meg, hogy adott N termé-
szetes szamhoz keresendd olyan A szamlalo algoritmus, melynek |A| allapot-
szama kicsi és 1 < n < N esetén A,, kozel esik a konstans n valoszintiségi val-
tozohoz. A késGbbiekben latjuk majd, hogy ha E, A, =n és D, A, = O(n),
akkor |A| = Q(log N), ahol E,, a varhato értéket, D, pedig a szorast jelenti
az (Qn, P,) téren. Itt is és a kovetkez6kben log alatt, hacsak mas alapot nem
irunk ki, a természetes logaritmust érjiik és a szokésos jeloléseket hasznaljuk
a nagysagrendek jelolésére:
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o f(x) = O(g(x)) zo koriil, ha valamely C' > 0 szamra és xy egy
kornyezetére x € U esetén |f(z)| < Cg(x).

o f(z) =o0(g(x)) zo koriil, ha létezik lim, .., f(x)/g(z) és értéke 0.

o f(x) = Qg(x)) zo koriil, ha valamely C' > 0 szamra és xy egy
kornyezetére x € U esetén |f(z)| > Cg(x).

o f(x) = O(g(x)) zo koril, ha egyszerre f(x) = O(g(x)) és f(z)
Q(g(x)).
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4. fejezet

Als6 becslés

Megadunk egy also becslést a szamlalo algoritmusok memoriaigényére, hason-
l6an, mint ahogyan 2.1. szakaszban mutattuk meg, hogy N-ig adott relativ
hiban beliili szamlalashoz log, log, N memoria sziikséges. Ha ugyanis egy al-
gorimusnak kevesebb mint O(log, V) allapota van, akkor a skatulya-elv miatt
van olyan 1 < x < N szam, hogy az algoritmus egyik allapotabél nyerhets
kimenet sem esik [z —ox, x4+ oz]-be. Ekkor azonban egy = szamossagu adat-
folyamot nem lehet o relativ szoréssal kozeliteni, mivel minden elGéllithato
becslés legalabb ox-szel kiilonbozik x-t61. Ennek pontos megfogalmazasa az
alabbi tétel.

4.1. tétel. Ha A szamldlo algoritmus, N természetes szam, 0 < ¢ < 1/2
valds szdm és E, A, = n, D, A, < cn minden n < N természetes szdmra,
akkor |A| > log N/(—log(1 —2¢)) — 1/8.

Bizonyitas. Legyen d(n) = minyj<;<4 [n — 0;] és ezzel

¢ = max d(n)/n (4.1)
és legyen ng olyan szdm, ahol a maximum folvétetik. A feltételek szerint
E,,A,, = no valamint

DZOANO = nolAno - n0|2 > (d(n0>>2’

mivel az | A,, — no| valoszintségi valtozo minden lehetséges értéke > d(ny),
vagyis a D, A, < cn feltétel szerint ¢*n2 > ¢*n2, azaz ¢ > ¢q. Legyen most j
az az index, amelyikre 0; < N < 0;11 (ha esetleg o4 < N, akkor j = |A| és
legyen 0;41 = 00), ekkor legyen n; = | $(0; + 0i41) | < 0441, ezzel

Oi+1 — 0i 1

0i11 — 0; d(n;
d(n;) > LT, fey ¢ > ¢ > max (n:) > max ,
2 1<i<j ny 1<i<j 20441 0it1




vagyis minden 1 < < j-re
(]_ — QC)OH_l S 0; + 27

amibdl indukcioval adodik, a d = 1/(1 — 2c¢) jeloléssel 0, = 0 figyelembevéte-
lével, hogy

2 )
< ——(d? —1).
0] — d _ 1( )
Ha most esetleg n; < N is igaz, akkor a fontiekben < j helyett mindentitt
irhato < j, és igy
N <o0j4; < i(dﬂ'“ -1 < L(d'*"“ —1)
=g —d-1 ‘
Ha pedign; > N, akkor d(N) = N—o,, azaz (4.1) és ¢ > g miatt cN > N—o;,
vagyis

1 1 2 : 1 2

N < < ~ & —1)< B A )
ST ST g U s T )
Ezekbdl kifejezve | A|-ra kapjuk, hogy
1 1—c? log N log(1 — ¢?
|A| > log CN41)-1= o8 og(l = ¢) )
—log(1 — 2¢) 1—2c —log(l —2¢) —log(l— 2c)
(4.2)
amint azt allitottuk. O

Ez a tétel valojaban tehéat azt adja nekiink, hogy ha c hibaval akarjuk egy
legfeljebb N szémossigi adatfolyam szamossagat becsiilni, akkor ehhez

log, log, N — log, log +0(1)

1—2¢
memoria kell, ahol az O(1) egy minden N-re és c-re korlatos fiiggvényt jelent.
Az LoglLog-algoritmus azonban (tomoritéses implementalassal) log, log, N +
O(1/c*) memoriat igényel, ezért kérdéses, hogy a log, log, N f6tag mellett a
megengedett hibatol fiiggs tagnak mi valojaban az optimalis nagysagrendje.
Most azt mutattuk meg, hogy minden [(1 — 2¢)z, x] intervallumban kell len-
nie legalabb egy &llapotanak az algoritmusnak, ennél azonban val6szintileg
tobbet is be lehetne bizonyitani, vagyis hogy egy ilyen intervallumban egynél
tobb allapotnak is kell lennie, aminek segitségével éppen ezen a plusz tagon
lehetne javitani. Ennek otlete az lehet, hogy az adatfolyamok nagy részére
az adatfolyam végén és a kozepénél is c-nél kisebb relativ hibaja volna az
algoritmusunkbol ad6dé becslésnek.

[1]-ben a szerz6k szamos mas szamlalasi feladat megoldasara szolgalo al-
goritmusra megadnak nagysagrendi also és felsG becsléseket.
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5. fejezet

A LogLog algoritmus

Ebben a fejezetben Durand és Flajolet [4] LogLog és Super-LoglLog algo-
ritmusat elemezziik. Az algoritmusnak egy olyan implementaciojat adjuk
meg, amelynek memoriaigénye aszimptotikusan optimalis, illetve elvégezziik
a Super-LoglLog algoritmus elemzését is.

5.1. A LogLog algoritmus definici6oja

A LogLog algoritmus a bementén olvasott adatfolyambol kiszamitja az ada-
toknak egy lenyomatdt, majd ebbdl szamit ki egy becslést az adatfolyam
szamossagara. Els szami szempontunk az lesz, hogy a lenyomat kiszamité-
sdhoz minél kevesebb memoria legyen sziikséges, mésodik pedig, hogy egy-egy
bejovs adatra lehetdleg kevés szamitast, memoriaelérést kelljen végezni.

A tovabbiakban m fix kettGhatvanyt fog jeldlni, ez a Loglog-algoritmus
paramétere, mely egyben vezérli az algoritmus memoriaigényét és pontossé-
gat, e kettd természetesen forditott ardnyban all egymassal.

5.1. definicié. Legyen m = 2F és legyen minden w = (1,2, ...) elemhez
I,(w) az T1T5 ... T, bindris szam valamint vy, (w) = (Wkt1, Wkt2, .. ) & ma-
radék bitek, legyen az input w = (wi,...,wy). Legyen p : Q) — Naza
fiiggvény, amelyik megmondja, hogy egy w = (x1, 23, ...) elemben hanyadik
helyen all az els6 egyes bit, azaz

p((x1,29,...)) =min{i : z; = 1}.
5.2. definici6. Egy w € Q" adatsorozat LogLog-lenyomatdnak nevezzik a
Pl@) = (max{p(vm(@)) : @ € w, Ln(w)) = 0},
cooymax{p(vn(w)) rw € w, I,(w)) =m —1})

m dimenziés egész vektort.
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5.1. megjegyzés. Az egyes koordinatdkat néha esetleg vodroknek is nevez-
ziik, egy bejové adatrol pedig azt mondjuk, hogy az i-edik vodoérhoz vagy
koordinatahoz keriilt, ha I,,(w) = i — 1, azaz ha az i-edik koordinatat defini-
al6 maximum argumentumai kozé esik.

5.2. megjegyzés. Egy véletleniil valasztott w elemre p 1/2% valoszintiséggel
vesz fel k értéket, igy nagyjabol azt varhatjuk, hogy 2* darab w-ra a p-
k maximuma koriilbeliil &k, azaz p,, egy koordinataja nagyjabol becsli azon
elemek szamanak logaritmusat, amelyek hozza keriiltek. Mivel pedig a bejové
adatok véletlenszertien széordédnak szét az egyes koordinatdkhoz, varhatoan
minden koordinata értéke log(n/m) koriil lesz. Egy ilyen allitas igaz is, ez
motivalja a LogLog algoritmust, ennek bizonyitasarol szol az 5.5. szakasz.
Hasonlo allitas el6fordul mar példaul [9]-ben is, de ott nem jut a szerzdk
eszébe ilyen iranyu alkalmazas.

A Loglog-lenyomat kivetkezé tulajdonsagai a definiciobol azonnal lat-
szanak:

5.1. allitas. p,, monoton, azaz p,((wi,...,wn)) > Pm((wWi, .. wWh, Wot1)),
ahol a >-t koordindtanként értjiik.

5.2. allitas. p,, sem az adatsorozat permutdcioira, sem az elemek tobbszori
eldforduldasdra nem vdltozik.

Bizonyitds. Valéban, egy halmaz maximuma nem valtozik attol, ha az ele-
meit mas sorrendben vagy egynél tobbszor vessziik. O

Ezek miatt értelmezhets p,, az €, tér {0lotti valdszintiségi valtozoként, a
tovabbiakban igy gondolunk ré.

5.3. allitas. p,,((w1, ..., wn,wne1)) értéke kiszamithato pp,((wq, ..., wy))-bdl
€S Wpy1-b0l.

Bizonyitds. Valéban, ha max jeloli a koordinadtankénti maximumképzést és e
azt az m dimenzios vektort, melynek I (wy,1)-edik koordinatéja p(v,,(wns1)),
a tobbi pedig 0, akkor

Pm((W1, oy Wy Why1)) = max(pm, (Wi, ... ,wn)), €).

]

A fontiek miatt a LogLog-lenyomatot kiszamit6 algoritmusok mind szam-
1416 algoritmusok.

Jo tulajdonsaga a lenyomatnak, hogy ha két adatfolyam lenyomatat mar
elkészitettiik, akkor az azok Osszeftizésével kaphato adatfolyam lenyomatéat is
azonnal meg tudjuk kapni, ugyanis igaz ez:
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5.4. allitas. Ha wy €s wy két adatfolyam és w az & uniojuk, akkor

Pm(w) = max(pm(w1), pm(w2)).

Most megadjuk a lenyomatbol a becslést elkészits fliggvényt, ennek van
egy 1 < p < m paramétere:

5.3. definici6. A Loglog-algoritmus kimenete a p,,(w) = (M,..., M,,)
lenyomati adatfolyamon

1<~
qH(“‘)):_ZMz‘v
K

amiben (M;,..., M) = r(M,...,M,), ahol r a nagysag szerinti rendezés
figgvénye, azaz My < --- < M} és az {My,..., M} = {M;,...,M:}
multihalmaz értelemben.

5.2. A LogLog algoritmus implementaci6ja

Mivel a LogLog-lenyomatban m darab tetszélegesen nagy egész szamot kell
tarolni, ezért annak kiszdmitédsa véges memoriaban nem valosithaté meg.
Ezért korlatozzuk a memoriat, ezzel némi hibat megengedve, de e hibat ural-
munk alatt tudjuk tartani. Ehhez elGszor rogzitsiink egy N szamot, aminél
nagyobb szdmossigi adatfolyamokra nem kivanjuk alkalmazni az algorit-
must, illetve elfogadjuk, hogy N-nél nagyobb adatfolyamokon az algoritmus
nem fog hasznalhaté becslést szolgéltatni.

Idealis LogLog algoritmusnak azt a valtozatot nevezziik, melyben minden
M; koordinata barmilyen értéket folvehet.

5.4. definici6é. Nevezziink p-szamlalonak egy olyan szamlalot, mely a
0,1,...,p — 1 szamokat tudja térolni, hozza [log, p| bit memoria sziiksé-
ges. Ha p—1-nél nagyobb szdmot akarunk benne tarolni, értéke legyen p—1,
és jegyezziik meg, hogy tortént benne tulcsordulas.

Flajolet implementaciojaban az egyes M;-ket egy-egy O(log, N) szamla-
loként valositjuk meg, mi most ennél valamivel jobbat csinalunk. Legyen az
implementalt LogLog algoritmus az alabbi.

e Legyen A egy 2log, N-szamlalo, kezdetben legyen 0.

e Legyenek Y7,....Y,, d-szamlalok, kezdetben mind 0-k. d értékét végiil
O(log, log, N)-nek fogjuk valasztasra érdemesnek talalni.
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e Minden bejovs w adatra legyen ¢ = I(w) és r = p(v(w)).
Ha r < A+Y;, ne tegyiink semmit.
Ha A+ Y, <r < A+d, akkor legyen Y; =r — A.
Ha r > A+ d, akkor

Legyen y = min; Y}, legyen minden j-re Y; = Y; — y és legyen
A=A+7, valamint YV, =r — A.

e A kimenet legyen (A+Y3,..., A+ Y,,).

Legyen tovabba
1 l"/
G-ty A
i=1

5.3. megjegyzés. A fonti algoritmus nem szamlalo algoritmus a 3.2. defi-
nici6 értelmében, mivel a bejové adatok sorrendjére érzékeny, hiszen egy Y;
szamlalo tulcsordulhat egy olyan adattol, amelytsl késébb, ha A méar na-
gyobb, nem csordul tul. igy az ismét érkezd adattol esetleg ismét néhet a
becslés.Momentumai azonban aszimptotikusan egyenlék az ideélis LogLogé-
val, ami viszont ma szamlalo algoritmus, igy éra vonatkozik a 4.1. tétel also
becslése.

Figyeljiik meg, hogy amennyiben nem tortént tilcsordulés, gy a kimenet
ugyanaz, mint amit az idealis LogLog adna. Ha ellenben volt tilcsordulas, a
kiadott eredmény esetleg kisebb, mint amit az idealis algoritmubol kapnank.
Vizsgaljuk meg most a tulcsordulésok elGfordulasi lehetGségeit.

5.5. allitas. Legyen adott az algoritmus valamely (A,Y1,...,Y,,) dllapota.

Annak valdszinisége, hogy valamelyik Y; tilcsordul, mieldtt A legaldbb eggyel
megndne, legfeljebb 4m? /2.

Bizonyitds. Jelolje R azt a rossz eseményt, hogy olyan adat érkezik, amelyik
valamelyik Y-t talcsorditana, azaz a k + 1. bitjétdl kezdve legalabb A 4 d
darab 0 van benne. Ennek valészintisége

P(R) = 1/24%%

Jelolje most J; azt a j6 eseményt, hogy az Y értéke pozitiv lesz, de nem kell
még az A-t valtoztatnunk. Ez szamunkra azért jo, mert amint minden Y;
pozitiv, gy mar miel6tt valamelyik tulcsordulna, el6bb megné az A. Ennek
valoszintsége

1/2A+1 _ 1/2A+d

m

P(J;)
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Jelolje most a diszjunkt és pozitiv valoszintiséglii A és B eseményekre A <
B azt, hogy A elébb kiévetkezik be, mint B. Ha addig vesziink véletlen
eseményeket, mig az egyik bekovetkezik, akkor

P(A)  _ P(A)

PA=B) = 507 pB) < PB)

Ha most el6bb kiévetkezik be minden jo esemény mint a rossz, akkor megusz-
tuk talesordulas nélkiil, azaz a tulcsordulas valdszintisége legfeljebb

1= P(Jy<RA-ANJy<R)=P(R=<JVR=<J)<
27A7d

- 1
E 2 20—d
< P(R<Jj)§m<2_A_1_2_A_d)/m—m2d_1_1§4m2 :

j=1

5.6. allitas. Amennyiben az algoritmus teljes lefutdsa alatt A nem csor-
dul tul, ugy annak valoszinisége, hogy barmikor follép tulcsordulds, legfeljebdb
8m?log, N/2°.

Bizonyitds. Legyen R, az a rossz esemény, hogy amikor az algoritmus soran
A = a, valamelyik Y; ttlesordult. Az elz allitas szerint P(R,) < 4m?/2¢,
igy annak valoszintisége, hogy barmikor hiba lépjen f6l, mivel A < 2log, N
végig, legfeljebb

P(RyV -V Rylogyn—1) < Y P(R,) < 8m®log, N/2°.

0<a<2logy, N
O
Legyen most € > 0 fix szam, 6 lesz a kivant hibavaloszintiség. Ha most
1
d =4+ 2log, m + log, — + log, log, N,
€
akkor e/2-nél kisebb valoszintséggel fordul el ttlcsordulas az Y;-kben, ha A
nem csordul tul. A-rol pedig a kévetkezs igaz:

5.7. allitds. Ha N > 2/e, akkor A tilcsorduldsdinak valdszintsége kisebb
£/2-nél.

Bizonyitds. A akkor csordul tul, ha valamelyik adat elején legalabb 2log, N
darab 0 van, egy ilyen adat eléforduldsanak valoszintisége 1/N?, igy annak
valoszintisége, hogy a legfeljebb N kiilonboz6 adat koziil legalabb az egyik
ilyen, legfeljebb N/N? = 1/N. O
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Mindezeket 6sszevetve ha e > 0-t és N-et vesziink, ahol N > 2/¢ (tipikiu-
san a valasztott N ennél joval nagyobb), akkor legalabb 1 — e valoszintiséggel
megkapjuk az idedlis LogLog algoritmus eredményét a legfeljebb N szémos-
sdgu adatfolyamokra

1+ log, logy N + mlog, (logy logy N + 4 + 2log, m + | log, e]) =
= (1+o0(1))logylog, N (5.1)

bitnyi memoridban.

Nézziik meg még részletesebben az implementalt algoritmusbol kaphato
becslés varhato értékét és szorasat, hisz ez barmennyire is kiilonbozhetne
akar az idedlis algoritmus kimenetének momentumaitél még annak ellenére
is, hogy e két érték 1 — ¢ valoszintiséggel megegyezik.

5.8. allitas. E(q, —q,) < 3clog, N és E(q;, — qf)-re hasonldan O(elogs N)
felsd becslés igaz.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy ha nem lép fel tilcsordulds, akkor ¢, = g, ellen-
kez§ esetben pedig 0 < ¢, < g, {gy mindenesetre

E(q, — q,,) < E(gy|van talesordulas) - P(van ttlcsordulas) <
< E(g,|A talesordul) - P(A tulcsordul) + (2logy, N + d)e/2.

Legyen most M, az idealis LogLog-algoritmusban szamitott lenyomat -
edik koordinataja. Mivel A < M; minden i-re, ezért A csak gy csordulhat
tal, ha minden M; > 2log, N, emiatt

E(qu|A > 2log, N) =
B 1
~ P(A>2log, N)

(14 + 2)P(My = 21,..., My = 1,,) <
x;>2logy N

1 m
SP(Azﬂogz]\f)( 2 le(Ml:xl)) ’

x1>2loga N

ahol utkézben hasznaltuk, hogy P(A; A---AA,,) < P(A;), valamint hogy az
egyes M;-k azonos eloszlastak (bar nem fiiggetlenek). A szumma becsléséhez:

> @y (P(My > 2y — 1) = P(M; > 2y)) =

r1>C
2c+4
2¢

=cP(My>c—1)+ Y P(M; > ) =

Mi>c
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ebbdl

41 N +4\" 1
E(gu|A > 2log, N) - P(A > 2log, N) < (O&Tf) < <

legalabbis elég nagy N-ekre. Osszesitve tehat elég nagy N-ekre
E(q, —q,,) < 3elogy N.
O

Hogyha a fontebb irtakban e = 1/logs N-et vesziink, akkor elég nagy N-
ekre azt kapjuk, hogy (1+0(1)) log, logy, N memoriaban ki tudunk szamitani
egy értéket, mely 1-hez tarto valoszintiséggel megegyezik az idealis algoritmus
kimenetével, s6t varhato értékiik és szorasuk is aszimptotikusan egyenld.

5.3. Implementalas tomoritéssel

Lehetne egy kicsit még nyerni a helyen ugy, ha az Yj-ket tomoritve tarol-
nank, ugy valoszintleg (5.1)-ben log, log, N + mlog, |log, €| + O(1) volna
mondhaté volna, hiszen ekkor egy Y;-re nem log, log, log, N memoéria jutna,
val aszimptotikusan egyenlé. Ezen becslés részleteit azonban nem dolgozzuk
ki, mivel az Y;-k tomoritett tarolasa esetén egyetlen Y; megvaltoztatasa a
fonti algoritmusban sziikségesnél sokkal tobb szamitast és memoriaelérést
igényelne.

5.4. Kapcsolat az alsé becsléssel

Korabban lattuk, hogy legalabb (1 — o(1)) log, logy, N memoria kell ahhoz,
hogy fix pozitiv szazaléknyi relativ hiban beliil becsiilni tudjuk egy adatfo-
lyam szamossagat, igy a font irt modszer aszimptotikusan mar nem javit-
hat6. A fonti modszer a [4]-ben adottél annyiban kiilénbozik, hogy nem az
egyes M; értékeket tarolja O(log,log, N) biten, hanem csak az A szamot,
a tobbi kiilonbséget ennél aszimptotikusan kevesebb helyen tudja kezelni,
igy O(mlog,log, V) helyett csak (1 + o(1))log,log, N bitet hasznal, aminél
kevesebb pedig nem is lehet elegendd.
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5.5. A LogLog lenyomat egy koordinatajanak
viselkedése

Most megvizsgaljuk, hogy milyen eloszldsa van a LogLog lenyomat egy koor-
dinatédjanak. A LogLog-algoritmus miikodésének alapja az 5.9 allitas, a teljes
algoritmus erre az egy érdekes megfigyelésre épiil. Maga az allitds geomet-
ria valoszintségi valtozok maximumanak eloszlésarol szol és mér régen ismert
volt, azonban Flajolet vette észre, hogy ez alapjan lehet szamléalo algoritmust
késziteni.

5.5. definicié. R : Q@ — N R({wi,...,w,}) = maxi<i<, p(w;), azaz egy
w € Q, sorozatra R(w) az w elemeinek p-értékeinek maximuma. Legyen
R, = Rlq,, R, az (Q,, P,) téren egy valoszintiségi valtozo.

Széamoljuk ki ezen R, eloszlasit. Legyen minden k természetes szémra
A; C Q" az az esemény, hogy

Ai:{w:(wla"'awn) EQ”:p(wi) Sk

Legyen tovabba

A=A s A=A\{w=(w1,...,w,) €Q": [t(w)| < n}.

=1

Itt az A-bol kivont halmaz P,-re nullmértéki, ezért P,(A) = P,(A), és mert
A a permutéciora zart, azért Po(R, < k) = P,(A) = P,(4) = P,(A).
Masrészt A a fiiggetlen és azonos valoszintiségii p(w;) < k események szorzata
és mert Py (p(w) < k)=1— %, Ggy a fontiek szerint

n
Pu(Ry < k) = (1 _ 2—1k) | (5.2)
Lassuk az igért allitdst, miszerint a LoglLog-lenyomat koordinatai val6ban
kozel esnek az adott koordinatahoz keriil6 elemek szaméanak logaritmusahoz.
Ennek bizonyitasa soran egyuttal meglatjuk azt a modszert, amit a tovabb
elemzésekhez is hasznalni fogunk, a Poisson és Mellin transzformaltak egytit-
tes hasznalatat.

5.9. allitas.

_ v 1
E,.R, =logyn + Tog 2 +g f(logn) + o(1)
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valamant

1
= +— +g(1 +o(1),
i 13+ 90losm) + o)

ahol f(z) és g(x) 1 szerint periodikus figguények, | f(z)] < 1,5-1074, |g(z)| <
5,5-107*

Bizonyitds. Legyen ¢, = E, R, és ¢, = EnRTQL, a definici6 szerint

:ikpn(Rn ik (Ro > k) = Po(Ry > k+1)),

k=1

ebbdl Abel-atrendezéssel, beirva még a 0P, (R,, > 0) = 0 tagot és figyelmbe-
véve, hogy P,(R, < 0) =0, kapjuk, hogy

o0

(k—(k—=1)Py(R, > k) Zl—PnR <k)=

En

I
NE

>
Il
—

1— Py(R, < k).

I
NE

el
Il
o

Hasonléan kapjuk, hogy

On = i(/ﬂ —(k—1)*)P,(R, > k) = i(% +1)(1 = P(R, < k)).

Legyen most €, és ¢,, Poisson-transzforméltja £(z) és ¢(z), ezekre

. i n z n,—z 1 n
=Y e = Ty (1-(1-5) ) -
n=0 n=0 k=0
PN e
k=0 n=0 k=0
— i 1 — —z/2k’
k=0
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Itt az atrendezések jogosak voltak, mivel csupa pozitiv tagok fordulnak eld.
Vezessiik be a 7(z) = 1 — e™* fiiggvényt, ezzel

e(z) = iT(z/Zk) és i 2k + 1)7(2/25).

A 7(z) fiiggvény nagysagrendje a 0-ban O(z), a végtelenben pedig O(1), ezért
az 6 alapsavja S; = (—1,0). A Mellin transzformaci6 alkalmazasdhoz még
hatarozzuk meg a > oo 27" és a >, ,(2k + 1)27% Dirichlet-sorok konver-
genciafélsikjat. Ez az a félsik, ahol [27%| = 27%() < 1, azaz a (0, 00) sév, igy
mondhatjuk, hogy a (—1,0) sdvban

— (Z 2ks> T(s) & §(s) = (Z(2k+ 1>2“”> (),

k=0
ahol 7*(s) = —I'(s), azaz az Osszegzéseket elvégezve

g*(s)zzsl_lr(s) és @*(s):—%ws).

Ezen képletekbdl lathato, hogy a transzforméaltak meromorfan kiterjednek a
teljes sikra, szingularitasokkal a negativ egész helyeken és a 2kmi helyeken
minden k egészre.

Az A.3 alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

~ log:c —2km log )i -6
— T10g T )1 O .
flo) log 2 log 2 Z 10 +0™)

Itt az utolsé el6tti szummaban e(~2¢71°82)7 Jog 2-ben 1 szerint periodikus, azaz

ha F(s0)
) = 3 O e

akkor ez a szumma éppen f(logx), ez lesz a feladatban irt f fiiggvény, becs-
lésére numerikusan adodik

4
| ()|_1 > T (2kmi)| < 1,5 - 10%,
k:;é()

Veégill az ¢, = €(n) + o(1/logn) becslést depoissonizalassal kapjuk meg,
ehhez meg kell becsiilniink £(z) nagysagat egy, a valos tengelyt tartalmazo
szogtartomanyban, valamint azon kiviil is. Legyen ez a szogtartomany a
0 = m/4-hez tartozo, a pozitiv valés tengelyre szimmetrikus negyedsik. A
szogtartomanyon beliil a kdvetkezd becslés mondhato:
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5.10. allitas. Ha |argz| < w/2, akkor |€(z)| < 2log, |z| + 10.

Bizonyitds. Legyen z = x + iy, a feltétel ekkor azt jelenti, hogy x > 0. A
haromszog-egyenlétlenség alapjan igy kezdhetjiik a becsléstinket:

ALY = 3 e Y e
k=0

x/2k<1 x/2k>1
A mésodik szumma tagjait a trivialis [1—e=*/2"| < 14e /2" < 2-vel becsiilve
kapjuk, hogy
A< Y —e | +20ogx+1) < D [1—e 7| +2logy |2 +2,

z/2k<1 x/2k<1
mivel legfeljebb log,  + 1 darab nemnegativ k-ra allhat x/2F > 1. Az els6
szumma tagjainak becsléséhez pedig legyen 0 < a = e /2" < 1 és o =1y/2%
ekkor a becslend6 mennyiség |1 —ae'?| < [1—a|+|a—ae?| < 1—a+|1—€"?|.
Mivelll és €' az egységsugarti koron egymastol ¢ tavolsagra fekszik, ezért
1 — €] < || = |yl/2*, azaz végiil

1= e < 1= e /2 < (ot Jyl) /2" < 2041/2",

és igy
E(2)| < ) 20z]/2F +2log, 2] +2 = 2log, | 2] + 2+ 42| /x < 2log, |2] + 10.

z/2<1

O

A szogtartoményon kiviil a kovetkezd teljesiil:
5.11. allitas. Ha |argz| > /4 és |z| elég nagy, akkor |e*E(z)| < €71#I/8.

Bizonyitds. Legyen ismét z = x + iy, és legyen |z| olyan nagy, hogy 4|z| <
el?l/8 teljesiiljon. Elszor az > 0 esetet vizsgaljuk. Ekkor x > |y| igaz,
mivel a szogtartoméanyon kiviil vagyunk, vagyis = < |z|/v2 < 3|z|/4. Az
el6z6 bizonyitasban frtak szerint ekkor |7(z/2F)| < (z + |y|)/2% < 2|z|/2F,
fgy

e°8(2)| < € - 4|z] < eT#/8,
Ha pedig x < 0, akkor

o0

|e€ |<Z’e 7z/2k Z x(1-1/2%) z/2k_1|§

< 31 1] = Oflog 2] < €715,

elég nagy |z|-kre, itt hasznaltuk az 5.10 allitast z helyében —z-vel. O
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E két allitas egyiitt az A.5. tétel szerint azt adja, hogy minden § > O-ra
en = E(n) + O(n1),

ahogy azt vartuk.
Nézziik most $*(s)-et. Az A.4 szerint

~ log? 2 1 2/6 4 ~2 1
gp(z):ogz+< i + >logz+<7r/ 27 + i —i——)—

log? 2 log2 2  log2 log® 2 log2 3
2I°( r
_Z ( Sk . I(SI;)) 55k —1—0(2_6),
"0 log 2 og

itt ©(z) kifejtésének utolso elstti tagja (1 — 2log, z) f(log z).

Ez az eredmény a fonti az 5.10 és az 5.11 allitdsokban irtakhoz nagyon ha-
sonl6an depoissonizalhat6. Ennek alkalmazasaval tehat irhatjuk, hogy ezekre
jutottunk eddig

1
en = logymn + é + 3 f(logn) 4+ o(1/logn)

2y 2 /6 + 2 0l 1
=1 — + 11 =] -
og2n+<l g2Jr ) og2n+< log® 2 Jrlog2+3
+ (1 —2logyn)f(logn) + o(1/logn).

Ebbél kapjuk a szorasnégyzetre D2 R,, = ¢, — 2 alapjan, hogy

2

DR, = S 1 + (2 + 2—7> f(logn) — f(logn)* + o(1),

6log?2 12 log 2
ami az allitas volt, ha g(x) = (2 + 1§g2> f(x) — f(z)*et valasztunk. O

5.4. megjegyzés. A jelenlevs pici, de elkeriilhetetlen f és g fluktuaciok a
feladatot alapvetGen nem elemivé teszik. Megjegyzendd tovabba, hogy ha
ebbdl gyartunk algoritmust, akkor a kimenet nem torzitatlan becslése log, n-
nek, hanem a teljes precizség kedvéért korrigalnunk kell az f hatasat is.
Ehhez legyen I(y) az y = x + f(x) +v/log 2+ 1/2 fiiggvény inverze, ekkor az
[(R,) mar legalabb aszimptotikusan torzitatlan log, n-re, mivel f periodikus
torzitasat kompenzaltuk. Mivel azonban f nagyon kicsi, dltalaban elég, ha
[-et pusztan linearis fliggvénynek tekintjiik, azaz f hatasat elhanyagoljuk.

Az [ inverz fiiggvény létezik, mivel F, R, szigortan novd, hiszen P, (R, <
k) szigortian csokken.
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5.6. A LogLog algoritmus elemzése

Megadjuk most, hogy hogyan becsiilje a LoglLog-algoritmus az adatfolyam
nagysagat a lenyomatbol kapott g, szdm alapjan. Maga a ¢, szam a sza-
mosséag logaritmuséhoz all kozel, igy vagy 6t (vagy ha kiiléndsen precizek
akarunk lenni, akkor az apré fluktuaciokra is javitott valtozatéat) hasznal-
juk logn becslésére, vagy 2%-t n becslésére. Az elbbi mellett szol az, hogy
nagy p-kre g, aszimptotikusan normaélis, igy az ¢ szoérasa n nagysagrendjé-
nek pontatlansagat jelzi, éppen amilyen jellegii informéciot mi n-rél hasznalni
akarunk. A maéasik mellett szolna, hogy Flajolet azt elemezte, és az magara
n-re ad becslést. Mi most mégis az els6é mellett maradunk. Megvizsgéljuk
tehat g, eloszlasat nagy n,m, p-kre.

Megjegyezziik, hogy altaldban g, és 2% eloszlasa kozott nem tudunk koz-
vetlen kapcsolatot mondani, hiszen példaul fontebb lattuk, hogy FR, ~
log n, ezzel szemben E2%" = oo.

El6szor poissonizaljuk a LoglLog-lenyomatot, hogy a lenyomat koordinatéi
egymastol fiiggetlenné valjanak.

5.6. definici6. Legyen m fix, legyen A > 0 paraméter és legyen N X pa-
ramétert Poisson eloszlast, valamint legyen p™ a LogLog-lenyomat vektor-
valoszintiségivaltozo az (2, téren, végiil legyen p() = p™ . p-t ekkor a A
paraméteri poissonizéalt LoglLog-lenyomatnak nevezziik.

5.12. allitas. p(y) koordindtdi fiiggetlen azonos eloszldsi valdsziniségi vdlto-
20k.

Bizonyitds. Elészor meghatérozzuk p™ eloszlasat.

Ehhez még el6bb meghatérozzuk a w; = {w € w : I(w) = i} halma-
zok méretének egyiittest eloszlasat, azaz a p'™ egyes koordinataiban szerepld
definial6 maximumok argumentumszamainak egyiitteseloszlasat. Mivel az n
darab bejovs adat fiiggetleniil egyenld valoszintiséggel keriil az egyes koor-
dinatédkhoz, igy ez az eloszlas m-edrendi polinomiélis, n paraméterrel. Egy
koordinata eloszlésat pedig mér ismerjiik annak fiiggvényében, hogy mennyi
elem keriilt hozza, ha v; elemet kapott, akkor ez az eloszlas R,, eloszlasa,
amelyet (5.2)-ban irtunk f6l. Ezen eloszlasok kiilénbozs i-kre raadéasul egy-
méstol fiiggetlenek, mivel I(w) és v(w) fiiggetlenek. Igy tehat ismerjiik p™
koordinatainak egyiittes eloszlasat, ez

§ n 1 m 1 Vi
Pn(p()g(th,tm)): Z (Vl v >%H<1_2tl) )
NN —

V1,eeeyVm >0 =
Vit trvm=n

—
N
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ahol < alatt koordinatankénti kisebb vagy egyenl@séget értiink. Roviditésnek
legyen h(t,v) = (1 —1/2Y)" — (1 — 1/2171" ] ezzel

n Z n 1 Hm
Pn(p( ) = (t17 tee 7tm>> = (Vl v )mn h(tmyl)
sy Un i1

Vi sm 20
vi+-trm=n

Most ebbdl szamoljuk ki p(y) eloszlasat.

e .
Plpoy = (ty- - ) = Y~ Pap™ = (11, 1)) =
n=0 ’
A\ . L m
DR s e | CORE
V1o >0 1 'm )+ 1+« VUm- m Pl
—\/m )\ m A/ m
SIS Iy < [T (5 - e 3),
i=1v;>0 i=1

ami azt mutatja, hogy p(\) koordinatai valoban fliggetlenek és azonos elosz-
lasuk. O

Jelolje Rx/m) az Ry/m valoszintségi valtozot, az 6 varhato értéke a fon-
tebbi szamolasok szerint £(\/m), szorasnégyzete p(A/m) — 2(\/m), ezek
aszimptotikdjat pedig mér ismerjiik.

Legyen a tovabbiakban 0 < 3 <1 fix szam, legyen

p=[Bm],

legyen py = (M, ..., My,) és legyen

3
=S "M
ﬁ 1=1

g-t a (-csonkolt becslésnek fogjuk nevezni, mivel csupan a ( legkisebb elem
alapjan szamolunk becslést, a nagyobb elemek hozzajarulasanak hianyéat pe-
dig az 1/3 tényezz6vel kompenzéaljuk. Ha még ezen tul ¢™ jeldli a p™
koordinataibol kapott hasonl6 csonkolt becslést, akkor igaz, hogy q(») és g
eloszlasa megegyezik, ebbdl kifolyolag azonosak a momentumaik is, mivel pe-
dig ¢') varhato értéke és szorasnégyzete ¢(™ varhato értékének és szorasanak
Poisson-transzformaltja, ha g(\) momentumait ismerjiik, abbol depoissoniza-
cioval megkaphatjuk ¢™ momentumait is.
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Lassuk tehat q(y) vizsgalatat. El6bb kiilon megvizsgaljuk a § = 1 esetet,
amit Flajolet Loglog-algoritmusnak nevez, majd késébb tériink a 3 < 1
esetre, mely Flajoletnal a super-LogLog nevet viseli. Ekkor gy m darab
fiiggetlen Ry /m) eloszlast valoszintiségi valtozo atlaga, igy a fontebb irt tétel
alapjan megéallapithatjuk, hogy

5.1. tétel. Ha G =1, akkor

A v 1 A
EQ(A) = 10g2 E + @ + 5 + f <log E) + 0(1),

valamant

1 i 1 A
Doy = — | ——— + — log = 1

ahol f és g ugyanazok, mint a fontebbi tételben, mindezeken til pedig q(x)
eloszldasa aszimptotikusan normdlis, amint m — oo.

Bizonyitds. Fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozokra a tétel jol
ismert. ]

A fonti tételbsl megéllapithatjuk, hogyha igazén precizen akarjuk egy
adatfolyam szamossaganak logaritmusat becsiilni, akkor 6t ¢ —y/log2 —1/2
helyett (q) —~/log 2 — 1/2-del becsiiljiik, ahol I(y) az y = x + f(z) fiiggvény
inverze. Ezen inverz biztosan létezik, mivel z+ f(z) szigorian nové fiiggvény,
mert n novekedtével R, varhato értéke szigortian nd, hiszen az eloszlasfiigg-
vénye szigorian csokken. Ha az adatfolyam szamossagéara kivanunk becslést
kapni, akkor preciz becslést az L(q) = 21@—7/1082-1/2 yalészintiségi valtozo
nyujt, melynek eloszlasa aszimptotikusan lognormaélis, amint m — oo. Va-
16jaban a 21@=7/1082-1/2 y41t0z6 momentumai kiszamithatoak a mar latott
modszerekkel teljesen pontosan is, ennek részletei [4]-ben megtalalhatok.

A fonti eredmény depoissonizalasa mar nem igényel ujabb meggondo-
lasokat, hiszen éppen ezen fiiggvényekre mutattuk meg korabban, hogy a
depoissonizacios tétel alkalmazhato rajuk.

Nézziik most a § < 1 esetet, ezt Stigler [13]-ban irt tétele alapjan tudjuk
kezelni. Az ottani tétel a mi esetlinkre specializalva a kovetkez6t mondja:

5.2. tétel. Legyen b a legkisebb olyan egész, amelyre P(Ro/my < b) > B,
tegyiik fol, hogy itt szigori egyenldtlenség dll. Legyen

e = % (i kP(R()\/m) = k) +b (ﬁ - P(R()\/m) <b- 1))) (53)
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€s
1 b—1
d* = 5 ( K P(Roym) = k) +b* (Bm = P(Riym) <b— 1))> —e’ (54)
k=0

Ekkor (q(n) — €)/m eloszldsban tart Y -hoz amint m tart a végtelenbe, ahol Y’
eloszldsa 0 vdrhatd értéki, d* /3% szordsnégyzetid normdlis.

5.5. megjegyzés. Az (5.3) ¢s (5.4)-beli e ¢s d* annak a valésziniségi val-
tozonak a varhatod értéke és szorasnégyzete, amelynek eloszlasfiiggvénye az
R()/m) eloszlasfiiggvényének 1/(-szorosanak és 1-nek a minimuma.

A tételben szerepls b paraméter értékét ki tudjuk szamolni.

A 1 A
b= [log2 . log, log B-‘ = log, ool +0(8, M),

Ahol ¢g = logy(—log3) és 0 < § < 1 olyan, hogy b egész legyen. Legyen
tovabba

_XMm
ap =e 2F |

ezzel P(Royym) = k) = ap — ar—1, P(Rym) < k) = ag. Figyeljiik még meg,

hogy
ay = 61‘0(6’)\) )

ahol w(B3, \) = 27900 1/2 < w(B,\) < 1, valamint hogy
ais = Qf—g-

e és d? szamolasahoz tgy kezdhetiink, mint azt tettiik £ és @ esetében,
Abel-atrendezést alkalmazunk. Vezessiik be

u:(0,1) = R wu(x) :Zx2k

k=1
fiiggvényt, ezzel irhato, hogy
1
e:b——Zagb*b (ap) + o(1),
B = 6

valamint a
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fiiggvénnyel
1
d? +e* = b* — =(2bu(ay) — v(ap)) + o(1),

p
amibdl végiil azt kapjuk, hogy
1 1
2 2
d° = Bv(ab) - Eu (ap).
Azt kaptuk, tehat, hogy w befutja (1/2,1]-et, amint A valtozik, és
1
e=0b-— Eu(ﬁ*“’) +o(1) (5.5)
1 1
d* = Bv(ﬁfw) - @lﬁ(ﬂ*w) +o(1). (5.6)

Hasonloan a korabbi megfigyelésiinkh6z e egy monoton nové fiiggvénytsl
o(1) additiv hibaval kiilénbozik, hiszen Eq™ monoton névs. Emiatt tehat
létezik az

y = log, @ — logym — logy(— log §) + 8(3,x) — Bu (B72"")

fliggvénynek inverze, legyen az lg(y), igy 13(q(\)) aszimptotikusan torzitatlan
becslése A-nak.
Az optimalis § pedig az 5.2. tétel és (5.6) alapjan az lesz, melyre

d2 _ i —w\ _ i 2(n—w
ey S LG TR G

minimalis. Numerikusan kiszamolva ez a minimum (#* =~ 0,762 esetében
vétetik fol.
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A. Fuggelék

Segédeszkozok

A.1. Mellin transzformacid

A Mellin transzformécié a Fourier és Laplace transzoforméciéhoz hasonld
operacio, segitségével harmonikus Osszegek kezelhet6k analitikusan, azaz
> ox Aef (i) alaka Gsszegek. Nem teljes altalanossagban foglalkozunk a
Mellin transzformacioval, mert mi csak specialis eseteit hasznéljuk, azon-
ban a hasznalt specidlis esetekben az altalanos tételeknél erésebb tételekre
van sziikségilink, ezért ugyis kiilon bizonyitast kellen irnunk. Az altalanos
tételek [6]-ban talalhatok meg.

A.1.1. A Mellin transzformacio

A.1. definicid. Legyen f : (0,00) — Ry folytonos nemnegativ fiiggvény,
ekkor az 6 Mellin-transzformdltja a komplex s helyen az

f*(s) = /000 f(z)z* tdw (A.1)

improprius integral.

Mivel kompakt intervallumon folytonos fiiggvény mindig integralhato,
ezért a Mellin transzformalt 1étezése és végessége pontosan azzal ekvivalens,
hogy mind a lim,; .o ftl f(x)z* tdr, mind a lim;_ flt f(x)z*~Ldx hatarérte-
kek léteznek és végesek, ehhez pedig az kell, hogy ezen sorozatok Cauchy-
sorozatok legyenek, azaz mind

t t
lin& f(x)z* 'dr =0 mind tlim f(x)z*tdx =0 (A.2)
0t H o0t

igaz legyen.
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A.1. allitas. Ha f : (0,00) — Ry folytonos figgvény, s = o + it és f*(o)
létezik és véges, akkor f*(s) is létezik és véges.

Bizonyitds. A font irtak miatt foltevésiink azt jelenti, hogy 0 <
ftt f(x)x°tdx — 0, mivel pedig

o</ C ()| < / (@) e = / " fa)e N 0,

kapjuk az allitast. O]

Megjegyezziik, hogy valos s-ekre fol f(@)zsda és [ f(x)x*'dx min-
dig léteznek és nemnegativok, esetleg azonban végtelenek. Mivel azonban
zr € (0,1) esetén f(x)x*~! s-ben monoton csokkend, x € (1,00)-ben pedig
monoton novs, igy ha

1
o= inf{s eR: / f(z)z*dr < oo},
0

o0 (A.3)
f = sup {S eR: / f(z)x®lde < oo} ,

akkor az s € (a, 3) valésokra mindkettd véges, azaz a Mellin transzformalt
ezen pontokban létezik és véges. Az el6zd allitassal egytitt igy bebizonyitot-
tuk, hogy

A.2. allitas. Ha f : (0,00) — Ry folytonos figgvény, a és 5 (A.3) szerintiek,
akkor az
(a, B) = {s € C:R(s) € (o, B)}
(esetleg tires) sav minden pontjdban létezik és véges f Mellin transzformdltja.
E sdvot f alapsavjanak hivjuk és Sy-fel jeloljiik.
Polinomialis nagysagrendi fliggvényekre ki tudjuk szamolni az alapsévot.

A.3. allitas. Ha f(z) = O(x%) 0-kéril és f(x) = O(z?) oo kiril, akkor

(—a,—n) része az alapsdvnak.

Bizonyitds. A feltételek szerint valamely pozitiv ¢y, ¢g szamokra f(z) < ¢yz®
0 <z < 1-ben és f(x) < cpa® & > 1 esetén, ebbdl pedig

1 1
/ f(z)z* e < cl/ 2 dr < oo, haa+s—1>—1és
0 0
/ f(z)z*dr < 02/ 275 e < oo, hab+s—1< —1,
1 1
azaz a (A.3)-beli a-ra és f-ra a < —a és § > —b. O
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A.1. példa. Az f(x) = e”* fliggvény nemnegativ, folytonos (0,00)-n és a 0
koriil f(z) = O(x°), mig a végtelen koriil minden y > 0-ra f(z) = O(x™7)!,
ezért minden (0,~) része az alapsavjanak, tehat alapsavja (0, co), azaz ezen
a féltéren Mellin transzformaltja létezik, ez a I'(s) fliggvény.

A Mellin-transzformalt hasznos tulajdonsaga, hogy a linearis kombinacio
atmegy rajta, azaz igaz a kovetkezd

A.4. allitas. Ha [ és g a (0,00)-n értelmezett folytonos nemnegativ fiigg-
vény, A és u tetszdleges komplex szamok, valamint az S sdv része alapsdvjaik
metszetének, akkor S C Sy, és minden s € S-re

(A +1g)*(s) = Af*(s) + g™ (s).

Bizonyitds. S tulajdonsaga miatt a transzformaltat definidlé integralok lé-
teznek, az integralas pedig linearis. O]

A fliggvények atskilazasa is kovethetGen valtoztatja a Mellin-
transzformaltat, nevezetesen igaz a kovetkezd:

A.5. allitas. Ha [ : (0,00) — Ry folytonos nemnegativ fiigguény és A > 0
valos, g(x) = f(Ax), akkor S, = Sy és s € S-re

g*(s) = A7 f"(s).

Bizonyitds. A definialo integralok ismét mind léteznek, és az y = Ax helyet-
tesitéssel adodik, hogy

/ f(M)wS_ldl“:)\‘s/ )y dy.
0 0
O

Legyen most f : (0,00) — Rg egy folytonos nemnegativ fiiggvény és

legyen
h(s) = Z cpk™*
k=1

egy Dirichlet-sor, melyben ¢, > 0 valésok. Tudjuk, hogy a Dirichelt-sorok
abszolut konvergencidjanak tartomanya egy félsik, jelolje ezt esetiinkben
Sy = (—¢,00). Az f fiiggvénybdl a h szerint képzett harmonikus sornak
nevezzik az

F(z) = Z e f(kx)

sort. Tegylik fel, hogy ez egy nemnegativ folytonos fiiggvénye z-nek a pozitiv
félegyenesen. Ekkor ennek Mellin-transzformaltjarol szol a kovetkezé tétel.

1Bzt jelsljiik f(z) = O(ax~°°)-nel.
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A.1. tétel. A fonti feltételek mellett s € Sy N Sy-ra

F(s) = h(s)f*(s)-

Bizonyitds. Mivel az Sy NS}, sévban minden el6fordulé tag nemnegativ, igy

jogos az
/ Y afkr)e s =) e / f k)2 da
0 k=0 k=0 0
atalakitas, amibdl pedig a tétel azonnal adodik. n

A.1.2. Az inverz Mellin transzformacio
Az inverz Mellin-transzforméciorol szolo klasszikus tételt csak idézziik:

A.2. tétel. Ha f : (0,00) — Ry folytonos figguény, alapsivja (o, 3), ¢ €
(e, B), akkor minden x > 0-ra

A fonti tétel alapjan kapcsolatot fogunk talalni f(x) aszimptotikus visel-
kedése és f*(s) szingularitasai kozott. Ezt csak az alkalmazott specialis esetre
irjuk le az alabbi tételben, ami a [6]-ben irt technikat hasznalja, de mégis né-
hény ponton valtoztatni kell a bizonyitason és kihasznalni a transzformalt
specialis tulajdonsagait.

A.3. tétel. Haaz f : (0,00) — Ry folytonos fiigguény Mellin-transzformdltja

1
25 —1

f(s) = I'(s),

akkor minden pozitiv delta szdmra igaz, hogy

logz v 1 U'(sk) (—okrioga)i -5
_ - mloga)i 4 ()
1@ = 1e2 T ioga T2 %bgf +0(™),

amint r — 00.

Bizonyitds. Minden n nemnegativ szamra legyen T,, az (1/2, —(2n+1)mi) —
(1/2,2n+ 1)mi) — (0, (2n+ 1)wi) — (6, —(2n + 1)mi) zart ut, ekkor Cauchy
tétele szerint

1 * —8 1 * —S
- /T77 f (S)ZB ds = 2—7” Z Resszgkﬂ—if (S)Qf y

211
|k|<n

34



ami pedig megegyezik az allitasban szerepls fGtaggal. Masrészt pedig

1 1/2+(2n+1)mi

—/ fr(s)x™%ds — L fr(s)x™%ds
Tn

~ <
2mi 210 J 12— (2nt1)mi

)
< /1/2(\f*(s 20+ V)mi)| 4 [F(s — (2n + Di))ds+

5+(2n+1)mi
T / ()]s < (%),
)

—(2n+1)mi

Tudjuk, hogy ha Ro € [1/2,6], akkor létezik olyan ¢ > 1 szam, hogy I'(o +
it) = O(c7*), valamint ha t = 7 (mod 27), akkor 1/(2°F% — 1) = O(1), igy
a fonti egyenl6tlenség igy folytathato:

(%) < (6 +1/2)¢Cntm 4 33_5/ cMds = O(c= ™) 4 O(z79).

Amint n-nel tartunk a végtelenbe, ugy kapjuk a tétel allitasat. m
A fonti tételhez teljesen hasonléan lehet az alabbit is beléatni.

A.4. tétel. Haaz f: (0,00) — Ry folytonos figguény Mellin-transzformdltja

2°4+1

[r(s) = —WF(S%

akkor minden pozitiv delta szamra igaz, hogy

log? 2 2y 1 /6 + 2 v 1
= -+ + log > + +—t |-
/(@) log? 2 (log2 2 log2 &% g

= (2F(5k> log 2 — 1;(3’“)) % 4 0270,

2
s log” 2 og 2

amint r — 00.

A.2. Poisson transzformaci6
A.2. definici6é. Egy g, szamsorozat Poisson-transzformdltja a

o) =5 s

n=0

fiiggvény.
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Megfelels feltételek mellett egy sorozat n-edik tagja és a sorozat Poisson-
transzformaltja az n helyen aszimptotikusan megegyezik. Ennek mogottes
oka az, hogy az n paraméterti Poisson eloszlas az n szamnak n'/?*¢ sugart
kornyezetében koncentralodik, igy ha a sorzat tagjai nem véltoznak gyorsan,
akkor a sorozat tagjainak az ilyen stlyokkal vett atlaga kozel lesz a sorozat
n-edik tagjahoz. Ezt a kovetkez§ tétel irja le:

A.5. tétel. Ha a g, sorozat g(z) Poisson-transzformdltja egész fligguény és
léteznek olyan R > 0, 6 > 0,0 < a < 1, 0 < 6 < 7/2 szdmok, hogy a
kovetkezd két feltétel teljesiil:

(I) |z| > R, =0 < arg z > 0 esetén g(z) = O(|z|?),
(0) |z| > R, |arg z| > 0 esetén e*g(z) = O(e®F),
akkor g, — g(n) = O(nP~1).

Ennek bizonyitasa megtalalhato [8|-ban.

A.3. Hashelés

A [3] alapjan kozoljiik, hogyan lehet expliciten megadni nagyon j6 hash-
csaladokat.

A.3. definicié. (N;n,m) hash-csalddnak hivunk egy (F,X,Y) harmast,
ahol X és Y nill. m elemi halmazok és F' = (f1,..., fn) Ndarab f;: X - Y
fliggvény sorozata.

A.4. definicié. Egy (N;n,m) hash-csaladot e-univerzdlisnak neveziink, ha
barmely két kiilonb6z6 x, 2’ € X elemre azon

{feF:flx)=f()} <eN.

A.5. definicié. Egy (N;n,m) hash-csaladot e-erdsen univerzalisnak neve-
ziink, ha

e Minden x € X és y € Y elemekre
{feF:flz)=y}=N/m.

e Minden kiilénb6z6 x, 2’ € X és nem feltétleniil kiilonbozs y,y" € Y
elemekre

{f e F: flx) =y f(z') =y} <eN/m.
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A.6. allitds. Ha egy (N;n,m) csaldd e-erdsen univerzdlis, akkor & e-
univerzalis 1s.

Bizonyitds.

(feF: fa)=fa)y=|Jf€F:flx) =y fa') =y},

yey

ahol J* a diszjunkt unio, ezért

{feF: fla)=f@)} =D HfeF: fla)=y f(@)=y} <
< ZeN/m <eN,

yey
lévén Y m elemdi. O

A.7. allitas. Egy (N;n,m) e-univerzdlis csalddbol véletlenil vett f fiigg-
vényre fix v # 1’ € X mellett

P(f(x) = f(a)) < <.

A.8. allitas. Egy (N;n,m) e-erdsen univerzdlis csalddbol véletleniil vett f
fiigguényre fix x # ' € X, y,y € Y mellett

P(f(a') =y |f(x) =y) <«

Bizonyitds. Azon f-ek szama, melyekre f(x) = y, pontosan N/m, azoké
pedig, melyekre még emellett f(z') = ¢/, legfeljebb e N/m, igy a feltételes
valoszintiség definicidja rogton adja az allitast. O

A fonti allitasok szerint tehat egy erdsen univerzalis hash-csaladbol ha
véletleniil vesziink egy fliggvényt, akkor az olyan véletleniil szorja szét X-
et Y-ba, hogy ,valészintitlen”, hogy két elemet ugyanoda vigyen, masrészt
,szinte fliggetlen” az, hogy kiilonbozd elemeket hova visz.

A hashelés hitelesitésre is hasznalhato, azaz egy tizenetet, X egy = elemét
kiildjiik valakinek, akivel megallapodtunk egy titkos f € F' elemben, ehhez
kellett nekiink log, N bit informéciot titkosan kicserélni. Ekkor az x iizenet
mellé alairasként elkiildjiik f(z)-et is. Ha a hash-csalad erésen univerzalis
volt, akkor ebben az (z, f(x)) parban barmi valtoztatas csak legfeljebb e
valoszintséggel ad tovabbra is érvényes (x, f(x)) part, tehat kicsi e mellett ez
jol hasznalhato hitelesitésre. Persze elengedhetetlen, hogy log, N bitet teljes
titokban cseréljiink a partnerrel. A hitelesitésre hasznalt hash-csaladokra a
kovetkezsket varjuk ezért el:
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e Legyen N kicsi, mondjuk 2100 koriil. (100 bit teljes titokban kiildends
informacio)

e Legyen ¢ kicsi, mondjuk 2720 kériil. (Az ellenség barmit tesz, egymil-
liomod eséllyel vag at minket)

e Legyen m kicsi, 1/e koriil. (Ne kelljen hosszu alairasokat kiildiizgetni)

e Legyen n nagy, mondjuk gyakorlatilag végtelen. (Hosszu tizenetet se
kelljen darabonként alairni)

Ha ellenben a hasheléssel az adatok véletlenszertisitését kivanjuk megva-
lositani, akkor mas kovetelményeink vannak. N kicsisége ekkor nem fontos,
a (véletlenszertien) kivalasztott hash-fiiggvényt ugyanis egyszer és minden-
korra beépithetjiik az algoritmusba. A jol hasznéalhatésidg szempontjabol e
kicsisége lényeges m-hez képest.

A.9. allitas. Egy (N;n,m) e-erdsen univerzdlis hash-csalddban € > 1/m.

Bizonyitds. Mivel fix x # 2/-re és y-ra

(feF:f)=yy=J{fFeF:flo)=y fl&) =y},

y'eYy
agy N/m <3 ey eN/m = eN, amibdl tényleg 1/m < ¢ jon. O
Most ratériink jo hash-csalad gyartasara.

A.6. tétel. Legyenek [, pozitiv egészek, legyen o = (3 + . Létezik
(23617, 227 28) 21=B_ergsen univerzdlis Hg ., hash-csaldd.

Latjuk, hogy a fonti csalad nagyon jo, hiszen itt e = 2/m, ami az op-
timumnak csak kétszerese, 33 + v bitnyi kulcsot hasznal, és koriilbeliil 277
részre nyomja Ossze az inputot.

A.1. megjegyzés. A tovabbiakban a GF(2") testeket fogjuk hasznalni, ezért
minden t-re fixadljunk egy, lehetleg minél kisebb sulya pi(z) € GF(2)[z] t-
edfoku irreducibilis polinomot, és azonositsuk GF(2')-t GF(2)[x]/p(x)-szel.
Ekkor GF(2") elemeire gondolhatunk ugy is, mint a GF(2) folotti legfeljebb
t — l-edfokt polinomkra, és gy is mint egy t bites szamra, az ag + a1x +
-+ +a; 12! polinomot pedig azonosithatjuk az aga . ..a;, szdmmal, ekkor
az Osszeadas a szokéasos, mig a szorzas a mod p(x) vett polinomszorzas.

A.6. definici6. Legyenek ¢’ > t pozitiv egészek, ekkor legyen ¢ : GF(2") —
GF(2") az a sziirjekcio, ami az ag + ayx + --- + ay_12"~! polinomhoz az
ap + a1z + - - + az_1271 polinomot rendeli, ez a binéris szamok kozott egy
t' — t bites jobbra tolasnak felel meg.
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Most megadjuk Hg., elemeit. Legyen minden ki, ko € GF(2%), ks €

G F(2°) szamharmashoz

fkl,k‘z,k:s : GF<2Q)2’Y - GF<2B)

Jrer oo (T0, T15 o, Tv1) = @ (kz <$0 + okt 4+ ﬁzv—lkfm_l)>) + k3.
Praktikusan a polinom értékét Horner-elrendezéssel lehet szamolni, az x;
bemenetdarabok tigyis sorban jonnek, ha pedig az input nincs 27« bit hossz1,
akkor a maradékot fol lehet tolteni nullakkal, tigy, hogy a polinomot nem
szamoljuk tovabb. A bemenetet o bites egységekben célszert venni, igy «
értékét értelmes dolog 8-cal oszthatonak vélasztani.

Az elméleti optimumhoz nagyon kozeli hash-fiiggvényt tehéat a kdvetkezs
modon lehet gyartani. Kigondoljuk, hogy hany bitrél hany bitre akarunk
hashelni, vesziink olyan (,7-t, amire 27(5 + «) ill. § ezekhez kozel esik,
valasztok véletlenszerden ki, ko, ks szamokat, és veszem az fi, i, k., fliggvényt.

Gyakorlatban ez a kovetkezot jelenti. Figyelem, itt - a GF(2%) beli szor-
Zas.

e Legyen w = 0.
e Legyen i = 0.

e Amig ¢ < 27, addig
Legyen w = w - ky* + x;

Legyen ¢ =1+ 1.
e Legyen w = ko - w.
o Legyen w =w > 7.
o Legyen w = w + kj.

e Kimenet: w.
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