Kivonat

Linearis programozési feladatok megoldasira hosszti idén keresztiil kizarolag a
szimplex-moédszert (1947) hasznaltak. Ez az eljaras a gyakorlatban hatékonynak
bizonyult, viszont Klee és Minty 1970-ben példaval illusztraltédk, hogy elvileg ex-
ponencialis komplexitasi. A bels6pontos algoritmusok megjelenése (1984) 1j len-
diiletet adott a linearis optimalizalasi kutatasoknak. Polinomiélis komplexitasuk és
sokoldalu &ltalanosithatosaguk révén mara mar altalanosan elfogadott és a gyakor-
latban is sikerrel hasznalt modszerekké valtak. A dolgozatban az alapvetd technikék
és eljarasok targyaldsa utan ezen altalanositasi lehetGségek koziil mutatok be né-

hanyat.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Torténeti Attekintés

A linearis optimalizéilas torténetének kezdetei az 1930-40-es évekre nytlnak vissza,
a kutatésok viszont csak a II. vilaghabortu hatésara valtak igazan intezivvé. Az
els6 jelentds eredmény 1947-bél valo, ekkor jelent meg Dantzig elss cikke' [5, 6] a
szimplex-maodszerrdl. Ez volt az els algoritmus, amelyik megoldotta a linearis pro-
gramozasi feladatot. Viszonylag hosszi id6 telt el, mig 1970-ben Klee és Minty [24]
példaval igazoltak, hogy az eljaras exponencidlisan sok iteraciot is igényelhet egy
feladat megoldasa soran. Az altaluk adott n-valtozos problémén a szimplex mo6d-
szer 2" — 1 1épést tesz. Ezzel az eredménnyel azt is megmutattak, hogy a szimplex-
modszer alkalmatlan a Hirsch-sejtés [23| bizonyitasara. A sejtés azt mondja ki,
hogy egy d dimenzidés poliéder barmely csiicsabol — csak a csicsokon keresztiil —
d + 1 pivotalassal eljuthatunk barmely mas csiicsba. Az eddig ismert legerésebb
eredmény Fukuda és Terlaky nevéhez fizédik, és azt mondja ki, hogy létezik d + 1
hossziisagu ilyen 1t a poliéder metszési rendszerén mozogva.

Mindezen vizsgalatokkal parhuzamosan alakultak ki a criss—cross algoritmu-
sok. El6szor Chang [3] dolgozta ki a legkisebb indexes criss—cross eljarast, amely
tulajdonképpen a Lemke-algoritmus [26, 27| linearis programozasi alakja volt. Ered-

ményét sajnos nem publikilta, igy az csak a 90-es évek elején valt ismertté. T6le

1Valészinti, hogy az eredmény mér a hébori alatt ismert volt és hozzéjarult az amerikaiak

gy6zelméhez is.



1.1. Torténeti attekintés

fiiggetleniil 1984-ben Terlaky publikalt ilyen eljarast [38, 39|, majd altalanositotta
iranyitott matroidokra [40]. Végiil az el6z6ektdl fiiggetleniil Wang [45] is publikalt
ilyen algoritmust, azonban 6 kozvetleniil az irdnyitott matroidok elméletében dol-
gozott. Ezek az eljarédsok bizonyitottan végesek, azonban a szimplex-modszerhez
hasonl6an nem polinomialisak.

Az tjabb és egyre éaltalanosabb eljarasok megjelenésével vilagossé valt, hogy
a klasszikus lineéris programozas helyett célszeriibb a line4ris komplementaritasi
feladatokat vizsgalni, amelyek a linedris programozési feladatot speciélis esetként
tartalmazzak. Ez a felismerés vezetette vissza a kutatdkat a nemlinearis optimaliza-
las kordbbi eredményeihez. Ilyen kozvetlen el6zménynek tekinthetd példaul Lemke
munkassaga [26, 27| vagy az akaddlyfiggvény-mddszer, amely Frisch |10, 11], Fi-
acco és McCormick [8] nevéhez kithets és a késGbbiekben kap jelentGséget. A nagy
attorés Hacsijan nevéhez fiiz6dik: 1979-ben? publikalt cikkében [20] megmutatja,
hogy az ellipszoid-mddszer [36] alkalmazhaté a linearis optimalizalasi feladatra és
polinomialis id6ben meg is oldja azt. Az eredmény fontossagat az is jelzi, hogy ab-
ban az id6ben még az sem volt ismert, hogy az LP-feladat megoldhato-e egyaltalan
polinomidlis idében. Ha az deriilt volna ki, hogy az LP feladat nem oldhaté meg
polinomialis idében, akkor az azt jelentette volna, hogy P # N P. Ezen bonyolult-
sdgosztalyok egyenlGségének kérdése a mai napig megoldatlan.

Fontos megjegyezni, hogy a 80-as években a gyakorlatban — exponencialis komp-
lexitasa ellenére — még mindig kizdrolag a szimplex-modszert hasznaltak, Hacsijan
modszerét pedig csupan elméleti eredménynek tekintették, mivel a gyakorlatban
igen lassi volt. Ezt a kett&sséget az okozza, hogy egyrészt a szimplex modszer
atlagos komplexitasa polinomialis (1. [2]) és a polinom kitevGje kisebb, mint az el-
lipszoid modszeré, masrészt az ellipszoid modszer igen gyakran eléri az elméletileg
lehetséges legrosszabb 1épésszamét.

A kovetkezd fontos lépés Karmarkar nevéhez fiiz6dik, aki 1984-ben publikalt
eredményével megvetette a belsGpontos modszerek linearis programozasi alkalma-
zasdnak alapjait. Olyan eljarast dolgozott ki, amely polinomialis komplexitast és a

gyakorlatban is jol hasznalhato. Ez volt az elsé ilyen linearis programozasi algorit-

2A torténeti hiiség kedvéért meg kell jegyezniink, hogy Fiacco és McCormick mar 1968-ban
publikalt egy akadalyfiiggvényes eljarast [8] konvex nemlinearis programozasi feladatok megolda-
sara, amelyrdl azonban csak 1990-ban latta be Anstreicher [1], hogy polinomialis.
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mus [19]. Az eredetileg bonyolult megfogalmazas folyamatosan csiszolodott és egy-
szertisodott, a bel6le kinovs elmélet pedig a mai napig meghatarozza a kutatasok
irAnyat. A gyakorlatban Karmarkar modszere sem volt hatékonyabb a szimplex-
modszernél, de a nagymérvi altaldnositéasi lehetGségek miatt a belsGpontos eljara-
sok mégis a figyelem kozéppontjaba keriiltek. Az évek soran sikerrel alkalmaztak a
bels6pontos algoritmusokat a linearis programozasi feladat megoldaséara, novelték
hatékonysagukat, majd altalanositottédk Gket a kvadratikus programozési feladatra,
s6t egészen altalanos konvex optimalizalasi feladatokra is. A konvex optimalizalési
kutatasok kozéppontjaban ma is a bels§pontos modszerek tokéletesitése all.

Az évek sorén a gyakorlati problémékrol fokozatosan mély elméleti kérdésekre
terel6dott a hangsuly. Ilyen kérdés példaul a kiilonb6z6 matrixosztalyok elmélete,
amely azt vizsgélja, hogy milyen kapcsolat van az egyes matrixtulajdonsagok és a
linearis komplementaritasi feladatok megoldhatosiga illetve megoldasainak tulaj-
donsagai kozott. Példaként tekintsiik a leggyakrabban hasznalt métrixosztalyokat.
Cottle, Pang és Venkateswaran [4] 1989-ben vezették be a sor- és oszlopelégséges
(RS ill. CS), valamint az elégséges (SU) matrixok fogalmat, amelyrsl késGbb bebi-
zonyosodott, hogy a legnagyobb olyan méatrixosztaly, amelyre a criss-cross modszer
véges sok lépésben megoldja a linearis komplementaritasi feladatot [7]. Tovabbi
érdekes Osszefiiggésekre is fény deriilt, példaul, hogy a linearis komplementaritasi
feladat megoldashalmaza pontosan akkor konvex poliéder, ha a feladatban szerepls
matrix oszlopelégséges [4]. Mindettdl fiiggetleniil Kojima és tarsai definidltdk a
P, matrixokat, amelyekrél belattak, hogy a bels6pontos modszerek pontosan a P,
matrixokra oldjak meg polinomidlis id6ben a probléméat. A két elmélet fiiggetleniil
fejldott, amig Kojima (P, C CS, [25]), Guu és Cottle (P, C RS, [16]) valamint
Viliaho (SU C P, [43]) be nem lattak, hogy az elégségesség és a P, tulajdonsig
ekvivalens. Ezzel a két addig fliggetlen elmélet eredményei egyesiiltek.

A fenti felsorolasbol is lathato, hogy a linearis optimalizalas mér hosszu ideje
nem csak a gyakorlati alkalmazasokkal foglalkozik, hanem szdmos komoly, még
megoldatlan elméleti problémat is allit elénk. Mindezekrél tobb ezer cikk és jo

néhany alapos osszefoglalé mi (pl. [31, 35]) sziiletett az elmult években.
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1.2. A dolgozat felépitése

A dolgozat célja, hogy attekintést nyujtson a belsépontos modszerek elméletérsl,
illetve legfrisebb eredményeir6l. Az elmélet kiterjedtsége miatt természetesen nem
lehet célunk a belsGpontos modszerek teljes részletességli bemutatéasa, ehelyett in-
kabb az alkalmazott technikdk (bels6pontos feltétel, centralis ut, Newton-lépés,
tavolsagfiiggvények, P,(x) méatrixok) mélyebb elemzésével foglalkozunk. Részlete-
sen targyalunk két modern belsépontos algoritmust. A megfelel§ helyeken utalunk
a tovabbi Altalanositasi lehetGségekre is.

A 2. fejezetben roviden bemutatjuk a linearis és a kvadratikus programozas alap-
feladatait és megadjuk a hozzajuk tartozo komplementaritési feladatot. A 2.3. sza-
kaszban vezetjiik be a P,(k) matrixokat és fogalmazzuk meg a el6z6 két feladatnal
joval altalanosabb P, (k)-linearis komplementaritasi problémét. Az Gjonnan beve-
zetett matrixosztaly alaptulajdonsigaival a 2.4. szakaszban ismerkediink meg. A
3. fejezetben mutatjuk be a bels6pontos modszereket altalanossagban, a konkrét
eljarasok és elemzésiik pedig a kovetkezG fejezetek téméaja. A 4. fejezetben egy
klasszikus utkovetd eljarast, az 5. fejezetben pedig egy &ltalanositott prediktor—
korrektor algoritmust ismertetiink. A zar6 megjegyzések és az Osszefoglalas a 6. fe-
jezetben talalhatok.

1.3. Jelolések

A dolgozatban az alabbi jeloléseket hasznaljuk. A vektorokat a latin d4bécé kis d6lt
betiivel (z,y,s,...), a matrixokat a latin 4bécé nagy délt betdivel (A, M, ...) je-
16]jiik. A konvencioknak megfelelGen [ jeloli az egységmatrixot, e pedig a csupa
egyesbdl allo vektort. Az x vektor i-edik komponensét x;, az A matrix i-edik sora-
nak j-edik elemét a szokdsos médon A;; jeloli. Ha x € R”, és nem okoz félreértést,
akkor X azt az R™™-beli méatrixot jeloli, amelynek f6atlojaban az x vektor kom-
ponensei allnak. Az n-dimenzios euklidészi tér nemnegativ ortansat RY jeldli, a
minden komponensiikben pozitiv vektorokat R’ . Két R"-beli vektor skalarszorza-
tat z7 s-sel jeldljiik, megkiilonboztetve az x-s = (x1-51, . .., 2,5, ) koordindtankénti
szorzattol. Ehhez hasonl6an hasznaljuk vektorok komponensenkénti osztasara az %

jelolést. Altalaban is igaz, hogy ha f : R — R fiiggvény és « € R™ vektor, akkor
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f(z) jeloli az (f(x1),..., f(zn)) € R™ vektort.
Az 6nallo lemmak, allitdsok, tételek bizonyitdsanak végét M. egy nagyobb tétel

bizonyitasan beliil egy kisebb lemma bizonyitasanak végét [ jelzi.




2. fejezet

Linearis komplementaritasi feladatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk a lineéris és a kvadratikus optimalizalas alapfel-
adatait, majd olyan modellt adunk meg, amelyik képes egyiitt kezelni ezeket a
problémakat, s6t sokkal &ltalanosabb is azoknél. A dolgozat hatralévs részében ezt

az altalanosabb modellt oldjuk meg.

2.1. Linearis programozas

A linearisan korlatozott, linearis célfiiggvényes optimalizalas a legegyszeriibb opera-
ciokutatasi modellek kozé tartozik, mégis szamos fontos gyakorlati problémét lehet
megfogalmazni és megoldani segitségével. Az alapfeladatnak tobb, lényegében ek-
vivalens alakja létezik, amelyek 1j valtozok bevezetésével, atskilazassal, illetve a
feltételek atcsoportositasiaval konnyen atfogalmazhatok egymésba. Tekintsiik most

az alabbi forméban adott klasszikus linearis programozési feladatot:

min {cTu: Au>b,u > O} , (P)
ahol A € R™*" b e R™, ¢, u € R", és irjuk fel a dudlis problémat:

max{bTv: ATv <0 > O} . (D)

A primal megengedett megoldasok {u: Au > b,u > 0} halmazat P-vel, a dual meg-
engedett megoldasok {v: ATy < c,v > O} halmazat D-vel jeloljiik. Ha az A mét-

rix sorai linedrisan Osszefiiggnek, akkor konnyen lathato, hogy valamelyik egyenlet
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elhagyhato (kovetkezik a tobbibdl), vagy ellentmondésos a rendszer, tehat az alta-
lanossag csorbitasa nélkiil feltehets, hogy az A madtriz sorai linedrisan figgetlenek,
vagyis az A teljes sorrangu.

Legyen most v € P primal, v € D dual megengedett megoldas, ekkor:
c'u > (vF A)u = v (Au) > v™b, (2.1.1)

ez a gyenge dualitdstétel. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a dual probléma min-
den megengedett megoldasdhoz tartozo dudl célfiiggvényérték also korlatot jelent
a priméal optimumra és minden priméal megoldashoz tartozo primal célfiiggvényér-
ték felss korlatot ad a dual optimumra. A c’u — bTv > 0 értéket dualitdsrésnek
nevezziik.

A fenti gondolatmenetbdl nyilvanvalo, hogy ha v € P és v € D olyan meg-
engedett megoldasok, amelyekre a dualitdsrés 0, akkor azok optimélisak is. Ezt

felhasznalva az alabbi primal-dual optimalitasi feltételt kapjuk:

Au > b, u>0
— ATy > —, v>0 (PD¥)
v —ctu > 0
Homogenizaljuk az egyenlGtlenségrendszert:
Au  —br >0, u >
—ATy +er >0, v>0 (2.1.2)
v  —clu > 0, T>
Vezessiink be eltérés-valtozokat:
Au  —br —w =0 u>0 w; >0
—ATy +cT —Ws =0 v>0 wy>0 (HR)
v —clu —w3 =0 7>0 w;>0

A kapott homogén rendszer a Goldman —Tucker modell [15, 42].

Vizsgaljuk most meg, hogy milyen kapcsolat van a primal-dual feladatpar meg-
oldhatosaga és a (HR) feladat megoldhatosaga kozott.! A (HR) feladatnak nyilvan-
valéan megoldasa a csupa nulla vektor. A nemtrivialis megoldasokrol a kovetkezGk

mondhatok.

'Ezek a gondolatok — trivialitasuk ellenére — az elmélet alapvets elemei. A most kdvetkezd,
igen vilagos elemzés [41]-ban talalhat6 meg.
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Ha a (HR) valamely (u, v, 7, w;, ws, ws) megoldasara 7 > 0 és w3 = 0, akkor az
(%, %) optimalis megoldast szolgaltat a primél-duédl probléméra.

Ha olyan megoldast kapunk, amelyre 7 = 0 és w3 > 0, akkor a (HR) rendszer
elsé és masodik egyenlete miatt Au > 0és ATv < 0. Mivel ws > 0, ezért a harmadik
egyenlet miatt b'v > 0 és c’u < 0 koziil legalabb az egyik teljesiil. Ha b"v > 0 és
létezne (P)-nek v > 0 megoldasa, akkor arra 0 < bTv < u? ATv < 0, vagyis (P)-nek
nincs megoldasa. Hasonloan, ha ¢"u < 0 és létezik (D)-nek v > 0 megoldasa, akkor
arra 0 > c'u > vT Au > 0, vagyis (D)-nek nincs megoldésa.

Problémat jelentene, ha a homogén rendszernek létezne olyan (u, v, 7, wq, wq, w3)

megoldasa, amelyre Tws > 0. Ez azonban nem fordulhat el§, mivel:

T T T T

u=u"Av —wlv —u" AT —wiu = —wiv —wlu <0
(2.1.3)

0 < Tws = 7670 — T

Ha (u,v) olyan megoldasa a primal-duél rendszernek, amelyre a dualitasrés 0,
akkor az megoldasa a Goldman — Tucker rendszernek is 7 = 1 és w3 = 0 vilasztéssal.
Ezzel ekvivalens modon atfogalmaztuk a linearis programozési alapfeladatot. A

kapott (HR) feladat jobb megértése érdekében legyen

0 A —b
M = <AT 0 c> 2.14
b —cT o
T = (v,u,T)

s= Mz+q=(w,ws,ws)
q= 0.

Ezekkel a jelolésekkel a (HR) probléma a kovetkezd alakban irhato:

min ¢’z (2.1.8)
Mz > —q (2.1.9)
x>0 (2.1.10)

Elegendd tehat a (2.1.8) feladattal foglalkozni, ahol az M maétrixra igaz, hogy

MT = —M. Az ilyen méatrixokra kiilon elnevezést vezetiink be:

2.1.1. Definicid. (Ferdén szimmetrikus méatrix) Az M € R™ " mdtrizot ferdén

szimmetrikusnak nevezziik, ha MT = —M.

10
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Mivel esetiinkben a ¢ = 0 valasztassal irtuk fel a feladatot, ezért = > 0 miatt az

optimum értéke 0. Igy foglalkozhatunk a

—Mz+s=q (2.1.11)
x>0,5s>0 (2.1.12)
r-s=0 (2.1.13)

feladattal. Ezt a problémat nevezziik ferdén szimmetrikus linedris komplementa-
ritdst feladatnak. Az olyan megoldasokat, amelyekre teljesiil az = - s = 0 feltétel,
komplementaris megoldasnak nevezziik. A fentieket foglalja Gssze a kovetkezs alli-

tas.

2.1.2. Allitas. A (HR) feladat (u,v, T, wy, ws, w3) komplemetdris megolddsa pon-
tosan akkor dllitja el a (PD*) feladat megolddsdt, ha T > 0.

2.1.3. Kovetkezmény. Ha a (HR) feladat minden komplementdris megolddsdra

7 =0, akkor a (P) és (D) feladatoknak nem létezik optimdlis megolddsa.

2.2. Kvadratikus programozas

Ebben a szakaszban a linearisan korlatozott, de kvadratikus célfiiggvényes optima-
lizdlasi modellt vizsgaljuk. Ez a modell latszélag bonyolultabb az el6z6 szakaszban
targyalt linearis modellnél, viszont hasonlé komplementaritési probléméara vezet,
mint a linearis feladat. Csaktgy, mint a linaris programozasnak, a kvadratikusnak
is szamtalan kiilonb6z& forméaja hasznélatos, a tovabbi vizsgalatokhoz tekintsiik a

kovetkez6 alakban adott kvadratikus optimalizalasi primal-dual feladatpart:

1 1
min {cTu + i(C’u)2 + 522: Au+ Bz > byu > 0} (QP)
T, 1 o L oo 7 T
max vb—é(vB) —gwiv A—w' C<c,v>0p, (QD)

ahol A € R™*" B € R™* (' € R tetszbleges matrixok és c,u € R", b,v € R™,
2z € RF és w € R! vektorok.?

2Ebben a modellben a linedris programozas is megfogalmazhato.

11
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Vezessiik be a primdl megengedett megolddsok
QP = {(u,2) e R"™*: Au+ Bz >b, u>0} (2.2.1)
és a dudl megengedett megolddsok
QD = {(v,w) eR™: v"A—w"C < ¢, v >0} (2.2.2)
halmazat. Az el6z6 szakaszhoz hasonl6an egyszeriien igazolhato a kovetkezd allitas.

2.2.1. Allitas. (Gyenge dualitastétel) Bdarmely (u,z) € QP és (v,w) € QD esetén

1 1 1 1
clu+ i(C’u)2 + 522 > ol — §(UTB)2 — §w2. (2.2.3)

A kvadratikus programozési feladatnak megfelel§ komplementaritasi problé-
mét konnyen megkaphatjuk, ha felirjuk a primél feladat Karush —Kuhn —Tucker-

rendszerét.> A kovetkezs tételt hasznaljuk:

2.2.2. Tétel. (KKT-rendszer) Legyen ) # X C R"™ nyilt halmaz, f: R" — R,
g: R" = R™, h: R* — R differencidlhato konvex fiigguények. Tegyiik fel tovdbbd,

hogy a ¢'(z) és a h'(x) mdtriz teljes sorrangi. Ekkor az aldbbi két dllitds ekvivalens:

1. ¥ € R" lokdlisan optimdlis megolddsa a

min f(z) (2.2.4)
g(x) <0 (2.2.5)
h(z) =0 (2.2.6)

reX (2.2.7)

problémdnak.

2. Létezik uw € R™, v € R vektor, hogy

(@) +d@u+h(x)v=0 (2.2.8)
urg(z) +vTh(z) =0 (2.2.9)
u > 0. (2.2.10)

3Ezt természetesen megtehettiik volna a linearis esetben is, azonban ott — az elmélet mogott
rejlé Gsszefiiggések feltarasa végett — praktikusabb volt egy szemléletes targyalasmaod.
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2.3. A P.(k)-linearis komplementaritasi feladat

Konnyen ellendrizhetd, hogy teljesiilnek a tétel feltételei, vagyis azt kapjuk, hogy
a (QP) és (QD) feladatparhoz tartozo komplementaritési feladat linearis komple-

mentaritasi feladat lesz, amely a kovetkezé formaban adhat6 meg:

—Pv — Au + 0 —b
ATy — Qu + a

u, v, U, v

: (LCPyp)

Vv

uu = 0, VU =
ahol P = BBT és Q = CTC pozitiv szemidefinit matrixok. Jeldlje a (QP) és (QD)
feladatokbol nyert (LC'Pgp) feladat matrixat M. Ekkor az M méatrix a kdvetkezd

alak lesz:
P A

AT Q

ahol P és () pozitiv szemidefinitek. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

M = (2.2.11)

Y

qg:=(2), z:=(v,u) és s:=(v,u). Ekkor az (LC'Pyp) feladat egyszertien

C

—Mzx+s=q
x,52>0
r-s=10

alaku lesz, ahol az M matrix specialis szerkezet, in. biszimmetrikus mdtriz.

2.2.3. Definici6. (Biszimmetrikus métrix) Az M = ( _ir g) € RV*N biszimmet-

rikus mdtriz, ha P és () pozitiv szemidefinit mdtrizok.

Megjegyezziik, hogy a dudl feladatbdl indulva ugyanezt a komplementaritéasi fela-
datot kaptuk volna.
2.3. A P.(k)-linearis komplementaritasi feladat

Az el6z6 szakaszokban bemutattuk, hogy a linarisan korlatozott, lineéris vagy kvad-

ratikus célfiiggvényes programozasi feladatok felirhatok

Mx+q=s
x,s>0 (CP)
r-5=0
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2.3. A P.(k)-linearis komplementaritasi feladat

alakban, ahol az M métrix a linearis célfiiggvény esetén ferdén szimmetrikus, kvad-
ratikus esetben biszimmetrikus méatrix. Most ezt a modellt &ltalanositjuk. Tekint-
siik az alabbi definiciot [25]:

2.3.1. Definici6. (P.(x) matrix) Az M € RN*YN mdtriz P.(k) mdtriz, ha minden
u € RN vektorra

(1+4r) Z w;[Mu); + Z wi[Mu); >0,

i€Ty ieT_
ahol
T, ={i: w[Mul; >0}, Z_={i:w[Mu]; <0}.

Vegyiik észre, hogy az indexhalmazok fiiggnek az u vektortol és az M matrixtol
is. Jelolje P, azon métrixok halmazat, amelyek valamilyen x-ra kielégitik a fenti
definiciot, vagyis

P, =|J Pu(r). (2.3.1)

k>0
Nyilvanvalo, hogy a P,(0) méatrixok osztalya definicié szerint megegyezik a pozitiv
szemidefinit matrixok osztélyaval. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ez a méatrixosz-

taly tartalmazza az el6z6 két fejezetben targyalt matrixokat.

2.3.2. Allitas. A ferdén szimmetrikus és a biszimmetrikus mdtrizok pozitiv sze-

midefinitek, vagyis P,.(0) mdtrizok.

Bizonyités: Legyen M ferdén szimmetrikus métrix. Ekkor 2"’ Mz = (27 M x)T =
2T MTy = —xT Mx, vagyis minden z esetén 27 Mz = 0, igy M pozitiv szemidefinit.
Masrészt legyen M = (_ZT S) biszimmetrikus méatrix, ahol P és () pozitiv szemi-
definit matrixok. Tekintsiik az 7 Mz szorzatot és bontsuk fel az z-et az M matrix
szerkezetének megfelelGen (1, x,) alakban. Ekkor 7 Mz = o Pxy + 21 Qe > 0,
mivel P és () pozitiv szemidefinit, ezzel az allitast belattuk. [ |

A kovetkez6 példa azt mutatja, hogy a P, méatrixosztaly bGvebb a ferdén szim-

metrikus és a biszimmetrikus métrixoknal.

2.3.3. Példa. Tekintsik az
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2.4. A P,(k) matrixok alapvet tulajdonsagai

mdtrizot. Ekkor egyrészt az u = (1,1) vektorral u” Mu = —1, tehdt M nem pozitiv

szemidefinit, mdsrészt bdrmely uw = (z,y) esetén a k = % vdlasztdssal
2 2 3 ’
(1+4r) ;W[Mu]i + ;Ui[Mu]i > (1+4r)y” + 27 — 3ay = <§y - x) >0,
vagyis M a P.(35) osztdlyba tartozik.
Tekinthetiink a P,(x) matrixoknal altalanosabb osztalyt is:

2.3.4. Definici6. (P, matrix) Az M mdtriz Py tulajdonsdgi, ha minden féminorja

nemnegativ.

A bevezet6ben mar emlitettiik, hogy a P.(k) méatrixokra a belsépontos eljarasok

polinomidlisak. Ismertek olyan példak P, méatrixokkal, amelyek viszont N P-teljesek

(L. [25]).

2.4. A P.(k) matrixok alapvetd tulajdonsagai

Ebben a szakaszban foglaljuk 0ssze azokat az allitdsokat, amelyeket a késGbbi bi-

zonyitasokban fel fogunk hasznalni.

2.4.1. Lemma. Ha az M mdtriz P,(x) tulajdonsdgi, akkor az

M’:[ —M ]] (2.4.1)
S X

mdtriz minden S és X pozitiv diagondlis mdtriz mellett nemszinguldris.

Bizonyitas: Legyen el6szor M P, (k) matrix, = és s pozitiv vektorok. Tegyiik fel,
hogy M’ szingularis, ekkor létezik ¢ = (£,7n) # 0, hogy M’'¢ = 0, vagyis

n = M¢. (2.4.3)

Itt & # 0, igy a (2.4.4) allitas miatt talalhato olyan ¢ index, hogy &; # 0 és &n; > 0.
Mésrészt viszont &n; = —s;62 /x; < 0, ami ellentmondés. Ezzel belattuk, hogy M’

nemszingularis. u
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2.4. A P,(k) matrixok alapvet tulajdonsagai

2.4.2. Megjegyzés. Beldthatd, hogy az M' mdtriz pontosan akkor nemszinguldris,
ha M Py tulajdonsdgi, vagyis, ha M minden féminorja nemnegativ [25]. Ez azt is
mutatja, hogy minden P,(k) mdtriz Py mdtriz is eqyben. A dolgozat tovdbbi részében

erre az eredményre nem lesz sziikséguink.
A kovetkez6 lemma a P, (k) matrixok ekvivalens jellemzését adja.
2.4.3. Lemma. A aldbbi két dllitds ekvivalens (k > 0):

1. M € R™™ P,(k) mdtriz.

2. Bdrmely D € R™" pozitiv diagondlis mdtriz és h € R™ vektor mellett a

—Mzx+s=0
(2.4.4)
D'z +Ds=h
rendszer tetszdleges (x, s) megolddsdra teljesiil, hogy
aTs > —k||h|>. (2.4.5)

Bizonyitas: Nyilvanvalo, hogy a mésodik allitas a h vektor nélkiil is megfogalmaz-
haté:
Barmely z,s € R" vektorra, ahol Mz = s, teljesiil, hogy

ls > —k i%f | D~ 2 + D3H2. (2.4.6)
Elgszor azt l1atjuk be, hogy
inf [ D'z + Ds[|" =4 ;s (2.4.7)
i€T

ahol Z, = {i:x;s; > 0}. Ehhez legyen D = diagd, ahol d € R™ \ {0} pozitiv

diagonalis matrix. Ekkor

n

. _ . - T 2 . Ty 2

2
Vizsgaljuk az a(x;,s;) = infyo (% —l—disi> tagokat. Ha x;s; < 0, akkor d; =
— % esetén alx;, s;) = 0. Ha x;s; = 0, akkor x; = 0 (vagy s; = 0), igy d; — 0

(d; — o) esetén «a(x;, s;) — 0. Az x;s; > 0 esetben az alabbi becslés igaz:

2 2
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2.4. A P,(k) matrixok alapvet tulajdonsagai

A becslésben pontosan akkor 4ll fenn egyenlGség, ha d; = ,/ ;”—, vagyis o(x;, s;) =
4x;s;. Ezeket Osszeadva adodik a (2.4.7) allitast. Ebbdl kapjuk, hogy a lemma

masodik allitasa ekvivalens a

o' Mz + 4k x;[Ma]; >0, Yz €R" (2.4.10)

i€l

allitassal, ami éppen a P, (k) matrixok definicidja. Ezzel az ekvivalencia mindkét
irAnyat belattuk. [ |

Gyakran fogjuk hasznalni a koévetkezd tulajdonsagot:

2.4.4. Allitas. Ha az M mdtriz P,(r) tulajdonsdgi, akkor barmely x # 0 vektor

esetén létezik olyan v index, hogy

Bizonyitas: Az allitas tulajdonképpen azt mondja ki, hogy barmely = > 0 esetén
az T7 indexhalmaz csak akkor lehet iires, ha 7% is az, ez viszont trivialis kovetkez-

ménye a P, (k) tulajdonsagnak. |
2.4.5. Megjegyzés. Ez a tulajdonsdg is ekvivalens a Py mdtriztulajdonsdggal. [9]

Tovabbi tulajdonsagok és fontos becslések talalhatok [25]-ben.
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3. fejezet

Bels6pontos moédszerek

Amint azt a linearis programozési feladat atirasarol szolé 2.1. szakaszban lattuk,
az LP feladat megoldasa ekvivalens egy ferdén szimmetrikus komplementaritasi

feladat megoldasaval, nevezetesen:
Ar= b, x>0
ATy+s= ¢, s>0
r-s5=0

Itt az els6 és a méasodik sor rendre a primal és a dudl megengedettséget adja, mig
a harmadik sor a komplementaritasi feltétel, amely biztositja, hogy a megoldas op-
timalis legyen. Az LP feladat megoldasara hasznélt algoritmusok mindegyike azt
a modszert koveti, hogy ezen feltételekbsl néhanyat dllanddan megtartva igyek-
szik a relaxalt feltételeket is kielégiteni. A primal (duél) szimplex-mddszer csak
a dudl (primal) nemnegativitast relaxalja, az eljaras soran végig bazismegoldaso-
kon dolgozik és akkor ér véget, ha a dual (primal) valtozé nemnegativva valik. A
criss—cross-modszer mindkét elGjelmegkotési feltételt relaxalja és addig hajt végre
béziscseréket, amig megengedett megoldast nem kap. Ezek az Osszefoglalé néven
pivot-algoritmusnak nevezett eljarasok csak bazismegoldasokon dolgoznak, és fel-
hasznaljak azt a tényt, hogy az optimum bazismegoldason is folvétetik.

A bels6pontos algoritmusok a megengedettségi feltétel egy erdsebb formajat
kovetelik meg: szigorian pozitiv megengedett megoldasokon keresztiil probaljak el-
érni, hogy a komplementaritasi feltétel is teljesiiljon. A gyakorlatban ez a dualitas-

rés minimalizilasat jelenti, amib6l mar latszik, hogy ezek a mddszerek — legalabbis
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3.1. Elméleti hattér

az esetek nagy részében — nem képesek pontos megoldast adni. Ez azonban csak
latszolag jelent problémat: egyrészt a gyakorlati alkalmazasokban legtobbszor elég
egy rogzitett hibakorlaton beliill megoldast talalni, mésrészt a ,majdnem pontos”
megoldasbol egy polinomidlis kerekitési eljarast hasznalva el6 lehet 4llitani a pontos
optimumot [17]. Ennek ellenére a bels6pontos modszerek fejlsdését és gyakorlati

elterjedését sokaig visszavetette az, hogy nagy pontossagi szamitast igényeltek.

3.1. Elméleti hattér

3.1.1. A belsépontos feltétel

Mostant6l az LP feladat helyett a sokkal altalanosabb P,(x)-linearis komplemen-
taritasi feladattal foglalkozunk. Amint azt bemutattuk az el6z6 fejezetben, ez a
modell tartalmazza a lineéris és a kvadratikus célfiiggvényes optimalizalasi problé-
mét is. Tekintsiik tehédt az alabbi feladatot:
Mz+q=s
x>0, s>0, (3.1.1)
s-x=0
ahol M P,(k) matrix, ¢ > 0. Definidljuk a kovetkezd halmazokat:
Megengedett megoldasok: F = {(:v, s)eERY : Mz +q= s}
Szigoran megengedett megoldasok: 7. = {(z,s) € R¥" : Mz 4 q = s}
Optimalis megoldasok: F, = {(x, s)eERY Mz +q=s,0-5= O}

A szigorian megengedett megoldisokat gyakran belsé pontnak,' az optiméilis
megoldasokat pedig komplementdris megoldasnak fogjuk nevezni. Sziikségiink lesz

az alabbi feltételre:

3.1.1. Definici6. (Belsépontos feltétel, IPC) A tovdbbiakban feltessziik, hogy a

belsd pontok F. halmaza nem dres, vagyis létezik belsdé pont.

A bels6 pont létezésének kérdése alapvetd fontossagi. A tovabbiakban belatjuk

a belsd pont létezésének fontosabb kovetkezményeit:

LAz elnevezést az indokolja, hogy a szigortian megengedett megoldasok altaliban belss pontjai
a megengedett megoldisok halmazanak.
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3.1. Elméleti hattér

3.1.2. Tétel. Ha M P.(k) mdtriz és létezik belsd pont, akkor az
FU=A{(z,s) e F:x-s <w} (3.1.2)
szinthalmaz minden w € RY, esetén nemiires, kompakt halmaz.

Bizonyitas: Legyen (20, s%) belss pont és w’ = 2% - s° > 0. A tételt t6bb részben

bizonyitjuk.
KORLATOS: Legyen (z,s) € F“, ekkor z - s < w. Hasznéljuk tovabba a ¢ :=
s = eTwd és ¢ := 2¥s = ¢Tw jelolést. A P,(x) matrixok definici6ja alapjan

irhatjuk, hogy

(x—xO)T(s—so)2—4nZ(xi—x? i —8)) > 4/-@2 T8 + 2)s))

1€Ty €1

> —4k(x’s + xOTso) > —dk(c+ ), (3.1.3)
ahol 7, = {i: (z; — 29)(s; — s?) > 0}. Igy:

sS4+ 2% s = 2 s + 2070 — (z— 2" (s =) <ec++4k(c+ ") =
= (1+4r)(c+ ), (3.1.4)

vagyis

FUC {(:L‘,S) >0:5 2+ s < (1+4k)(c+ co)} , (3.1.5)
ami korlatos halmaz.
ZART: Vezessiik be az f : R*® — R" fiiggvényt, amelyre f(z,s) = z - s. Lat-
hato, hogy az f fliggvény folytonos a teljes értelmezési tartomanyan. Ekkor az F*

szinthalmaz az alabbi alakban allithato eld:
FU=Fnft(w-Ry), (3.1.6)

ahol w — R} = {w w' i w e R } f~! pedig teljes inverz képet jelol. Az f fiigg-
vény folytonos, a w—RR{, halmaz zart, igy az 6skép is az, tehat a F halmaz zartséga
miatt F* is zart.

NEMURES: Tegyiik fel indirekt médon, hogy létezik @ > 0, amelyre F? = (). Az
0

F*° halmaz nem iires, mivel tartalmazza az (2°, s%) pontot és a mar bizonyitottak

miatt kompakt is. Tekintsiik a kévetkez6 halmazt:
Q:{wzolﬂ(aj,s)ej’::x-s:w} (3.1.7)

A G halmazrol az aldbbi mondhaté:
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3.1. Elméleti hattér

3.1.3. Lemma. A G halmaz nemiires és zdrt.

Bizonyitas: A belss pont létezése miatt w® € G, vagyis G nem iires. A zartsaghoz
azt kell igazolni, hogy barmely G-beli pontsorozat limeszpontja is G-ben van. Le-
gyen tehat w"™ konvergens sorozat, amelyre w"” — w. Azt kell belatni, hogy létezik
(z,5) € F, amelyre w = 7 - 5. Tekintsiink egy olyan @ € R}, elemet, amelyre tel-
jesiil, hogy Vn w > w™ és w > w. A G halmaz definicidja miatt a w" sorozathoz
létezik olyan (2", s") sorozat, hogy w™ = x™-s", ahol (2", s") € F%. Az F? halmaz
kompakt, igy az (z", s™) sorozatnak van konvergens részsorozata, amelynek hatér-
értékét jeloljiik (z,5)-pal. Az (x,s) — z - s leképezés folytonossaga miatt ekkor
w=7=-35, vagyis w € G. Ezzel a lemmat belattuk. U

Legyen w’' € R" olyan vektor, hogy w’ > w® és w’ > w és tekintsiik az
A={weR} : e'w<euw'} (3.1.8)
nemiires, kompakt halmazt. Definidljunk egy f: ANG — R fiiggvényt:

Oa ha Wi S ?ZJi,
ilw) = (3.1.9)

w; — w; kilonben.

A definicié miatt az f fiiggvény folytonos, igy a ||.|| folytonossdga miatt a || f(w)]|
fiiggvény is folytonos. Mivel kompakt halmaz zart részhalmaza kompakt, igy a
Weierstrass—tétel miatt az f fiiggvény felveszi a minimumat az A N G halmazon,
vagyis létezik p, hogy

p =I5 @)l = min @)l < |70, (3.1.10)

ahol az utols6 egyenlStlenség azért igaz, mert w® € A. Ha most p = 0 lenne, akkor
létezne olyan w* € AN G, amelyre w* < w, de ekkor w* € G miatt I x*, s*, hogy
x*-s* = w* < 1, ez pedig ellentmond annak, hogy F% = (), vagyis p > 0. Tekintsiik
most a

T(w*,w) ={w: w" <w<w} (3.1.11)

halmazt, amely tulajdonképpen egy n-dimenzios (esetleg elfajulo) téglatest. Célunk
az, hogy a w* pontbol a w pont ,felé” ellépve olyan w™ pontot talaljunk a téglatest-

ben, amelynek ismerjiik az 2 -sT = w* eldallitasat, ekkor a || f(w™)|| . < || f(w*)],
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3.1. Elméleti hattér

ellentmond4s miatt az indirekt feltevés nem igaz, vagyis F% nem iires. A kévet-
kez6 eredményre még hivatkozni fogunk a késébbiekben, igy altaldnos lemmaként

fogalmazzuk meg.

3.1.4. Lemma. Legyen M € R™" P,(k) mdtriz, ¢ € R™ vektor, tovibbd w' <

w? € R olyan vektorok, hogy létezik (x',s') € R, amelyekre w' = x' - s' és

Mzt + q = s'. Legyen
T(w',w?) = {w:w' <w < w’}. (3.1.12)
Ha int T'(w',w?) # 0, akkor létezik o € (0,1) és (Ax,A\s) € R*", hogy az ™ =
ot +alr >0, st =s'+als >0, wt =at - st vektorokkal w € int T'(w', w?).
Bizonyitas: Tekintsiik az
MAx = As (3.1.13)
stAr +2'As = w? —w! (3.1.14)

rendszert. Mivel M P,(k) matrix, igy a (2.4.1) lemma miatt ennek a rendszernek
letezik egyértelmiien (Ax, As) megoldasa. A tovabbiakban olyan o € (0, 1)-et kell

talalni, amelyre

=2t +alz >0 (3.1.15)
st =s'+als >0 (3.1.16)
w; < w < wi Vi, (3.1.17)

ahol a harmadik feltétel biztositja, hogy a w pont valoban tégla belsejében van.
Az elsé két feltételt koordinatankénti alakra bontva a kovetkezs feltételeket kapjuk
az o szamra:

1

o < mingag, <o {_A“;i} —: oy (3.1.18)

a < mingas,<o {—A—} —: s, (3.1.19)

ahol az a; és oy szamok az (z, s) szigoru pozitivitdsa miatt pozitivak. A harmadik

feltétel elsg fele az alabbi alakban irhato:

w; <wf =afst = (x] + alxy)(s] + al\s;) = xjs; + a(Awgsy + Asix)+
+ ? Az As; = w} + a(w] —w}) + a*Ax;As;, (3.1.20)
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3.1. Elméleti hattér

vagyis
(w? —w}) + alx;As; > 0. (3.1.21)

Ez a feltétel csak azokra a i indexekre jelent megkdtést, amelyekre Az;As; < 0,

mégpedig a kovetkezs formaban:

w? — wl
< i ———1 5 = 3.1.22
) ! { Ax;A\s; } s ( )

ahol a3 ismét pozitiv szam. A maésik feltételt tekintve:

w? > w = xfsf = (x} + alz;)(s; + al\s;) = xjs; + a(Awgsy + Asix)+
+ ? Az As; = w} + a(w? —w}) + a*Ax;As;, (3.1.23)

vagyis
0< (1—a)(w?—w)—a*Ax;As;. (3.1.24)

Mivel w? —w; > 0, ezért ez csak akkor jelent megkdtést, ha Ax;As; > 0. Ebben az
esetben az egyenlet kisebbik gyOke negativ, igy az egyenl6tlenség azokra a pozitiv

« szamokra teljesiil, amelyekre:

w — w + \/ R VAN 2YAY
= 1.2
a < QA{ElASZ Qy, (3 5)

ami Az;/A\s; > 0 miatt pozitiv. A kapott feltételeket 6sszevetve kapjuk, hogy bér-
mely
a < min{ay, ag, asg, oy, 1} (3.1.26)

szam kielégiti a lemma kivanalmait. Ilyen pedig az «; szdmok pozitivitdsa miatt
létezik. U

Most mar konnyen befejezhetjiik a tétel bizonyitasat, hiszen, ha int T'(w*, ) #
(), akkor az el6bb belatott lemma miatt létezik olyan wt = 27 - s, hogy w < wt <
w*, vagyis || f(wh)|l < |If(w*)||.,, ami ellentmondés. Ha int T'(w*, ) = 0, akkor
folytonossagi megfontolasok miatt felvehetiink egy w’ pontot a w* megfelelGen kis
kornyezetében, amelynek ismerjiik a x’- s’ elGallitasat és arra a pontra mondjuk el a
bizonyitast. A bizonyitas azért fog miikodni, mert elég a legnagyobb koordinataban
kozelebb keriilni a w ponthoz.

Ezzel a tétel mindegyik allitasat belattuk. |

23



3.1. Elméleti hattér

3.1.5. Kovetkezmény. Ha létezik belsé pont, akkor az optimdlis (komplementd-

ris) megolddsok
Fo={(x,s) eR™: =Mz +q=15,2,5>0,2-5=0} (3.1.27)
halmaza kompakt.

Bizonyitas: Legyen (w') C R" olyan sorozat, hogy w' > 0, w'™ < w' és

lim; o w® = 0. Ekkor el6z6 tétel jeloléseivel irhatjuk, hogy

o0
Fo=rF'=F" cF (3.1.28)
i=1

A tétel szerint a F*' halmazok kompaktak és nem iiresek, igy az F, halmaz zart
és része az F*" halmaznak, ami kompakt, vagyis a F. halmaz is kompakt. [ |
Amint azt mar emlitettiik kordbban, a bels6pontos modszerek csak a komple-
mentaritasi feltételt relaxéljak, és a tobbi feltétel megtartasa mellett torekednek
arra, hogy az x - s vektor ,kozel legyen” a nullvektorhoz. Ebb6l a koncepciobol

adodik az alabbi, Sonnevend Gydrgytdl [37, 28] szarmazo definicio:

3.1.6. Definici6. (Centralis ut) Az

Mz +q=s
x>0, s>0 (3.1.29)
§-x = pe
rendszer (x, s, ) megolddsait — ahol e = (1,...,1) — centralis utnak nevezzik.

A definici6 jogossagarol szol az alabbi allitas:

3.1.7. Allitas. Ha M P.(r) mdtriz és a (3.1.1) rendszernek létezik belsé pontja,
akkor minden p > 0 értékhez egyértelmien létezik (x,s) vektor, amely kielégiti a
centrdlis ut definiciojdt, vagyis a centrdlis ut egyparaméteres gorbe a primdl-dudl

vdltozok terében.
Ennél erésebb allitas is igaz.

3.1.8. Tétel. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
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3.1. Elméleti hattér

1. A (8.1.1) rendszernek létezik belsd pontja.

2. Minden p > 0 szdmhoz létezik egyértelmien olyan (x,s) € F, vektor, hogy

T8 = Le.

3. Minden w € ]R%r” vektorhoz létezik egyértelmiien olyan (z,s) € F, wvektor,

hogy x - s = w.

Bizonyitas: (Kojima, [25]) Nyilvan elég az (1)—(3) irdnyt belatni, mivel a tobbi
trividlis.

EGYERTELMUSEG: Tegyiik fel indirekt moédon, hogy valamely w > 0-hoz léteznek
(z!, s) # (22, %) > 0 vektorok, amelyek kielégitik a harmadik allitast. Ekkor:

M(zt — 2?) = s' — §* (3.1.30)
-5 =25 >0 (3.1.31)

Mivel ! — 22 # 0, ezért a (2.4.4) lemma alapjan tekinthetiink olyan i indexet,
amelyre x] # 22 é¢s 0 < (z} — 2?)(s! — s?). Nyilvan feltehetjiik, hogy pl. =} > 22,
de ekkor a kapott egyenlGtlenség miatt st > s?, ez viszont ellentmond annak, hogy
ziz? = sls? > 0. Ezzel az egyértelmiiséget belattuk. O

A létezésre két bizonyitast adunk. Az els6 egy analitikus egzisztenciabizonyitas,
a méasik egy konstruktivabb szellemii, Newton-rendszerre épiilé bizonyitas.
LETEZES (1. BIZONYITAS): Legyen w' = z' - s' € R, ahol (2',s') € F, belss
pont, ilyen a belsGpontos feltétel miatt létezik. Tekintsiik most az

r-s=(1-thw' +tw, tel0,1], (z,s)eF,; (3.1.32)
egyenleteket. Legyen
t* = sup { : (3.1.32)-nek V¢ € [0, {)-re létezik megoldasa} (3.1.33)

Ekkor van a megoldasoknak egy olyan (z*,s* t*) sorozata, hogy limy ., t* = t*.

Ebben a sorozatban
25k = el'(z"- ") = (1 = t")elw! + t'e’w < ew' + e'w, (3.1.34)

amibdl a (3.1.2) allitas felhasznalasaval kapjuk, hogy a {(xk, sk)} halmaz korlatos,
vagyis feltehetd, hogy tart egy (z*, s*) € F, ponthoz. Folytonossagi megfontolasok
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3.1. Elméleti hattér

miatt erre a pontra igaz, hogy
¥ s* = (1 —tw' + t'w. (3.1.35)

A jobb oldalon 4ll6 vektor pozitiv, vagyis a hatarértékként kapott (z*, s*,¢*) pont
is kielégiti a (3.1.32) rendszert. Ha most ¢* = 1, akkor készen vagyunk. Ha t* < 1,

akkor a mar bizonyitott unicitids miatt az
u:R™" - Fo o u(z,s)=x-s (3.1.36)

leképezés lokalis homeomorfizmus (z*, s*)-ban. Ekkor azonban a (3.1.32) rendszer-
O
LETEZES (2. BIZONYITAS): Hasznaljuk a (3.1.2) tétel jeloléseit. Ekkor az F* hal-
maz minden w € R’} esetén kompakt, nemiires halmaz. Tegyiik fel indirekt, hogy
létezik @ > 0, amely nem 4ll el§ & - 5§ alakban. Tudjuk, hogy az F% halmaz nem
iires, igy ez csak ugy fordulhat el§, ha J¢ : 2,5, < w;, amib6l kdévetkezik, hogy
2175 < eT.

Tekintsiik az f : F — Rg, f(z,s) = 2Ts folytonos fiiggvényt. A F% halmaz

kompaktsiga miatt létezik (z,5) € F?, amelyre

775 = maxa’s. (3.1.37)
_’F’UJ
Tekintsiik most a T'(w,w) téglat, ahol w := Z - 5. Ha T'(w,w) nem iires, akkor a

(3.1.4) lemma miatt létezik (Az, As) és a € (0, 1), hogy
(z7,s7) € int(w, w) N Fy, (3.1.38)
ahol x7 = T4+alx, s = 5+a/\s. A tovabbiakban olyan « értéket valasztunk, hogy
() TsT > 775 és wt € F? teljesiiljon, ami ellentmond (Z, 5) optimalitdsanak. A
definiciok miatt:
wt = (Z+alz)(5+als) =7 -5+ a(3Ar +TAs) + a*Ax - As =
=w+ a( — )+’ AxrAs, (3.1.39)

vagyis
(zN) s = eTwt = el'w + ae’ (b — ) + a?Ax’ As >

> eTw + ae” (W — w) — 4ra? Z Az As;, (3.1.40)
1:Ax; As; >0

26



3.1. Elméleti hattér

ahol az utolsé egyenlGtlenségnél kihasznaltuk a P.(k) tulajdonsagot. Olyan a-t

keresiink, amelyre

el (b — w) — 4ka Z Ax;As; > 0, (3.1.41)

1:Ax; ANs; >0

ahonnan atrendezés utan kapjuk az

el (w — w)
0<a< 3.1.42
“ 4K Zi:A$¢ASi>O AIZAS@ ( )
feltételt. Ilyen o az el (1 — w) pozitivitasa miatt létezik.? O
Ezzel a tételt belattuk. [

A centralis ut tovabbi analitikus tulajdonsagaival foglalkozik [35] 16. fejezete.

3.1.9. Példa. Tekintsik djra az M = ( { 7*) mdtrizot a ¢ = (}) jobboldal mellett.

Ekkor a centrdlis it v értékhez tartozd (x,s) pontjdra:

I1—3.T2+1: S1
To = So
x1,T2, 51,52 > 0

TiS; = M

Ezt konnyen megoldhatjuk, és kapjuk, hogy a centrdlis ut p-hoz tartozo pontja

7= Vi

p BYVE-1+/IBu—6 /it
.r2 - 2
" 7 Jfi+5+/130—6 it 1
p o ByE-14/13u— 6t
82 - 2

A kapott eredményt a (3.1) dbrdn ldthatjuk.

Mivel a centralis ut (z, s) pontjaira z-s = pe és az el6bb bizonyitott tétel szerint

barmely p értékhez létezik megfelel§ (z,s) pont, ezért u — 0 esetén a megfelel§

2Az (5.1.2) lemma alapjan konkrét becslést is adhatnank az « értékre, azonban erre most nincs
sziikségiink.
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3.1. Elméleti hattér

3.1. dbra. A (3.1.9) példaban szerepld feladat centralis atjanak részlete
A nyilak a csokkend p értékek iranyaba mutatnak. A négy valtozoé koziil csak harmat

abrazoltunk, mivel zo = ss.

(x#, s*) pontsorozat hatarértéke olyan (z*,s*) pont, amelyre z* - s* = 0, vagyis
optimalis (komplementaris) megoldas. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a centralis
uton ,végighaladva” — vagyis egyre kisebb p értékekhez kiszamitva az (z, s) vektort

— optimélis megoldashoz tartunk.

3.1.10. Példa. Az elébbi példdt meguizsgdlva ldtjuk, hogy a centrdlis ut limeszpont-

jdra

*
;=0
*_
Ty =10
*7
51 =3
*

55 =10,

&
*
+
(s
|
—
o
— |
w
N—
—
oo
N—
+
—~
=
=
N~—
|
/N
w
(e}
S~
|
V)
*

vagyis valoban megolddsa a feladatnak.
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3.1. Elméleti hattér

A gyakorlatban ez nem kivitelezhetd, mivel ennek a segédfeladatnak a bonyo-
lultsdga megegyezik az eredeti feladatéval. Célunk inkadbb az, hogy a centrilis ut-
hoz valamilyen értelemben kozel maradjunk. A centrélis uttol valo tavolsidgot egy
d(z, s, u) fiiggvény méri, amelynek konkrét alakjarol késébb lesz sz6. Az algorit-
musok egy el6re adott belsd pontbol indulnak, vagyis feltessziik, hogy létezik ilyen
pont. Az elébb lattuk, hogy ebben az esetben létezik komplementaris megoldas,
példaul a centralis Gt hatarpontja ilyen. Ez a feltétel az egyik kritikus pontja a bel-
s6pontos modszereknek. Léteznek ugyan modszerek, amelyek egy olyan (nagyobb)
feladatba agyazzdk a problémét, amelynek méar létezik bels§ pontja, de ezek nem

alkalmazhatok teljes altalanossagban.

3.1.2. A Newton-modszer altalaban

A linearis komplementaritassal valé kapcsolat ad alapot arra, hogy alkalmazzuk
a nemlineéris programozas eszkozeit® is, példaul a Newton-modszert, nemlinearis
egyenletek megoldasara.

Legyen F': R"™ — R™ differencialhat6 fiiggvény, amelynek J(x) Jacobi-métrixa
minden z esetén nemszingularis. A Newton—modszer az F'(x) = 0 egyenletet oldja
meg iterativ kozelit6 modszerrel, minden lépésben egy hipersikkal kozelitve a fiigg-
vényt. Formélisan x;1 = x), + Ay, ahol Axy, = —J(x,) " F(x,).* Az eljaras kon-
vergal, ha a kezd6pont a gyckhely megfelels kornyezetében van. Ugyanez a modszer
hasznalhaté minimalizilasi problémak megoldésara is: ha a g : R” — R fiiggvényt
kell minimalizalni, akkor a Vg(z) = 0 egyenletet oldjuk meg. Ennek megoldasa szi-
gorld minimum, ha g Hesse-méatrixa pozitiv definit, vagyis példaul, ha g szigorian
konvex.

Eszrevehetjiik, hogy a Newton-modszer nem kezeli az elgjelmegkotéseket, ezért
ezeket mas modon kell megjeleniteni az algoritmusban. Erre szolgélnak az akaddly-

fiigguények. Tekintsiik tehat a kovetkezd definiciot:

3Ismét utalunk arra, hogy a nemlineris programozas eredményei sokszor megel6zték a linedris
programozast: tobbszor el6fordult, hogy egy ,;ajonnan” felfedezett linearis programozasi algorit-

musroél kideriilt, hogy egy rég elfelejtett nemlinearis programozasi eljaras specialis esete.
4A gyakorlatban természetesen nem a matrix inverzét szamitjék ki, hanem a lineéris egyenlet-

rendszert oldjak meg.
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3.2. Szabad paraméterek

3.1.11. Definicid. (Akadalyfiiggvény) Egy ¢ : R, — R differencidlhato figguényt

akaddlyfigguénynek (barrier) nevezink, ha lim, o+ ¢(x) = +o0.

Ezzel a definiciéval a

Hel]gll fz), gi(x)>0Vi (3.1.43)
feladat
i 1)+ 3 0 (3.1.44)

alakban kozelithets. Jol lathato, hogy a nemnegativitasi feltétel helyett a célfiigg-
vénybe épitettiik be az elgjelmegkdtést: ha = kozel van a tengelyekhez, akkor a
célfiiggvény nagy lesz. Ezzel egy egész problémacsaladot kaptunk a p paraméter
fiiggvényében, ahol p = 0 esetén visszakapjuk az eredeti feladatot. Természetesen
nem varhato, hogy a paraméteres feladatok p-hoz tartozé megoldasa megegyezzen
ez eredeti minimumhellyel, az azonban mar jogos elvaras, hogy ha p nulldhoz tart,
akkor a paraméteres feladatok megoldasai tartsanak a val6di optimumhoz. A kévet-
kezG szakaszban ezt az altaldnos gondolatot fejtjiik ki a linearis komplementaritas

esetére.

3.2. Szabad paraméterek

A bels6pontos eljarasok szinte kivétel nélkiil a centralis utat hasznaljak az optimalis
megoldsa elérésére. Ennek szdmtalan modja lehetséges, ezekr6l adunk most egy
rovid Osszefoglalast. Nem célunk mindegyik lehet&ség teljes bemutatasa, inkabb
csak a f6 iranyokat jeloljiik ki és a kovetkez6 két fejezetre hagyjuk egy-egy konkrét

algoritmus részletes elemzését.

3.2.1. Az algoritmus tipusa

Toébb modon s rendszerezhetjiik az algoritmus-tipusokat. Most a kovetkezd felosz-
tast tekintjiik:®> atkovets, affin skalazast, illetve potencidlcstkkentd eljarasok.
Az dtkovetd algoritmusok neviikhoz hiven a centralis utat kovetik. Az elgbbiek-

ben belatott tétel szerint a centralis Ut limeszpontja optimaélis megoldas. Minden

°Ez a felosztés [14]-ben olvashato.
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iteraciéban olyan pontokkal dolgoznak, amelyek kozel vannak a centralis 1t vala-
mely pontjdhoz. A dolgozat tovabbi részében két utkovets eljarast ismertetiink.
Az affin skdldzdsu eljarasok mas modon miikodnek. A megengedett megoldasok
poliéderét ellipszoiddal kozelitik és az ellipszoidon minimalizaljak a célfiiggvényt:
ez rendszerint konnyebb feladat, mint a poliéderen keresni optimumot. A kapott
pont lesz az iteracié kovetkezd pontja. Ebbe a csoportba tartozik a Dikin—modszer.
A potencidlcsokkentd algoritmusok az iteracid tér pontjaihoz potencialértéket
rendelnek. Ez a fiiggvény olyan, hogy —oo-hez tart, ha az iteracié tart egy optima-
lis ponthoz, illetve +o00-hez, ha gy tart, hogy a megengedett tartomény hatarahoz,
hogy nem optimélis pontot kozelit meg. Az algoritmusok célja ezen fiiggvény ér-
tékének csokkentése. Ebbe a csoportba tartozik a legels§ bels6pontos modszer a
Karmarkar—algoritmus [19] is. Megjegyezziik, hogy a potencialcsokkentd eljarasok

az akadalyfiiggvényeken keresztiil szoros kapcsolatban allnak az ttkoveté modsze-
rekkel.

3.2.2. Megengedettség

A bels6pontos modszerek eddigi targyalasanal végig iigyeltiink arra, hogy az itera-
ciokban kapott pontok belsé pontok legyenek, vagyis szigortian megengedett meg-
oldasokon keresztiil kozelitjiik meg az optimalis megoldast. Az elmélet egy része
kiterjeszthet6 azonban arra az esetre is, megengedjiik, hogy az iteraciok kilépjenek
a poliéderbdl, ezek az infeasible, nem megengedett eljarasok. Jelent&ségiik akkor
valik vildgossa, ha felidézziik, hogy a bels6pontos modszerek egyik gyenge pontja
éppen kezd6pont megvalasztasa. A dolgozatban kizarolag feasible eljarasokkal fog-

lalkozunk.

3.2.3. Primal-dual

Mi most csak olyan eljarasokkal foglalkozunk, amelyek a primél-dual térben, vagyis
az (x,s) pontok terében hajtanak végre iteraciokat. Az elmélet megfogalmazhato
csak primal, illetve csak dual valtozokkal, azonban az igy kapott eljarasok haté-

konyséaga és numerikus stabilitdsa elmarad a priméal-duil médszerekétél.
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3.2.4. A tavolsagfiiggvény

Adott (z,s) pont centralitdsdt, vagyis a centralis 0t adott p paraméterhez tar-
toz6 pontjatol valo tavolsagat sokféleképpen mérhetjiik. Alapvetd elvaras, hogy ez
a tavolsag akkor legyen minimalis, ha az (z,s) pont rajta van a centralis dton,
vagyis x - s = pe. Ezt a kovetelményt magéiban figyelembe véve természetes va-
lasztas lenne a ||zs — pe|| tavolsag hasznéalata, azonban ennek stlyos hidnyossaga,
hogy nem tart végtelenhez, ha x vagy s valamelyik koordinataja kozel keriil 0-hoz.%
Mivel a Newton-rendszerben nem foglalkozunk az elGjelmegkotésekkel, igy ezt is a
tavolsagfiiggvény helyes megvalasztasaval kell megakadéalyoznunk. Egy masik prak-
tikus valasztés a [ — v tavolsag, amelynek mér nincs meg az elébb emlitett
hidnyossaga. A dolgozat tovabbi részében kiilonb6zg tulajdonsagia tavolsagfiigg-
vényekkel fogunk foglalkozni; a tavolsagfiiggvény megvalasztdsdnak problémajat

részletesebben a 4. fejezetben targyaljuk.

3.2.5. El6relépés centralis titon

Az utkovetd eljarasokban a dualitasrést a centralis iton valo el6rehaladassal, vagyis
a p paraméter folyamatos csokkentésével minimalizalhatjuk. Itt is tobb lehetGsé-

glink van.

e A p paramétert minden lépésben (1 — 6)u-re cseréljiik, vagyis rogzitett kons-

tanssal szorzunk. Ezek a large-update algoritmusok.

e A csokkentés mértéke maga is valtozik, vagyis u helyett (1 — 6,,)u-t vesziink,

ahol példaul 6,, = ﬁ Igy mikoédnek a small-update eljarasok.

o Az el6z6 lehetGség egyik valtozata az, amikor a csokkentés fiigg az algoritmus

aktuéalis iteraciojatol, vagyis adaptivan valtoztatjuk a p paraméter értékét.

Furcsa ellentmondés, hogy a gyakorlatban a large-update médszerek miikodnek job-
ban, mikézben a small-update eljarasok elméleti komplexitasa jobb: O (y/nlog2)
az O (\/ﬁ log n log %) helyett. Nyitott kérdés, hogy elérhets-e a jobb komplexitas a

large-update modszerekkel.

5Ennek ellenére — kellemes analitikus tulajdonsigai miatt — idénként hasznaljak ezt mértéket.
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3.2.6. A Newton-rendszer és a 1épéshossz

A Newton-rendszert arra hasznéaljuk, hogy az abbol ad6dé (Az, As) irdnyba el-
lépve csokkenteni tudjuk a centrélis tattol valo tavolsdgot. A Newton-rendszer al-
kalmazasa eredetileg a kovetkezs egyszert 6tletb6l szarmazik: Adott (x, s) pontbél
szeretnénk eljutni olyan (z2/,s") = (v + Az, s + As) pontba, amely mar komple-

mentaris, vagyis «’ - s = 0. Ehhez a kovetkez6 rendszert kellene megoldanunk:

Mz =5
2, s 0
/ !

AR

Elgszor relaxaljuk a nemnegativitasi feltételeket, ennek persze az lehet a kovet-
kezménye, hogy a kapott (Ax, As) megoldas nem jo, vagyis az (x + Az, s + As)
pont nem lesz megengedett megoldas. Ezt tgy kiiszoboljiik ki, hogy nem a teljes
(Az, As) lépést tessziik meg, hanem annak csak a-szorosat, ahol o < 1. Felhasz-

nalva az (z, s) pontra vonatkozo egyenleteket a kovetkezst kapjuk:

MAz = As
r-s+as-Ax+ax-As+a?AsAz = 0

Sajnos ez egy kvadratikus egyenletrendszer, igy egzakt megoldasaban &ltala-
ban nem reménykedhetiink. A kévetkez6 kozelitést alkalmazzuk: elhanyagoljuk az
a?AsAx tagot, ezdltal a kapott megoldas csak kis o értékek esetén lesz viszonylag
pontos. A Newton-rendszer igy csak hozzavetsSleges irdnyt ad meg, utana kiilon
meg kell hataroznunk, hogy mennyit lépiink abba az iranyba, tigy hogy a kapott
pont még megengedett megoldés legyen.

A Newton-rendszer alapjat az adta, hogy olyan (z', ) pontot kerestiink, amely-
re ’-s' = 0. Ezt a célt egy 1épésben a feltételek relaxécidja miatt nem tudjuk elérni,
viszont bizunk abban, hogy a kapott Gj pont valamilyen értelemben jobb, mint az
el6z6, példaul kisebb ra a dualitasrés, vagy kozelebb van a centralis Gthoz. Az ilyen
lépést nevezik affin skdldzdsi lépésnek.” Természetesen a 0 helyett mas értéket is

megcélozhattunk volna, példaul pe-t, ennek a prediktor korrektor moédszereknél

"Megmutathato, hogy ez az irany megfelel az affin skdlazast modszerek (3.2.1. szakasz) esetén
az ellipszoidon felvett optimumnak.
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lesz nagy jelentGsége. Végiil aztdn az is elképzelhetd, hogy a megoldand6 Newton-
rendszer mar nem vezethet§ vissza valamilyen megcélozott értékre, vagyis nem a
fenti gondolatmenetbdl kaptuk. Erre fogunk példat latni a 4. fejezetben.
Természetesen a Newton-rendszer egy altalanosabb, a nemlineéris egyenletek
megoldasara vonatkozo elmélet [13| része. Mivel azonban esetiinkben minden tu-
lajdonsagot kénnyen tudunk bizonyitani, nem kell az altalanos elméletre hivatkoz-

nunk.
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4. fejezet

Utkovetd eljaras onregularis

tavolsaggal

Az alabbiakban példdt mutatunk egy olyan klasszikus ttkovets eljarasra, amely
tetszbleges P,(k)-matrix mellett megoldja a linearis komplementaritasi problémat.
Az eljaras O(y/nlognlog ) lépésben olyan megoldast talal, amelynél a dualitasrés
legfeljebb . Az eredmény ereje abban rejlik, hogy tavolsagmeértékek széles osztalya
(6nregularis fiiggvények) esetén garantalhato az eljaras miikodése. A kovetkezs sza-
kaszok alapjaul [32] 2-4. fejezete szolgalt, azzal az egyszerisitéssel, hogy mi csak a
linearis probléméat vizsgaljuk.
Tekintsiik tehat a

Mz +q=s
z,5 >0
r-5s=0

feladatot, ahol M P,(k) matrix. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a feladatnak

létezik szigorian megengedett megoldasa, vagyis
Fr={(z,s) eRY : Ma+q=s} #0. (4.0.1)

A bels6pontos modszerek altalanos targyalasanal mar belattuk, hogy ekkor minden
p > 0 esetén egyértelmiien létezik olyan (x, s) vektor, amelyre Mx+q=sésx-s =

pe, vagyis létezik a centralis at. Az ilyen eljarasokban szokéasos kovetkezs lépés
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4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

a tavolsagfiiggvény megadasa, amelynek praktikusan a kovetkez6 tulajdonsiagokat

kell teljesitenie:
e Legyen minimalis — alkalmasan 0 —, amikor a pont rajta van a centrélis titon.
e A centralis utt6l tdvolodva tartson a végtelenhez.

e A megengedett tartomany hatdrahoz kozeledve tartson a végtelenhez.

Ezeket a fiiggvényeket altaldban a v = % valtozo fiiggvényeként adjak meg.

Praktikus valasztés, ha ilyen tulajdonsaga ¥ fiiggvényt ¥(v) = > " ¢(v;) alak-
ban keresiink, hiszen minden koordinatat egyforman vesziink figyelembe. Kénnyen
meggondolhatd, hogy ekkor a fenti harom tulajdonsidg hasonl6an atvihets i-re is.
Ezekbdl a meggondolasokbol, valamint a becslésekhez sziikséges tovabbi feltételek-

b6l adodik a kovetkezd szakasz alapjat ado definicio.

4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

4.1.1. Definici6. (Onregularis fiiggvény) A (t) : Ry — R fiiggvényt 6nregula-
risnak (self-reqular) nevezziik, ha kétszer folytonosan differencidlhatd és kielégiti az
aldbbi két feltételt:

SR1 A teljes értelmezési tartomdnydn szigorian konver, a t = 1 pontban globdlis
minimuma van, amelyre (1) = ¢'(1) = 0. Léteznek tovdibb vy > v > 0 és

p,q > 1 konstansok, hogy minden t > 0-ra
(P T <) S (P ). (4.1.1)
SR2 Minden ty,ty > 0-ra ésr € [0, 1]-re

D(tity ") < r(t) + (1 —7)(ta). (4.1.2)

Az els6 feltétel annyit kovetel meg a ¢-r6l, hogy a végtelen és a 0 kozelében megfele-

16en novekedjen, a masodik pedig egy exponencialis konvexitas jellegii tulajdonsag.
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4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

A szokdsos modon legyen v =, /£ és definidljuk a centralis utat (3.1.6) alapjan.
Legyen tovabba 1 : R, — R &nregularis fiiggvény.! Ekkor a centralis uttol mért

tavolsagot a
U(x, s, p):=¥w) = Z@ZJ(UZ) (4.1.3)
i=1

képlettel definialhatjuk.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy értelmes-e ez a definicio. Egy (x, s) pontpar pon-
tosan akkor van rajta a centralis Gton, ha x-s = e, vagyis v = e. Ebben az esetben
U(z,s,u) =0, s6t — a 1 fiiggvény szigori konvexitasa miatt — a forditott allitas is
igaz. Masrészt, ha az (x, s) vektor valamelyik koordinéatéja ,kozel van” 0-hoz, akkor
U(z,s, ) ,nagy lesz”, ami azt jelenti, hogy a fenti U fiiggvény egyszerre biinteti a
centralis attol valo eltavolodast és a megengedett tartomany hatardhoz val6 koze-
ledést, megfelelve a fent kirott kovetelményeknek. A kétféle biintetés aranyat a

Felmeriilhet még a kérdés, hogy létezik-e egyaltalan 6nreguléris fiiggvény. Erre
konnyen valaszolhatunk, hiszen ¢ (1) = ¢//(1) = 0 miatt

b(t) = j / V() dzds. (4.1.4)

Ha most a v; = v, = 1 esetet tekintjiik, akkor azt kapjuk, hogy o (t) = tP=1 +¢7174,
ami az SR1 tulajdonsignil megkdvetelt peremfeltételekkel egyiitt egyértelmten
meghataroz egy 1 fiiggvényt. Ezt a fiiggvényt a tovabbiakban Y, ,()-vel jelljiik.?

Mivel a fiiggvény konkrét alakjara és derivaltjara is sziikségiink lesz, ezért most azt

IBar tételeink bizonyitasanal fel fogjuk hasznalni mindkét tulajdonsagot, fontos megemliteni,
hogy ezen fejezet eredményei abban az esetben is igazak maradnak, ha a ¢ fliggvényrdl csak az
SR1 tulajdonsagot tessziik fol, vagyis tulajdonképpen csak annyit kdveteliink meg a, 1-r6l, hogy

nullahoz, illetve végtelenhez tartva megfeleléen névekedjen.
2Val6jaban csak annyit lattunk, hogy T, , kielégiti az SR1 feltételt. A tovabbi bizonyit4sokhoz

ez mar elég, azonban — itt nem részletezett médon — bizonyithatd, hogy Y, , az SR2 feltételt is
teljesiti, vagyis tényleg Onregularis.
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4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

is megadjuk:

Tpa(t) = begt —logt + 1t — 1) (4.1.5)
p+1_1 1-q_1 _

Toat) = Yo + o T, a>1 (4.1.6)
") = A e R

T, (1) = o~ o HEL Vazx=1 (4.1.7)

Vegyiik észre, hogy Y, ,(t) — Y, 1(t) ha ¢ — 1.
Ha az eddig megismert tavolsagfiiggvényeket vizsgaljuk, akkor azt talaljuk, hogy

[zs _ o
o

tartomany hatarahoz valo kozeledést, mig a ||v — v=!||” tavolség énreguléris (p = 1,

az tavolsag nem Onregularis (nem biinteti kozvetleniil a megengedett

g = 3). Ez talan szolgalhat némi magyarazattal az utobbi tavolsaggal elérhets jobb
eredményekre.

Tekintsiik most a kovetkezd Newton-rendszert:

MAz = As

(4.1.8)
sAx 4+ xAs = —pwV¥(v).

A Newton-rendszerrdl (3.1.2)-ben mondottak értelmében ez a rendszer az
z-s=—pv(V¥(v) —v) (4.1.9)

egyenlet megoldasat kozeliti, ahol a jobb oldal rogzitett.

Mivel M P,(k) matrix, igy a (4.1.8) rendszernek egyértelmiien létezik megol-
dasa.® A rendszer megoldasaként kapott (Ax,/As) irany mentén agy szeretnénk
ellépni az (z(«a),s(o)) = (z + alx,s + al\s) pontba, hogy a kapott pont még
beliil legyen a megengedett tartomanyon. A tovabbiakban latni fogjuk, hogy ez-
zel el tudjuk érni azt, hogy a centralis uttél mért tavolsig csokkenjen, vagyis
U(z(a),s(a),n) < U(z,s,u).* Amikor ez a tévolsag lecsokken 7 ald, akkor  ér-
tékét csokkentjiik, vagyis el6rébb lépiink a centralis dton, aztdn visszatériink a

Newton-rendszerre.

3Tulajdonképpen azt kell belatni, hogy a (4 g ) matrix nemszingularis. Ez éppen a (2.4.1)
lemma 4llitasa.

4Emlitettiilk mér, hogy a W fiiggvényt a v = % véltozo fiiggvényeként értelmezziik. A
szemléletesség és a konnyebb érthetség érdekében azonban hasznélni fogjuk a U(z, s, i) jelolést

is, ha hangsilyozni kivanjuk, hogy melyik valtozénak mi az értéke.
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4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

Algoritmus 4.1 Newton-1épéses titkovets algoritmus
Input:

Pontossag: ¢ > 0
Tavolsag a centralis attol: 7 > v;!
Frissitési paraméter: 0 < 0 < 1
(29, 5%) és u® = 1, amelyekkel W(z°, s° p°) <7
Output: z és s, amelyekre 27s < ¢
r:=a° 5:=35% p:=p°
while nu > ¢ do
pi=(1—-0)pu
while ¥ (z,s, 1) > 7 do
Az és As kiszamitésa (4.1.8) alapjan
Az « 1épéshossz kiszamitasa
r:=x+alx, s:=s+ als
end while

end while

Nézziik a (4.1) abrat és az algoritmus leirasat. Ha az iteracié soran olyan (z, s)
pontot kaptunk, amelyre V(x,s,u) < 7, akkor csokkentjiik a p paramétert. Ha
U(x,s,u) > 7, akkor megoldjuk a (4.1.8) rendszert és meghatarozzuk a « lépés-
hosszt, 1igy, hogy a kapott pont még megengedett megoldas legyen.® A Newton-
rendszert annyiszor oldjuk meg, hogy végiil a kapott pont mar benne legyen a
centralis ut p/-hoz tartozé pontjanak 7-kérnyezetében. Az egész iterdcidval akkor
allunk meg, ha olyan pontba jutottunk, ahol a dualitésrés kisebb, mint . A 7 > v;*
feltételre a bizonyit4s miatt van sziikség, mivel azonban 6nregularis fiiggvény kons-
tansszorosa is onreguléris, igy ez nem jelent valédi megszoritést.

A komplexit4s elemzése az alabbi lépésekbdl ll:®

e Ha olyan (x, s) pontban vagyunk, amelyre V(z, s, u) < 7 és a ;. paramétert az

algoritmusnak megfelelGen (1 — 0)p-re cseréljiik, akkor mennyivel néhet meg

5Fzen a ponton elmélet és gyakorlat élesen kiilsnvalik. A gyakorlatban kdzvetleniil keresnek
egy ,elég jo’ lépéshosszt, mi viszont a komplexitas elemzésénél megadunk egy konkrét értéket,

amelynek pontos kiszamitisa sokaig tart, de garantilhaté vele a megfelel§ komplexités.
6Az itt elmondottak altaldnos érvénytiek, nem csak erre a konkrét algoritmusra vonatkoznak.

39



4.2. Elérelépés a centralis uton

\Il(x/,s/“u/) <7 /

(x + alx, s+ als) U(z,s,u) <T

4.1. abra. Utkovets eljaras miik6dése

a tavolsag, vagyis legfeljebb mennyivel térhet el U(z, s, u) és ¥(x, s, (1—0)u).

e Ha olyan (z,s) pontban vagyunk, amelyre W(x, s, u) > 7, akkor egy Newton-
lépés soran mennyivel csokken a tavolsag, vagyis — alkalmas « valasztéasa

esetén — mennyivel lehet kisebb U(z(«), s(a), p), mint W(z, s, ).

A kovetkez6 szakaszokban elGszor az els§ kérdést vizsgaljuk, majd megadunk
egy konkrét a 1épéshosszt, és megbecsiiljiik mennyivel csokken a tavolsag egy ak-
kora lépésnél. Ezen eredmények birtokdban mér meg tudjuk adni az eljaras lé-

pésszamat.

4.2. Eloérelépés a centralis iiton

Legyenek v, vy, p és q az Onregularis fiiggvény (4.1.1) definiciojaban szerepls kons-
tansok, o := ||[VU(v)||. Ebben a szakaszban azt fogjuk vizsgéalni, hogy mennyivel és
hogyan valtozik meg a tavolsag, ha a centralis uton p értékét csokkentjiik, vagyis

U(z, s, p)-t és U(z,s, (1 — 0)u)-t hasonlitjuk dssze. A v valtozoval megfogalmazva

ez ezt jelenti, hogy W(v)-t és qj(\/f__e)'t hasonlitjuk ossze. Adodik tehat, hogy elég

U (Yv)-vel foglalkozni. ElGszor tekintsiik az egyvaltozos esetet:

4.2.1. Lemma. Ha ) dnrequldris a vy, 1o, p, q konstansokkal, akkor minden 9 > 1
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4.2. Elérelépés a centralis uton

esetén igaz, hogy

¢(19t)§ﬁ<q9p+1¢ £) + 0T (0) /2005 (E) + 11 g (0 ) (4.2.1)

1

Bizonyitas: Elgszor tekintsiik azt az esetet, amikor ¢t < 1, ekkor ¥ > 1 miatt
t <1, vagyis t < vt < 1. A ¢ fiiggvény szigoru konvexitasa miatt ¢ (9t) < 1(t),
vagyis az egyenlGtlenség trivialisan teljesiil.

A masik esetben legyen ¥t > 1 és tegyiik fel elGszor, hogy ¢t < 1. Ekkor 1 <
vt < 9, igy P(0t) < (V) < 1Y, (1), vagyis készen vagyunk. Elég tehat azt az
esetet vizsgalni, amikor ¢ > 1.

Az onregularis fiiggvények definiciojabol kovetkezik, hogy 1 (9t) < 1,1, ,(V1), a
tovdbbiakban ez utobbi mennyiségre adunk felsé becslést. Az T, , fliggvény konkrét

alakjat felhasznalva kapjuk, hogy:

PPl 1 9l-ggl-a _q —
+ + P —1) =
pp+1) q(¢—1) pq
1 fe—1 p— gL — gi=a

Tp,q(l%) =

plp+1) ql¢g—=1)  pg p(p+1)
(r—q)¥ =079 -1 91 p—g N
* »q (t_1)+p(p+1)+Q(q—1)+ g W=1)=
— ﬁl_qu’q(t) + (19174-1 o 191—q) thr —1 + (p - q)(ﬁ - 7(1) (t o 1) + Tp,q(ﬁ)

p(p+1) Pq

Hasznaljuk fel, hogy
() > v (P 4+t > vy max {tp_l,t_q_l} = v max {1, tp_l,t_q_l} (4.2.2)

miatt 1

St—1)? < —= (4.2.3)
és
(4.2.4)
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4.2. Elérelépés a centralis uton

Ezek segitségével tovabb irhatjuk a becslést:

—1
T, o (91) < 00T 1) + (97 — 9'9) (Tp,qu) i t—) i

p
(p—q) (W —0'"9)

+ t—1)+Tp,(0) =
o (t—=1) + Tpe(9)
1910—&-1 _ 191—(1 _ 19 _ 191—!1
=P, () 4 (L — 1) + (= q)( )(t 1)+ Ty () =
D Pq
-1 1=
= ﬁpHTp,q(t) + 9 ( p + . ) (t—1)+7T,,(0) =

= PTIL, (1) + 9T (V)(t — 1) + Ty g (V)

Az SR1 feltételt kétszer integralva kapjuk, hogy barmely v (t) onregularis fiigg-

vényre:

t s t s
= //w”(z)dzds > //yl(z”_1+z Ndzds = Vl//T” = 11T, (1),
11 11

ahol p, ¢ és v; az SRI1 feltételben szereplé allandok, illetve hasznaljuk a (4.2.3)
becslést. Igy:

t 2y(1
T,,(0t) < ﬁp“w + 97, (V) vit) + )4 (9) (4.2.6)
141 ’ 141
Ebbdl ¢(9t) < 1,7, ,(0t) figyelembe vételével kapjuk a lemma &llitasat. |

4.2.2. Kovetkezmény. Az el6zd lemma feltételer mellett léteznek vs, vy > 0 csak

p, q-tdl fiiggd konstansok, hogy minden ¥ € [1,1 + v3] esetén

D(It) < i ! (w(t) 4 (0 — D200 () + v (0 — 1)2) . (4.2.7)
1
Bizonyitas: A I'Hospital-szabaly segitségével konnyen ki tudjuk szamitani az

alabbi hatarértékeket:
1; Tpe(d) i T, q(0) oy T, .(0) A S

S0 (0 —1)2 =129 —1) s Ty T 1191_% 5 = 1 (4.2.8)
- T OTIL) @ 49
/ " p— 4
lim —24 2 = lim —22 - = lim ( + ) =2, (4.2.9)
I9—1 9 —1 9—1 1 9—1 1

42



4.2. Elérelépés a centralis uton

ahol felhasznaltuk az Y, (V) fiiggvény derivaltjara vonatkozo (4.1.5) Osszefiiggé-
seket. Emiatt léteznek v5 és vy pozitiv konstansok, hogy minden ¥ € [1,1 + v

esetén
PP < vy, 0T (0) S vV — 1), () < wg( —1)° (4.2.10)

Ezeket a becsléseket a lemméaba helyettesitve kapjuk az allitast. |
A kapott becslések természetes moédon atvihetGk a tobbvéltozos esetre is az

alabbi forméaban:

4.2.3. Lemma. Legyen U(v) = > " ¢ (v;), Ekkor

o)< 2 (4.2.11)
_1

Omin > (1 + ‘;—") ‘ (4.2.12)
1

Umas > (1 n ﬂ) v (4.2.13)

Tovdbbd, ha vVyee > 1 €S Upmin < 1, akkor

1
(Ufnam - 1)2 (Ur_n(z]n - 1)2 2
o> ( pe + 7 . (4.2.14)
Minden ¥ > 1 esetén
W() < Z—j (1917“\1/(@) + 9T, (9) /207 B (0) + nyﬂp,q(ﬁ)) (4.2.15)

és minden ¥ € (1,1 + v3] mellett

W) < 24 (\If(v) 4 (0 — 1)/ 200U (0) + (0 — 1)2> , (4.2.16)

V1

ahol a v3, vy konstansok megegyeznek az egyvdltozos lemmdban szerepld konstan-
sokkal.

Bizonyitas: Az els6 egyenlGtlenséghez hasznaljuk fel, hogy

V') > v (P ) > 1, (4.2.17)
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

igy

w(t) = j / W(2)dzds < Vil j / ()" (2)dzds

= [ ) — s = 5 (02 (4218)

21/1

Ebbél 6sszegzéssel kapjuk a kivant becslést. A méasodik becsléshez ¢ < 1 esetén:

t t t

P(t) = /w”(s)ds <u /(spl—i—slq)ds < Vl/slqu =

1 1 1

51

(=170, (1219)

Tekintsiik a v vektor koordinétait. Ha v; < 1 akkor [¢'(v;)[ = %(v; * — 1), ha pedig
v; > 1, akkor ugyanez az egyenlGtlenség azért teljesiil, mert a jobb oldala negativ.

Vegyiik észre, hogy o = [|[VU(v)|| = Z?Zl V(0,2 > ‘w/(vi>2” igy:
o> [0 = 2 = 1) Vi, (4.2.20)
q

ahonnan egyszeri atrendezéssel kapjuk a masodik becslést. A harmadik egyenlGt-
lenség hasonléan bizonyithato.

A negyedik egyenl6tlenség a mésodik és a harmadik Osszevonasa, az utolso
kett6 pedig a (4.2.1) lemma tobbvaltozos alakja. Ezzel mindegyik egyenl6tlenséget
belattuk. [

Ezen becslések segitségével tudjuk megbecsiilni, hogy mennyivel né a tavolsag,
mikozben a p paraméter helyett (1 — 0)u-t vesziink, vagyis hogyan viszonyul egy-

méshoz ¥(v) és ¥(—4=). A (4.2.15) eredménybe 0 = \/%—e—t helyettesitve kapjuk,
hogy

v VoT 1 2nt _1
U )< =0t — Y, (1—6)
(0) <+ttt =0 s

(4.2.21)
4.3. Kozeledés a centralis ithoz

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy egy Newton-1épés soran mennyit tudunk koze-

ledni a centrélis athoz, vagyis rogzitett p mellett x és s valtoztatasaval csokkentjiik
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

U(v)-t. Ehhez egy Newton-tipust rendszert oldunk meg, nevezetesen:

M~Ax = As
(4.3.1)
sAx 4+ xAs = —pwV¥(v).
Legyen z(a) = z 4+ alz, s(a) = s + als és v(a) = w Vezessiik be a
szokasos skalazasi paramétereket:
d, := EAm, ds = YAs. (4.3.2)
x s
Ezekkel a jelolésekkel rendszeriink a kovetkez6 alakban irhato:
Ayd, =ds, d,+ds=—-VU(v), (4.3.3)

ahol Ay = pVS™'MV S~1. Az alabbi becslések konnyen kivetkeznek a P, (k) mat-

rixok alaptulajdonsagaibol és a (2.4.3) lemmabol:

4.3.1. Lemma. Legyen Az és As a (4.3.1) rendszer megolddsa, d,, ds pedig az
dtskdldzott (4.3.3) rendszeré. Ekkor igazak az aldbbiak:

T
(a) —ko? < % =dld, < to?

=

(b) |l - dille = 3 1Az Asl, < (1 + K)o?
(©) lIdall* + 1 d]l” = [ldo + di[|* = 2dFds < (1 + 2r)0

(@ [lo™Aa] = o7 d,]| < 4 | < X2

Umin —  Umin

(&) 5™ sl = o)) < L ) < 2o

Bizonyitas: A (d) és az (e) pont trividlisan kovetkezik (c)-bél. A (c)-hez vegyiik
ésre, hogy |, + dul| = | ~VE()] = o, fgy:

|da||> + ||ds]|* = ||dw + ds|)* — 2dTd, < 0% + 2k0°% = (1 + 2k)0> (4.3.4)

ahol az alkalmazott egyenlGtlenség az (a) pont bal oldala. A (b) allitas egyszert
kovetkezménye (a)-nak a norméak kozotti egyenldtlenségek felhasznalasaval. Az (a)

pont els egyenltlensége ekvivalens azzal, hogy M P, (k) matrix — ez a (2.4.3)
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

lemma allitdsa —, a méasodikhoz pedig hasznaljuk fel, hogy barmilyen a,b € R

esetén ab < %, igy:
. — ([do]s + [ds)i)* 0
drd, = d.i[ds]; < (ldz)i + ds]i)” = 4.3.5
.= D hia < 3 4 (435)
Ezzel a lemma minden allitasat belattuk. [ |

Legyen

/l) .
a@=min<{1, —=2 __ %, 4.3.6
{ ov1+ 2/1} ( )

ekkor az el6z6 lemma (d) és (e) pontja miatt minden « € [0, @) esetén z+aAz > 0,
vagyis a maximalis megengedett 1épéshosszra igaz, hogy an.x > @. Ez azonban még
nem elég a bizonyitashoz, er6sebb eredményre van sziikségiink.

Azt akarjuk megvizsgélni, hogy mennyivel csokken a tavolsag egy lépés utan,

vagyis a g(a) = U(v(a)) — ¥(v) fiiggvényt vizsgaljuk. A kovetkezd tétel igaz:

4.3.2. Tétel. Ha V(v) > v;', akkor

T AR TOER (4.3.7)

« C g1 C -1 g1
Q(Q)S—ZU TSy

ahol az o* lépéshossz az
0=—14 ra ((vmw + av3o)’ + (Vmin — (wga)fq) ) (4.3.8)

egyenlet megolddsaként dll eld, a C konstans pedig

2

a Vi (4.3.9)

2 (112rm) (o)t viten—1) &% (TF00) @ra(1427) (1 +a) 101 VIT2R(a+1))

kozil a kisebbik.
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Bizonyitas: (Peng, [32]) Az SR2 feltétel felhasznédlasaval” a g(«) fiiggvényre az

alabbi becslés irhato:

n n

ga) = 3 (Uvila) = () = =) + Y v(vila) <

i=1 =1

< —W(0)+ 3 37 (lo+aldel) + vl +ald). (4310

Definialjuk a
pi(a) = Y(v; + alds);) (4.3.11)
ri(a) == Y(v; + ald;);) (4.3.12)

folytonosan differencialhato fiiggvényeket. Ekkor:

«

ila) = 2il0) + ai(0) + [ (45) = ) s (43.13)

Elemi szamolassal a kovetkezd egyenlGségeket kapjuk az egyenletben szerepls

mennyiségekre:
i(0) = ¥(v) (4.3.14)
pila) = (v + aldd)[dsi (4.3.15)
¢i(0) = Y'(vi)ld)s. (4.3.16)

Ezeket beirva a fenti egyenletbe kapjuk, hogy

P(vr + alds) = () + o' (v,)[de)s + / (s) — 21(0) ). (4.3.17)

Hasonlban:

«

V(v + alds) = B(vs) + ot (v)[du]s + / (vits) — #i(0))ds. (4.3.18)

0

7Az egész bizonyitas soran ez az egyetlen hely, ahol az SR2 feltételt hasznéljuk. Valéjaban itt
sem lenne ré sziikség, mivel bonyolultabb szdmolas aran az SR1 feltételbdl is hasonlé becslést
tudnank levezetni. A részletek [32]-ben talalhatok meg.
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Az utébbi két egyenlGséget az ¢ indexekre Gsszegezve kapjuk, hogy

i(wwa[ ])+¢(Uz+a[d])> _

i=1

—Zzﬂvl +azw v;)[dy +dy) mL/(

—0(0) - a VIO + | (

0

n

( i(s) = 7i(0) + ¥i(s) — 902(0))) ds =

ahol

«
n

a(a) = —a0® + / (Z (r165) = 71(0)) + (i(5) —@2(0))) s (43.20)

0 i=1

A kovetkezgkben becslést adunk az 7} («) és a ¢} («) derivaltakra, ehhez sziikségiink

lesz az alabbi lemmaéara:

4.3.3. Lemma. Tegyik fel, hogy WV(v) dnreguldris, & pedig legyen a
min {1, LUIH’””} képlettel definidlva. Fkkor:

@ Aa, s 08)| = || ey v )| < + < VIF 25 <1+Q_°')q. (4.321)

151

Qi ==

Bizonyitas: A (4.3.1) lemma (b) pontjat és a (4.2.3) lemmat felhasznalva kapjuk,
hogy

H(:p_le S_IAS)H = H(U‘ldx,v_ld H <

1

da|? + || <" L2m 1+2/<;( %) (4.3.22)
Ezzel a lemmat belattuk. O
Most mar megfogalmazhatjuk a becslést:
4.3.4. Lemma. Legyen V(v) dnreguldris, o € (0,&). Ekkor:
max {0 (v; + ald):), V" (vi + ads];) } < raw(a), (4.3.23)
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

ahol

p—1

—q—1
w(a) = (vmax +aov1+ 2%) + (vmin —aoV1+ 2/@) ,

és

3 (@)~ i) + 3 (4ll0) ~ 0)) < am(1 + 2w%ufa).  (1321)

i=1

Bizonyitas: Az el6bb bizonyitott lemma miatt a (0,@) intervallumban 1év6 «

szamokra
(v+ ald,], v+ alds]) >0, (4.3.25)
igy irhatjuk, hogy
'(ﬁ//(’l)i + Oé[dx]z) < 125} ((Uz + Oé[dx]i)p_l + (’Ui + Oé[dm]i)_q_l) (4326)
(v +aldy)s) < ve (v +aldg))’ ™+ (v +aldg) Y. (4.3.27)

Felhasznélva, hogy a (4.3.1) lemma (c) pontja miatt

ad.]| < acv1+ 2k (4.3.28)
allds]| < acV1+ 2k (4.3.29)
kapjuk a lemma elsg allitasat.
A mésodik allitas bizonyitidsahoz hasznéljuk fel a ¢ fiiggvény derivaltjara vo-
natkozo6 (4.3.14) képleteket és a differencialszamitéas kozépértéktételét:

Zn: (902(04) - 90;,(0)> = z": (¢’ (v; + aldy);) [ds]s — ¢/(Ui)[ds]i> _

=1

nd/vi'f‘adsi _,QZ)I,Ui n

- Z ( oE[d]]> ( )O‘[ds]? = ZW/ (vi + xildsi) alds)7, (4.3.30)
i—1 sli —

ahol 0 < x < we, vagyis x; € (0,a), igy alkalmazhaté a mar bizonyitott elsé

egyenlétlenség:®

n

> (#le) = 2l0) < 3w (v xildiJ) aldJf <

< avpw(a) Y [dJ? = avsw(e) ||d]* (4.3.31)

=1

8Megjegyezziik, hogy ennél erdsebb becslés is adhaté, ez azonban nem befolyasolja a komple-

xitasi eredmény nagysagrendjét.
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

A mésik tagra ehhez hasonlé médszerrel kaphatjuk meg a

n

S (ri(e) = 7i(0)) < avw(a) ||d. (4.3.32)

=1

becslést. Ismét hasznalva a (4.3.1) lemma (c) pontjat kapjuk, hogy

Zn: (T2<a> - 'f£<0>) + Z (so;(oo - so;<0>) < avgw(a) (|lds|* + ||ds|1*) <

i=1 i=1

< avpw(a)(1 4+ 2k)0?. (4.3.33)

Ezzel a lemma méasodik allitdsat is belattuk. O

Végeredményben azt kaptuk, hogy

nia) = —ac+ [ (Z (1i(s) = ri0)) + 3 (4160) - sol<o>))dss

0 \i=1 i=1
< —ao® + (1 +2K)190 /sw tgo(r). (4.3.34)
0

A go(«) fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhato a [0, @) intervallumon. A

derivaltak:

gh(a) = —0* + (1 + 2K) a0’ aw(a) (4.3.35)
g5 () = (14 2K)150° (w(a) + aw'(a)) > 0 (4.3.36)

Az els6 derivalt vizsgalataval meggy6zddhetiink rola, hogy ¢'(0) < 0 és ¢'(«) pozi-
tiv az @ kis kornyezetében. A méasodik derivalt pozitivitdsa miatt go(«) szigorian
konvex a [0, @) intervallumon, igy a minimuméat vagy az intervallum szélén 1év6 &
pontban, vagy valamilyen kozbiils§ o* helyen veszi f6l. Egy ilyen o* pontban az
els6 derivalt sziikségképpen 0, igy o* az
0=-1+(1+ 2/{)1/204[ (vmax + aax/l—kﬁ)pl + (vmin — aa\/1+72/<) o

(4.3.37)
egyenlet egyértelmi megoldéasa. Két esetet kiilonboztetiink meg: ha o* > &, akkor
a (4.3.3) lemma alsé becslést szolgaltat a*-ra. A nehezebb eset az, ha o* < &, ezzel
foglalkozunk a tovabbiakban. Az egyenlet gyokének becsléséhez sziikségiink lesz a

kovetkez6 lemméra:
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

4.3.5. Lemma. Legyenek p > 1 és v > 0 rogzitett konstansok.
Hat, a t(1+t)P~' = v egyenlet egyértelmi megolddsa, akkor

> P

S e (4.3.38)

Masrészt, ha t, € (0,1) a t(1 —t)"'"P = v egyenlet egyértelmi gyoke, akkor
fy

ty > —Fr—— 4.3.39
“14+9(+1) ( )
Bizonyitas: A paraméterekre tett megkotések miatt ¢, > 0 teljesiil, igy
1
(1+t)P =7 (1 + t_) > 1. (4.3.40)

atrendezve az egyenletet:

1 _1 -1
t, —t. t, —t.
t*_<7+1>p_1_(1_7+77)f’_lz(l_L> 1=
ts v+t Py + pts
T — Ts
___ 0t >0, (4.3.41)

(p—1)(v+ts) + ta

ahol felhasznaltuk a v + ¢, — ¢, pozitivitasat, illetve az
(1-t)*<1l—at Ya,t €[0,1] (4.3.42)
egyenlGtlenséget. Tekintsiik most a
ht)=(1+yp-1))+ 1 +v(p—1) =Nt —7=0 (4.3.43)

egyenletet. Behelyettesitéssel meggy&z6dhetiink réla, hogy az egyenlet két gyoke:

v

t1=-1;, to=—"—"7"——>0. 4.3.44
' CTltqp-1) (43.44)
Ellenérizhetd, hogy

h(t.) > 0, (4.3.45)

igy t,. pozitivitasa miatt

g

te >ty = , 4.3.46
1+y(p—1) ( )

ol



4.3. Kozeledés a centralis uthoz

vagyis megkaptuk az els6 allitast. A masodikhoz vezessiik be a t = 1i—t 1j valtozot,

amellyel
_ t te \” t I
1+t =—-—1(1 - = =t.(1-t) "=
e =gt (i) =i () =eamets
(4.3.47)
Alkalmazzuk az els6 allitast a kapott egyenletre:
n Y
t> , 4.3.48
T 1+p ( )
vagyis
t T v
t, = _ > = : 4.3.49
I+t~ 1+ 1+9(+1) ( )
Ezzel a lemma mindkét allitasat belattuk. 0

Most mar meg tudjuk becsiilni a*-ot az a* < & esetben is. A tovabbiakban
tegyiik fel, hogy W(v) > vy ', és, hogy vUmay > 1. Tekintsiik az

1 -1
wi(a) = 5+ (14 2K)ra (vmax +aovV1+ 2/@')]0 =0 (4.3.50)
és az
1 —q—1
wo(ar) = —3 + (1 + 2K)1ea (vmin —aov1+ 2;@) R (4.3.51)

egyenleteket. A bal oldalon all6 wy () és wy(«) fliggvények névekviek, igy az egyen-

leteknek egyértelmd megoldasuk van, jelolje ezeket rendre aj és aj. Vezessiik be

a
av1+ 2k V142K
ot ; (4.3.52)
Umax 2<]- + 2/Q)VQUmaX

jeloléseket. Ezekkel az els6 egyenlet
t(l+t) ' =m (4.3.53)
alakban irhat6. Alkalmazva az el6z6 lemma els6 becslését kapjuk, hogy

71
t;p > —— 4.3.54
| +n(p—1) ( )
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Atalakitas utan irhatjuk, hogy

* fylvmax Umax
o] > = >
"o+ — DIVIF 26 2(1 + 26)vathax + (p — 1)ov/1 + 2k
> ! >
2(1 4 2R)vevhax + (p — 1)ov/1 + 2k
> 7 >
T 214+ 28)a(vy +po) + V14 26(p — 1)o
141 _1

= 2(1 + 26)va(v1 +p) + ivV1+26(p — 1)0 (4.3.55)

ahol az egyenl6tlenségek rendre vp.y > 1, a (4.3.1) lemma (c) pontja és ¥(v) > vy}
miatt o > 1 kévetkezményei.
A mésik egyenlet esetén hasonlo eljarassal kapjuk, hogy

2
vy

(L4 11) (2(1 + 26)va(1 + @) + 1V1 + 26(q + 1)) ?

Definici6 szerint az w(a*) = 0 egyenlet ekvivalens az wy (a*) + ws(a*) = 0 egyenlet-

. at1
0y > q

(4.3.56)

tel, igy o > min{af, o }.
Osszesitve az eddigi eredményeket azt kapjuk, hogy a W(v) > v7!, és Upax > 1
feltételek mellett a (4.3.37) egyenlet egyértelmii o, megoldéaséra:

_g+1

a,>Co a | (4.3.57)

ahol

2

¢ = min {21/2(1—}—2%)(1/1+p)1+l/1\/1+2/i(p—1)’ (1+y1)(21/2(1+2n)(uliq)+un/1+zn(q+1))} - (4.3.58)

Ezen becslés birtokdban méar konnyen befejezhetjiik a tétel bizonyitasat. Sziiksé-

giink lesz a kovetkez6 apr6 lemmaéra:

4.3.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy h(t) kétszer differencidlhatd konvex fiigguény,
amelyre

h(0) =0, AK'(0)<O. (4.3.59)
Tegyiik fel tovdbbd, hogy h(t)-nek globdlis minimuma van a t, > 0 pontban és hogy
h"(t) monoton névekvd figgvény. Ekkor ¥t € [0,t.] esetén

1 (0)t

h(t) < 5

(4.3.60)
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Bizonyitas: Mivel h(0) = 0, igy

t

ht) = / W (s)ds = B(0)t + /t / BY(2)dzds < W(0)E + / Sh(s)ds

0 0

t

t
= W' (0)t + [sh'(s)]}) — /h'(s)ds < B (0)t — h(t), (4.3.61)
0
ahonnan atrendezés utdn kapjuk a kivant allitéast. [l

Idézziink fel néhany definiciot és eredményt a szakasz elejérdl:

n n

9(0) = 3 (w0) ~0(0) < ~¥(w)+3 3 (Vv tald)) + (v +ald])) =

i=1 =1

= 2 U(0) + g(). (436)

< —ao®+(1+ QK)I/QUZ/SW(S)dS =: ¢go(), (4.3.63)
0
és
w(0) = (vuwe +00VTT28)" 4 (vnin —a0VTT2R) . (4364

A go(o) fiiggvény teljesiti a lemma feltételeit, igy

/ 0 2
2g(a*) < g1(a”) < go(a®) < gzé )oz* = Tgoz*. (4.3.65)

Irjuk be ebbe az egyenlétlenségbe az imént kapott (4.3.57) eredményt, igy kapjuk
a bizonyitando tételben szereplé becslést, miszerint

—0? —0? q C g=1
g(a®) < Taoz* < C’Tga = —ZO'T. (4.3.66)

Tekintsiik a (4.2.3) lemma els§ allitasat:

o>/ 2v,¥(v). (4.3.67)
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4.4. Komplexitas

Ezt felhasznalva kapjuk a tétel masodik egyenlGtlenségét:

C g—1 C qg—1 q—1

i < —Z(le)W\II(U)W. (4.3.68)

Ezzel a tételt belattuk. [ |

4.3.7. Megjegyzés. Fontos hangsilyozni, hogy a megadott o* lépéshossz nem fel-
tétlendl optimdlis, de a késdbbi bizonyitdsokhoz mdr ennyi is elég. A gyakorlatban
dltaldban nem eldre régzitett a-t haszndlnak, hanem valamilyen eqydimenzids opti-

malizdldsi (line-search) mddszerrel kézvetlenil keresnek alkalmas lépéshosszt.

Erdemes megnézni, hogy mit ad a fenti eredmény az egyszertibb esetekben. Ha
példaul x = 0, vagyis az M matrix pozitiv szemidefinit és tavolsagnak valamelyik
kanonikus T, , fliggvényt vélasztjuk, akkor C' = min {ﬁ, eqﬁ}' Konkrétan a

i

mér sokat emlitett ||v — v~ tavolsag esetén (p =1, ¢ = 3) ez C = --ed ad.

4.4. Komplexitas

Az el6z6 szakaszok eredményei alapjan konnyen meg tudjuk adni az eljaras lépés-

szaméat. A végleges eredmény a kovetkezs alakot Olti:

4.4.1. Tétel. Ha 7 > v;', akkor nem tobb, mint

8q(2V1)_qT_q1 a1 7
mwow,ﬂ n)) qw [5 log g—‘ , (4.4.1)

lépésben olyan megolddst kapunk, amelyre a dualitdsrés e-ndl kisebb, ahol 1y(0,7,n)
a (4.2.21) egyenlétlenség jobb oldala, vagyis

VUoT

1 2
Y (1-6)73 O Y, (1-60)73. (4.4.2)

Yo(0,7,n) = —————+ —_—
of ) v (l—6) ’ v (1—0)
Bizonyitas: Két dolgot kell megvizsalnunk:

Az (g, S, ) pontbol indulva hanyszor kell elérelépni a centralis tton, hogy a

kivant pontossagot elérjiik.
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4.4. Komplexitas

Ha az algoritmus soran W(z, s, u) > 7, akkor legfeljebb hany Newton-1épés sziik-

séges ahhoz, hogy végiil ¥ (2, s, u) < 7 legyen.

Az els6 ponthoz gondoljuk meg, hogy ha az algoritmus a py = 1 értékrél indul

és minden lépésben p helyett (1 — 0)u-t vesziink, akkor & 1épés utan a
(1—0)nuy < e (4.4.3)
feltételt kell vizsgalnunk. Logaritmust véve:
klog(1l — 0) + log(nug) < loge, (4.4.4)

amibdl atrendezés utan, felhasznalva, hogy — log(1 — 6) > 0 kapjuk, hogy

nfto

kO > log(nuo) — loge = log — (4.4.5)

vagyis legfeljebb [% log "Eﬂw alkalommal kell a ;1 paraméter értékét csokkenteni.

Az masodik ponthoz tekintsiik az alabbi technikai lemmaét:

4.4.2. Lemma. Legyen t, > 0 olyan sorozat, amelyre

thn <ty —p0t], B>0,v€[0,1), k=0,1,... k. (4.4.6)
Ekkor
; { i ] (447
[ e — 4.
B —7)
sdt, ha valamely réogzitett p > 0 esetén t, > p, akkor
=y plfy“
E< | 2—C |, 4.4.8
[ Bl =) (448)

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy ha 3 > té_w, akkor
ty <ty—pt] <ty—to=0, (4.4.9)

vagyis legfeljebb csak a k = 0 érték johet szoba, arra viszont trividlisan teljesiilnek
az egyenlGtlenségek. A tovabbiakban tehat feltessziik, hogy 0 < 8 < té_v. Ha a

k-adik lépésben még teljesiilnek az egyenl&tlenségek, akkor

_ _ _ _1\1—
< (e — BT =67 (1-867) 77 <

<t, "(1-BL-N ) =t"-B1-7), (4.4.10)
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4.4. Komplexitas

ahol felhasznaltuk a sorozatra vonatkozo6 feltételt valamint az

1-t)*<1-—at, Vtel01] (4.4.11)

egyenlGtlenséget. Ez azt jelenti, hogy t,lfy értéke minden lépésben legfeljebb
B(1 — v)-val cs6kken. Ezt atrendezve kapjuk az allitasokat. O

A (4.2) szakaszban belattuk, hogy a centralis uton p-rél (1 — 6)u-re lépve a
U(z,s, (1 —0)u) tavolsag kisebb lesz, mint (0, 7,n). Annyi Newton-lépést kell
tenniink, hogy a téavolsag kisebb legyen, mint 7. A (4.3) szakaszban aztan megmu-
tattuk, hogy talidlhato olyan 1épéshossz, amellyel egy Newton—lépés soran a tavol-
sagesokkenés legalabb %(21/1)%\1/(@)%. Tekintsiik most a ¢, = W(vy) sorozatot,
ahol a v, pontokat az egymaés utan kovekez6 Newton—lépésekbdl kapjuk. Az elmon-

dottak értelmében:

C g1 a=1
et = V(o) < W(vg) — Z(2V1) 2 W(v) 2 =ty — Pty (4.4.12)
ahol c 1
g—1 q —
_ Yo _ =1 4413

és tudjuk, hogy to = VU(vy) < ¥o(0,7,n). Legyen p = 7, ekkor az imént belatott

lemma maésodik allitasat alkalmazva kapjuk, hogy

g—1 g—1 g—1
z( > -5 @+ 1)

(4.4.14)

A kapott két lépésszam (4.4.14 és 4.4.5) szorzata adja a tételben szerepld becslést.

Ezzel a tételt belattuk. [ |

Legyen most 0 € (0, 1) konstans, és 7 = O(n), ¢ = logn, p > 1 konstans. Ekkor
a Yo(0, 7,n) mennyiség a definicioja alapjan O(n) nagysagrend, igy az algoritmus
lépésszama O(y/nlognlog 2). Jelen pillanatban ez a legjobb lépésszambecslés a
large-update algoritmusok kozott a P (k) linearis komplementaritasi feladatra, s6t
a lineéris programozéasi feladatra is. A gyakorlati alkalmazéisokat tekintve ezek az
algoritmusok a leghatékonyabbak, bar a small-update médszerek elméleti komple-
xitasa jobb.

Itt is megnézhetjiik, hogy milyen eredmény jon ki az el6z8 szakaszban emlitett

specialis esetekben. Ha az T, , fliggvényt tekintjiik x = 0 mellett, akkor a kdvetkezd
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4.5. Altalanositas

fels6 becslést kapjuk:

8q ot 1 n
L]ﬂL—l max {3p + 1,6q + 6} (¢o(0, 7, 1)) —‘ [9 log 5} : (4.4.15)

4.5. Altalanositas

Amint azt mar a bevezet6ben emlitettiik, a fejezet eredményei atvihet6k az egészen

altalanos komplementaritési problémaéakra is:
f(x)>0, >0, z-f(x)=0, (4.5.1)

ahol x € R", f : R®™ — R™. Agz ilyen problémak (mint példaul a variacios egyen-
16tlenségek) a gyakorlati élet szamtalan teriiletén el6fordulnak. Az altalanositas
alapjaul a kovetkez6 definicio és tétel szolgal:
4.5.1. Definici6. (P.(r) leképezés) Egy f : R" — R" leképezést P, (k) leképezés-
nek nevezink, ha minden x # y € R™ mellett érvényes, hogy
(1+48) > (@ — ) (file) = fi(y) + Y (w — w) (fi(x) = fily)) = 0, (45.2)
iez! iez!
ahol
T{ = {i: (@ —y)(fix) = fi(y) > 0}
= {i: (@ —y)(filz) - fi(y) <0}
4.5.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : R" — R™ folytonosan differencidlhato. Ekkor f
pontosan akkor P,(k) leképezés, ha ¥V f(x) minden x € R"™ mellett P.(k) mdtric.
Az — egyébként elég hosszadalmas — bizonyitasok megtalalhatok [32]-ben.

4.5.3. Megjegyzés. A tételbdl is latszik, de a definiciok alapjdn is meggondolhata,
hogy egy linedris f(x) = Mx + q fiigguény pontosan akkor P,(k) leképezés, ha M

P.(k) mdtriz.

4.5.4. Megjegyzés. A nemlinedris komplementaritdsi feladatok megolddsdhoz dl-
taldban sziikség van az [ fligguényre vonatkozéan valamilyen Lipschitz—jellegd si-

masdgi feltételre is.

Mindezen feltételek mellett a nemlinearis komplementaritéasi feladatra a most

bemutatottal megegyez6 komplexitasi eredményt tudunk igazolni.
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5. fejezet

A Mizuno—Todd — Ye

prediktor-korrektor algoritmus

A prediktor—korrektor-modszerek alapgondolata Mehrotra nevéhez [29] fiz6dik, a
prediktor—korrektor kifejezést pedig Mizuno, Todd és Ye hasznaltik elGszor 1993-
ban publikalt cikkiikben [30]. A modszer alapétlete nem az optimalizalas témako-
rébdl szarmazik, hasonlé modszereket hasznélnak a parcialis differencidlegyenletek
numerikus megoldésainal is. Kiilon érdekessége az eljarasnak, hogy nem sorolhato
be a hagyoményos small update/large update (1. 3.2.5. szakasz) eljarasok kozé,
hanem tun. adaptiv médszer. Komplexitasa a jelenleg ismert legjobb eredmény a
bels6pontos modszerek kozott. Az eredeti algoritmust tobben altalanositottik, egy-
szerisitették: a bevezetd rész utan most egy ilyen altalanositast mutatunk be. A
targyalas folyamatossagat megérizends a labjegyzetekben vildgitunk ra az eredeti
modszertdl valo eltérésekre. Részletesen kitériink arra is, hogy milyen altaldnositasi

lehet&ségeket rejt még magiban ez a téma.

5.1. A Mizuno —Todd — Ye algoritmus

Az eredeti algoritmus alabbi altalanositasa Florian Potra eredménye [34]. *

1 Jelsléseink eltérnek Potra jeldléseitdl, mi inkdbb a belsépontos médszerek elméletében szoka-

sos jeloléseket alkalmazzuk.
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

Tekintsiik az alabbi problémat, ahol M pozitiv szemidefinit? matrix:

Mz+q=s (5.1.1)
>0, s=>0 (5.1.2)
s-x =0, (5.1.3)

Jeldlje F = {(a:, s)ERY: Mu+q=s,2,8> 0} a megengedett megoldasok hal-
mazat, F. = {(x,s) € F:x-s=0} az optiméalis (komplementéris) megoldasok
halmazat és Fy = F R a feladat megengedett bels6 pontjainak halmazét. De-

finidljuk a centralis utat a szokisos modon:
C=A{(x,s,pn): (x,8) € F,u>0,2-5=pe}. (5.1.4)

Tekintsiik az F), : R — R", F}, : (z,s) — [ . tt,] fiiggvényt, ekkor a centralis
ut éppen az F,(x,s) = 0 egyenlet megoldashalmaza.

Definialjuk a centralis attol mért tavolsagot a gyakran hasznalt

U(v) = |[jv— v_l”2 (5.1.5)

4 _ x-S Aa ! / 2T
képlettel, ahol v = /=2 (1. pl. [35]). Legyen 7 és 7" olyan, hogy 0 < 7 < 7/ < T
ezzel a két paraméterrel adjuk meg a két kornyezetet.? Ilyen szamokat akkor tudunk

talalni, ha
2
< # (5.1.6)
T2 4+ 2

ahonnan négyzetreemelés utan a
™ 422 - 16 <0 (5.1.7)

egyenl6tlenség adodik. Ezt megoldva és a megoldashoz hozzavéve, hogy 7 > 0,
kapjuk, hogy 0 < 7 < /17 — 1 ~ 1, 767.

2Az eredeti MTY-algoritmus csak ferdén szimmetrikus métrixokkal foglalkozott, vagyis szi-
gorian csak az LP feladatot oldotta meg. A pozitiv szemidefinit komplementaritasi probléma

viszont mar magaban foglalja pl. a kvadratikus programozést is.
3Eredetileg itt a 6(v) = Hv2 — eH2 tavolsag szerepelt a 0,25 és 0,5 kdrnyezeti paraméterekkel.

Konnyen lathato, hogy ezek rendre benne vannak a 0,29 és 0,71 4ltal definialt WU-kornyezetben,

ezzel sikeriilt nagyobb kornyezetre kiterjeszteni az algoritmust.
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

U(x,s,pu) <T

5.1. 4bra. A Mizuno —Todd — Ye prediktor-korrektor algoritmus

Az eljaras miikodése a (5.1) abran kovethetd. Indulasként olyan (z,s) pontot
valasztunk, amelyre W(x,s,u) < 7, vagyis az (z,s) pont benne van a centralis
ut p értékhez tartozd pontjanak 7-kornyezetében. Innen — egy Newton-lépéssel —
olyan (2’,s’) pontba jutunk, amely legfeljebb 7’ tavolsagra van a centralis ut egy
i’ pontjatol, ahol p' < p.

A korrektor lépésben arra toreksziink, hogy bejussunk a p' pont 7-kdrnyezetébe.
Ehhez szintén csak egy* Newton-lépésre lesz sziikségiink. Ezek utan az iteracio

kezd6dik elolrsl, amig valamilyen megallasi kritérium nem teljesiil.

5.1.1. A prediktor l1épés

Tekintsiink egy olyan (z, s) pontot az algoritmus miikodése soran, amelyre
U(x,s,pu) <T. (5.1.8)
Ekkor az alabbi Newton-rendszert oldjuk meg:

MAzx = As (5.1.9)
TAs + sAx = —xs (5.1.10)

4Miznuo, Todd és Ye eredeti algoritmusaban csak annyi volt garantalhaté, hogy néhany kor-
rektor 1épés elég. Az eredmény a maga idejében mégis Gjnak szamitott, mivel elGtte nem voltak
ismertek ilyen becslések.
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

Algoritmus 5.1 A Mizuno —Todd — Ye prediktor—korrektor algoritmus
Input:

Pontossag: ¢ > 0

27
V2

T és 7' kornyezeti paraméterek, amelyekre 0 < 7 < 7' <
(29, 5% 1u°) kezdSpont, amelyre ¥ (z°, s°, u°) < 7
k:=0
while z7s > ¢ do
(w8, 1) = (x%, %, u*)
PREDIKTOR-LEPES
Az és As meghatarozéasa (5.1.9) alapjan
az « lépéshossz meghatarozasa
¥=c+alz,s=s+als, ' =(1—-a)u
— U, s ) <7’
KORREKTOR-LEPES
Az’ és As' meghatarozasa (5.1.22) alapjan
xt =2+ Ax), st =+ A, ut =y
(2FH1, shHL Ry (o 5T )
— Uz, st ut) <7
k=k+1
end while

Output: (z,s), amelyre 27s < ¢
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

Ez egy klasszikus affin skalazasi 1épés, és mivel az M matrix pozitiv szemidefinit,
ezért egyértelmien létezik a (Ax,/As) megoldas. Ezek utdn az a paramétert a

lehet§ legnagyobbra vilasztjuk:
a=max{a’ € [0,1] : Vo' € [0,a], ¥(z('), s(a), p(a')) < 7'}, (5.1.11)

igy biztositani tudjuk, hogy a prediktor lépésben kapott (z’,s’) pont benne lesz a
centralis ut (1 — a)pu-hoz tartozé pontjanak 7’ kérnyezetében.

Legyen tehat x(a) = x + alz, s(a) = s+ al\s és p(a) = (1 — a)u és vezessiik
be a p = % jelolést. A prediktor lépésben kapott pont tavolsagara a kovetkezd
igaz:

2

P (afa). st (o) = |

2 n n
. zi(a)si(a) () _ :u(a> i ZL’i(Oé>SZ‘(Oé) _
— ‘ (\/ w(a) \/xi(a)si(a)) - Zl Ii(Oé>S—- Oé 2n + Z 704 —

1=

_ (1—a)u _2n+z a)x;s; + « AxZAsZ:

—~ (1 —a)zs; + a*AxiAs; (1—a)u
a W x;S; + pAx;As;
= — 2 e
< T;8i + goAxiAsi n Z 1
197 A zA % o A zA %
_ Z XT;S; U LT S + Z (Yoyavy S 7
— xzsz x;8; + pAx; As;) — 1
(5.1.12)
vagyis
U2 (z(a), s(a), u(a)) = U (x, s, 1) + f(p), (5.1.13)
ahol
: VAV//RWAN
p=""2 =220 (5.1.14)
7 p
- ¥4qi
flp) = pelq— _ . 5.1.15
() ; pi(pi + ©4:) ( )
Az f fiiggvény csak az
0 5 P By
I=10,¢), ¢ =min {| B D < 0} (5.1.16)
4qi
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

intervallumon értelmezhetd, hiszen itt garantalhato, hogy (z(«), s(«)) bels pont
lesz. A masodik derivalt:

n

2q?
ffle)=) ———3>0, 5.1.17
) ; (pi + ¢4:)? (5.1.17)
ha ¢ € I, vagyis f szigoruan konvex I-n. Mivel f(0) = 0 és lim,_.; f(¢) = o0,
ezért az
flp) =77 = W2(z,5, 1) (5.1.18)
egyenletnek egyértelmiien 1étezik megoldasa [-n. A megoldast p*-gal jellve:

Oé*2

1—of

=", (5.1.19)

vagylis o = #\/ﬁ. Erré6l az értékrsl az alabbi allitds mondhato:
5.1.1. Allitas. Az igy kapott o, vagyis az f (%) = 7% — U%(z,s,u) egyenlet

egyértelmid megolddsa a prediktor lépésben megtehetd legnagyobb lépéshossz.

Bizonyitas: Konnyen lathatd, hogy ennél nagyobb mar nem lehet, mert akkor
W22, s 1) > 7'. Az is trivialis, hogy Mz(a) = s(a) teljesiil. A megengedettség
bizonyitdsdhoz mar csak azt kell latnunk, hogy z(a/),s(a/) > 0, Vo' € [0,q].
Tegyiik fel indirekt mddon, hogy létezik olyan o € [0, o], amelyre ez nem teljesiil,
vagyis z(a/) - s(a’) = 0. Ekkor

lim 2(z(a), s(a), ula)) = oo, (5.1.20)

a—a!

ami ellentmond annak, hogy
U?(z(a), s(a), u(a)) = Vi(x,s, 1) + f(a) < oo (5.1.21)
Ezzel belattuk, hogy a fent definidlt o a megengedett legnagyobb lépéshossz, amely-

re még az is teljesiil, hogy ¥?(z(a), s(a), p(a)) < 7. |

5.1.2. A korrektor lépés

A prediktor lépésben olyan (2, s') pontot kaptunk, amelyre U2 (2, s', ') < 7/. Cé-

lunk most az, hogy a centralis ut 7’-kornyezetébdl visszatérjiink a 7-kérnyezetbe, és
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

uténa folytassuk az iteraciot egy prediktor 1épéssel. A kovetkez6 Newton-rendszert,
oldjuk meg:
MAx = A§ (5.1.22)
T’ As' + s'Aa’ = ple — 2 (5.1.23)
Legyen (z7,s%) = (2/ + A, s' + As'). Vizsgaljuk a U?(x™, s, uT) tavolsdgot, ahol
pt=p=(1-apu

A WAY zn: AN YA Xn: (AZAS)? N @
S+ AxAs) =t

¢’ q‘2
- i ’+Zl—2|q’]’ (5.1.24)

1 4 !
€Ty T4 €T v

Az AJ:

ahol bevezettiik a ¢/ = jelolést, az 7, és 7_ indexhalmazokat pedig ¢, elGjele

szerint definialjuk. Becsiiljiik most a vektorokat a ||.||,, norma segitségével:

2 ||q'||
\1[2 l’+, S+,u+ S ||q || ||q || |qz o) Qza 5 1. 25
( ED I e 2l S 2

i — Il &

ahol az utols6 egyenl&tlenségnél kihasznaltuk, hogy M pozitiv definitsége miatt

Ya=> 4+ a>0 (5.1.26)

i=1 €T €T
A tovabbiakhoz tekintsiik az alabbi lemmét:

5.1.2. Lemma. Legyen M € R™" pozitiv szemidefinit mdtriz, a € R" tetszdleges

vektor. Ekkor az

MAx = As (5.1.27)
tAs+sAhx = a (5.1.28)
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

Newton-rendszer birmely (Ax, As) megolddsdra teljesiil, hogy

Z AziLs; < L|(x- s)*l/QaHz (5.1.29)
i€y

|Az-As|l, < (- s) 2l (5.1.30)
|Az- sl < (@ s)7 )] (5.1.31)
Az Aslly < L@ 5)7alf;, (5.1.32)

ahol T, = {i: Az;As; > 0}.

Bizonyitas: M porzitiv szemidefinitsége miatt elég az els6 egyenlGtlenséget igazol-
nunk, a tobbi ennek egyszert kdvetkezménye. Osszuk el a Newton-rendszer méasodik
egyenletét /x - s-sel. Ezzel az alabbi rendszert kapjuk:

a/.
DAz + D 'As = — 5.1.33
T+ s N ( )
ahol D pozitiv diagonalis matrix. Ekkor az ¢ € Z, koordinatakra:
2
0 < 4Az;As; < (5.1.34)
Z;S;
Ezeket Gsszeadva kapjuk a kivant allitast. [ |
A lemmat az a = p'e — 2’s’ valasztéassal alkalmazva kapjuk hogy
p e—a T 5’ 2
Il < < g [ R
1€T
(5.1.35)
mivel p/ < 1. Ezt beirva a fenti (5.1.25) becslésbe kapjuk, hogy:
2\Il4<llfl S/ /1’/> 27_14
U2 (2T, st ut L < ) 5.1.36
(v TAPRS 16 — W4 (2, ', ') — 16 — 774 ( )
Hasznaljuk ki a 7/-re tett 7/ < ;L kikotést, igy:
27
274 2 < g 2+2> 21672
W2 (gt st ot < u = =7%, (5.1.37
( S 7/“[/)—16_7_/4—16_ 2\/F 4 16(T2+2)_167—2 T, ( )
Vs

vagyis tényleg visszajutottunk a kisebb kornyezetbe. Ebbél — a prediktor 1épés-
nél leirtakhoz hasonléan — konnyen kovetkezik, hogy az (z7,s™) pont szigortan

megengedett megoldés.
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

5.1.3. Komplexitas

Az algoritmus komplexitasdnak elemzéséhez a prediktor lépésben szerepl§ o lé-
péshosszra kell als6 becslést adnunk. A prediktor 1épésrél szolé részben lattuk,

hogy a az f(¢) = 7 — U?(x, s, 1) egyenlet egyértelmt megoldasabol® szdmolhato
2¢

ot/ P24

tervallumon, ami sziikebb, mint az eredeti [O,min { lé’%"

az o =
8llall o0

11 E Z_H intervallum. A

képlettel. Tekintsiik most az f fiiggvényt csak a [O, Sminp ] in-

kovetkez6 lemmét fogjuk hasznalni:

5.1.3. Lemma. Ha V*(x,s, ) < 2n, akkor

1 s
< —<1+n++2n+n2 (5.1.38)
L+n+2n+n*  p

Bizonyitas: Legyen v a I tetszGleges komponense, példaul az els és legyen ¥

illetve 5 a tobbi komponensbél allo n — 1 dimenziés vektor. Ekkor:

XLiS;

1

n 1 n
2> Pla,sp) =v+y L —2n—1) =24+ 43 >
=2 i i—2

1 1
>v—2+ -+ V3, 5pu) >v—2+~ (5.1.39)
v

v

Ebbél a kovetkezé masodfoku egyenlétlenséget kapjuk:
¥ —2(1+n)r+1<0, (5.1.40)

ahonnan adodik a lemma 4llitasa. [ |

A lemméat n = 72—2 esetén alkalmazva kapjuk, hogy

1
—— < minp < |p|l, <m(7), (5.1.41)

m(7)

2 4
m(r) :1+%+\/T2+TZ. (5.1.42)

A lényegi eredményt a kovetkezd allitas tartalmazza:

ahol

SA ¢ érték ¢ pontossaggal kiszamithaté O(logloge) idében [33].
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

5.1.4. Allitas. Minden ¢ € [0 3mmp] esetén igaz, hogy

» STl
)Y (5.1.43)

1€y

ahol h(7) =8 (m(T) - 11ml(r)2>'

Bizonyitas: A definici6 miatt nyilvanvalé, hogy

Zv%(l‘m) > (1= ) *

Z€I+
1
S on(1- ) < soql( )-
Z i) <2 ol (ol + Tl

- > elal < ! ) (5.1.44)

]__
= minp (minp — ¢ |lq|.)

Az M métrix pozitiv szemidefinit, igy:
Z 4% 2> Z | - (5.1.45)
€Ty i€l

vagyis > ;.7 |q;| helyett Zieh gi-t véve tovabbi fels§ becslést kapunk. Hasznél-
juk fel még a (5.1.41) eredményt és azt, hogy az f fliggvény sziikebb értelmezési

tartomanyan ¢ [|¢|| . < 2 minp:

1 1
R N ey ey R = 1

- ! ! >
<o 7~ i o=
%(mlnp)2 [F22]. (HpHoo + gmlnp

€I+

m(r)?
< . (5.1.4
—8*0( 5 1im(r )Zq (5.1.46)

1€y

Ezzel a lemma allitasat belattuk. |
A lemma erejét az adja, hogy az f fliggvényt feliilr6l tudjuk becsiilni egy
egyenessel, ezéaltal — f konvexitdsa miatt — als6 becslést tudunk adni f(p) =

2 — W%(z, s, 1) gyokére.
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

5.1.5. Kovetkezmény. Az f(p) = 7% — U?(x,s, 1) egyenlet egyértelmi o megol-

ddsdra teljestil, hogy

72 — V(x5 1) 3 } , (5.1.47)

W) Yiez, ¢ 8m(7) llgllo

Bizonyitas: Az minimumban szerepld els§ tag a lineéris becslésbél, a masodik

302@::min{

pedig az f fliggvény értelmezési tartomanyara tett megszoritasbol szdrmazik. W

Vizsgaljuk most meg a becslésben szereplé mennyiségeket:

5.1.6. Lemma. % Legyen g = A”LAS, ahol Az és As a (5.1.9) rendszer megolddsai.
Ekkor
n T
;< — —_ 5.1.48
Sa<in(%) (5:1.49)
’LEI+

lall, < 5 m (%) . (5.1.49)

Bizonyitas: A (5.1.3) lemmahoz hasonloan igazolhat6, hogy ha ¥?(x,s, u) < 27,
akkor

1 1 T 2 2 2
) _ds o0, _77+77_2:m< _77>'
2
m</2777> 14+ 2#+% nu n n on n
(5.1.50)
A korrektor lépésnél hasznalt (5.1.2) lemmat az a = —xs esetben hasznalva
kapjuk, hogy
> Amihs < L |vs||2 = s (5.1.51)
, 4 2 4’
’LEI+
vagyis
2's n T
< — < — — . 0.1.52
2 a1 (ﬁ) (5.1.52)
i€l
A maésik egyenlGtlenség hasonléan lathato be. |

Ezeket az eredményeket az (5.1.47) becslésbe beirva és figyelembe véve, hogy
U2(z, s, 1) < 7 kapjuk, hogy
4 2 2 3 4
¢z¢27min{7 L }: T (5.1.53)

6Ez a lemma hibasan szerepel a mér emlitett [34] cikkben.
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5.1. A Mizuno - Todd - Ye algoritmus

A ¢ értékbdl konnyen visszaszamolhatjuk a megfelel6 o értéket:

_ 2 4
_ TPt VQ"O s (5.1.54)

«

ami az p-nek novekvé fiiggvénye, vagyis a p-re kapott alsé becslés atvihets a-ra is.

Az eredmények a kiovetkezs tételben foglalhatok ossze:

5.1.7. Tétel. A prediktor lépésben megtehetd legnagyobb lépéshosszra igaz, hogy

a> o= (5.1.55)

Xn=2 [— 1 \/#H—\/L (5.1.56)
(e W@ o ()

korldtos mennyiség.

ahol

Bizonyitas: A tétel bizonyitasahoz mér csak y, korlatossigat kell belatni. Az m

fiiggvény definiciojabol adédoan

m (%) Nl (5.1.57)

ha n — oo, igy

2 _ 2 3
X — 207 = 2 min{Th ! }>0. (5.1.58)

Ezzel a tételt belattuk. [ |

5.1.8. Megjegyzés. Az alkalmazott kizelités eqyszeriisége ellenére jelenleg ez a
legjobb aszimptotikus also becslés az affin skdldzdsi irdnyhoz tartozo lépéshosszra a

pozitiv szemidefinit esetben.

Az algoritmus iteracidoszamanak becslését az teszi kiilonosen egyszertivé, hogy a
prediktor és a korrektor 1épésben is csak egy 1épésre van sziikség, igy csak azt kell
kiszamolnunk, hogy a centrélis iton hanyat kell 1épniink, vagyis hanyszor frissitjiik
a i paramétert. Legyen az algoritmus olyan, hogy 1o = 1, ekkor a k-adik iteraciéban

a dualitasrés n(1 — ). Igy ekvivalens atalakitasokkal irhatjuk, hogy:

n(l—a)f <e

logn + klog(l —a) < loge,
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ahonnan a minimalis iteraciészamra kapjuk, hogy

log £ log £ log
log(1 — «) log(1 — =) —log(1 — %) = €
(5.1.59)
vagyis a Mizuno —Todd - Ye-algoritmus lépésszama O (\/ﬁ log g) nagysagrendii. Ez

a ma ismert legjobb lépésszambecslés a linearis (kvadratikus) programozasi fela-

datra.

5.2. Altalanositasi lehetgségek

Amint azt mar a bevezet&ben is emlitettiik, a bels6pontos modszerek legnagyobb
ereje a sokoldalu altalanosithatosag. Az el6z6 fejezetben mutattunk példat olyan
eljarasra, amely a P, (k)-linearis komplementaritasi feladatot oldja meg tetszdleges
onregularis tavolsagfiiggvény mellett. Azt is lattuk, hogy az eredeti Mizuno—Todd —
Ye algoritmus a tavolsagfiiggvény cseréje altal nagyobb kornyezetben tud miikodni,
igy jobb eredményt tud elérni. Felmeriil tehit a kérdés, hogy lehet-e a MTY algo-
ritmust tovabb altaldnositani. Tobb kérdés meriilhet fel:

A legtermészetesebb kérdés az, hogy miikddik-e az algoritmus P, (x) matrixok
esetén is. A fenti bizonyitasban az M matrix pozitiv szemidefinitségét lényegében
csak a prediktor 1épés hosszanak becslésekor hasznaltuk, ebbdl tudtuk bizonyitani,
hogy az algoritmus polinomidlis. Ez azt jelenti, hogy a MTY algoritmus alkalmaz-
hat6 a P, (k) esetre is, valtoztatni esetleg csak a kornyezeti paramétereken kell és
nem garantalt a polinomiélis komplexités sem. Ezen javitani két modon lehet. Az
egyik, hogy a sziikséges becsléseket belatjuk P, (k) méatrixokra is, a méasik, hogy
az algoritmust valtoztatjuk meg. Ha visszaidézziik az eljaras lépéseit, akkor latjuk,
hogy két helyen valtoztathatunk: a Newton-rendszereken, vagy a tavolsagfiiggveé-
nyen.

A Newton-rendszerek altalanosan elfogadott és hatékony eszkozei a belsGpontos
modszerek elméletének. T6bb kutaté [18, 32| foglalkozott azzal, hogy a kiilonb6z6
alakokkal milyen eredmények érhetck el. Alkalmasan valasztott rendszerek esetén az
elemzés konnyebbé valhat. Hasonl6 a helyzet a tavolsagfiiggvény esetén is. Lattuk,

hogy a fenti altalanositas alapgondolata az volt, hogy a ||v — e|| tavolsag helyett
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5.2. Altalanositasi lehetéségek

a Vv — v~ tavolsdgot hasznéltuk, ezéaltal valtozatlan komplexitaseredmény mel-
lett nagyobb kdrnyezetben miikodstt az algoritmus. Ez utdbbi tavolsag dnregularis
fliggvénybdl szarmazik, igy természetes a kérdés, hogy més onregularis fiiggvények-

kel milyen eredmények érhetdk el.

Algoritmus 5.2 Altalanositott prediktor—korrektor algoritmus vazlata
Input:

Pontossag: ¢ > 0
Upred €s Voo tavolsagliiggvények
T és 7' kornyezeti paraméterek

0. 5% 1% kezddpont, amelyre W,,..q(z%, s°, u°) < 7

(x
k:=0
while z”s > ¢ do
(w8, 1) = (x%, %, u*)
PREDIKTOR-LEPES
Az és As és az o 1épéshossz meghatarozasa
¥=x+alz, s =s+als, () =(1—a)u
= W (2, 8" 1) < 7'
KORREKTOR-LEPES
Ax' és A\s' és az o lépéshossz meghatéarozéasa
xt =2+ AL, sT =5+ A, ut =
= Uppea(at, st oput) <7
(R0, sE L Ry (g syt
k:=k+1
end while

Output: (z,s), amelyre 27s < ¢

Végiil a MTY-algoritmust egészen altalanos formaban is megfogalmazhatjuk (1.
az (5.2) algoritmust). Lathato, hogy a prediktor és a korrektor 1épésben két kiilon-
bozé tavolsagfiiggvényt, vagyis tulajdonképpen két kiilonb6z6 kornyezetet haszné-
lunk. Ezaltal konnyebbé valhat a Newton-rendszerek kezelése, viszont bonyolultabb

lesz a két kornyezet Osszehasonlitasa.
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban Osszefoglaltuk a belsépontos modszerek megértéséhez és elemzéséhez
sziikséges alapvetd elméletet.

A 2. fejezetben megmutattuk, hogy a linearis és a kvadratikus optimalizalési
feladatok megfogalmazhatok P, (k)-linearis komplementaritasi problémaként. A fe-
jezet tovabbi részében (2.3. szakasz) megvizsgaltuk a P,(x) matrixok legfontosabb
tulajdonsagait.

A 3. fejezetben bemutattuk a bels6pontos modszerek kulcselemeit: a belsGpon-
tos feltételt ((3.1.1) definici6), a centralis utat ((3.1.6) definicié és (3.1.8) tétel),
a Newton—rendszert (3.1.2. szakasz) és az akadalyfiiggvényeket ((3.1.11) definicio),
majd részletesen elemeztiik a centrilis it és az optimalis megoldashalmaz tulaj-
donsagait ((3.1.2) tétel és kovetkezményei). A fejezet tovabbi részében kiilonbozo
szempontok szerint roviden sorra vettiik a lehetséges algoritmusokat. Réviden ki-
tértiink az elmélet és a gyakorlat kozotti kiilonbségekre is.

A 4. fejezetben egy klasszikus utkovetd eljarast ismertettiink a P, (x)-linearis
komplementaritéasi feladatra. Bevezettiik az onregularis fiiggvényeket ((4.1.1) de-
finicio) és megvizsgaltuk alapvets tulajdonsigaikat. Részletesen elemeztiik az al-
goritmus komplexitasat altalanos és specidlis esetekben, tetszéleges onregularis ta-
volsagfiiggvény mellett. Kitértiink a nemlinearis komplementaritasi feladatra valo
altalanositas lehetGségére is (4.5. szakasz). A levezetett komplexitasi eredmény a
ma ismert legjobb a large-update algoritmusok (3.2.5. szakasz) kozott.

Az 5. fejezetben egy prediktor-korrektor modszert, a Mizuno—Todd - Ye-

algoritmus altalanositott valtozatat targyaltuk a pozitiv szemidefinit komplemen-
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taritasi feladatra. A prediktor (5.1.1. szakasz) és a korrektor (5.1.2. szakasz) lépés
vizsgalata utan részletesen elemeztiik az algoritmus komplexitasat (5.1.3. szakasz).
Az itt kapott komplexitasi eredmény a ma ismert legjobb a belsGpontos eljarasok
kozott.

Az elmélet mellett a fontos definicidkat, tételeket egyszert példaval, abraval is

illusztraltuk.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonet illeti témavezetémet, Il1lés Tibort, aki bevezetett engem a belsGpontos
modszerek vilagaba, és minden szakmai segitséget megadott a szakdolgozat megi-
rasahoz.

A dolgozat elkészitését részben tamogatta az ETIK.
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affin skalazéas, 31, 63, 70 kvadratikus programozas, 11

akadalyfiiggvény, 4, 29, 31 i
yluggveny. Lemke-algoritmus, 3

belsé pont, 19 line4ris komplementaritéas, 4, 11
belsépontos feltétel, 19 line4ris programozas, 8

biszimmetrikus matrix, 13, 14 métrixosztalyok, 5

centralis tt, 24, 27, 35, 60 Mizuno — Todd — Ye algoritmus, 62, 72
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Dikin-modszer, 31 Newton-lépés, 22, 56
dualitasrés, 9, 18 Newton-médszer, 29

Newton-rendszer, 38, 61, 65
elégséges matrix, 5
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P, matrix, 5, 14
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Karmarkar—algoritmus, 5, 31 szimplex-mddszer, 3, 18
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komplementéaris megoldés, 11, 19

korrektor lépés, 64 utkovetd algoritmus, 30, 39

76



Irodalomjegyzék

1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

7]

8]

K. M. Anstreicher. On long step path following and SUMT for linear and
quadratic programming. SIAM Journal on Optimization, 6(1):33-46, 1996.

K. H. Borgwardt. Some distribution independent results about the asymptotic
order of the average number of pivot steps of the simplex methods. Mathema-
tics of Operations Research, 7:441-462, 1982.

Y. Y. Chang. Least index resolution of degeneracy in linear complementa-
rity problems. Technical report 79-14, Department of Operations Research,
Stanford University, Stanford, California, USA, 1979.

R. W. Cottle, J. S. Pang, and V. Venkateswaran. Sufficient matrices and
the linear complementarity problem. Linear Algebra and its Applications,
(114/115):231-249, 1989.

G. B. Dantzig. Programming in a linear structure. Comptroller, February
1948.

G. B. Dantzig. Linear programming and extensions. Princeton University
Press, Princeton, 1963.

D. den Hertog, C. Roos, and T. Terlaky. The linear complementarity prob-
lem, sufficient matrices and the criss-cross method. Linear Algebra and Its
Applications, (187):1-14, 1993.

A. V. Fiacco and G. P. McCormick. Nonlinear programming: Sequential un-

constrained minimization techniques. John Wiley & Sons, New York, 1968.

7



IRODALOMJEGYZEK

[9] M. Fiedler and V. Ptak. Some generalizaions of positive definiteness and
monotonicity. Numerische Mathematik, 9:163-172, 1966.

[10] R. Frisch. The logarithmic potential method for convex programming prob-

lems. Memorandum, University Institute of Economics, Oslo, 1955.

[11] R. Frisch. The logarithmic potential method for solving linear programming

problems. Memorandum, University Institute of Economics, Oslo, 1955.

[12] K. Fukuda and T. Terlaky. Criss-cross methods: A fresh view on pivot algo-
rithms. Mathematical Programming, 1997.

[13] Stoyan Gisbert and Galina Takd. Numerikus mddszerek I. ELTE - TYPOTEX,
Budapest, 1993.

[14] F. Glineur. Topics in convez optimization: Interior-point methods, conic dua-
lity and approximations. PhD thesis, Faculté Polytechnique de Mons, Mons,
Belgium, 2001.

[15] A. J. Goldman and A. W. Tucker. Theory of linear programming. In H. W.
Kuhn and A. W. Tucker, editors, Linear Inequalities and related systems, An-
nals of mathematical studies, No. 38, pages 53-97. Princeton University Press,

Princeton, New Jersey, 1956.

[16] S. M. Guu and R. W. Cottle. On a subclass of 5. Linear Algebra and its
Applications, 223/224:325-335, 1995.

[17] T. Illés, J. Peng, C. Roos, and T. Terlaky. A strongly polynomial rounding
procedure yielding a maximally complementary solution for P, (x) linear comp-
lementarity problems. SIAM Journal on Optimization, 11(2):320-340, 1998.

[18] T. Illés, C. Roos, and T. Terlaky. Polynomial affine-scaling algorithms for
P.(k) linear complementartiy problems. In Recent advances in optimization,
Trier, 1996, Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems, 452,

pages 119-137. Springer, Berlin, Germany, 1997.

[19] N. K. Karmarkar. A new polynomial-time algorithm for linear programming.
Combinatorica, 4:373-395, 1984.

78



IRODALOMJEGYZEK

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

L. G. Khachiyan. A polynomial-time algorithm for linear programming. Dok-
lady Akad. Navk. USSR, (244):1093-1096, 1979.

E. Klafszky and T. Terlaky. Some generalizations of the criss-cross method

for quadratic programming. Combinatorica, 9:189-198, 1989.

E. Klafszky and T. Terlaky. Some generalizations of the criss-cross method for
quadratic programming. Math. Oper und Stat. ser. Optimization, 24:127-139,
1992.

V. Klee and P. Kleinschmidt. The d-step conjecture and its relatives. Mathe-
matics of Operations Research, 12:781-755, 1998.

V. Klee and G. J. Minty. How good is the simpler method? Inequalities III.
Academic Press, NY, 1972.

N. and Noma T. and Yoshise A. Kojima, M. and Megiddo. A Unified Approach
to Interior Point Algorithms for Linear Complementarity Problems. Lecture

notes in computer science. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1991.

C. E. Lemke. On complementary pivot theory. In G. B. Dantzig and A. F.
Veinott, editors, Mathematics of decision sciences, Part 1, pages 95-114. AMS,
Providence, Rhode Island, 1968.

C. E. Lemke and J. T. Howson Jr. Equilibrium points of bimatrix games.
STAM Journal, 12:413-423, 1964.

N. Megiddo. Pathways to the optimal set in linear programming. In N. Meg-
iddo, editor, Progress in mathematical programming: Interior point and related
methods, pages 131-158. Springer-Verlag, 1989.

S. Mehrotra. On the implementation of a (primal-dual) interior point method.
SIAM Journal on Optimization, 2(4):575-601, 1992.

S. Mizuno, M. J. Todd, and Y. Ye. On adaptive-step primal-dual interior
point algorithms for linear programming. Mathematics of Operations Research,
18:964-981, 1993.

79



IRODALOMJEGYZEK

[31] Y. E. Nesterov and A. S. Nemirovskii. Interior point polynomial algorithms

in convexr programming, volume 13 of SIAM studies in Apllied Mathematics.
SIAM, Philadelphia, USA, 1994.

[32] Jiming Peng. Self-reqular proximities in convex optimization. PhD thesis,
McMaster University, Hamilton, Ontario, Canada, 2001.

[33] Florian A. Potra. Efficient hybrid algorithms for finding zeros of convex func-
tions. Journal of Complexity, 10:199-215, 1994.

[34] Florian A. Potra. The Mizuno—Todd - Ye algorithm in a larger neighborhood
of the central path. Furopean Journal of Operational Research, 2002.

[35] C. Roos, T. Terlaky, and J.-Ph. Vial. Theory and Algorithms for Linear Op-
timization, An Interior Point Approach. Wiley-Interscience Series in Discrete
Mathematics and Optimization. John Wiley & Sons, New York, USA, 1997.

[36] N. Z. Shor. Utilization of the operation of space dilatation in the minimazation
of convex functions. Kibernetika, 1:6-12, 1970.

[37] Gy. Sonnevend. An ‘analytic center’ for polyhedrons and new classes of global
algorithms for linear (smooth, convex) programming. In A. Prékopa, J. Szele-
zsén, and B. Strazicky, editors, System modelling and optimization: proceedings
of the 12th IFIP conference held in Budapest, Hungary, September, 1985, vo-
lume 84 of Lecture notes in Control and information sciences, pages 866—876,

Berlin, West Germany, 1986. Springer-Verlag.

[38] T. Terlaky. Egy 1j, véges criss-cross modszer linearis programozasi feladatok
megoldasara. Alkalmazott Matematikai Lapok, 10:289-296, 1984.

[39] T. Terlaky. A convergent criss-cross method. Math. Oper und Stat. ser. Op-
timization, 16(5):683-690, 1985.

[40] T. Terlaky. A finite criss-cross method for oriented matroids. Journal of
Combinatorial Theory (Ser. B), 42(6):319-327, 1987.

[41] T. Terlaky. An easy way to teach interior point methods. Furopean Journal
of Operational Research, 130(1):1-19, 2001.

80



IRODALOMJEGYZEK

[42] A. W. Tucker. Dual systems of homogenous linear relations. In H. W. Kuhn
and A. W. Tucker, editors, Linear Inequalities and related systems, Annals of
mathematical studies, No. 38, pages 3—18. Princeton University Press, Prince-
ton, New Jersey, 1956.

[43] H. Véliaho. P, matrices are just sufficient. Linear Algebra and its Applications,
239:103-108, 1986.

[44] Xin Wang. From simplex methods to interior point methods: a brief survey

on linear programming algorithms, March 1999.

[45] Zh. Wang. A conformal elimination free algorithm for oriented matroid pro-
gramming. Chinese Annals of Mathematics, 8(B1), 1987.

81



