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¥
_n�(��Wy�*����W���Z�Zy+ ]6+ �1'

Z���#1���9W@}�+ ��� ���RZ��('�7�'p�1��W�,9���5�(Z�ZQ'��(!"!<�fZ���#1���9W@}�+ ��� ���*��,<`�]1��]1+
¤

S5�('�#(�µM

H
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� à��ÛØ � R è Ü Ý � Úaà;Ý à � ÙQ×ÛØ � Ù�� R � N à;Úp×�� ×äÙQÜÛè

NOZ�Z��1���B$&�DS5�1#(�6+ Z��1��Z��1!8^n+L��+&S5^�,���'��������������%](�8��,X`���)�� ��+���,9^��f����+���!<��'K��#���'����J��'�����$&�1'K>
��)*��+ ����+(_w!<��S5);��'KWX���;!"�@)��('�'K+y��)�^���,�!<�1��_���!"�1'�W@��,Ò,�](���1�R�(��W@7�+�+�,��(#1�('����¡�(#(�1,��1+Q�
������Z�'�](!<��,���+�_X�53�+�����,@,���'É��'�+L��'Y����������Z�Z"���v��#(��,9�*��' M9o )���'�����#���+w.���+ � ��'�]6`�3J��]1��#(]1Z��(���(#6+
��#%��'K+L��'�������� ��Z�Z�!<�@)��1'�'K+���'�)�S5^�,y!"�(��M

ø!U�T@U ��a�\_^]b1X�a¹i��_XEûqýqXEÿ�� ûqþfbqi
o�'�������������� ���u,����5'Y��+���#(��+5+�_�'������(�������am(]1'�$&7�����`�](�XW��(�{����+ ��!y��'��K#���'����
�²'��1���1��W@��#(�1�u��Z�Zf�����1� �\>
m(��:�,@^n+L��+ �����*!"�@)��('�'��(,c,���#(]²+L���5+���#1��,j_X!"](�����P��#(��!<���O$&���X+ ���O��WX��,�����'���+ �����5��Z�'�](!<��+O'��(.��6+
!<�1��$&���X��'�!"��#1����]1�t!<�1����'�)*�����
���1��}�+���]1��]1`��1' MÉo�#8��'�����$&�('���)*�\+ �*��,~+ ��Z�ZÉ_É'�](�XW��(��]1Z��(�k�1,X>
`n�K`���'��(���f��'���,(S��B'�]6+ �1#(��,�_{��!<�1'�W��1,i0\S%`���'K+ ��#1:�,kZ��1`��(#1�1+ ]1� ]1`��(' _x��+ �5,\��'���#������ ��' _���'�'��6+�`��y�
$&�('�+�]1+��('��1,<��+�m(���������5+ ����}�+ ��� ��`���'�,������9W��1�B��+5$&���X��'�!<��#(.*�\+ :�,8�(��Wn!<���5Z*��M�ñ��(,9���9+���7�,y!"���5+
��#%��'���Z�Z���$&���5!y��Z����Q��)���+5+�,9'������5#(��,@^���'������������������5����� ��!<��#����5�É$&�1'Y��)���+ ��+gÚ

min
{

cTu : Au ≥ b, u ≥ 0
}

,
AµzwI

��.���'
A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c, u ∈ Rn _*](�²}���S5^�,<$&�1'
�U)�^*��'�����������Z�'�]1!y��+gÚ

max
{

bTv : ATv ≤ c, v ≥ 0
}

.
A©ldI

oâ������!<��'9!"�(���(�����1)��1+5+x!<�1����'�)*������, {u : Au ≥ b, u ≥ 0} .*��'�!<��#���+
P
> `��('µ_��¡)�^���'n!"�(��>

�(�����1)��1+5+u!"�(����'�)*���5��, {
v : ATv ≤ c, v ≥ 0

} .*��'�!<��#��\+
D

>?`��1'jS5�('���' S57�,jM%Ù�����#
A

!<��+5>
���K=y����� ���É'�������������� ���~�����5#(�6$&7��������1,j_���,9,����ó,������9W��1�B'���+ .*�\+ :�_@.�����W<`���'Y��!"�('KW@��,"�1��W��1��'��6+

s



õnMKC�M*
p�����(����������������� ��!"��#����

�('�.�����W@.*��+�:QA&,���`��6+ ,��1#(��,~�c+ ��Z�Z���Z�3�'�I6_X`�����Wy�1'�'��(�9+�!<����)*���5�����f�5�(��)��5#(�1�(_�+��(.*��+²��#d��'�+L��>
'Y��������� ���fm1�����5Z�}�+ ��� �J��]('�,@7�'�$&�('�+��(.��6+ 3�_@.�����W<��#

A w!Ð4�©��ví}hs��o� Î v,zÓvx¡Ë{uÐ4��v|s Î ¡dÔ�Õ����#{��¿z|{�¡Ë{�� _
`�����W@���²��#

A
+ �('TS5�(�ó�����5� ������0aM


p�(��W��1�B!<���5+
u ∈ P ������!y��'µ_

v ∈ D )�^*��'p!"�(���(�����1)��1+5+�!<�1����'�)*���(_��1,9,����gÚ
cTu ≥ (vTA)u = vT (Au) ≥ vT b,

A õ@M�C�MKC�I
�(#U� �4Ò;{�¡#�#{h��� Î zÓvx��Ðos�������{�z M��n#1�(!"'�]1'��6+ �(�5�(�V�(#8��#1+wS5�('��1�9+�� _�.�����W��~)�^���'|���5��Z�'�](!<�y!"���@>
)��(��!"�(���(�����1)��6+�+J!"�1����'�)���� ��.���#f+ ���5+���#(:R)�^���'Pm(]1'�$&7�����`�](�XW�](�r+ ]1,i��'���:R,����5'Y��+���+vS5�('��(�X+
�y������!<��'p����+ ��!8^�!"� �U]1�¡!<����)��(�B������!y��'p!<�1����'�)*����.���#u+L���r+ ��#1:y���5��!<��'pm(]1'�$&7�����`�](�XW�](�D>
+ ](,k$&�1'��53 ,�����'���+ ��+c��)Ò�B)�^*��'w����+ ��!f^�!"� �nMpo

cTu − bTv ≥ 0
](�r+ ]1,��1+ ��� Î zÓvx�ñÐos�����s�¡Ë{��

���1`��1#(#(7�,�M
o�$&�1�9+ ��������)���'Y��+�!"�(���6+ Z�3�'��XWn��'�`\���9`���'�:�_{.�����Wò.*�

u ∈ P
]1�
v ∈ D

��'�W����[!<�1��>
�(�����1)��1+5+�!"�(����'�)*���5��,j_v��!<�1'�W��1,@�5� ��)�^*��'���+L������]1�yh�_v��,9,����~��#(��,[����+ ��!<��'��K� ��,ò���(MvNP#6+
$&�('�.�����#1�*��'�`\�U��#%��'���Z�Z��É���5��!<��' >?)�^���'É����+ ��!y��'��K+ ���5��$&�1'�+ ]6+ �1'�+ó,\���@S5^�,�Ú

Au ≥ b, u ≥ 0

−ATv ≥ −c, v ≥ 0

bTv −cTu ≥ 0

A
PD∗

I

Ù���!"�����1����#(��'TS5^�,<��#u�(��W��(��'�3�+ '��(���5](���5�(��)���#(�1�5+gÚ
Au −bτ ≥ 0, u ≥ 0

−ATv +cτ ≥ 0, v ≥ 0

bTv −cTu ≥ 0, τ ≥ 0

A õnMKC�Möõ�I

�O�(#1�(���57��*,RZ��u�1'�+ ]1��]1�r>?`\��'�+���#(:�,\��+¹Ú
Au −bτ −w1 = 0 u ≥ 0 w1 ≥ 0

−ATv +cτ −w2 = 0 v ≥ 0 w2 ≥ 0

bTv −cTu −w3 = 0 τ ≥ 0 w3 ≥ 0

A©ÙÅ)�I

o÷,\������+5+�.���!<����](�R���1��)��5#(�(��� -d��'�)�!<���FD�ñ�^�mL,��1�²!"�@)��('�'ØpKC��n_�G9õ�r M
�t��#(�5�X��' S5^�,8!"���r+v!<�1��_9.�����W"!"��'KW��1�<,\����m1����'���+v`\���~�J���5��!<��' >?)�^*��'�$&�1'Y��)���+ �*���w!"�(�\>

��'�)�.���+ :������X��](�O�UA©Ù*)�I�$&�('���)*��+|!<�1����'�)�.*��+ :�� �����¡,���#(��+5+�MÓn|o÷A©ÙÅ)¡I�$&�1'Y��)*��+ ����,%�9W@��'K`����n>
`���'�:����y!<�1����'�)*��� �J�fm1��^����8�9^�'�'��%`��1,9+����(M�o ���(!c+�����`@����'��K�v!"�(����'�)*������,9��:�'��c,���`��6+ ,��1#(3�,
!<����)�.*��+�:�,jM

¢���¨«´kÆ?¤d±�°�¬o¶�°�¥�¤�¾�°�Æ��q¾©µ�ÀÂÁ¹À�¤�¥5ÀÂ¾�º�§©Ä�Æq´«¥5¥5´«¬�¸kµ©´��@¤�¨]´«¥5·`¸«¥5´�¾»¤�¥�¤ ë Á�´«¾©Çd´«¥5´«·`´«À|È ß ·`°�§¿¾�Æ�à�Á�´�¾�Æ�´«¨kÇo®À5±�´«¬*Á¹ÀÂ¥�º�±�°�§%´k¥Â´k·`¨«¸k§óî  �æ�ï5ê|¼o¤�¬Å¾�¤�¥�º�¥5¯o¤�¾©¦»·`´«±�È
E



õnMKC�M*
p�����(����������������� ��!"��#����

Ù¡�U�QA©Ù*)�Iv`���'Y��!"�('KW
(u, v, τ, w1, w2, w3)

!<�1����'�)*��� ��� �
τ > 0

](�
w3 = 0

_j��,9,�������#
(

u
τ
, v
τ

) ����+���!<��'��K��!"�(����'�)*���r+ó��#1��'��X��'�+ ��+²�8������!<��' >?)�^*��'É���5��Z�'�](!<��� �nM
Ù¡�y��'KWX��� !"�(����'�)*���r+¡,\����^���,j_p��!"�1'�W@���

τ = 0
]1�
w3 > 0

_É��,9,����t�kA¿Ù*)�I����(��)���#1�(�
�('��53¡]1�|!<�����@)���,t�(��W��1��'��6+ ��!"�Y�\+�+

Au ≥ 0
](�
ATv ≤ 0

M�eB�K`��('
w3 > 0

_��(#(]1�5+P��.*���5!y��)���,
�(��W��1��'��6+t!"�Y�\+�+

bTv > 0
](�
cTu < 0

,���#(7�'{'��1�X��'���Z�ZB��#J�(��W@��,�+��('TS5�(��7�' M�Ù��
bTv > 0

](�
'�]1+��(#1���cAµzwIg>?���(,

u ≥ 0
!<�1����'�)���� �n_X��,9,����w�������

0 < bTv ≤ uTATv ≤ 0
_X`\����W@����AµzwIg>?���(,

������m1�v!"�1����'�)���� ��MÑÙ���������'�:����a_X.*�
cTu < 0

]1�v'�]1+��(#1��,RA©ltIg>g���(,
v ≥ 0

!<�1����'�)���� �n_9��,@,����
����� �

0 > cTu ≥ vTAu ≥ 0
_�`�����W@���JA©ldI?>g���1,~������m1�²!<�1����'�)*������M

zP����Z�'�](!<��+@S5�1'��(�X+ �1����_�.*�²��.���!"����](�d�5�(��)��5#(�1�����(,d'�]1+ �1#(���P��'KWX���
(u, v, τ, w1, w2, w3)!<�1����'�)���� ��_���!"�('�W@�5�

τw3 > 0
MjNP#%��#(���@Z*���Q���1!­$&����)�^�'�.*�\+²�1'�3�_�!<�K`��('©Ú

0 < τw3 = τbTv − τcTu = uTAv − wT
1 v − uTATv − wT

2 u = −wT
1 v − wT

2 u ≤ 0A õnMKC�MùôXI
Ù¡�

(u, v)
��'KWX����!"�(����'�)*�����<�y���5��!<��' >?)�^*��'
�5�(��)��5#(�1�����(,j_p��!"�('�W@�5�c�y)�^���'��K+L���5��](��h�_

��,9,����{��#O!"�(����'�)*�����²�Å-d��'�)�!<���»Dvñ�^�mL,��(�
�5�(��)��5#(�1�����(,u���
τ = 1

](�
w3 = 0

`\��'Y���5#1+ ��������' M
NP#(#1�('��(,X`@��`\��'��1���v!":@)����"��+�$&���X��'�!<��#1+ ^�,f�%'������(�������x��������� ��!"��#(�����*��'�����$&�('���)*�\+ ��+�M�o

,\������+5+cA©ÙÅ)¡Iv$&�('���)*�\+|S5��Z�ZQ!"�(��]1�5+ ]1���u](��)��(,�](Z��1� '��(��W��1�

M =

(

0 A −b
−AT 0 c
bT −cT 0

) A õnMKC�M G9I
x = (v, u, τ)

A õnMKC�M5��I
s = Mx+ q = (w1, w2, w3)

A õ@M�C�MùøXI
q = 0.

AµõnM�C�M H�I
NO#1�(,9,��('{��S5�('���'�](�5�(,9,��1'��QA©ÙÅ)¡I�������Z�'�]1!y�8�8,���`��6+ ,��(#13~��'Y��,@Z����R}��5.*��+ :ÉÚ

min qTx
A õ@M�C�MùsXI

Mx ≥ −q AµõnM�C�MöEXI
x ≥ 0

A õnMKC�MKCFhXI
NO'��(���1��)�3�+ �1.*��+�� AµõnM�C�MösXIy$&�1'Y��)���+�+ ��'¡$&����'���'�,���#1��� _���.���'%��#

M
!<��+ �5�K=n� �Ò���X��#�_ó.�����W

MT = −M M*o�#%��'�W��1�R!y�\+ ��� =n��,9� �f,97�'����Q�1'����6`��(#1](�5+�`��(#(�6+ 7���,RZ��4Ú
ûpê·é*ê·éjê"!�ì$# �&%('X��� ê A©�*�(�5)�](�/��#1��!"!"�1+ �5��,9^��8!<��+ �5�K=�I*) t M ∈ Rn×n w!Ð4�©��ví}��o�óÔ¹{��u�#��¡
sutgvxwhwm{��©��v|�+�;s�¡ Î �h¡Ë{�Ö4{ut�tgÕ;�-,E� Î

MT = −M .
C�h



õnMöõnM*bw`\��)�� �\+ ��,9^��ó��������� ��!"��#����

eB��`��1'P�(���6+ 7���,@Z��(�ò�
q = 0

`���'����5#1+L����� ��'O}��5+�^�,B$&�('P��$&�('���)*��+���+�_É�1#(]1�5+
x ≥ 0

!<����+�+d��#
����+ ��!f^�!®]1�5+ ]1,��

0
M0/g��W~$&����'���'�,���#(.*�\+ ^���,y�

−Mx+ s = q
A õnMKC�MKC�C�I

x ≥ 0, s ≥ 0
A õnMKC�MKC�õ�I

x · s = 0
A õnMKC�MKCFôXI

$&�('Y��)*��+�+ ��'µM|NP#6+<� ������Z�'�](!<��+f���6`��(#1#(7�, Ô¹{��u�#��¡�sutgvxwhwm{��¿��v|�+�;smzÓvx¡Ë{uÐ4��v|s �Ñ�ow*y�z|{�wm{�¡	� Î ~
��vx��Ðos�v3Ô¹{�z Î � Î � ����,jMpo¡#U��'�W����i!"�(����'�)*������,\�\+�_a��!"�('�W��1,9���8+ �1' S5�1��7�'O��#

x · s = 0
$&�('K+ ]6+ �('µ_

,���!<��'��(!"�1�9+L��������!<�1����'�)*��������,y���6`��(#1#(7�,�M�oä$&�1�9+ ���(,��6+�$&����'Y��' S��f������#1�c�U,���`��1+�,��(#(3~��'�'�} >
+L���(M
ûpê·é*ê�ûpê"1 �¿�(%Y� ý ï ê )32©�5476 Ô¹{�z Î � Î � (u, v, τ, w1, w2, w3)

�Ñ�ow*y�z|{�wm{���Ð4��v|sqwm{��#�ozÝ�ÑÐos Î y	�o¡	~
����s Î ¡ Î ���Ñ�o�qÐ�zÜz98x� � Î {�z|� Î:2

PD∗
6 Ô¹{�z Î � Î ��wm{��#�ozÝ�ÑÐosgÐ4�;,E� Î

τ > 0 .
ûpê·é*ê ð ê ���@� ì ��ÿ ì@í ��în�=< ê �1ÎÏÎ>2©�5476 Ô¹{�z Î � Î �*whvx¡��#{�¡��Ñ�ow*y�z|{�wm{�¡	��Ð4��v|s!wm{��#�ozÝ�ÑÐosgÐ4� Î
τ = 0 , Î ���Ñ�o� Î:2(?@6 ��s 2(A�6 Ô¹{�z Î � Î �����o¡ Î �h¡Ë{�w z|����{utgv|����y��¿vxw!Ð4zÓv|s1wm{��#�ozÝ�ÑÐos Î .
ø!Uuø!U BDCdÿqú_XEÿdY[a�eFE�i��_X�û@ý1XØÿG� û@þ`b@i
NOZ�Z��1�R�J�5#���,�����#1Z*���R�J'�������������� ���",����5'Y��+���#(��+�+�_X)���,9`\��)�� �\+ ��,@^���m(]('K$&7�����`�](�9W��(������+���!<�\>
'���#(��'������j!"�@)��('�'K+w`@��#1������' S5^�,jMnNP#d�J!<�@)��('�'j'���+ �5#(:�'����%Z����9W���'�^�'�+ ��Z�Zy��#¡�1'�3�#13f�5#���,�����#1Z*���
+L������WX��'�+f'����������5���c!<�@)��1'�'���]1' _
`@���5#(���9+U.*���5����'�:V,���!"��'��1!<�1�9+L�����K+L�����v������Z�'�](!<�����B`��(#1�1+(_
!<���9+ó�8'����������5����$&�1'Y��)*��+�M	�v� ��,90���W�_j!"���9+ó�8'����*���5������������� ��!"��#(��������,j_*�8,X`���)�� ��+���,9^�������,
�����5#���!c+ ��'Y���Q,97�'����9Z���#(3"$&����!<�\S��8.*���5#(�*��'Y��+����(_j�"+���`\��Z�Z��p`@��#(�5�X��'���+ ��,@.���#u+��(,9���X+ �57�,Q�
,���`��1+�,��(#(3y��'Y��,@Z����Q��)���+5+²,X`���)�����+ ��,@^������n+ ��!<��'K��#(��'������É���5��!<��' >?)�^���'�$&�('Y��)*��+��*���5+gÚ

min

{

cTu+
1

2
(Cu)2 +

1

2
z2 : Au+Bz ≥ b, u ≥ 0

} AIHdzwI

max

{

vT b− 1

2
(vB)2 − 1

2
w2 : vTA− wTC ≤ c, v ≥ 0

}

,
AIHdldI

��.���'
A ∈ Rm×n _ B ∈ Rm×k _ C ∈ Rl×n + �6+ ��#13�'��1���1�²!y��+���� =n��,"](�

c, u ∈ Rn _ b, v ∈ Rm _
z ∈ Rk ]1�

w ∈ Rl `��1,X+ ���5��,jMÂÛ
Þ ��¼�¼4´k¬d¤»·`°�¶�´«¥5¥5¼4´«¬/¤»¥5ÀÂ¬o´kº�µ�À�§ ë µ�°�±�µ�¤�·`°�¨kº�§%À�§3·`´k±�ìí°�±g¤�¥5·f¤�¨«¯o¤�¾�¦oÈ

C�C



õnMöõnM*bw`\��)�� �\+ ��,9^��ó��������� ��!"��#����

�O�(#1�(���57�,QZ��%� y���vxw!Ð4zËwm{ñ�#{�¡#�#{u�#{��¿��wm{��#�ozÝ�ÑÐos ��,
QP =

{

(u, z) ∈ Rn+k : Au+Bz ≥ b, u ≥ 0
} A õnMöõnMKC�I

](��� ���&Ð4z3wm{��#{�¡#�#{u�#{��©��wm{��#�ozÝ�ÑÐos ��,
QD =

{

(v, w) ∈ Rm+l : vTA− wTC ≤ c, v ≥ 0
} A õnMöõnMöõ�I

.*��'�!<��#(��+�M\o¡#²�1'�3�#(3d��#���,\���5#(.���#�.*���5����'�:X���8�(��Wn�5#(�1�u���(�y���X��#1��'�.*��+�:d�d,��F`��1+�,��(#(3c��'�'�} +L���(M
ûpê�ûaê·éjê"1 �¿�(%Y� ý ï ê A�-tW��(�����w)�^*��'��K+L���r+ ]1+��('YI"J Ð4��wm{�zÓÒ (u, z) ∈ QP ��s (v, w) ∈ QD {�s�{�����¡

cTu+
1

2
(Cu)2 +

1

2
z2 ≥ vT b− 1

2
(vTB)2 − 1

2
w2.

A õ@M õnMùôXI
o ,9`\��)�����+ ��,@^������������ ��!"��#������d$&�1'Y��)*�\+ �*��,¹!<�1��$&�('��('�3�,���!<��'��(!"�1�9+L�����K+L�����d������Z�'�]l>

!y��+u,������9W��1�ò!"�(��,\����.���+·S5^�,j_p.*��$&�('�}��&S5^�,��R������!<��'{$&�('���)*��+%bu���5^���.FD�bu^�.��»Dvñ�^�mL,��(�r>
���(��)���#1�(��]6+�MLKto÷,��F`��1+�,��(#(3<+�]1+ �1'�+².*����#(����' S5^�,�Ú
ûpê�ûaê�ûpê >JîX� ì � ê A·b%bdñFD9���(��)���#1�(�LI�M {��4ÒÑ{�¡ ∅ 6= X ⊂ Rn ¡	ÒN8xzÓ�d� Î zÓw Î tO, f : Rn → R ,
g : Rn → Rm , h : Rn → Rl �4v P/{���{�¡Ë��v¿Ð4z5� Î ���h�Ñ�o¡	Ö4{k}dÔ�Õ4���4Ö4��¡	Ò;{�� .RQ {��4Ò�ÕÑ�*Ô¹{�z,���oÖoÐÑ����Ð+,
���u�4Ò Î

g′(x) ��s Î
h′(x) w!Ð4�©��ví}@��{�z �¹{�s»s��o��� Î ¡#��S .UT ���Ñ�o� Î t Î zÝÐÑ���gv��Ñ����Ð4zxz98x�ñÐos*{��oÖ�vxÖ Î z|{�¡ÉsWV

X . x̄ ∈ Rn z|���4Ð4zÓv|s Î ¡Ï��y��©vxw!Ð4zÓv|sdwm{��#�ozÝ�ÑÐ�s ÎmÎ
min f(x)

AµõnMöõnMùGXI
g(x) ≤ 0

AµõnM õ@M���I
h(x) = 0

AµõnMöõnMöø�I
x ∈ X A õ@M õ@M H�I

y����4�gz|��w!Ð4¡ Î � .
Y . M ����{utgv|� u ∈ Rm , v ∈ Rl Ö4{��o���o�Z,Ø�	�u�4Ò

f ′(x̄) + g′(x̄)u+ h′(x̄)v = 0
AµõnMöõnMös�I

uTg(x̄) + vTh(x̄) = 0
AµõnMöõnMöE�I

u ≥ 0.
A õnMöõnMKCFhXI

[���¨�¾�¾�´«µ©·`¸u§¿¨k´�¾©´u§¿´k¬d·»´k±�¾�´«¯�´�¾©¾©áoÆ*Á�°�¥Â¬o¤]¤f¥5À5¬�´kº�µ©À�§[´k§©´�¾©¼4´k¬dÀ�§k®�¤�¨«°�¬g¼o¤�¬/°�¾©¾@�*¤�¨�´k¥Â·`¸k¥Â´«¾�·`à�±�à�¾¿¾µ�´�Ã�¥5Ç`à�§�§¿¨k´�ìíá�±�±�¸u§¿´«Æ`ìí´«¥Â¾�º�µ�º�§©¤FÁ�¸«±�´«¾¿¾\� ë µ�¤�Æg¾©À5ÆgÄ�§©¤�¼�¼ÅÁ�°�¥Â¾�´«±�²Å§¿¨«´k·`¥Â¸k¥Â´«¾©´k§3¾�º�µ©±�²�¤�¥�º�§©·`¦¹¶;È
CFõ



õnMùô�M�o
P∗(κ)

>?'������(��������,���!"��'��1!<�1�9+L�����K+L������$&�1'Y��)*��+

b������9W��1�i�('�'��(��3�����#(.��6+ 3�_�.�����W�+��(' S5�1��7�'����1, �~+ ]6+ �('|$&�1'�+ ]6+ �1'��(�µ_�`�����W@���u��#6+u,\���@S5^�,j_p.�����W
�iA(HdzvI�](�"A(H1ltI�$&�('���)*�\+ �*���5.���#J+L���5+ ��#(:�,���!"��'��(!"�(�X+L���5��+ ���5��$&�1'Y��)���+t'��������������¡,���!<��'��6>
!<�1�9+L������+ ������$&�1'Y��)*��+ó'��(�5#�_j��!<�1'�W~�8,���`��6+ ,��(#13<$&����!<��Z*���Q��)�.*��+ :U!"�(�&Ú

−Pv − Au + v̄ = −b
ATv − Qu + ū = c

u, v, ū, v̄ ≥ 0

u ū = 0, v v̄ = 0

,
A
LCPQP

I

��.���'
P = BBT ](�

Q = CTC
����#(�K+ }K`<�5#(�(!"��)���ô*����+ó!<��+����K=n��,jM�ú��('���' S5�¡�RAIHdzwIv](�%AIHdldI

$&�('Y��)*��+ ��,@Z�:�'p�9W��(�r+8A
LCPQP

I�$&�('Y��)*��+�!<��+ �5�K=���+
M

M�NP,9,����¡��#
M

!<��+ �5�K=R�",��F`��1+�,��(#(3
��'Y��,90R'��(��#�Ú

M =

[

P A

−AT Q

]

,
AµõnMöõnMKC�C�I

��.���'
P

]1�
Q

����#(�K+ }�`y�5#(�1!<��)���ô*����+ �1,jM&�O�(#1�(�5��7�,RZ��J�8,���`��6+ ,��1#(3uS5�('���'�]1���1,��1+gÚ
q := ( −b

c ) , x := (v, u)
](�
s := (v̄, ū)

M*NP,@,�������#
(LCPQP )

$&�1'Y��)���+ó�(��W@��#1�(�k���(�
−Mx+ s = q

x, s ≥ 0

x · s = 0

��'Y��,90R'��(��#�_j��.���'
��#
M

!<��+ �5�K=y�����1m(�Y��'�������#1�(�5,��(#(�1+u�a_�0��aM �gv|sutgvxwhwm{��¿��v|�+�;sdw!Ð4�©��ví} M
ûpê�ûaê ð ê"!�ì$# �&%('X��� ê A(]�����#(��!<!U�1+ �5��,9^��O!<��+ �5�K=�I^) t M =

(

P A
−AT Q

)

∈ RN×N �gv|sutgvxwhwm{��¿~
��v|�+�Ñsqw!Ð4�¿��ví}N,Ø� Î

P ��s Q y	�gtgvx�(8xÖ@suto{�whv¿�#{;_�¡	vx�ów!Ð4�©��ví}���� .
eB�(��S5�1��W��(#1#(7�,�_a.�����WB�y)�^*��'�$&�('���)*��+�Z�:�'
����)�^�'�`\�<^���WX�����(#6+u�y,���!"��'��(!"�(�X+L���5��+ ���5�p$&�('��\>
)*��+ ��+�,�����+�^�,~`���'��*��M

ø!U��mU ù
P∗(κ) ` ü�a�\�^fb1XEa¹i e@ûa� ��ü�^�� ^]\�Y,ÿdX�a�Y,bqi�ab��^fü�ÿ@ú�ÿdY

o¡#w�('�3�#(3���#(��,\���5#(��,9Z*���fZ��1!8^n+L��+5+ ^�,j_�.�����W%��'����*�����������u,����5'Y��+���#(��+5+�_�'��������������a`�����Wu,X`���)n>
� ��+ ��,9^��óm(]('K$&7�����`�](�9W��1�����5��������!<��#����5�É$&�1'Y��)���+ ��,"$&�1'�}���.*��+�:�,

Mx+ q = s

x, s ≥ 0

x · s = 0

A©��zwI

C�ô



õnMùô�M�o
P∗(κ)

>?'������(��������,���!"��'��1!<�1�9+L�����K+L������$&�1'Y��)*��+

��'Y��,9Z*���a_���.���'���#
M

!<��+ �5�K=c�t'����������5���|m1]('K$&7�����`�]1�9Wc�(���6+ ]1�U$&�(��)�](�U��#1��!"!<�6+ �5��,9^��1_�,X`���)n>
� ��+ ��,9^����(�5�1+�Z��(�VZ�����#1��!"!"�1+�����,9^��²!<��+ �5�K=�MjeB���5+��(#1+¡�<!"�@)��1'�'K+���'K+L��'���������}K+&S5^�,jM�ñ{�1,9���9+r>
��7�,���#%��'���Z�Z��É)���ô*��}�m1��:�+qpöõ4�or©Ú
ûpê ð ê·éjê"!�ì$# �&%('X��� ê A

P∗(κ)
!<��+ �5�K=�I�) t M ∈ RN×N w!Ð4�©��ví} P∗(κ) w!Ð4�©��ví}N,�� Î whvx¡��#{�¡

u ∈ RN Ö4{��o������� Î
(1 + 4κ)

∑

i∈I+

ui[Mu]i +
∑

i∈I−

ui[Mu]i ≥ 0,

Î �	�oz
I+ = {i : ui[Mu]i > 0} , I− = {i : ui[Mu]i < 0} .

�O�(��W@7�,�]1��#(�5��_|.�����W���#y����)��6=n.*��'�!<��#(��, $&7��������(,���#
u

`��(,X+ ���5+ :�'�]1�8��#
M

!<��+ �5�K=@+ :�'
���(M|ú��1'���'TS5�

P∗
��#1���ò!<��+ �5�K=n��, .*��'�!<��#(��+�_
��!"�('KW��(,V`���'Y��!"��'KW��1�

κ
>g���B,9���1'�]1��}�+���,k�Q$&�(�X+ �

)���ô*��}�m(��:�+�_n`�����Wn���
P∗ =

⋃

κ≥0

P∗(κ).
AµõnMùô�M�CFI

��W@��'K`�����`\��'�:�_@.�����W~�
P∗(0)

!y��+���� =���,"����#1+ ��'�W��f)���ô*��}�m1��:8�5#(�1�����9+ó!<�1���(��W��(#(��,y�f����#(�K+ }�`
��#(�1!<��)���ô�����+�!<��+����K=n��,f���5#1+L��'�WX�F`\��' M@NP'�3���#1������#1+�!f^�+L��+&S5^�,8!<�1��_@.�����W"�(#t�c!<��+����K=n���5#6>
+L��'KWy+ ���5+ ��'�!<��#(#(�8��#u�('�3�#13",�]6+�$&�gS5�(#1�1+ Z��1�B+L������WX��'K+ó!y�\+ ��� =n��,\��+(M
ûpê ð ê�ûpê"1 �¿�(%Y� ý ï ê ) Ô¹{��k�#��¡�sutgvxwhwm{��¿��v|�+�;s���s Î �gv|sutgvxwhwm{��¿��v|�+�;smw!Ð4�¿��ví}����!y	�gtgvx�(8xÖ�skto{�~
w�v¿�#{;_�¡&vx��{��-,óÖ Î �4Òov|s P∗(0) w!Ð��¿��ví}���� .
ë � í ���c<@%�� ý ï�d|

�1��W��(�

M
$&�(�5)�](�B��#1��!"!<�6+ ����,9^��ó!y�\+ ��� =�M*NP,9,����

xTMx =
(

xTMx
)T

=

xTMTx = −xTMx
_�`�����W@���w!"����)��(�

x
�(�5�1+�](�

xTMx = 0
_9}���W"e�����#1��+�}�`f�5#(�(!"��)���ô*����+�M

e������5](��#6+¡'��(��W��1�
M =

(

P A
−AT Q

) Z�����#(��!<!"�6+ ���K,9^��ó!<��+ �5�K=�_���.���'
P

](�
Q

����#(�K+ }K`y��#(�1!<� >
)���ô*����+�!<��+ �5�K=n��,jM9ñ��1,@���9+���7�,<��#

xTMx
��#(����#��\+ ��+�](��Z����X+ �5^�,U$&�('���#

x
>g�6+���#

M
!y�\+ ��� =

��#(�1��,��1#(�1+ ](���(,V!"�(��$&�('��1'�3@�1�
(x1, x2)

��'Y��,9Z*���aMaNP,9,����
xTMx = xT

1 Px1 + xT
2Qx2 ≥ 0

_
!<�K`��('

P
](�
Q

����#1��+ }K`y��#1�(!"��)���ô*���K+�_��(#1#(�1'{��#%��'�'�} +L���5+óZ��1'Y��+5+ ^�,jM
¥o4,��F`��1+ ,��1#(3"��]('�)*�8��#1+ó!f^�+ ��+·S���_@.�����W~�

P∗
!y�\+ ��� =�����#6+L��'KW"Z�3�`��(Z�ZQ�c$&�1��)�]1�Q�5#(��!U>

!<�6+ ����,9^��²]1���8Z����5#(��!<!"�6+ ���K,@^��ó!<��+ �5�K=n��,9�*��'µM
ûpê ð ê ð êfe î#�¿��	 ê Q {��ovx¡	�xs�ÕÑ� Î t

M =

[

1 −3
0 1

]

C(G



õ@MùG�M�o
P∗(κ)

!y�\+ ��� =n��,y��'����9`��6+ 38+�^�'Y��S5)������ ���X���

w Ð4�¿��ví}��o� .\T ���Ñ�o�@{��4Òo����sutg� Î t u = (1, 1) Ö4{��o���o��� Î z uTMu = −1 ,ó��{��ÉÐ4� M ���1!®����#(�K+ }�`
��#(�1!<��)���ô�����+ ,�w!Ðos�����sutg�F��Ð4��wm{�zÓÒ u = (x, y) {�s�{�����¡ Î

κ = 5
16

ÖoÐ4z Î sutg��Ðos�s Î z

(1 + 4κ)
∑

I+

ui[Mu]i +
∑

I−

ui[Mu]i ≥ (1 + 4κ)y2 + x2 − 3xy =

(

3

2
y − x

)2

≥ 0,

Ö Î �4Òov|s M Î
P∗(

5
16
) ��sutg�ñÐ4zÓÒ4� Î � Î �����gtgv|� .

ñ{�1,@���9+�.��1+�7���,R�
P∗(κ)

!<��+����K=n��,9�*��'a��'�+ ��'�������� ��Z�ZR����#1+ ��'�W9+²����Ú
ûpê ð êí��ê"!�ì$# �&%('X��� ê A

P0

!y��+���� =*If) t M w!Ð4�¿��ví} P0
�g�#z Î ���#��¡�sgÐ���Sh,�� Î whvx¡��#{�¡fÔ¹�owhvx¡Ë�o��� Î

¡Ë{�wh¡Ë{ñ� Î �g8xÖ .
o®Z��6`��(#1�1+ 3�Z��(�Ò!<���u�1!<'�}�+��1+5+ 7�,j_p.�����Wi�

P∗(κ)
!<��+ �5�K=n��,9� �R�QZ��('���3������X+ ���%�('TS���� ������,

����'�������!"����'K������,jM¹jg��!"�(�5+��(,d��'�WX���%��]('�)���,
P0

!y�\+ ��� =n��,9,\��'µ_F��!"�1'�W��(,¡`@���5#(���X+
NP

>?+��('TS5�(�5�(,
A·' M3pùõ��orYI6M

ø!Uji�U ù
P∗(κ)

� b1Y�X�alk�ûqe ÿqü�ÿG�mC?^`Y@n Y&E_ü�ÿRo�ú_û@\�i[bqý?ÿqa
NOZ�Z��1���~��#���,\���5#(Z*���k$&����'���'TS5^�,Q���5��#1�"��#(��,\��+u��#U��'�'�}K+ ������,\��+(_É��!<�1'�W��(,��1+%�~,�]1��3�Z�Z��PZ��K>
#(���XWn}K+L���5��,9Z*���R$&�('É$&����^���,~.*���5#(�*��'����µM
ûpêí�
ê·éjêxüOì ����	 ê �dÎ_Î t M w!Ð4�¿��ví} P∗(κ) �g��z Î ���#�o¡ÉsgÐ���S$, Î ���Ñ�o� Î t

M ′ =

[

−M I

S X

] A õnM G�MKC�I

w Ð4�¿��ví}mwhvx¡��#{�¡ S ��s X y	�gtgvx�(8xÖ��4v Î �#�o¡�Ð4zÓv|sdw!Ð4�¿��ví}�wm{�zxz|{��¿��¡Ë{�w?sutgvx¡#���#zÝÐ4��v|s .
ë � í ���c<@%�� ý ï�dx
p�(��W��1� �1'�3��5#(���

M P∗(κ)
!<��+����K=�_

x
]1�
s

����#1��+�}�`y`��(,X+ ������,jM�ñ{�1��W@7�,R$&�1' _
.�����W

M ′ ��#1������^�'Y�������1_��(,9,�����'�]6+ �(#1��,
ζ = (ξ, η) 6= 0

_�.�����W
M ′ζ = 0

_�`�����Wn���
siξi + xiηi = 0

A õ@MùG�Möõ�I
η =Mξ.

AµõnMùG�MöôXI
jg+5+

ξ 6= 0
_9}���WU�yAµõnM G�MùGXIO��'�'�}K+ ���P!<����+�+x+L��'���'�.*��+�:u��'�WX���

i
����)��l=�_@.�����W

ξi 6= 0
](�
ξiηi ≥ 0

M
e������5](��#6+t`@����#(���9+

ξiηi = −siξ2
i /xi < 0

_���!"�
�1'�'��1�9+�!<����)*���1MjNO#1#(�1'|Z��1'Y��+5+ ^�,j_j.�����W
M ′���(!"��#1������^�'Y���5���1M
¥

C��



õ@MùG�M�o
P∗(κ)

!y�\+ ��� =n��,y��'����9`��6+ 38+�^�'Y��S5)������ ���X���

ûpêí�
ê�ûpêØ9äì;" � ì;" < í înï ê J {�zÝÐ4��� Î ���-,	�	�u�4Ò Î t M ′ w!Ð4�¿��ví}Fy	�o¡	����s Î ¡ Î ���Ñ�o��¡Ë{�w?sutgvx¡#����zÝÐ4��v|sl,
� Î

M P0
�(�#z Î ���#�o¡ÉsgÐ���Sh,óÖ Î �4Ò�v|sZ,Ø� Î

M whvx¡��#{�¡@Ô¹�owhvx¡Ë�o�x� Î ¡Ë{�wh¡Ë{�� Î �g8xÖ�p Yrq�s .@T t Î tg��v|s
wm�#� Î � � Î ,��	�u�4Ò*whvx¡��#{�¡ P∗(κ) w!Ð4�¿��ví} P0

w!Ð4�¿��ví}1v|s={��4Ò4��{�¡ . ) �#�oz �#�gt Î �%���oÖoÐÑ���gv�����suto�g��{�¡
{�����{ Î t�{���{u�4wm��¡	Ò���{d¡Ë{�w z|{�sut1sutgÕ;��s����4Õ#¡É� .
o÷,���`��6+ ,��1#(3y'��1!<!<�f�

P∗(κ)
!<��+����K=n��,"�(,X`@��`���'��1���xS5�1'�'��1!"#(](�5]1+���)�S���M

ûpêí�
ê ð êxüOì ����	 ê ) Î zÝÐÑ���gv��Ñ���»Ð4zxz98x��Ð�s³{��oÖ�vxÖ Î z|{�¡És 2 κ ≥ 0
6 V

X . M ∈ Rn×n P∗(κ)
w!Ð4�©��ví} .

Y . J Ð4��wm{�zÓÒ D ∈ Rn×n y	�gtgvx�g8xÖ��4v Î �#�o¡�Ð4zÓv|sdw!Ð4�¿��ví}���s h ∈ Rn Ö4{��o���o�1wm{�zÜz|{��©� Î
−Mx+ s = 0

D−1x+Ds = h

A õnM G�M G9I
��{�¡��osuto{��d��{��xsuto�oz|{��#{�s (x, s) wm{��#�ozÝ�ÑÐosgÐ4� Î ��{�z �¹{�s�Õ#zt,ó�	�u�4Ò

xT s ≥ −κ‖h‖2. A õ@MùG�M5��I
ë � í ���c<@%�� ý ï�d���W@��'K`����X`���'�:�_\.�����Wf�t!y���5�@)���,%��'�'�}K+ ���|�

h
`��1,9+����O��]('�,@7�'����x!"�(��$&���X��'�!"��#l>

.*��+ :ÉÚ
]�����!"�('KW

x, s ∈ Rn `��(,X+������ �n_j��.���'
Mx = s

_�+ �1' S5�(�57�' _�.�����W
xT s ≥ −κ inf

D

∥

∥D−1x+Ds
∥

∥

2
.

A õ@MùG�MùøXI
NO'�3���#1���²��#1+²'Y��+&S5^�,<Z���_*.�����W

inf
D

∥

∥D−1x+Ds
∥

∥

2
= 4

∑

i∈I+

xisi,
A õ@MùG�MöH�I

��.���' I+ = {i : xisi > 0} M�NO.�.��(#V'��(��W��1�
D = diag d

_���.���'
d ∈ Rn \ {0} ����#(�K+ }K`

)��Y�������*��'��K��!y�\+ ��� =�M�NP,@,����

inf
D

∥

∥D−1x+Ds
∥

∥

2
= inf

d>0

n
∑

i=1

(

xi

di
+ disi

)2

=
n
∑

i=1

inf
di>0

(

xi

di
+ disi

)2 A õnM G�MùsXI

�t��#1���X��' S5^�,���#
α(xi, si) = infdi>0

(

xi

di
+ disi

)2 + ������,���+�MFÙ¡�
xisi < 0

_���,9,����
di =

√

−xi

si

�(�5�1+�](�
α(xi, si) = 0

M[Ù¡�
xisi = 0

_
��,9,����
xi = 0

A�`�����W
si = 0

I6_p}���W
di → 0A

di →∞
I��1���6+ ]1�

α(xi, si)→ 0
M�o¡#

xisi > 0
�(�5�1+ Z��1� ��#%��'���Z�Z��ÉZ��(m1��'�](�����X��#4Ú

(

xi

di
+ disi

)2

= 4xisi +

(

xi

di
− disi

)2

≥ 4xisi.
A õ@MùG�MùEXI

C�ø



õ@MùG�M�o
P∗(κ)

!y�\+ ��� =n��,y��'����9`��6+ 38+�^�'Y��S5)������ ���X���

oÞZ��1m(��'�](�5Z��(�i�����X+ �������k��,@,����d��'�'
$&�(���V�1��W��(��'�3��5](��_É.��
di =

√

xi

si

_�`�����Wn���
α(xi, si) =

4xisi
M�NP#(�1,��1+ ���5��#1����)�`\�;��)�:@)���,¹� A õnM G�MöH�I���'�'�} +L���5+�MóNPZ�Z�3�'%,����@S5^�,j_�.�����W-��'��(!"!<�

!y���5�@)���,y��'�'�} +L��� �c�(,X`@��`���'��(�����

xTMx+ 4κ
∑

i∈I+

xi[Mx]i ≥ 0, ∀x ∈ Rn AµõnM G�M�C�hXI

��'�'�}K+ ���5� ��'µ_p��!<�x](�����1�Ò�
P∗(κ)

!<��+����K=n��,�)���ô*��}�m(��:\S���M
NP#1#(�('v��#"�1,X`n�K`���'��(��m1�Y�R!<����)�,�]6+
��� ���9WX��+óZ��('���+�+�^�,jM

¥-dWX��,9�����R$&����S5^�,y.*����#(����'����
�U,��F`��1+�,��(#(3"+ ^�'��\S5)������ ������+¹Ú
ûpêí�
êí��ê"1 �¿�(%Y� ý ï ê �1ÎIÎ t M w!Ð4�¿��ví} P∗(κ) �g��z Î ���#�o¡ÉsgÐ���S$, Î ���Ñ�o����Ð4��wm{�zÓÒ x 6= 0 Ö4{��o���o�
{�s�{�����¡ z|����{utgv|�_�ozÓÒ Î ¡ i vx¡��#{k}N,Ø�	�u�4Ò

xi 6= 0, xi[Mx]i ≥ 0.
A õnM G�MKC�C�I

ë � í ���c<@%�� ý ï�d�o¡#%��'�'�} +L����+�^�'Y��S5)�����,�](�����1����#6+�!"����)�S��8,9� _�.�����W~Z*���5!<�1'�W
x > 0

�1���1+�](�
��# Ix+ ����)��l=�.���'�!<��#�m(����,y��,9,�����'��1.��1+�7��5�(�(_�.*� Ix− ������#�_��(#¡`@���5#(���X+�+ �5��`@�Y��'����w,���`��6+ ,��(#l>
!<]1�9W��%�

P∗(κ)
+�^�'Y��S5)������ ��������,jM

¥

ûpêí�
ê ' êØ9äì;" � ì;" < í înï ê T t Î �g��z Î ���#�o¡ÉsgÐ��hv|s@{��oÖ�vxÖ Î z|{�¡És Î
P0

w!Ð4�¿��ví}��g�#z Î ���#�o¡ÉsgÐ���� Î z . pvu s
ñ{�F`���Z�Z��p+�^�'Y��S5)������ ������,y]1�²$&���X+ ���óZ��(m1��'�]1���1,�+L��'Y��'�.*�\+ :�,Ìpùõ���rK>?Z��1�aM

CFH



w LON àUßyàâå[àÒÙ

P à;Ú�Ryx�� Ü � ÙQÜ R Ý z{� R~å[àâØQàâè

o¡!"���9+u��#6+c�R'������(�������t��������� ��!"��#(�����|$&�1'Y��)���+%��+ }�� ��������:�'x�5#(:�'�:�õnMKC�Mp�5#���,�����#1Z*����'Y��+5+ ^�,j_
��#V

z $&�('���)*�\+~!"�(����'�)���� ���1,X`@��`���'��(�����1��W/$&�1��)�]1� �5#(��!<!"�1+�����,@^��y,���!<��'��(!"�(�X+L���5�K+L�����
$&�('Y��)*��+ó!<�1����'�)*��� ��`���'µ_n���1`��1#(�6+ �(���(�3Ú

Ax = b, x ≥ 0

ATy + s = c, s ≥ 0

x · s = 0jg+5+¡��#%�1'��53<]1�¡�"!<�����@)���,y�������5�(��)��5�c�"������!<��'É](�¡�U)�^*��'
!"�(���(�����()��6+�+ �5](���6+d��)\S���_*!<}��
�J.*����!<��)���,f�������%,���!"��'��1!<�1�9+ �����K+L������$&�('K+ ]6+ �('µ_9��!"�('�WfZ���#6+ ���5}�+·S��n_X.�����W"�J!"�(����'�)*���O���n>
+ ��!<��'K���d'��(��W��1�aM
o¡#<

z $&�1'Y��)*�\+%!"�(����'�)*��� ������.*���5#(�*��'K+c��'������5�K+ !c^��5��,�!<����)��1��W@��,��"��#1+
�i!":@)���#1�(�5+",���`��6+ � _P.�����W[�(#1�(�/$&�('K+ ]6+ �1'��(,9Z�3�'ó��]1.*���XWX��+ Ð4zxz Î ¡��#� Î ¡ !"�1��+L���r+�`��V����W��1,X>
��#(��,[�i���('��\=���'�+8$&�1'�+ ]6+ �1'��(,��1+<���U,@���('�](��}K+ �1��� M|o ������!<��'uA&)�^*��'YIf��#1��!"��'��l=9>g!":@)���#1�(�Um(����,
�Q)�^*��'�A·���5��!<��'YI����1!<���(�X�\+ ��`@�K+L���r+u���('��\=���' S��n_p��#"�('TS���� ���d���������i`�](�����QZ*��#1����!"�1����'�)�������>
,����k)���'�����#1��,R](�u��,9,����t](�¡`�](���6+�_a.*���~)�^*��'óA·������!<��'�Ió`���'K+ ��#1:����(!"���(����+ }K`@`\�y`���'���,jM�o
m(��������D9m(�5�����r>?!":n)���#(�1�t!"����)�,�]1+¡�1'�3\S5�('�!"�(��,���+ ](�5�
$&�1'�+�]1+ �1'�+��5�('Y��=���' S��U](�d��)�)����y.*��Sr+�`�](�����
Z*��#(����m1���(�5](,��1+(_P��!<}��B!"�(���1�����1)��1+5+8!"�(����'�)*���5+c���(! ,����aM|NP#(�(,���#y���5��#(�6$&����'���'�:B��]1`��(�
����`���+r>D��'������5�K+�!f^��5�*��,����1`��1#(�1+5+f�1' S�����������,�m1� ��,VZ*��#(���5!<�1����'�)*���5��,����k)���'�����#1�*��,j_p]1�u$&�('K>
.*����#1�*��'TS���,~��#1+��8+�](�9W9+(_j.�����WR��#d����+ ��!f^�!®Z���#(����!"�(����'�)*���5��������$&��'K`�]1+��1+ ��,jM

o Z��1'��53������9+����R��'������5�K+ !c^��5��,/�ò!<�1���(�����()��6+�+���](���t$&�('K+ ]6+ �('¡�1��W;�(�53����1Z�Z $&����!<�lS��\+
,���`��1+��('���,f!<�1�&Ú sutgvÝ�#�o�OS Î ¡?y��gtgvx�g8xÖ !<�1���(�����()��6+�+v!<�1����'�)*������,����",��(�5�(�5#1+ 7�'����5:�Z*��'TS���,c�(' >
](����� _9.�����W<�J,���!<��'��(!"�(�X+L�����K+L������$&�('K+ ]6+ �('j���O+ �1' S5�(�57�' S5���aM9o ��WX��,�����'Y�\+ Z*���y�1#t�J)�^*��'��K+L���D>
��](�v!"������!"��'K��#(��'���� ��+ÉS5�('��(�X+ �µ_9��!"��Z�3�'�!<���O'Y��+���#1��,j_X.�����WU�1#(�(,"�J!":@)��5#(�(�5�(,?D8'��(����'Y��Z�Z����

C�s



ô�M�C�M*NO'�!<]1'��6+ �É.���+�+�](�

��#<�1���6+ �(,i������Wk��]1��#1](Z��(�ÏDk���(! ,�]1���(�5�(,������X+ ���%!<�1����'�)*���r+J��)���� M
NP#y��#(���@Z*����m(����,
'Y��+���#(:�'Y����S5�1'��1�9+²���5��Z�'�](!<��+¹Ún�1��W@��](�5#1+¡�8��WX��,�����'���+ �É��'�,\��'�!<��#����5��,9Z*����'��(��+���Z�Z��5#(���ó�1'�]1�
�(��Wk������#(}K+ �6+�+%.���Z*��,�����'���+ ���VZ��('�7�'O!"�(����'�)*���r+d+L��'���'����µ_É!<�����5](��#6+f�y|g!<��S5)����(! �����9+�����}
!<�1����'�)�����Z�:�'X�1��W%����'�������!"����'��K�
,��1���(,9}K+ ](�5���1' S���� ���r+{.*���5#(�*��'�`����1'�3�'��(.��6+x��'�'�} +L�����X�������X+ ���
����+ ��!f^�!"��+mp C�H�r M|NP�����1,��('�'��1��](�5����Z��1'���3������9+����f!":@)���#1�(�5�(,i$&�DS5'�3@)�](�5]1+8]1�8��WX��,����5'Y��+��
�('�+��(��S5�()�]1��]1+��5��,\�����8`@���5��#���`��1+��1+�+��c��#�_*.�����W��*����W������X+ ���5� ����0B�5#���!"}�+ ���5+ó����](�9W��1'�+��(,jM

�mU�T@U ~ ü�� Zfü�^`Y[ab��b1Y�Y[Z`X
�5��������� � ���
�v���������^���7�>�l�
�j�������
�
eB���5+ ���9+�:�'P��#U

z-$&�('Y��)*��+d.��1'�W��6+�+J�~����,9,\��'O��'K+L��'�����������Z�Z

P∗(κ)
>?'������(�����K�t,���!<��'��(!"�(�n>

+L�����K+L������$&�1'Y��)���+�+ ��'�$&����'Y��'�,���#1^���,jMOo�!<���9+"��#6+yZ��1!f^�+L��+5+ ^�,Ò��#Q�('�3�#(3k$&�DS5�(#1�1+�Z��(�a_v�1#��
!<�@)��1'�'*+L���5+ ��'�!<��#1#��c�c'������(�������w](�ó�c,9`\��)�� �\+ ��,@^��óm1]('K$&7�����`�]1�9W��1�²����+ ��!y��'K��#(��'������j������Z�'�]l>
!y��+ó���1M�ñ��(,9���X+ ��7�,�+��(.*�\+���#%��'Y��Z�Z��É$&�1'Y��)���+ ��+gÚ

Mx+ q = s

x ≥ 0, s ≥ 0

s · x = 0

,
AµônM�C�MKC�I

��.���'
M P∗(κ)

!<��+����K=�_
q ≥ 0

M�l¡��ô*���Y��' S5^�,~�8,���`��6+ ,��1#(3y.*��'�!<��#(��,���+¹Ú
eB�1���(�����()��6+�+�!<�1����'�)�������,�Ú F =

{

(x, s) ∈ R2n
⊕ :Mx+ q = s

}

�n#(��������0����R!<�1���1�����()��1+�+�!"�(����'�)*������,�Ú F+ =
{

(x, s) ∈ R2n
+ :Mx+ q = s

}

+d�n+ ��!<��'K����!"�(����'�)*������,�Ú F∗ = {(x, s) ∈ R2n
⊕ :Mx+ q = s, x · s = 0

}

o��5#(��������0����Ò!<�1���(�����()��1+�+U!"�(����'�)*������,���+f��WX��,9����� ��{�z5s�� y	�o¡	� �*��,j_Ónf��#�����+���!<��'K���
!<�1����'�)�������,���+����()���� �Ñ�ow*y�z|{�wm{�¡	�ñÐ4��v|s !"�1����'�)������*��,"$&����S5^�,<���6`��(#(��� M��@#(7�,9��]1��7���,�'��1��#
��#%��'���Z�Z���$&�('K+ ]6+ �('�����Ú
ð ê·é*ê·éjê"!�ì$# �&%('X��� ê A(]��1'���3������9+����R$&�('�+�]1+��('µ_fjrz��óI�) ���oÖoÐÑ���gv Î �4� Î ¡�Ô¹{�zÓ��{�s�sutgÕ;�-,³�	�u�4Ò Î
��{�z5s¹�/y	�o¡	����� F+

� Î zÓw Î t Î ¡Ë{�w Õ#��{�sl,�Ö Î �4Òov|sqz|����{utgv|� ��{�z5s��/y	�o¡	� .
o Z��('��53c�����9+�'�]6+ �1#(](�5](���1,y,�]1��)�]1���u��'Y���X`��1+�3J$&���X+ ���5� ����0ÉMno-+���`���Z�Z��Y��,@Z����yZ��('Y�\+·S5^�,

�UZ��('���3U�����9+�'�]1+��(#1](��]1���(,�$&���9+ ��� ��Z�ZR,���`��6+ ,��(#1!<]1�9W��(��+gÚ
¢ ß ¨�´«¥5¬�´kÁ�´«¨«¸u§�¾�¤�¨3À5¬o¶�°�Æ�°�¥ Ã¿¤o®�¯�°�±�²�¤ó§¿¨kÀÂ±�°�µ�½o¤�¬�·`´«±�´«¬�±�´k¶�´«¾¿¾	·`´«±�°�¥�¶�º�§©°�Æ�º�¥Â¾�¤�¥5º�¼o¤�¬F¼4´«¥�§©Ç ë °�¬�¾ Ã¿¤�À¤»·`´k±�´«¬o±�´k¶�´�¾¿¾[·»´k±�°�¥�¶�º�§¿°�Æ`¯o¤�¥Â·f¤�¨uº�¬o¤�Æ�È

C�E



ô�M�C�M*NO'�!<]1'��6+ �É.���+�+�](�

ð ê·é*ê�ûpê >JîX� ì � ê �dÎ
M P∗(κ)

w!Ð4�¿��ví}���sqz|����{utgv|�m��{�z5s��*y��o¡	��, Î ���Ñ�o� Î t
Fw = {(x, s) ∈ F : x · s ≤ w} A·ô�M�C�M õ�I

sutgvx¡	��� Î zÓw Î tqwhvx¡��#{�¡ w ∈ Rn
⊕

{�s�{�����¡ ¡Ë{�whÕ#��{�sZ,Ø�Ñ�ow*y Î �o�Ø� Î zÓw Î t .
ë � í ���c<@%�� ý ï�dx
p�(��W��1�

(x0, s0)
Z��1'��53<�����9+�](�

w0 = x0 · s0 > 0
Mjo÷+�]1+ �1'�+²+ ��Z�Z��5](�5#(Z��(�

Z���#1���9W@}�+&S5^�,jM
�G�"�@�r���@�"�h��
p�(��W��1�

(x, s) ∈ Fw _w�(,9,����
x · s ≤ w

MFÙ¡���5#(�*��' S5^�,Ò+ �F`���Z�Z*�ò�
c0 :=

x0T s = eTw0 ](�
c := xT s = eTw

S5�('���'�](�r+�M|o
P∗(κ)

!y��+���� =���,�)���ô*��}�m1��:\S��k��'����@S����
}���.���+·S5^�,j_�.�����W
(x− x0)T (s− s0) ≥ −4κ

∑

i∈I+

(xi − x0
i )(si − s0

i ) ≥ −4κ
∑

i∈I+

(xisi + x0
i s

0
i ) ≥

≥ −4κ(xT s+ x0T s0) ≥ −4κ(c+ c0),
AµônM�C�MöôXI

��.���' I+ = {i : (xi − x0
i )(si − s0

i ) > 0} MU/g��W�Ú
s0Tx+ x0T s = xT s+ x0T s0 − (x− x0)T (s− s0) ≤ c+ c0 + 4κ(c+ c0) =

= (1 + 4κ)(c+ c0),
AµônM�C�MùG9I

`�����W@���
Fw ⊂

{

(x, s) ≥ 0 : s0Tx+ x0T s ≤ (1 + 4κ)(c+ c0)
}

,
AµônM�C�M5��I

��!<�É,����5'Y��+����ó.*��'�!<��#�M
�@�f�r���»�O�1#(�1����7�,;Z��V��#

f : R2n → Rn $&7�����`�]1�9W9+�_���!<�1'�W@�5�
f(x, s) = x · s M�

��+r>

.*��+ :�_�.�����W~��#
f

$&7�����`�]1�9Wy$&��'KW9+ ���������c+ �1' S5�1��](�5+��('�!<�1#(](�5�É+ ���5+���!<���9WX���aM�NP,9,����²��# Fw��#(���9+�.*��'�!<��#d��#%��'���Z�Z��a��'���,9Z*���Q��'�'�} + .*�\+ :f�('�3&Ú
Fw = F ∩ f−1

(

w − Rn
⊕
)

,
AµônM�C�MùøXI

��.���'
w −Rn

⊕ =
{

w − w′ : w′ ∈ Rn
⊕
} _
f−1 ���1)����f+ �('TS5�(�ó���9`��1��#u,�]1���1+xS5�('���' Mno�#

f
$&7�����>

`�](�9Wc$&��'�W9+��������1_��
w−Rn

⊕
.*��'�!y��#v#����5+�_�}���Wc��#�3���,�]1�"���x��#�_�+ �1.*��+O� F .���'�!<��#v#����r+ � ���X�

!<����+�+ Fw ���ó#����r+�M
 G¡£¢¥¤¦�@¡£�h�{ñ��(��W@7�,V$&�1'P����)������1,X+%!":@)����a_a.�����WV'�]6+ �1#(��,

ŵ > 0
_
��!"�('KW@��� F ŵ = ∅ Mpo�#

Fw0 .���'�!<��#����1!®7����1�(_�!"��`��1'�+ ���5+ ��'�!<��#(#(�c��#
(x0, s0)

�����X+ ��+�]1�²�f!<���vZ���#1���XWn}K+ ��+5+L��,
!<����+�+�,���!"�*��,X+²���(M�ñ��1,@���9+���7�,R�8,���`��6+ ,��(#13y.*��'�!y��#6+¹Ú

G =
{

w ≥ 0
∣

∣

∣
∃ (x, s) ∈ F : x · s = w

} Aµô�MKC�MöH�I
o G .*��'�!y��#1��:�'É��#%��'Y��Z�Z��a!"����)�.*��+ :ÉÚ

õ�h



ô�M�C�M*NO'�!<]1'��6+ �É.���+�+�](�

ð ê·é*ê ð êxüOì ����	 ê ) G � Î zÓw Î t@¡Ë{�whÕ#��{�s³��s*t�Ð4��� .
ë � í ���c<@%�� ý ï�dao Z��('���3f�����X+�'�]6+ �1#(]1���t!<����+�+

w0 ∈ G _@`�����Wn��� G ���(!q7��5�(�(Mno #����5+ ������.���#
��#1+u,��1'�'|���X��#(��'����µ_�.�����W Z*���5!<�1'�W G >gZ��1'��|�����9+ �5������#���+d'���!U�(�5#(�����X+·S��~��� G >?Z��(�V`����aMp

�l>
��W��(�Q+��(.*�\+

wn ,����9`��1�����1������������#(��+�_*��!"�('�W@�5�
wn → w̄

M*o�#1+�,��('�'pZ��1'Y�\+ ���µ_�.�����W~'�]6+ �(#1��,
(x̄, s̄) ∈ F _É��!"�('KWn�5�

w̄ = x̄ · s̄ MÉñ��(,9���9+ �57���,��(��W���'�WX���
w̃ ∈ Rn

⊕
�1'��1!<�6+�_É��!"�1'�W@���J+��(' >

S5�(��7�' _p.�����W ∀n w̃ > wn ]1�
w̃ > ŵ

Mpo G .*��'�!<��#f)���ô*��}�m1��:\S��~!<����+�+d�
wn �����5��#���+�.���#

'�]1+��(#1��,c��'�WX���
(xn, sn)

�5������#���+(_X.�����W
wn = xn ·sn _9��.���' (xn, sn) ∈ F w̃ MXo�# F w̃ .���'�!<��#

,���!<����,X+�_�}���W~��#
(xn, sn)

�����5��#��\+ �*��,<`\���Q,����X`��(�5���(������]1��#1�����5��#���+ ��_j��!"�('KW@���(,y.���+L���r>
](�5+�](,�]6+uS5�('���' S57�,

(x̄, s̄)
>g�*��' Mxo�#

(x, s) 7→ x · s '��1,�](���(#1](�"$&��'�W9+ �������������X�V!"�Y��+5+8�(,9,����
w̄ = x̄ · s̄ _�`�����W@��� w̄ ∈ G M*NP#(#1�('��U'��(!"!y�\+�Z��1'Y�\+�+ ^�,�M

¤
p�(��W��1�
w′ ∈ Rn ��'KWX����`��(,X+����(_*.�����W

w′ > w0 ]1�
w′ > ŵ

](�ó+ �1,@���9+���7�,���#

A =
{

w ∈ Rn
⊕ : eTw ≤ eTw′

} Aµô�MKC�MùsXI
���(!f7��5�(�(_*,���!"�*��,X+².*��'�!<��#6+�M&l���ô*������'TS5^���,y�(��W

f : A ∩ G → Rn
⊕

$&7�����`�]1�9W9+¹Ú

fi(w) =







0,
.*�

wi ≤ ŵi,

wi − ŵi
,97�'����@Z��1�aM Aµô�MKC�MùEXI

o[)���ô*��}�m(��:²!"�Y��+5+p��#
f

$&7�����`�](�XWt$&��'�W9+ �������1_�}���Wt� ‖.‖∞ $&��'�W9+ �������������X��!"�Y��+5+p� ‖f(w)‖∞$&7�����`�]1�9W¹���~$&��'�W9+ �������(MóeB��`��1'd,���!"�*��,X+R.*��'�!y��#�#����r+Q�5](��#1.*��'�!y��#��Ò,���!"�*��,X+(_ó}���W;�
Ê��1���1���5+�� ���5��D9+�]1+ �1'w!<����+�+u��#

f
$&7�����`�](�XWk$&�('K`��(�5#(�v�R!<������!c^�!<�\+%��# A ∩ G .*��'�!y��#(���a_

`�����W@���ó'�]6+ �(#1��,
ρ
_�.�����W

ρ = ‖f(w∗)‖∞ = min
w∈A∩G

‖f(w)‖∞ ≤
∥

∥f(w0)
∥

∥

∞ ,
A·ô�MKC�MKCFhXI

��.���'É��#t^�+���'��5:f�(��W��1��'�3�+ '��1����]1�U��#(]1�5+ó������#�_@!<�1�5+
w0 ∈ A M&Ù��f!"���5+

ρ = 0
'��1������_���,9,����

'�]1+��(#1���8��'�WX���
w∗ ∈ A ∩ G _É��!<�1'�W@���

w∗ ≤ ŵ
_�)��f�(,9,����

w∗ ∈ G !"����+�+ ∃x∗, s∗ _É.�����W
x∗ ·s∗ = w∗ ≤ ŵ

_��(#ó���()����d�('�'��(�X+ !"����)f�����*��,j_�.�����W F ŵ = ∅ _�`�����Wn��� ρ > 0
M�ñ��(,9���X+ ��7�,

!<���r+��
T (w∗, ŵ) = {w : w∗ ≤ w ≤ ŵ} Aµô�MKC�MKC�C�I

.*��'�!<��#6+�_���!<�1'�Wd+�^�'Y��S5)�����,�](�����1�8�1��W
n
>?)���!"�1��#(��:���A&�(���6+ '��(�t�1'�$·��S5^�'�:XIÉ+ ]1��'Y��+��(�r+�M4��]1'�^���,

��#�_�.�����W8�
w∗

�����X+ Z�:�'*�
ŵ

�����9+"| $&�('�]O}��('�'�]1�9`��ó��'�WX���
w+ �����X+ ��+x+L��'���'TS5^���,J�¡+ ](��'Y��+��(�5+r>

Z��1�a_\��!"�('KW@���(,¡����!"�(��S57�,t��#
x+·s+ = w+ �1'�3X��'�'�} +L��� �\+�_(�(,9,����|� ‖f(w+)‖∞ < ‖f(w∗)‖∞

õ@C
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�('�'��(�X+ !"����)*���J!<����+�+J��#~����)������(,X+J$&�('K+ �1`�]1�f���(! ���X��#�_
`�����W@��� F ŵ ���(! 7����(�1Mxo­,��F`��1+5>
,��(#(3��1���()�!<]1�9W@���f!<]1�~.���`��\+ ,���#1����$&����^���,B�y,�](�53�Z�Z����(,9Z��(�a_a}���WB��'K+L��'Y��������'��(!"!y��,�](�X+
$&���X��'�!<��#1#(^�,<!<�1��M
ð ê·é*êí��êxüOì ����	 ê M {��4ÒÑ{�¡ M ∈ Rn×n P∗(κ)

w!Ð4�¿��ví}N, q ∈ Rn Ö4{��o���o�Z,d���oÖoÐÑ����Ð w1 <

w2 ∈ Rn
+

�ozÓÒ Î ¡õÖ4{��o���o�����-,*�	�u�4ÒÏz|����{utgv|� (x1, s1) ∈ R2n
+
, Î wm{�zÓÒÑ{��o��{ w1 = x1 · s1 ��s

Mx1 + q = s1 . M {��4Ò;{�¡
T (w1, w2) =

{

w : w1 ≤ w ≤ w2
}

.
A·ô�MKC�MKC�õ�I

�1Î
intT (w1, w2) 6= ∅ , Î ���Ñ�o��z|����{utgv|� α ∈ (0, 1) ��s (4x,4s) ∈ R2n ,f�	�u�4Ò Î t x+ =

x1 + α4x > 0 , s+ = s1 + α4s > 0 , w+ = x+ · s+ Ö4{��o���o������� Î z w+ ∈ intT (w1, w2) .
ë � í ���c<@%�� ý ï�d{ñ��1,@���9+���7�,R��#

M4x = 4s Aµô�MKC�MKCFôXI
s14x+ x14s = w2 − w1 A·ô�MKC�M�C(G9I

���(��)���#1�(�5+(M�eQ��`��1'
M P∗(κ)

!y�\+ ��� =�_�}���W��VAµõnMùG�M�C�I²'��1!<!<�"!"�Y��+5+��(�����1, �y���(��)���#1�(�����(,
'�]1+��(#1��,y�(��W�](�5+��('�!h���(�

(4x,4s) !"�(����'�)*������M�oä+ �F`���Z�Z��Y��,9Z*���R��'�WX���
α ∈ (0, 1)

>g�6+�,��('�'
+L��'���'����µ_���!"�('KWn�5�

x+ = x1 + α4x > 0
Aµô�MKC�MKC���I

s+ = s1 + α4s > 0
Aµô�MKC�MKCFøXI

w1
i < w+

i < w2
i ∀i,

Aµô�MKC�MKC�H�I
��.���'|�y.*����!<��)���,�$&�1'�+ ]6+ �1'|Z���#1+�����}K+·S���_j.�����W �

w+ �����X+t`���'�:�Z*����+ ](��'Y�<Z��('��5�DS5]1Z��(�V`����aM
o¡#��1'���3%,�]6+w$&�('K+ ]1+��('K+O,��@����)����*�\+L����,�]1�9+��j��'Y��,9���dZ����9+5`��J�u,��F`��1+ ,��(#(3J$&�('�+�]1+��('��1,��1+w,\���nS5^�,
��#
α

��#(��!"� �ÉÚ
α < mini:4xi<0

{

− x1
i

4xi

}

=: α1

A·ô�MKC�M�C�sXI
α < mini:4si<0

{

− s1i
4si

}

=: α2,
A·ô�MKC�MKCFEXI

��.���'É��#
α1

]1�
α2

��#���!<��,y��#
(x, s)

�5#(��������0~����#(��+���`@��+ �����J!"�Y��+5+v����#(�K+ }K`���,jM@o4.*���5!y��)���,
$&�('�+�]1+��('a�('���3U$&�1'��u��#u��'Y��Z�Z��a��'Y��,9Z*���R}���.���+ :&Ú
w1

i ≤ w+
i = x+

i s
+
i = (x1

i + α4xi)(s
1
i + α4si) = x1

i s
1
i + α(4xis

1
i +4six1

i )+

+ α24xi4si = w1
i + α(w2

i − w1
i ) + α24xi4si,

A·ô�MKC�Möõ�hXI
õ�õ



ô�M�C�M*NO'�!<]1'��6+ �É.���+�+�](�

`�����W@���
(w2

i − w1
i ) + α4xi4si > 0.

Aµô�MKC�MöõnC�I
NO#<�R$&�1'�+ ]6+ �1'Om1� ��,k��#(��,9� �B�

i
����)��l=��1,9���dS5�('��(�9+%!"�(��,���+ ](�r+�_���!"�('KW��(,9��� 4xi4si < 0

_
!<]1�����()����"�8,���`��6+ ,��(#13<$&����!<��Z*���3Ú

α < min
i:4xi4si<0

{

−w
2
i − w1

i

4xi4si

}

=: α3,
A·ô�MKC�Möõ�õ�I

��.���'
α3

����!"]1+²����#(�K+ }�`y�5#���!QM�o÷!y������,"$&�1'�+�]1+ �1'�+�+ �1,9���9+5`��4Ú

w2
i > w+

i = x+
i s

+
i = (x1

i + α4xi)(s
1
i + α4si) = x1

i s
1
i + α(4xis

1
i +4six1

i )+

+ α24xi4si = w1
i + α(w2

i − w1
i ) + α24xi4si,

A·ô�MKC�Möõ�ôXI
`�����W@���

0 < (1− α)(w2
i − w1

i )− α24xi4si.
A·ô�MKC�Möõ�G9I

eB��`��1'
w2

i −w1
i > 0

_9�1#(](�r+��(#�m(����,"��,9,����aS5�('��(�X+v!"�(��,���+ ]1�5+�_9.�� 4xi4si > 0
M@NPZ�Z��(�~��#

�(���6+ Z��(�V��#%�(��W��1��'��6+¡,9�����(Z�Z���,~��W���,��J���1�X��+�}�`�_*}���W���#%�(��W��(��'�3�+ '��(���5](�y��#1��,9� �<�"����#(��+�}�`
α

�5#���!"��,9� �f+ �1' S5�1��7�'µ_*��!"�('KW��(,9����Ú

α <
w1

i − w2
i +

√

(w2
i − w1

i )
2 + 44xi4si

24xi4si
=: α4,

A·ô�MKC�Möõ���I
��!<� 4xi4si > 0

!<����+�+ó����#(�K+ }�`�M�o÷,\������+�+²$&�('K+ ]6+ �1'��(,��6+������5#(�1`��6+�`��c,\���@S5^�,j_j.�����W�Z����r>
!<�1'�W

α < min {α1, α2, α3, α4, 1}
Aµô�MKC�Möõ�øXI

��#���! ,9���('�](��}�+ �P�B'��(!"!<�R,9}�`\���*��'�!y��� +�M3jg'�W��1�ò���()���� ��#
αi

��#���!<��,V����#(�K+ ��`@�K+L��� �R!"�Y��+5+
'�]1+��(#1��,jM

¤eB���r+ó!<���v,������XW��(�RZ��1$&�gS5�(#1.��1+&S57�,��J+�]1+ �1'ÉZ���#(���XW@}�+L��� ��+(_@.����5#(�1�a_�.*�
intT (w∗, ŵ) 6=

∅ _9��,9,����w��#²�('�3�Z�ZUZ��('Y�\+ ��+5+O'��1!<!<�t!"����+�+x'�]1+��(#1��,c��'KWX���
w+ = x+ ·s+ _X.�����W

ŵ < w+ <

w∗
_j`�����W@��� ‖f(w+)‖∞ < ‖f(w∗)‖∞

_���!<�
�('�'��1�9+ !"����)*���(M�Ù��
intT (w∗, ŵ) = ∅ _���,9,����$&��'�W9+ ���������������a!"�(��$&���X+ ��'����5��,<!<����+�+�$&�1'�`��1.��1+�7���,R�1��W

w′
�����X+ ��+��

w∗
!"�(��$&�1'��1'�3@�1�R,9���

,������XW��(#(�6+ ](Z��(�a_@��!<�1'�W@���1,c����!"�(��S57�,c�
x′ ·s′ �1'�3X��'�'�} +L��� ��+|](�O���5� �d�t�����9+�� �t!<����)\S5^�,J�1'*�

Z���#1���9W@}�+ ���5+(M�o¹Z���#(���9W@}�+ ���P��#(]1�5+P$&���d!³��,��@)����µ_�!<�1�5+x�('�](�u�t'��1���*����W���Z�Z8,��@����)����*��+L��Z*���
,���#(�1'��(Z�ZB,��(�57�'����
�

ŵ
�����9+ .���#�M

NP#(#1�('��8+�]1+ �1'p!<����)��1��W@��,y��'�'�} +L��� ��+�Z��('���+�+�^�,jM
¥

õ�ô
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ð ê·é*ê ' ê ���@� ì ��ÿ ì@í ��în�=< ê �1Î z|����{utgv|� ��{�z5s��hy	�o¡	��, Î ���Ñ�o� Î tÌ��y��©vxw!Ð4zÓv|s 2 �Ñ�ow*y�z|{�wm{�¡	��Ð4~
��v|s 6 wm{��#�ozÝ�ÑÐos����

F∗ =
{

(x, s) ∈ R2n : −Mx+ q = s, x, s ≥ 0, x · s = 0
} A·ô�MKC�M õ�H�I

� Î zÓw Î t Î �Ñ�ow*y Î �o� .
ë � í ���c<@%�� ý ï�dB
p�(��W��(�

(wi) ⊂ Rn ��'KWX���2�����5��#��\+�_u.�����W
wi > 0

_
wi+1 < wi ]1�

limi→∞w
i = 0

M*NP,@,������('�3�#(38+�]1+ �1'nS5�('���'�]1���(�K`��('É}���.���+·S5^�,j_�.�����W

F∗ = F0 =
∞
⋂

i=1

Fwi ⊂ Fw0

,
A·ô�MKC�Möõ�sXI

oÞ+�]1+��('x�5#(�1�����X+%� Fwi .*��'�!<��#1��,R,���!"�*��,X+L��,Q](�d���(! 7����1���1,�_p}���W���# F∗ .���'�!<��#J#����5+
](���5](�5#(�J��# Fw0 .*��'�!y��#(�*��,j_���!"�a,���!<�*��,9+(_�`\����W@���²� F∗ .*��'�!y��#t���ó,���!"�*��,9+(M

¥o¡!"���X+t��#1+t!y�����(!"'�}K+ �6+�+�7�,R,���� ��Z�Z*���É_a�~Z��('���3������9+ ���t!<:@)��5#(�1���(,Bm(� ��, �~,���!<��'��6>
!<�1�9+L������+ �����O$&�('K+ ]6+ �('K+f�5�('Y��=���' S���,j_�](�U��+���Z�Z��v$&�1'�+�]1+ �1'�!"�(��+ ���5+ ��� ��!"�('�'��6+�+J+������1,��()����1,
����� �n_w.�����W/��#

x · s `��(,X+ ���F|?,���#(�1'�'��1��W��(�r}����@^�'�'�`��1,9+�����.���#�MvNPZ�Z�3�'¡��,�����m(�1��m1��:�Z�:�'
��)�:@)���,~��#%��'Y��Z�Z�� _=§ �o¡	¡Ë{�Ö4{�¡���¨`Ò$©o���4Ò +�3�'�p ôXH@_�õ�sorp��#�����!<��#(:U)���ô���}�m1��:&Ú
ð ê·é*ê Gpê"!�ì$# �&%('X��� ê A����(�X+ ����'����ó0�+LIR) t

Mx+ q = s

x ≥ 0, s ≥ 0

s · x = µe

A·ô�MKC�M õ�EXI

��{�¡��osuto{�� (x, s, µ) wm{��#�ozÝ�ÑÐos Î vx��� Î �	�oz e = (1, . . . , 1) � m(�(�X+ ����'����ó0�+ ¡ Î �!¡Ë{�Ö4{ut�tgÕÑ� .
o÷)���ô���}�m1��:¡S5�������������X���5:�'a�5#(:�'
��#u��'Y��Z�Z��a��'�'�}K+ ����Ú
ð ê·é*ê J ê"1 �¿�(%Y� ý ï ê �1Î

M P∗(κ)
w!Ð4�¿��ví} ��s Îª2�« . X . X 6 ��{�¡��osuto{���¡Ë{���z|����{utgv|����{�z5s��?y	�o¡	� � Î ,Î ���Ñ�o��whvx¡��#{�¡ µ > 0 �����������	{ut�{��4ÒÑ������{�zÓw­¬	{�¡�z|����{utgv|� (x, s) Ö4{��o���o�Z, Î wm{�zÓÒ��ov�{�z|����8x�¿v Î

��{�¡	�¿�kÐ4zÓv|s®S#�q�#{;_�¡U8���v�����Ð4�;,ÅÖ Î �4Òov|s Î ��{�¡	�¿�uÐ4zÓv|s®S#�?{��4Ò�y Î � Î wm����{���{�s³�r©o����{ Î y���vxw!Ð4zÓ~«���ÉÐ4z
ÖoÐ�z����gto������{����g��{�¡ .
NO����]('
�1��3��5�(Z�Z���'�'�} +L�������ó���X��#�M
ð ê·é*ê 
 ê >JîX� ì � ê ) t Î zÝÐÑ���gv�Ð4zxz98x��Ðos�����{��oÖ�vxÖ Î z|{�¡És�{���V

õ\G
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X . )¯2�« . X . X 6 ��{�¡���skto{���¡Ë{��hz|����{utgv|� ��{�z5s��/y	�o¡	� � Î .
Y .¥° vx¡��#{�¡ µ > 0 sut�Ð4w?�	�gt!z|����{utgv|� {��4ÒÑ������{�zÓw­¬	{�¡ �ozÓÒ Î ¡ (x, s) ∈ F+

Ö4{��o���o�Z,f�	�u�4Ò
x · s = µe .

« .¥° vx¡��#{�¡ w ∈ R2n
+

Ö4{��o���o���	�gt�z|����{utgv|�7{��4ÒÑ������{�zÓw­¬	{�¡ �ozÓÒ Î ¡ (x, s) ∈ F+
Ö4{��o���o�Z,

�	�u�4Ò x · s = w .
ë � í ���c<@%�� ý ï�d²A·b���S5��!<��_�pùõ��orYI]��W@��'K`����B�1'�](�y��#yArC�I → Aµô�Ió�������9W9+�Z��1'Y��+���� _�!<�K`��('��U+ ��Z�Z��
+ ���K`n����'��K�(M
±�²¦³"´£�r�@¡=�r¢¥µ&�+´£²��jñ{�1��W@7�,R$&�1'
����)������1,9+�!":@)����a_*.�����W�`���'Y��!"�('KW

w > 0
>?.���#%'�]1+��(#(���(,

(x1, s1) 6= (x2, s2) > 0
`��(,X+ ������,j_���!"�('KW��(,y,9���1'�]1��}�+���,<�U.*����!<��)���,<��'�'�}K+ ���r+�M�NP,9,�����Ú

M(x1 − x2) = s1 − s2 A·ô�MKC�Möô�hXI
x1 · s1 = x2 · s2 > 0

Aµô�MKC�Mùô�C�I
eB��`��1'

x1 − x2 6= 0
_x�(#1](�r+y��A õ@MùG�M G9IJ'��1!<!<� ��'����@S����ò+ �1,9���X+ .��6+ 7���,ò��'KWX���

i
����)��6=n�1+(_

��!<�1'�W@���
x1
i 6= x2

i

]1�
0 ≤ (x1

i − x2
i )(s

1
i − s2

i )
MË��W@��'K`����B$&�('�+��(.��6+·S57�,j_É.�����W���' M

x1
i > x2

i

_
)��t�1,9,����ó�c,�������+5+��(��W��1��'�3�+ '��(���5](�f!"�Y��+5+

s1
i ≥ s2

i

_n�1#¡`@����#(���9+��('�'��1�9+ !"����)y�����*��,j_n.�����W
x1
ix

2
i = s1

i s
2
i > 0

MjNP#(#1�('���#u�1��W�]1�5+ �1'�!³���5](���6+�Z��1'Y��+5+ ^�,jM
¤o¹'�]1+��(#1](���5��,�]6+wZ���#1���9W@}�+ ���5+O��)�^���,jMXo¡#²�1'��53%�1��WU���*��'���+���,9^��x�(��#(���5#1+��(��m1�Y��Z���#(���9W@}�+ ���(_

�U!<������,<�(��W�,������5+ �5^�,X+ }K`���Z�ZB�5#(�1'�'��1!³�a_	�����ó+����#D@�5�(��)��5#(�(���5�J](��7�'�3UZ���#1���9W@}K+L���1M
¶�´U�@¡£·h´=�ª¸l¹�º7»c¼�·h�"½\³�¾¿�r�¦��À-�

p�(��W��(�

w1 = x1 · s1 ∈ Rn
++

_p��.���'
(x1, s1) ∈ F+

Z��('���3
�����9+(_*��'KW��(�Q�8Z��('���3������X+ ���ó$&�('�+�]1+��('a!<����+�+�'�]1+ �1#(��,jM*ñ��1,@���9+���7�,�!"���5+���#

x · s = (1− t)w1 + tw, t ∈ [0, 1], (x, s) ∈ F+

A·ô�MKC�Möô�õ�I
�(��W��1��'��6+ �(,��1+�M�
p�(��W��1�

t∗ = sup
{

t̂ : (3.1.32)
>g���(, ∀t ∈ [0, t̂)

>?���d'�]6+ �1#(��,<!<�1����'�)*��� � } A·ô�MKC�Möô�ôXI
NO,9,����%`����ò�B!"�1����'�)�������,9�*��, �(��Wk��'�WX���

(xk, sk, tk)
��������#(��+L�n_
.�����W

limk→∞ t
k = t∗

M
NOZ�Z��1���U��������#(��+ Z*���

xkT sk = eT (xk · sk) = (1− tk)eTw1 + tkeTw ≤ eTw1 + eTw,
A·ô�MKC�Mùô�G9I

��!<��Z�3�'j�~Aµô�MKC�Möõ�IO��'�'�}K+ ���P$&�('�.*����#1�*��'���� ��`���'j,\���@S5^�,j_n.�����W<� {
(xk, sk)

} .���'�!<��#²,�����'���+ ���1_
`�����W@���O$&�('K+ �(.��1+ 3�_@.�����WU+ ���5+v�1��W

(x∗, s∗) ∈ F+
�����X+ .���#�M��*��'�W9+��������5� �����*!<�1��$&���X+ ��'����5��,

õ4�



ô�M�C�M*NO'�!<]1'��6+ �É.���+�+�](�

!<����+�+��(�5���%�U�����9+ ���U���X��#�_�.�����W
x∗ · s∗ = (1− t∗)w1 + t∗w.

A·ô�MKC�MùôÑ��I
o;S5��Z�ZQ��'�)���'����Q��'�'�:f`��1,X+ ��������#(�K+ }�`�_�`�����W@�����".*��+ ����]1�5+�](,9,�](�X+t,�������+5+

(x∗, s∗, t∗)
�����9+

���²,9���1'�]1��}�+��p�BAµônM�C�MùôXõ�I����1��)��5#(�1�5+�M%Ù¡�U!"���5+
t∗ = 1

_j��,9,�����,�]1��#(�1��`�����W@^���,�M%Ù��
t∗ < 1

_
��,9,������U!<����Z���#1���9W@}K+ ��+5+²^�����m1��+ ���ó!"�Y��+5+ó��#

u : Rn×n → F+, u(x, s) = x · s A·ô�M�C�Möô�ø�I
'��(,�]1���(#1](��'���,\��'�����.���!"�(��!<���kô*#1!8^��

(x∗, s∗)
>gZ*���ÉM�NO,9,����²��#(���@Z*���Q�RAµô�MKC�MùôXõ�Iw���(��)���#1�(�r>

���(,f!"����)��(�
t
>g.��(#ó�('�]1�u,���#(�('��

t∗
>?� �¡`����"!<�1����'�)*������_���!"���('�'��1�9+�!<����)

t∗
)���ô*��}�m(��:\S����*��,jM

¤¶�´U�@¡£·h´=�Á¸�Â=º&»�¼�·h�"½\³�¾¿�h�f��ÀÃ�%Ù�����#1�*��' S5^�,��BAµô�MKC�Möõ�Iv+ ]6+ �1'�S5�('���'�]1���1��+(M�NO,9,�������# Fw .*��'K>
!y��#J!<����)��(�

w ∈ Rn
+

�1���1+�](�k,���!<����,X+�_����(!f7��5�(�t.*��'�!y��#�M�ñ��(��W@7�,B$&�('|����)������(,X+(_�.�����W
'�]1+��(#1��,

ŵ > 0
_p��!"�('KW����(! ��'�'|�1'�3

x̂ · ŝ ��'���,9Z*���ÉMañ�^�)\S5^�,j_
.�����WV��# F ŵ .*��'�!y��#c���(!
7����1�(_O}���Wò�(#Qm1� ��,Ò0���Wò$&����)�^�'�.*��+8�('�3�_x.*� ∃ i : x̂iŝi < ŵi

_O��!"��Z�3�'v,���`��6+ ,��1#(��,j_w.�����W
x̂T ŝ < eT ŵ

M
ñ��(,9���X+ �57�,���#

f : F → R⊕, f(x, s) = xT s
$&��'�W9+ �������u$&7�����`�](�XW9+�M�o F ŵ .���'�!<��#

,���!<����,X+ � ���X�U!"����+�+�'�]6+ �1#(��,
(x̄, s̄) ∈ F ŵ _j��!"�('KW@���

x̄T s̄ = max
F ŵ

xT s.
Aµô�MKC�MùôXH�I

ñ{�1,@���9+���7�,k!"���r+J�
T (ŵ, w̄)

+ ]1��'Y�\+�_p��.���'
w̄ := x̄ · s̄ M,Ù��

T (ŵ, w̄)
���(! 7��5�(�(_���,9,����J�

Aµô�MKC�M G9I�'��1!<!<�c!"�Y��+5+ó'�]1+��(#(��,
(4x,4s) ](�

α ∈ (0, 1)
_�.�����W

(x+, s+) ∈ int(ŵ, w̄) ∩ F+,
A·ô�MKC�Mùô�sXI

��.���'
x+ = x̄+α4x _ s+ = s̄+α4s MFoÒ+ �F`���Z�Z��Y��,9Z*���%��'�WX���

α
]1�5+�](,��6+{`���'�����#6+ ^���,�_F.�����W

(x+)T s+ > x̄T s̄
](�
w+ ∈ F ŵ +��('TS5�(��7�' S5���a_���!"�
�('�'��(�X+ !"����)

(x̄, s̄)
����+ ��!y��'�� +L��� ���*��,�Mjo

)���ô*��}�m(��:�,y!"�Y��+5+¹Ú
w+ = (x̄+ α4x)(s̄+ α4s) = x̄ · s̄+ α(s̄4x+ x̄4s) + α24x · 4s =

= w̄ + α(ŵ − w̄) + α24x4s, Aµô�MKC�Mùô�EXI
`�����W@���
(x+)T s+ = eTw+ = eT w̄ + αeT (ŵ − w̄) + α24xT4s ≥

≥ eT w̄ + αeT (ŵ − w̄)− 4κα2
∑

i:4xi4si>0

4xi4si,
A·ô�MKC�M GXhXI

õ�ø



ô�M�C�M*NO'�!<]1'��6+ �É.���+�+�](�

��.���'t��#V^n+ ��'���:Ò�1��W��(��'�3�+�'��(����](����]('t,9��.*���5#(�*��'�+�^�,â�
P∗(κ)

+ ^�'Y��S5)�������������+�M`+t'�WX���
α
> +

,��(���1��7���,�_���!"�('KW@���

eT (ŵ − w̄)− 4κα
∑

i:4xi4si>0

4xi4si > 0,
Aµô�MKC�M G�C�I

��.����������B��+����(��)��(#1](��^�+ ���Q,\���nS5^�,���#

0 < α <
eT (ŵ − w̄)

4κ
∑

i:4xi4si>04xi4si
A·ô�MKC�MùGXõ�I

$&�('�+�]1+��('�+(MÉjg'�W��1�
α

��#
eT (ŵ − w̄) ����#(�K+ �K`n�K+L��� �f!"�Y�\+�+�'�]6+ �(#1��,jM Û

¤NP#(#1�('��8+�]1+ �1'�+²Z��1'Y��+5+ ^�,jM
¥o÷m(�1�9+ ����'����ó0n+²+ �F`���Z�Z��p���*��'���+���,9^���+ ^�'��\S5)������ ���X���K`���'�$&����'���'�,���#1��,Ìp ôÑ��rOCFø�M�$&�gS5�(#1�1+���M

ð ê·é*ê C êfe î#�¿��	 ê Q {��ovx¡	�xs�ÕÑ�GS���� ÎhÎ t M = ( 1 −3
0 1 ) w!Ð4�¿��ví}��o� Î

q = ( 1
0 )

�¹�4�����ozÝ� Î zÉwm{�zxz|{��¿� .
T ���Ñ�o� Î ��{�¡	�¿�uÐ4zÓv|s¥S�� µ �����������	{ut@� Î �����gto� (x, s) y	�o¡	� ��Ð4� Î V

x1 − 3x2 + 1 = s1

x2 = s2

x1, x2, s1, s2 > 0

xisi = µ

T tg���$©o¡	¡	ÒÑ{�¡ wm{��#�ozÝ�o� Î � �Ä�Ñ�-,»��sd� Î y��Ä�Ñ�-,Ø�	�u�4Ò Î ��{�¡	�¿�kÐ4zÓv|sÅS�� µ ~��U©gt@� Î �����gto�dy	�o¡	� � Î
xµ

1 =
√
µ

xµ
2 =

3
√
µ−1+
√

13µ−6
√
µ+1

2

sµ1 =
−7
√
µ+5+
√

13µ−6
√
µ+1

2

sµ2 =
3
√
µ−1+
√

13µ−6
√
µ+1

2

) � Î y	�o�©�f{���{u�4wm��¡	Ò�� Î:2�« . X 6 ÐÑ�g�uÐ4¡ zÝÐ4�x� Î � �Ä�Ñ� .
eB�K`��('n�¡m1�(�X+ � ��'����{0�+

(x, s)
�����9+&S��������

x·s = µe
]1�P��#��1'�3�Z�ZcZ���#1���9W@}K+ ��+5+�+ ]6+ �('@��#(�1�����9+

Z*����!"�('KW
µ

]1�5+�](,9.��1#�'�]1+ �1#(��,k!"�(��$&�('��('�3
(x, s)

�����9+(_��(#(]1�5+
µ → 0

�1���6+ ](�[�B!"�(��$&�('��1'�3
Þ ß ¨�ÆÈÇ�ÈÂæ�È É�Ê;¥5´«·`·f¤E¤�¥�¤ ë Ã¿º�¬FÆ�°�¬�Æ¹µ�¸�¾É¼4´uã«§¿¥5¸k§¿¾&À�§&¤�¶�¯o¤�¾�¬oº�¬�Æ�¤�¨

α
¸kµ¿¾�¸«Æ¹µ�´�®�¤�¨«°�¬¹¼o¤�¬�´kµ©µ�´%·`°�§¿¾&¬�À5¬oã«§§©¨«áoÆ¹§©¸«±�á�¬�Æ�È

õ�H
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ô�M�C�Mj��Z�� ��M 8 Ë ð ê·é*ê CcÌ@�Pî#�©� ý0Í 	*� ï íXì@þ�ì ���¿
�� ì �&		��	��F' ì ��� þ�ý �µ�·ï­Îp��� ý ��	�ÿ þ î@ï í � ì � ì
o[�XW@��'���,¡�óm1����,9,��1��3

µ
](�r+ ](,��1,d�������9W���Z*��!f^�+L��+��*��,jM(oÒ��](��W¡`���'K+ ��#1:ó,���#(7�'Xm(����,t.*���5!y�\+

��Z�� ��#(��'K+ ^���,j_�!"��`��1'
x2 = s2

M

(xµ, sµ)
�����9+������5��#��\+<.*��+ ����]1�5+ ]1,��B��'KWX���

(x∗, s∗)
�����9+�_O��!"�('KWn�5�

x∗ · s∗ = 0
_P`�����W@���

����+ ��!y��'��K��A&,���!"��'��1!<�1�9+ �������LI{!"�(����'�)*���(MÑ�n#(�1!<'�]('��1+ �1���1�<�(#���#1+aS5�('��(�X+ � _�.�����WU�um(�1�9+ ����'����
0�+ ���m| `�]1������.*��'���)�`\�+}�Df`�����W@���w�(��Wn�5��,9���5�(Z�Z

µ
](�r+ ](,��1,9.��(#t,9���5#���!"}K+�`��u��#

(x, s)
`��1,9+����5+

D~����+���!<��'K����!"�(����'�)*����.���#¡+L���r+ ^���,�M
ð ê·é*ê·érÏpêfe î#�©�
	 ê ) t/{�z|�4���gvÑy	��zÝ�ÑÐ4�Ëwm{ñ�4Ö�vÝt�su�ÑÐ4zÓÖ Î zÝÐ4� �Ä�Ñ�-,%�	�u�4Ò Î ��{�¡	�©�kÐ4zÓv|sÐS#��zÓvxwm{�sut«y	�o¡	�¿~
��Ð�� Î

x∗1 = 0

x∗2 = 0

s∗1 = 3

s∗2 = 0,

Ö Î �4Òov|s x∗ = (0, 0) , s∗ = (3, 0) .@T ���Ñ���
Mx∗ + q = ( 1 −3

0 1 ) ( 0
0 ) + ( 1 0 ) =

(

3 0
)

= s∗

x∗ · s∗ = (0, 0) · (3, 0) = (0, 0),

Ö Î �4Òov|s1Ö Î z|�4� Î ¡Iwm{��#�ozÝ�ÑÐ�s ÎmÎ Ô¹{�z Î � Î �¿¡ Î � .
õ�s
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oÞ��WX��,����5'Y��+�Z*��� �(#8���1! ,9��`@��+��('��(#(.��1+ 3�_É!"��`��('{�1�����(, �~���(��]()�$&�1'Y��)���+ �*��, �~Z����9W���>
'�^�'K+ � ���X�"!"�(���1��W��(#1��,B��#f�1���1)��1+��{$&�('Y��)*��+�]1`���'µM%��]('�^���,Q����,\��Z�ZV��#�_�.�����W��<m(�1�9+ ����'�����0�+5>
.���#J`���'���!"��' W��(�B](�5+��('��(!fZ��(� ,���#1�('|!<��� ��)\S5^���,jM�o m(�1�9+ ����'�����0�+�+�:�'
`���'�:<+ �F`���'�� ������+��(��W
δ(x, s, µ)

$&7�����`�]1�9Wò!<]1���µ_|��!<�1'�W@���1,�,�����,9��]1+<��'���,(S�����:�'v,�](�53�Z�Z�'��(�5#���#1:�MPo�#Q��'��������K+r>
!8^�����,<�(��W~�1'�3��5�d��)���+5+ ��{�z5s�� �����X+ Z�:�'É����)�^�'��*��,j_@`�����W@����$&�('K+ �(�5��#17�,j_j.�����W~'�]1+��(#(��,<��'KW��(�
�����9+(Mxo¡#R�1'�3�Z�Z['Y�\+�+ ^�,�_|.�����Wò�1Z�Z��(�â��#��(���6+ Z��1�â'�]1+ �1#(��,�,���!<��'��1!<�1�9+L�������c!<�1����'�)*���(_
��]1'�)���^�'j�um1�(�X+ � ��'����P0�+w.*��+ ���������X+·S��d��'KW��(�aM�NO#��d$&�('K+ ]1+��('*��#²�(��W@��,c,9����+���,9^��P�����9+&S��%�uZ��(' >
��3������X+ ���ó!":@)���#1�(�5�(,9���1,�M�
p]6+ �(#1���(,~^���WX���Q!":@)��5#(�(�5�(,j_j��!"�1'�W��(,"�(��W~��'�WX���iA&�*����W���Z�ZjI
$&�('Y��)*��+ Z��~����WX��#(#���, �y������Z�'�](!<��+(_���!<�1'�W@���1,B!<���¡'�]1+��(#1��,QZ��('���3������X+·S���_�)��f�(#1�(,����(!
��'�,\��'�!<��#(.*�\+ :�,U+ �1' S5�1����'�+ ��'���������������Z*���aM

�5�����jÑ�� � ÒÓ�\ÔÕ�����×Ö+ØÚÙ�ÛR�rÜ��\ÝbÞ��j��ß���Þ��Rß7�
oæ'������(�������f,���!"��'��1!"�(�9+ �����K+ ��������'v`���'�:k,�����m(�5��'Y��+<��)â��'Y������+U���5� ��_x.�����W[��'�,\��'�!<��#(#1^�,
�R���(!"'��������������t��������� ��!"��#(���d�1��#(,���#(�(�K+ZKc���(_a��]1'�)���^�'O�������ó+����n>g!":@)��5#(�(�r+�_p���(!"'��������������
�(��W��1��'��6+ �(,~!<�1����'�)*��� ��� ��M


p�(��W��1�
F : Rn → Rn )��Èà��(�5�(��m1�Y��'�.*��+�:U$&7�����`�](�XW�_É��!<�1'�W@���1,

J(x)
ú���m1��Z�� >g!<��+���� =��

!<����)��(�
x

�(�5�1+ ]1�����(!"��#1������^�'Y���5���1M�o �����ó+ ���#D@!":@)���#1�(����#
F (x) = 0

�1��W��(��'��6+ �1+���'�)\S��
!<�1�J��+��(� �\+ }�`f,���#1�('�}�+ 3%!":@)���#1�(�5���1' _9!"����)��1�<'�](��](�5Z��(�~�1��W".������(���5}�,9,\��'j,���#(�('�}�+5`��¡�u$&7�����>
`�](�9W9+(M��*����!<��'��������

xk+1 = xk +4xk

_���.���' 4xk = −J(xk)
−1F (xk)
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g : Rn → R
$&7�����`�](�9W9+

,��('�'�!"������!"��'K��#(��'����·_���,@,����w� ∇g(x) = 0
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ð ê·é*ê·é�é*ê"!Rì$# �¦%g'X��� ê A&o¡,\��)*��'KW@$&7�����`�](�XW�I T �4Ò φ : R+ → R �4v P/{���{�¡Ë��v¿Ð4z5� Î ���óÔ�Õ����4Ö4��¡	Òo�Î � Î �ÑÐ4zÓÒ�Ô�Õ4���4Ö4��¡	Ò�¡Ë{�� 2 � Î ����v�{�� 6 ¡Ë{�Ö4{utgÕ#¡É�-,Ø� Î
limx→0+ φ(x) = +∞ .

NO#1#(�1'{�8)���ô���}�m1��:F`���'p�
min
x∈Rn

f(x), gi(x) ≥ 0 ∀i Aµô�MKC�M GXôXI
$&�('Y��)*��+

min
x∈Rn

f(x) + µ
∑

i

φ(gi(x))
Aµô�MKC�M G�G9I
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µ
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µ = 0
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'����������9+ .���#�_���'�'��6+�`��

+∞ >?.��(#�_�.*�¡0���W%+L���r+�_\.�����Wc��!"�(���1�����1)��1+5+x+ ���5+���!y���9Wu.*�\+L��� ��.���#�_
.�����Wi���(! ����+ ��!y��'��K�%�����9+ ��+c,���#1�('�}�+J!"�(��M
o�#~��'������5�K+ !c^��5��,Vm1]('TS��B�1#(�1�ò$&7�����`�](�XW�](�D>
+ ](,�]1���(,Òm1����,9,��1�9+ ](����MwNPZ�Z��Q�Vm1���������r+ Z*� +L���r+ ��#1��,��V'��1���1'���3 Z��('��53������X+ ���8!":@)���#1�(�U�
b%����!<����,\����Dn��'�������� + !c^��?p CFEor|���1MaeB�1��S5�(��W��1#(#17�,�_p.�����W��y����+ �1��m(����'�m1����,@,��1�9+�3��(' S���� ���5��,
��#c��,���)*��'KW9$&7�����`�]1�9W��1,��(�V,��1���(�5#1+ 7�'|��#1�������¡,�����m(����'Y��+�Z*������'�'��*��,~��#%0�+ ,��F`��1+ 3y!<:@)���#(�l>
���(,9,��1' M

�5�IÑ��jÑ�� ö÷�
ì7�
�æì��
ÛR���h�����
ì
o4Z��1'��53������X+ ����!":@)���#1�(���1,<�()�)������j+L������WX��'���� ���*��'*`�](�����f7���W��('K+ 7���,<���5� ��_@.�����Wy��#¡�K+ �1� �\>
m(��:�,@Z����Q,\������+�+������X+ ��,~Z��1'���3"�����9+ ��,~'��1��W��(���(,j_*`�����W@�����5#(�������50*���Q!"�(���(�����1)��6+�+�!"�(�\>
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(x, s)
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o¡#�0�+�,���`��6+ 3t�('TS���� ���5��,9Z*���f��)�^���'��K+L���5��](�r+|�¡m1�(�X+ � ��'����{0�+����J`���'�:¡�1'�3��5�(.*��'���)*����� ��' _�`�����W@���
�
µ

�*������!"]1+ �1�u$&��'�W���!y�\+ ���um(�5��,9,��(�9+�](��]1`X�('v!<������!<��'K�K#���'K.*��+·Sr^�,jM�j?+�+J���u+ ��Z�Z�'��(.��6+ 3��5]6>
��7���,y`\���aM
• o

µ
����� ��!"]1+��(�r+�!<����)��(�y'�](��]1��Z��(�

(1− θ)µ >g�5�¡m1���(�5]('TS57�,j_n`�����W@����������#(}�+��1+5+�,������D>
+L������� ��'p��#(����#(^���,jM�NP#(�1,R� z Î �©�#{�~���yÉ� Î ��{ ��'�������� + !c^�����,�M

• o4m(�5��,9,��(�9+�](��!<]1�5+�](,��d!<���X�J���v`���'K+ ��#1��,j_@`\����W@���
µ

.��1'�W��6+�+
(1− θn)µ

> +�`��(��#17���,�_
��.���'p��]1'�)*��^�'

θn = 1
2
√
n

MU/g��W�!³��,��@)����1,R� s�w Î zxzÓ~���y&� Î ��{ �(' S���� ���5��,jM
• o¡#²�1'�3�#13u'��(.��1+ 3���](�%�1��W@��,J`���'K+ ��#(��+L�d��#�_X��!"��,����x�um1����,9,��(�X+ ](�w$&7����%��#���'������5�K+ !c^��

��,X+ ^���'����ó�K+ �1� ��m1��:\S���+�:�'·_n`\����W@���qÎ � Î y��(8xÖ Î ¡ `���'K+ ��#6+L��+&S5^�,~�
µ

����� ��!"]1+��(�ó]1�5+ ]1,�]1+(M
�j^���m(���²�('�'��1�9+ !"����)����(_(.�����Wd�²��W���,�����'���+ Z����%�ó'Y���5���l>g^���)*�\+ �P!":@)��5#(�1���(,t!³��,��@)����1,wS5��Zn>
Z*���a_�!"��,���#(Z��(� �y�5!y��'�' >?^���)*��+��J�1' S���� ������,R�('�!"]('��6+ �
,���!<��'��6=n��+ ��� �tS5��Z�Z3Ú O (√n log n

ε

)

��# O (√n log n log n
ε

) .��('�W��6+�+(MÉ��W@��+���+�+v,�](��)�](�(_�.�����W<�1'�](�5.��1+�3�>g�¡�óS5��Z�Z~,���!<��'��6=n�K+L���v�
'Y���5���6>?^���)*��+��d!":@)���#1�(�5�(,9,��('µM
� ��¬�¬�´kÆf´k¥Â¥5´«¬�¸kµ©´@�`Æ�´k¥Â¥5´«·`´k§3¤�¬o¤�¥ÂÀÂ¾©À5Æ¹Äo§�¾©Ä�¥�¤�Ã¿¶�°�¬�§©º�±�¤�À�·`À�¤�¾¿¾c�`À�¶�Ç�¬�Æ�¸«¬�¾3¯o¤�§¿¨k¬oº�¥ Ã¿º�Æ»´k¨�¾3·`¸«µ©¾©¸kÆ�´�¾kÈ
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ônM õnM��@#���Z*��)B�*��� ��!"]1+��(���1,

�5�IÑ��
	×� � ÒÓ�\ÔÕ�����×Ö-Ý0�
�RÛæ��Üc�\Ý �
� ßù���\���
���æ�7�r�rÜ
o �����ó+����n>g�5�(��)���#(�1�5+<������� .*����#1�*��' S5^�,�_|.�����Wò��#���Z�Z�:�'���)�:@)�:

(4x,4s) ��� ���XW@Z*� �1'K>
'�](�X`��"m1����,9,��1�9+ �(���O+ ^�)\S5^�,V�Rm(�(�X+ ����'����d0�+�+�:�'x`���'�:�+L��`���'�� ������+�Mao �����ó+����n>g�5�(��)���#(�1�f��'K>
,\��'�!<��#(��� �%�1���1)��1+���'��(�f�J,��F`��1+�,��(#(38�(��W@�5#(�1�u�R��+ '��6+ Z�3�'j�5#����5!y��#(��,�Ú9oó)���+�+

(x, s)
�����X+ Z�:�'

��#(�1���6+ ��]1��,ò�1' S5^�+����w��'�WX���
(x′, s′) = (x + 4x, s + 4s) �����X+ Z*��_{��!<�1'�Wk!<���J,���!<��'��6>

!<�1�9+L�������1_�`\����W@���
x′ · s′ = 0

MjNP.�.��(#J�U,��F`��1+�,��(#(3y�5�(��)���#(�1�5+�,��('�'��(���u!"�(����'�)*���9^���,�Ú
Mx′ = s′

x′, s′ ≥ 0

x′ · s′ = 0

NO'�3���#1���"���('��\=���' S5^�,Ò�����1!<���1�X��+���`@��+ ������$&�1'�+ ]6+ �1'��1,��1+�_O�(�����1,����(���5#(� ��#B'��1.��1+y��,��F`��1+5>
,��(#(!"](�XW���_p.�����W �~,\������+�+

(4x,4s) !<�1����'�)*���¡���(! S5:�_�`\����W@���d��#
(x +4x, s +4s)�����9+%���1! '��(�5#"!"�(���(�����1)��6+�+J!"�(����'�)����(MaNP#1+J0���WV,@7���#(��Z���' S57�,V,9� _a.�����WV���1! ��+��(' S5�1�

(4x,4s) '�]1��](�5+¡+ �1����#17�,�!<�1��_�.*�����1! ��������,Qm(����,
α
>g��#1������� ��+(_É��.���'

α ≤ 1
MË�*�('�.*����#l>

�*��'�`\�U��#
(x, s)

�����9+ ���8`����*��+ ,���#(:"�(��W��1��'��6+ �1,��1+t�8,���`��1+ ,��1#(3�+�,\���@S5^�,�Ú
M4x = 4s

x · s+ αs · 4x+ αx · 4s+ α24s4x = 0

���\S5�����¹�(#ä�(��W ,X`���)�� ��+���,9^�� �1��W��(��'��1+����1��)���#1�(�(_R}���W­�(��#���,X+-!"�(����'�)���� ��Z�������'�+L��'Y��>
Z*��� ���(!æ���1!<]1�9W@,��()�.��1+ 7���,jMpo ,��F`��1+ ,��(#(3R,���#1�('�}K+ ]1�5+d��'�,\��'�!<��#1#(^�,�Ú��1'�.*���XWX������' S5^�,R��#
α24s4x + ������+(_9�(#���'�+L��'��J,\������+�+�!<�1����'�)*���wm1� ��,",9���

α
]1�5+ ]1,��(,<�1���1+�](��'��1��#�`n����#1���9W@'Y���

�����9+����(MOo �����ó+����n>g�5�(��)���#(�1�~}���WÒm(����,[.���#1#���`��1+ 3�'��1���(�<��� ���9W9+<��)â!"�(��_O^�+ ���*�i,97�'����
!<�1�Q,��('�'P.*��+L������#1�@^���,�_
.�����WV!<�1���XWn�K+%'�](��7���,k��Z�Z*�B��#"��� ���XWnZ���_p0���Wk.�����Wk�R,\������+�+
�����9+�!"]1�"!"�(���(�����()��6+�+�!<�1����'�)*����'��1��W��(�ÉM

oõ�����ó+ ���@>g���1��)���#1�(�O��'����@S���+|��#���)�+ ��_�.�����WJ��'�WX���
(x′, s′)

�����9+���+x,��1���(�r+ 7���,�_X��!"�('�WX>
���
x′ ·s′ = 0

M\NO#6+P��m1]('�+{�(��W%'�](��](�5Z��(�8��$&�('K+ ]1+��('��(,d���('��\=���m1��:\S��²!<����+�+
���(!ä+ ^�)�S5^�,u�('�]1�����µ_
`n����#1���9+�Z�}�#1^���,���Z�Z*���a_j.�����WR�U,\������+�+�0\S²�����X+�`\��'Y��!<��' W��(�R](�r+ �1'��(!fZ��1�8S5��Z�Za_*!<���9+²��#
�('�3�#(3�_���]('�)*��^�'*,9���5�(Z�Z<� �%�u)�^���'��K+L���5��](�1_�`�����W8,���#(�1'��1Z�Z<`\���y�um(�1�9+ ����'����P0�+ .���#�M9o�#���'KW��(�
'�](��]1�5+d���6`��(#1��,ÍÎ�õ ¡ s��4Ð4zÝÐ�t�ÐosOS '�]1��](�5���(,jM�
%ñ��(�5!<]1��#1�1+��(���(���

0
.��('KW��1+�+d!<���¡]1�5+ ]1,��1+u���

!<�1��m(]1'���#1.*��+5+ ^���,Ò`���'��*��_w��]1'�)*��^�'
µe

>?+(_w�(�����(,â�������1)���,X+ ���y,����5���1,9+����y!<:@)���#(�1���1,@��]('
� äd´«±�·�Ä�¾�¤�¾©¯o¤�¾©¦�®�¯�°�±�²F´«¨�¤�¨,ÀÂµñº�¬¹²F·`´«±�ìí´k¥Â´k¥4¤�¨,¤��`¬=§©Æ�º�¥�º�¨uº�§¿½`·`¦�¶�§©¨«´«µ�´«ÆRÆ��oÈ É�ÈÂæ�È�§¿¨u¤�Æ�¤�§¿¨ZÊÉ´k§©´�¾©¸k¬¤�¨Ø´«¥5¥ÂÀ ë §©¨«°�À5¶�°�¬=ìí´«¥5Á�´�¾©¾[° ë ¾©À5·�Ä�·`¬o¤�Æ�È
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ônM õnM��@#���Z*��)B�*��� ��!"]1+��(���1,

'��(�5#u�*����W%S5�('��(�X+ 3��5](����M&�t]1��7�'
��#6+L���B��#u���ó�1'�,�]1��#(�1'�.��6+ 3�_*.�����WR�8!<�1����'�)*����)�:�������+ ���n>
���(��)���#1�(�J!y���d���1! `��(#1�1+�.��1+�3�`@���5��#��R`\��'Y��!"��' W��(�k!<�1��m(]1'���#1��+�+u]1�5+ ]1,9����_p`�����W@���%���1! �
$&�(�9+��p������)���'Y�\+ !"�(���1+ Z�3�'a,�����+�^�,jM�NP�����d$&����^���,y��]1'�)���+²'Y��+����a�UG�M�$&�DS5�1#(�6+ Z��1�aM

ñ��(��!"]1��#(�6+ �1���(�¹� �����ó+ ���n>g���1��)��5#(�(�"�(��W[��'�+L��'Y����������Z�Za_|�k���(!"'����������5���f�1��W��(��'��1+��(,
!<�1����'�)���� ������`����*��+ ,���#(:��('�!<]1'��6+ pKC�ô�rw��]1��#(��MxeB��`��1'v��#1���@Z*�����(���6+ 7���,@Z��(�Ò!<����)��1�i+ ^n>
'Y��S5)�������������+�,������XW��(�R+ ^�)�^���,yZ���#(���XW@}�+L����� _@���1!­,��1'�'a��#d��'�+ ��'����������1'�!"]('��1+����¡.��K`���+�,���#6>
�@^���,jM
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� LON àUßyàâå[àÒÙ

ÙRè��õQ à[Ù�x à;Ú6ßy�ÛØ�� R � � ØBà/á�� Ú
�ÛØ � R
Ù��õQ ÜÞÚ�R �2á áÞ×ÛÚ

o¡#Q��'���Z�Z�����,9Z*���Ò��]1'�)*��+8!8^n+L��+�^���,��1��WÒ��'KWX���[,9'Y������#1��,9^��U0�+ ,��F`��1+�3��('TS���� ����� �n_x��!<�1'�W
+ �1+���#(3�'��1���(�

P∗(κ)
>?!y�\+ ��� =<!"�('�'��1+5+�!"�(����'�)\S��c�c'����������5���v,���!"��'��1!<�1�9+L�����K+L���������5��Z�'�](!<��+�M

o¡#��('TS���� ���
O(
√
n log n log n

ε
)
'�]1��](�5Z��1�y��'�W����"!"�(����'�)*���r+P+L��'���'µ_���!"�('KWn��]('j�u)�^*��'���+ �����5](�

'��(��$&�(' S5�1Z�Z
ε
M9o�#��1���()�!<]1�9W"�1���DS5�¡��Z�Z*���<���gS5'���,�_�.�����W8+L��`���'�������!"](�5+�](,��1,8��#1]('��(�v����#6+L��'KWX�

A·�����5�(��^�'Y���5����$&7�����`�](�XW��(,nIx�(�5�1+ ]1�"�X�������9+ ��'�.���+ :¡��#��('TS���� ���|!³��,��@)�](�5��M�o;,��F`��1+ ,��1#(3%��#(�\>
,\����#1��,y��'����@S���^�',p ôXõ�rpõ�D9G�M9$&�DS5�1#(�6+ �t��#1��'�����'�+(_@��#1#���'É��#¡�(��Wn�5#(�1�u����}�+�](�5���(' _�.�����W<!"��m1� ��,<�
'����������5����������Z�'�]1!y��+�`n��#(�5�X��'TS5^�,jM

ñ��(,9���X+ �57�,~+ �(.���+��

Mx+ q = s

x, s ≥ 0

x · s = 0

$&�('Y��)*��+ ��+�_v��.���'
M P∗(κ)

!y��+���� =ÉMwo +���`���Z�Z��Y��,@Z����;+ �1��W@7�,/$&�('µ_v.�����Wâ��$&�('���)*��+��*��,
'�]1+��(#1��,y�5#(��������0*���Q!"�(���(�����()��6+�+�!<�1����'�)*��� �n_n`�����Wn���

F+ =
{

(x, s) ∈ R2n
⊕ :Mx+ q = s

}

6= ∅. A&G�MöhnM�C�I
o¹Z��1'���3������9+����P!":@)��5#(�(�5�(,f��'K+L��'���������+L���5��WX��'Y��� ������'n!<���|Z��('���+�+�^�,j_�.�����Wc�1,9,����O!"����)��(�
µ > 0

�1���1+�](�<�1��W�](�r+ �('�!³���(�U'�]6+ �1#(��,J��'�WX���
(x, s)

`��1,9+����(_X��!<�1'�W@���
Mx+q = s

]1�
x ·s =

µe
_O`�����W@���<'�]6+ �1#(��,[��m1�(�X+ � ��'����"0n+�Mwo¡#B��'�W��(�/�('TS���� ���5��,9Z*���â�5#(��,��������~,���`��6+ ,��1#(3['�](��]1�
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G�M�C�M�(d�����(��^�'Y���5����$&7�����`�](�XW��(,�](�ó+ ^�'��\S5)������ ���X����,

�<+L��`���'�������$&7�����`�](�XWB!"�(����)*������_���!"�('KW@���(,R��� ��,9+���,9^�� ���k�<,���`��6+ ,��(#13�+ ^�'��\S5)������ ������,\�\+
,��('�'É+ �1' S5�1��}�+��(�����4Ú
• 
p�(��W��1�~!<������!<��'��K�EDU��'�,���'�!"��� ���<h/D�_@��!<��,����O�J�����9+�����Sr+L�u`\���~�Jm1�(�X+ � ��'����O0�+ ���aM
• o÷m1�(�9+�� ��'�����0�+�+�:�'a+ �F`���'��@)�`\�f+L���r+ �����B�8`�]1��+ �1'��1��.��1#�M
• o÷!"�(���1�����1)��1+5+�+ ���5+���!<���9Wy.���+L������.���#d,���#1�('��()�`��u+L���5+ �5���B�f`�](��+��('��(��.��1#�M

NO#1�(,��6+Q�i$&7�����`�]1�9W��1,��1+Q��'K+L��'���Z*���â�
v =

√

x·s
µ

`\��'�+���#(:i$&7�����`�]1�9W��1,�](�9+Q��)�S���,[!<�1��M
zO����,X+ ��,@^��J`\��'Y����#1+ ���(_
.*�Q��'KW��(�k+ ^�'��\S5)������ ����0

Ψ
$&7�����`�](�9W9+

Ψ(v) =
∑n

i=1 ψ(vi)
��'Y��,X>

Z*����,��1���(�57���,�_�.����5#(�(��!"����)��1�~,��@���5)����*�\+L��+��(��W@$&����!<���y`��(�5#(7���,�ô���W��('��(!fZ���M�b������XW��(�
!<�1��������)���'�.���+ :�_�.�����WR�1,@,����t�U$&�(�X+ �
.*������! + ^�'���S5)����������".*��������'�:�������+5`@��.��6+ 3

ψ
>g���u���(M

NO#1�(,9Z�3�'É�%!<�1��������)���'Y������,9Z�:�'µ_�`���'���!"���9+w�JZ��1m(�5'�]1���(,9.��(#t��#(7�,@�5](���(��+ �F`���Z�Z��j$&�('K+ ]6+ �('��(,�>
Z�3�'
��)�:@)���,y�U,��F`��1+ ,��1#(3y�5#���,\����#J��'Y���@S���+ó��)�:U)���ô*��}�m1��:�M

i�U�T@U � \_X�^fý�E�ü�b1XEa¹i����_ýqýGC?Z]\��?^fe Z]i Y&E�ü�ÿRo3ú_û?\�i[bqý?ÿqage
��ê·é*ê·éjê"!�ì$# �&%('X��� ê A�(t�����1��^�'��������d$&7�����`�]1�9W�I­)

ψ(t) : R+ → R Ô�Õ4���4Ö4��¡	Ò�� �������(��^�'Y�\>
����� ¡ Î � 2 s�{�z Ô�~���{ñ���#z Î � 6 ¡Ë{�Ö4{ut�tgÕÑ�-,[� Î �Ñ����suto{��,Ô¹�ozÓÒo���o¡Ë��s Î ¡Ì�4v P/{���{�¡Ë��v¿Ð4z5� Î ���h��s=�ov�{�z|����8x�©v Î tÎ zíÐ;���gv,�Ñ����Ô¹{�zÓ������{�zÓ�jV
� � é ) ��{�z �¹{�s�������{�zÓwm{uto��s�vó� Î �����ow!Ð4¡	Ò4Ð4¡ sutgvÝ�#�o�OS Î ¡ �Ñ�o¡	Ö4{k}N, Î

t = 1 y	�o¡	��� Î ¡Ì�4z|�4��Ð4zÓv|s
whvx¡	vxw­�#w Î Ö Î ¡�, Î wm{�zÓÒ���{ ψ(1) = ψ′(1) = 0 . M ����{utg¡Ë{������oÖoÐÑ��� ν2 ≥ ν1 > 0 ��s
p, q ≥ 1 �Ñ�o¡És�� Î ¡És����-,E�	���4Ò�whvx¡��#{�¡ t > 0 ~�� Î

ν1(t
p−1 + t−1−q) ≤ ψ′′(t) ≤ ν2(t

p−1 + t−1−q).
A·G�M�C�M�C�I

� � û ° vx¡��#{�¡ t1, t2 > 0 ~�� Î ��s r ∈ [0, 1] ~���{
ψ(tr1t

1−r
2 ) ≤ rψ(t1) + (1− r)ψ(t2).

A·G�M�C�M õ�I
o¡#��('���3¡$&�1'�+�]1+ �1'n�����9W@�K+x,��F`��1+��('�!"�(�t�

φ
>g�53�' _F.�����Wc��`�]1��+ �1'��1�8]1�P�th�,���#(�1'�]1Z��(�8!<�1��$&�('��6>

'�3@�(�8����`��1,��()\S5�1�a_n�d!y�����@)���,J���()����u�(��Wf�6=n�������1��m(����'����P,����X`��6=n��+ ���aS5�1'�'��(���f+�^�'Y��S5)������ ����M

ô�ø



G�M�C�M�(d�����(��^�'Y���5����$&7�����`�](�XW��(,�](�ó+ ^�'��\S5)������ ���X����,

o[�5#(��,���������!":@)����u'��(��W��1�
v =

√

x·s
µ

]1��)���ô*������' S5^�,t�óm(�1�9+ ����'����p^�+ ��+vAµô�MKC�MùøXIa��'����@S����aM


�1��W��(��+ �F`���Z�Z*�

ψ : R+ → R
�������1��^�'��������d$&7�����`�]1�9W�MÓn%NP,9,����c�Qm(�1�9+�� ��'����u0�+5+ :�'P!<]1�5+

+L�F`���'�� ������+²�
Ψ(x, s, µ) := Ψ(v) =

n
∑

i=1

ψ(vi)
A·G�M�C�MùôXI

,�](��'��1+�+��('p)���ô*���Y��'�.*��+&S5^�,jM
NP'�3��5#(����`@��#1������' S5^�,<!"�(��_�.�����W~](�r+ �('�!"�(�r>?�d�(#%�8)���ô*��}�m1��:�M�NO��W

(x, s)
�����9+ �����ó�����n>

+ ��� ���U��,9,����|`����8� ��Sr+L�t�¡m(�1�9+ ����'����|0�+����a_�.��
x ·s = µe

_\`�����W@���
v = e

M�NOZ�Z��(�"��#��(�5�1+�Z��(�
Ψ(x, s, µ) = 0

_���3�+`D~�
ψ

$&7�����`�]1�9W���#1��������0R,����X`��6=n��+ ��� �U!<����+�+�D��f$&���5)�}�+���+�+ó��'�'�}K+ �������
���X��#�MXeB�����5](��#6+�_X.*�u��#

(x, s)
`��(,X+ ���x`���'���!<�1'KWn��,u,��@����)����*��+ �\S��5|?,���#1�('�`�����}óh\>?.���#�_���,9,����

Ψ(x, s, µ)
|g�*����WR'��(�5#O}L_j��!"�
��#1+PS5�1'��1�9+ �µ_*.�����WQ�U$&�(�X+ �

Ψ
$&7�����`�]1�9WQ�1��W@��#1�(���5�fZ�7��9+��1+ ���

m(�(�X+ ����'����²0�+5+ :�'a`���'�:"�1'�+ �F`���'��@)*���r+²](�¡�U!"�(���1�����1)��1+5+�+ ���5+���!y���9W~.*�\+L������.���#d`���'�:",���#(�6>
'��()�](�5+(_a!"�(��$&�('��1'�`��f�y$&�1�9+d,@����:�+5+t,���`��6+ �1'�!"](�9W��(,9���(,�MpoÞ,�]1+�$&]1'��fZ�7��X+ �1+�](�%�������9WX�\+u�

ψ)���ô*��}�m(��:\S���Z*������#(�1���1��'�3
p

]1�
q

�*������!<]6+ �1���(,y��#(��Z*��'KW���#(#(��,jM
�*�('�!<�1��7�'�.��6+²!"](�"�U,�](�5)�](�1_�.�����W�'�]1+��(#1��,�>g�d�(��WX��'�+L��'Y�����������(��^�'Y��������$&7�����`�](�XW�M�NP�����

,������9W��1�B`���'Y���5#(��'�.*��+�^���,j_�.����5#(�1�
ψ(1) = ψ′(1) = 0

!"�Y��+5+

ψ(t) =

t
∫

1

s
∫

1

ψ′′(z)dzds.
A·G�MKC�M G9I

Ù¡��!"���r+|�
ν1 = ν2 = 1

�1���6+ �1+|+ �1,9���9+&S57�,j_���,9,����|��#6+|,\���@S5^�,j_�.�����W
ψ′′(t) = tp−1+t−1−q _��!<�d��#��É)%Ck+ ^�'Y��S5)������������*��'d!"�(��,���`��6+ �('K+B���1���1!"$&�1'�+�]1+ �1'��1,@,��1'u�(��W@7�+5+��1��W�](�r+ �('�!³���(�

!<�1��.*��+ ������#��(��W
ψ

$&7�����`�](�9W9+(M*NP#1+��J$&7�����`�]1�9W9+��c+���`\��Z�Z�����,9Z*���
Υp,q(t)

> `��('9S5�1'���'TS57�,jM Û
eB��`��1'��d$&7�����`�](�9WU,�����,9��]1+���'Y��,�S���� �t](�w)��(�5��`���'�+·S���� �t���O�5#(7�,9�5](��7���,"'��(�5#�_9�1#(]1�5+v!<���5+v��#1+

¢"!3º�µË¾©¸«¾©´«¥5´«À5¬�Æ=¼�À5¨«°�¬¹²¹ª ¾ñº�§�º�¬oº�¥�ìí´«¥Ñìí°�±uÃ�Ä�Æ=¯o¤�§©¨«¬oº�¥Â¬�ÀÑ·»À5¬o¶�Æ�¸«¾3¾�Ä�¥�¤�Ã¿¶�°�¬o§�º�±�°�¾u®�ìí°�¬g¾©°g§Ë·`´k±�´«·`¥5ª ¾�´«¬�À|®¯o°�±�²*´k¨«´k¬dìí´�Ã�´k¨«´�¾Ø´kµ©´k¶�·»¸k¬g²�´kÀÉ¤�¼o¼o¤�¬q¤�¨�´k§©´�¾©¼4´k¬1À�§�ÀÂ±g¤�¨u¤�ÆÅ·f¤�µñ¤�¶�¬o¤�Æ�®o¯o¤Å¤
ψ

ìíá�±�±�Á�¸«¬g²¹µ�Ç�¥�ãk§©¤�Æ/¤�¨#%$ æó¾�Ä�¥5¤�Ã¿¶�°�¬o§�º�±�°�¾�¾©´u§©§©¨«á�ÆÅìíà�¥|®�Á�¤�±�²¹À5§3¾�Ä�¥5¤�Ã¿¶�°�¬�Æ�¸ ëoë ´k¬1ãk§©¤�Æ*¤�¬�¬¹²gÀÂ¾�Æ�à�Á�´«¾©´k¥Âá�¬�Æ*·»´k±=¤
ψ

ê|µ�Ç�¥|®�¯�°�±�²¬¹Ä�¥5¥5º�¯�°�¨�®�ÀÂ¥5¥5´�¾©Á�´óÁ�¸«±�¾©´k¥Â´k¬�¯�´«¨E¾ñ¤�µ©¾©Á�¤»·»´k±�ìí´«¥5´«¥5Ç¹´k¬Å¬�à�Á�´«Æ�´k¶�Ã�´«¬#ÈÞ«£�¤�¥5¦�Ã¿º�¼o¤�¬Fã«§�¤�Æ�¤�¬�¬¹²¹À ¾	¥5º�¾¿¾©Äo¬�Æ�®�¯�°�±�²
Υp,q

ÆgÀ5´«¥5¸«±�ª ¾�À�¤�¨ #&$ æ%ìí´«¥Â¾©¸«¾©´«¥Â¾kÈ ß ¾�°�Á�º�¼�¼�À¹¼�À5¨«°�¬g²¹ªÂ¾�º�§¿°�Æg¯o°�¨´k¨�·fº�µ�´«¥5¸«±o®4¤�¨«°�¬g¼o¤�¬R�*ÀÂ¾¿¾E¬�´k·õµ©¸u§¿¨k¥Â´«¾©´«¨k´�¾©¾,·`¦�¶�°�¬R�*¼�À5¨«°�¬g²¹ªÂ¾©¯o¤�¾©¦o®�¯�°�±�²
Υp,q

¤�¨ #&$ É`ìí´«¥Â¾©¸«¾©´k¥ ¾ØÀ5§¾�´«¥ Ã�´k§©ª ¾�À|®�Á�¤�±�²¹À�§�¾�¸«¬¹²g¥5´«±`à�¬�µ�´«±�Äo¥5º�µ©À5§kÈ

ô�H



G�M�C�M�(d�����(��^�'Y���5����$&7�����`�](�XW��(,�](�ó+ ^�'��\S5)������ ���X����,

���ó!"�(�X��)�S5^�,�Ú
Υp,1(t) =

tp+1−1
p(p+1)

− log t+ p−1
p
(t− 1)

A&G�MKC�M���I
Υp,q(t) =

tp+1−1
p(p+1)

+ t1−q−1
q(q−1)

+ p−q
pq

(t− 1), q > 1
A·G�MKC�MùøXI

Υ′p,q(t) =
tp

p
− t−q

q
+ p−q

pq
, ∀ q ≥ 1

A&G�M�C�M H�I
�O�(��W@7�,�]1��#1����_j.�����W

Υp,q(t)→ Υp,1(t)
.*�

q → 1
M

Ù¡����#O�()�)�����!<�1�����5!<�1�5+a+L��`���'�������$&7�����`�](�XW��(,��6+{`@��#(�5�X��'TS5^�,j_���,9,����{��#1+
+L��'���'TS5^�,j_�.�����W
��# ∥
∥

∥

√

x·s
µ
− e
∥

∥

∥

+L�F`���'�� ���Q���(! �������(��^�'Y���5���UA·���1! Z�7��X+ �1+��O,���#1`��6+ '��(�97�'v�R!"�(���1�����1)��1+5+
+L���5+���!<���9W%.*��+ ��� ��.���#v`���'�:t,���#(�1'��()�](�5+(_X!"}��t� ‖v − v−1‖2 +L��`���'�� ���t�������(��^�'Y���5����A

p = 1
_

q = 3
I6M9NP#�+ ��'Y���"�5#(��'��X��'�.*��+P��]1!<�*!<����WX������#��\+�+L��'*��#²^�+ :�Z�Z��*+ �F`���'�� �����X��'��('�](��.��1+ 3�S5��Z�Z

�(���1)�!"](�9W��1,9����M
ñ��(,9���X+ �57�,�!<���5+��U,��F`��1+�,��(#(3m�����ó+����#D@�5�(��)���#(�(�r+¹Ú

M4x = 4s
s4x+ x4s = −µv∇Ψ(v).

A·G�MKC�MùsXI
o �����ó+ ���#D@���1��)��5#(�(���53�'vAµô�MKC�Möõ�Ig>?Z��(�R!<����)���+�+ ��,<](�r+ �('�!<]1Z��(�Q�1#J�8���1��)���#1�(�¡��#

x · s = −µv(∇Ψ(v)− v) A&G�M�C�MöEXI
�(��W��1��'��6+�!"�(����'�)���� ��+�,���#(�1'�}K+ � _���.���'
��S5��Z�ZR��'�)*��'É������#1}�+��1+�+(M

eB�K`��('
M P∗(κ)

!<��+ �5�K=�_p}���Wi�òA&G�MKC�Mös�Id���(��)���#1�(�����(,��1��W�](�r+ �1'�!³���1�ò'�]1+ �1#(��,V!<�1����' >
)*��� �nMòK<oæ�5�(��)��5#(�1�y!"�(����'�)*��� ��,�]1�9+",�������+�+

(4x,4s) ��� ���XWÒ!"�(�X+ ]1�/0���WÒ��#1�(���6+ ��]1��,
�('�'�](�����²��#

(x(α), s(α)) = (x + α4x, s + α4s) �����9+�Z*��_P.�����W[�k,\������+5+<�����X+<!"](�
Z��1'�7�'�'��1��W��1��� !"�(���(�����1)��6+�+8+ ���5+���!<���9W����aM{o­+���`���Z�Z��Y��,@Z����Ò'Y�\+ ���O$&����S5^�,j_|.�����W��1#6>
#(�('c�1'J+ ^�)�S5^�, ](�5���f��#6+�_¡.�����W �;m1�(�X+ � ��'�����0�+5+ :�'J!"](�5+B+L�F`���'�� ���;m1����,9,��(��S5�(�a_t`�����W@���
Ψ(x(α), s(α), µ) < Ψ(x, s, µ)

M á o¡!"��,����u�1#~�R+L��`���'������Q'��(m1����,9,��1�
τ

��'���_
��,9,����
µ

](�D>
+ ](,�]6+Qm(����,@,��1�9+·S57�,�_ó`�����Wn�����('�3���]1Z�Z '�]1��7���,;�Òm1�(�9+�� ��'����~0�+����a_ó��#6+L���¹`@���5��#(��+ ]1��7���,¹�
�����ó+����n>?���(��)���#1�(������M
[('#Äo¥5¤�Ã¿¶�°�¬�Æ�¸ ë�ë ´k¬@¤�¨�¾ØÆ�´«¥5¥&¼4´«¥�º�¾�¬�À ®Ñ¯�°�±�²d¤ (

M −I
X S

) ·fº�¾�µ©ÀÂð1¬�´«·f§©¨«À5¬�±�Ä�¥�º�µ�À�§«È���¨»¸ ë�ë ´«¬?¤aÆÈÉ�È  oÈ5æ Ê¥5´«·`·f¤`º�¥Â¥5ªÂ¾�º�§©¤oÈ
è ��·`¥ÂªÂ¾©´«¾¿¾�á�Æ_·fº�µk®%¯�°�±�²�¤

Ψ
ìíá�±�±�Á�¸«¬g²g¾*¤

v =
√

x·s
µ

Á�º�¥Â¾©°�¨«¦hìíá�±�±�Á�¸«¬g²�´kÆ�¸«¬g¾=¸kµ¿¾�´«¥5·`´«¨«¨ká�Æ�È ß§©¨«´k·`¥Â¸k¥Â´«¾©´k§�§©¸«±»¸u§[¤»Æ�à�¬o¬g²�´«¼o¼*¸«µ©¾©¯�´«¾©Çg§¿¸«±`¸«µñ¶�´«Æ�¸k¼4´«¬/¤�¨k°�¬¹¼o¤�¬*¯o¤�§©¨«¬oº�¥Â¬oÀ�ìí°�±uÃ�Ä�ÆÅ¤
Ψ(x, s, µ)

Ã�´k¥Âà�¥Â¸u§�¾À�§k®�¯o¤`¯o¤�¬�±g§¿½o¥Â²�°�¨«¬�À�Æ¹ª5Á�º�¬�Ã�Ä�Æ�®�¯�°�±�²]·»´k¥Â²¹À5Æ=Á�º�¥Â¾©°�¨«¦�¬�¤�Æ`·`À#¤�¨Ø¸«µ©¾©¸«Æ�´�È

ô�s



G�M�C�M�(d�����(��^�'Y���5����$&7�����`�](�XW��(,�](�ó+ ^�'��\S5)������ ���X����,

8 � " � þ �Y��� $ ï �
êµé �����ó+ ���@>g'�]1��](�5�(��0n+ ,��F`��1+ 3<��'��������K+�!f^��)(�[� $ �$d
z{���9+����������&Ú

ε > 0ñ²�F`���'�� ���"�Um1�(�X+ � ��'����ó0�+�+�:�'�Ú
τ > ν−1

1�j�5���5��}�+�](�5�a�*������!"]1+ �1�gÚ
0 < θ < 1

(x0, s0)
](�
µ0 = 1

_j��!<�1'�W��1,@,��1'
Ψ(x0, s0, µ0) ≤ τ* $ ��� $ �$d

x
]1�
s
_*��!"�('�W��1,9���

xT s < ε

x := x0 _ s := s0 _ µ := µ0

+-, �©� ì nµ ≥ ε
�
�

µ := (1− θ)µ+-, �©� ì Ψ(x, s, µ) ≥ τ
���

4x ](� 4s ,9���5#���!"}�+ ��� �RA&G�MKC�Mös�I���'Y���nS����
o�#

α
'�](��]1��.�������#%,9����#(��!"}�+L��� �

x := x+ α4x _ s := s+ α4sì �,� +-, �¿� ì
ì �,� +., �¿� ì

��]1#(#17�,���A·G�MKC�Iv��Z�� ��+�](�ó��#d��'������5�K+ !c^��v'��(}������ �\+�M�Ù��8��#t�K+ �1� ��m1��:c�5��� ������'�WX���
(x, s)�����9+���+<,\���n+ ^���,j_v��!<�1'�W@���

Ψ(x, s, µ) < τ
_v��,@,����<m(�5��,9,��(�X+·S57�,â�

µ
�*��� ��!"]1+��(�5+(M�Ù��

Ψ(x, s, µ) ≥ τ
_{��,9,����J!"�(����'�)\S5^�,k��A·G�MKC�MùsXId���1��)��5#(�(�r+8](�J!<�1��.*��+ ������#(#(^�,i�

α
'�](��](�D>

.������5#1+�_|0���W�_|.�����W���,\������+�+f�����9+f!"](� !"�1���(�����()��6+�+8!"�(����'�)*���J'��1��W��(�ÉM ñ o �����ó+����n>
���(��)���#1�(�5+B�����XW@����#1������'�)\S5^�,�!"�(��_�.�����W/`�](��7�'u�ò,\������+�+������9+�!y���~Z��1�����k'��(��W��1�-�
m(�(�X+ ����'����d0�+

µ′
>g.���#8+L���5+ ��#(:R�����9+&S����*��,

τ
>g,����5�9W��1#(�6+ ](Z��(�aM�o�#"�1��](�5#<�K+ �1� ��m1��:F`���'x��,9,����

��'�'�^���,t!"�(��_�.*����'KWX���J�����X+ Z*�PS5^n+ ��+5+ ^���,j_���.���'@��)�^���'��K+L���5��]1��,9�����1Z�Za_\!<���9+
ε
M\o

τ > ν−1
1$&�('�+�]1+��('��5�²�uZ���#(���XW@}�+L���O!"�Y�\+�+|`����<�5#(7�,9�5](��_@!"��`��('���#(���9Z*���"�����5�(��^�'Y���5���|$&7�����`�]1�9WU,������r>

+L�����5��#(���������"���ó�������(��^�'Y�������1_�}���W~�1#%���1!ÛS5�1'��1�9+ó`���'�:@)��a!"�(����#(����}�+ ���5+(M
o÷,���!"��'��6=n��+ �����('��(!"#(](�5�J��#%��'Y��Z�Z��É'�]1��](���1,9Z�3�'���'�'©Ú ÿ
• Ù¡�¡��'�WX���

(x, s)
�����X+ Z*���c`�����W@^���,j_X��!<�1'�W@���

Ψ(x, s, µ) < τ
](�P�

µ
�*������!"]1+ �1�5+x��#

��'��������K+�!c^����*��,"!<�1��$&�('��('�3@�(�
(1− θ)µ >?���tm(�5�(��]1' S57�,j_j��,@,����ó!<�1���9W@��`��('a��3�.��6+²!<�1�

ô���¨«´k¬h¤ ë °�¬�¾©°�¬?´k¥Â·`¸«¥5´�¾�¸k§ó±�²�¤�Æ�°�µ©¥�¤�¾Ø¸k¥Â´u§¿´k¬?Æ¹á�¥5à�¬gÁ�º�¥5ÀÂÆ�È ß ±�²�¤�Æ�°�µ©¥�¤�¾©¼o¤�¬qÆ�à�¨«Á�´�¾�¥5´«¬gá�¥�Æ�´«µ�´k§©¬�´«Æ´k±�²ÅåÜ´k¥Â¸k±`Ã�¦lçf¥5¸ ë ¸u§¿¯o°�§�§¿¨«¾k®;·`À%ÁgÀ�§©¨«°�¬g¾�¤dÆ�°�· ë ¥5´�ð�ÀÂ¾�º�§ó´«¥5´«·`¨«¸u§¿¸k¬�¸«¥�·`´«±g¤�¶�Ä�¬�Æ@´k±�²@Æ�°�¬�Æ¹µ�¸�¾�¸«µ©¾©¸kÆ�´�¾u®¤�·`´«¥5²¹¬�´«Æ ë °�¬g¾©°g§3ÆgÀ�§©¨kº�·`ªÂ¾�º�§©¤»§¿°�Æ�º�À5±�¾ñ¤�µ©¾k®�¶�´Ø±g¤�µñ¤�¬�¾ñº�¥5¯o¤�¾©¦FÁ�´k¥Â´�¤»·»´k±�ìí´«¥5´«¥5Ç`Æ�°�· ë ¥5´�ð�ÀÂ¾�º�§«È� ß ¨óÀ ¾©¾[´«¥5·`°�¬o¶�°�¾¿¾ñ¤�Æ=º�¥Â¾�¤�¥5º�¬�°�§Ë¸«µ�Á�¸«¬¹²¹­�´«Æ�®¹¬�´k· ã«§�¤�Æ]´«µ�µ©´Ø¤»Æ�°�¬�Æ¹µ©¸«¾�¤�¥5±�°�µ©ÀÂ¾©·�Ä�§¿µñ¤�Á�°�¬�¤�¾©Æ�°�¨«¬o¤�Æ4È
ô�E



G�M õ@M*NO'�3����1'�]1��](���8m(�1�9+ ����'����ó0n+ ���

G�MKC�M*��Z�� ��M � �Fÿ��n� ì ��
 ì � � ý�þ�ý ï �0/
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Ψ(x, s, µ)
](�

Ψ(x, s, (1−θ)µ) M
• Ù¡�J��'�WX���

(x, s)
�����X+ Z*���y`\����W@^���,j_���!"�('KWn�5�

Ψ(x, s, µ) > τ
_n��,@,������1��W �����ó+ ���n>

'�]1��](�R����� ��� !<�1���9W@��`��('dm1����,9,��(�4�ò+L��`���'�� ����_v`�����W@��� D¹��'�,\��'�!<���
α

`���'Y���5#1+L��� �
�(�5�1+�](��Dy!<�1���9W@�K`��('p'��1.��1+²,9���5�(Z�Z

Ψ(x(α), s(α), µ)
_*!"���9+

Ψ(x, s, µ)
M

o­,���`��1+�,��(#(3V��#(��,\���5#(��,9Z*���Ò�('�3���#(���f��#y�1'���3�,�]1��)�]1�5+f`n��#(�5�X��'TS5^�,j_�!y��S5)�!<�1�X��)�^���,
�(��WB,�����,9��]6+

α
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��]1���5#���!<��+(M

i�Uuø!U ~ üOn1XE^fü�Z�� Z=i ÿ 1»^]\hY�XEbqü�a¹i32�Y[û?\


�1��W��(���(,

ν1

_
ν2

_
p

]1�
q
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+L�����5��,j_
σ := ‖∇Ψ(v)‖ MXNPZ�Z��(�<�d��#(��,\���5#(Z*���~��#1+P$&����S5^�,%`@��#1���X��'���� _\.�����Wf!"�(���9W@��`��1'*]1�

.�����WX����`���'K+ ��#1��,R!"�(���<+L��`���'�� ����_�.*�~�ym(�(�X+ ����'����¡0�+����
µ

]1�5+ ]1,�]1+um1����,9,��1�9+·S57�,j_a`�����W@���
Ψ(x, s, µ)

>?+�](�
Ψ(x, s, (1 − θ)µ) >?+�.*���5����'�}�+·S5^�,����5��#(��MÉo

v
`���'�+���#(:F`���'
!<�1��$&���X��'�!"��#6`��

�(#d�(#6+xS5�1'��1�9+ �µ_n.�����W
Ψ(v)

> +ó]1�
Ψ( v√

1−θ
)
> +ó.*���5����'�}�+·S5^�,"�����5#(��Mjoó)�:@)���,"+ �1.*��+(_�.�����W~�1'�]1�

Ψ(ϑv)
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��ê�ûaê·éjêxüOì ����	 ê �dÎ
ψ ©o¡	��{�����zÝÐ4��v|s Î

ν1, ν2, p, q
�Ñ�o¡És�� Î ¡És������ Î zt, Î ���Ñ�o�*whvx¡��#{�¡ ϑ > 1
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{�s�{�����¡ vÝ� Î tO,Ø�	�u�4Ò
ψ(ϑt) ≤ ν2

ν1

(

ϑp+1ψ(t) + ϑΥ′p,q(ϑ)
√

2ν1ψ(t) + ν1Υp,q(ϑ)
)

.
A·G�M õnMKC�I

ë � í ���c<@%�� ý ï�d�NO'�3���#1���J+��(,9���X+ ��7�,���#1+8��#y�(�5�1+��1+�_x��!"��,����
ϑt ≤ 1

_{�(,9,����
ϑ > 1

!"�Y�\+�+
t < 1

_a`�����W@���
t < ϑt ≤ 1

Mpo
ψ

$&7�����`�](�XWk��#1��������0i,����9`��l=��K+L�����Q!<����+�+
ψ(ϑt) < ψ(t)

_
`�����W@���²��#u�1��W��(��'�3�+�'��1����]1�"+����K`n����'��K� ���~+��('TS5�(��7�' M

o®!y������,V�1���6+ Z��(�Ò'��1��W��(�
ϑt > 1

](�J+ �1��W@7�,k$&�('w�('�3���#1���1_�.�����W
t ≤ 1

M{NP,@,����
1 <

ϑt ≤ ϑ
_p}���W

ψ(ϑt) ≤ ψ(ϑ) ≤ ν2Υp,q(ϑ)
_a`�����W@���u,�](�5#(�(��`�����W@^���,�M�NP'�](��+ �(.���+J��#1+J��#

�(���6+ �6+�`@��#(������'����µ_���!<��,����
t > 1

M
o¡#ó�������1��^�'��������|$&7�����`�](�XW��(,8)���ô*��}�m1��:\S���Z�:�'�,���`��6+ ,��1#(��,j_9.�����W

ψ(ϑt) ≤ ν2Υp,q(ϑt)
_X�

+ ��`\��Z�Z�����,9Z*���c�(#�^�+ :�Z�Z��n!"�(���XWn����]1��������)�^���,u$&�('���3¡Z��(m1��'�]1�5+(M�o¡#
Υp,q

$&7�����`�](�XWc,�����,@�5]1+
��'Y��,(S���+�$&�1'�.�����#1�*��'�`\�8,\���@S5^�,j_j.�����W�Ú

Υp,q(ϑt) =
ϑp+1tp+1 − 1

p(p+ 1)
+
ϑ1−qt1−q − 1

q(q − 1)
+
p− q
pq

(ϑt− 1) =

= ϑ1−q

(

tp+1 − 1

p(p+ 1)
+
t1−q − 1

q(q − 1)
+
p− q
pq

(t− 1)

)

+
(ϑp+1 − ϑ1−q)

p(p+ 1)
(tp+1 − 1)+

+
(p− q)(ϑ− ϑ1−q)

pq
(t− 1) +

ϑp+1 − 1

p(p+ 1)
+
ϑ1−q − 1

q(q − 1)
+
p− q
pq

(ϑ− 1) =

= ϑ1−qΥp,q(t) + (ϑp+1 − ϑ1−q)
tp+1 − 1

p(p+ 1)
+

(p− q)(ϑ− ϑ1−q)

pq
(t− 1) + Υp,q(ϑ)

Ù¡���5#(�*��'TS5^�,y$&�1' _�.�����W

ψ′′(t) ≥ ν1(t
p−1 + t−q−1) ≥ ν1 max

{

tp−1, t−q−1
}

= ν1 max
{

1, tp−1, t−q−1
} A·G�MöõnMöõ�I

!<����+�+
1

2
(t− 1)2 ≤ ψ(t)

ν1

A·G�MöõnMùôXI
](�

tp+1 − 1

p(p+ 1)
− t− 1

p
≤ ψ(t)

ν1

.
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Υp,q(ϑt) ≤ ϑ1−qΥp,q(t) + (ϑp+1 − ϑ1−q)

(

Υp,q(t) +
t− 1

p

)

+

+
(p− q) (ϑ− ϑ1−q)

pq
(t− 1) + Υp,q(ϑ) =

= ϑp+1Υp,q(t) +
ϑp+1 − ϑ1−q

p
(t− 1) +

(p− q)(ϑ− ϑ1−q)

pq
(t− 1) + Υp,q(ϑ) =

= ϑp+1Υp,q(t) + ϑ

(

ϑp − 1

p
+

1− ϑ−q

q

)

(t− 1) + Υp,q(ϑ) =

= ϑp+1Υp,q(t) + ϑΥ′p,q(ϑ)(t− 1) + Υp,q(ϑ)

o¡# �É)%CQ$&�('�+�]1+��('�+",�]1+���#1�(�~���X+ �1��� ��'K`��k,\���nS5^�,j_v.�����W�Z�����!"�('KW
ψ(t)

�������1��^�'��������8$&7�����>
`�](�9W@�5�4Ú

ψ(t) =

t
∫

1

s
∫

1

ψ′′(z)dzds ≥
t
∫

1

s
∫

1

ν1(z
p−1+z−1−q)dzds = ν1

t
∫

1

s
∫

1

Υ′′p,q(z) = ν1Υp,q(t),

A·G�MöõnM5��I
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p
_
q

](�
ν1
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Υp,q(ϑt) ≤ ϑp+1ψ(t)

ν1

+ ϑΥ′p,q(ϑ)

√

2ψ(t)

ν1

+Υp,q(ϑ)
A&G�M õ@MöøXI

NOZ�Z�3�'
ψ(ϑt) ≤ ν2Υp,q(ϑt)

ô*��W��('��(!fZ��d`�]6+ �1'�]6`��('
,\���@S5^�,��U'��(!"!y�f��'�'�} +L��� ��+(M
¥

��ê�ûaê�ûpê ���@� ì ��ÿ ì@í ��în�=< ê ) t!{�z|�gto��z|{�whw Î Ô¹{�zÓ������{�z|{�vówm{�zxz|{��¿�Fz ����{utg¡Ë{�� ν3
, ν4 > 0 ��s Î �

p, q ~����oz�Ô�Õ4���#�h�Ñ�o¡És�� Î ¡És����-,E�	�u�4Ò!whvx¡��#{�¡ ϑ ∈ [1, 1 + ν3]
{�s�{�����¡

ψ(ϑt) ≤ ν2ν4

ν1

(

ψ(t) + (ϑ− 1)
√

2ν1ψ(t) + ν1(ϑ− 1)2
)

.
A·G�M õnMöH�I

ë � í ���c<@%�� ý ï�dRo '�4ÂÙ��������K+L��' >?��#(��Z*��'�W �5�(��}K+ ��]1��]6`��('",������9W��1�Þ,9�8+�^�)\S5^�,4��#���!<}K+L�����8��#
��'Y��Z�Z��a.���+L���5](�r+ ](,��1,��1+gÚ

lim
ϑ→1

Υp,q(ϑ)

(ϑ− 1)2
= lim

ϑ→1

Υ′p,q(ϑ)

2(ϑ− 1)
= lim

ϑ→1

Υ′′p,q(ϑ)

2
= lim

ϑ→1

ϑp−1 + ϑ−1−q

2
= 1

A·G�M õnMùsXI
](�

lim
ϑ→1

ϑΥ′p,q(ϑ)

ϑ− 1
= lim

ϑ→1

ϑΥ′′p,q(ϑ)

1
= lim

ϑ→1

ϑ(ϑp−1 + ϑ−1−q)

1
= 2,
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��.���'w$&�1'�.*���5#(�*��'�+ ^�,���#
Υp,q(ϑ)

$&7�����`�](�XWò)��1���K`���'K+·S������Q`�������+ ,���#(:�A·G�MKC�M5��I%������#1�1$&7�����]6>
���(,��6+�MwNP!"�Y��+5+8'�]1+��(#1���(,

ν3

]1�
ν4

����#(�K+ }K`�,������5+L��������,j_O.�����Wò!"����)��1�
ϑ ∈ [1, 1 + ν3]�(���6+ ]1�

ϑp+1 ≤ ν4, ϑΥ′p,q(ϑ) ≤ ν4(ϑ− 1), Υp,q(ϑ) ≤ ν4(ϑ− 1)2.
A&G�MöõnMKCFhXI
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��ê�ûaê ð êxüOì ����	 ê M {��4ÒÑ{�¡ Ψ(v) =

∑n
i=1 ψ(vi)

, T ���Ñ�o�
Ψ(v) ≤ σ2

2ν1

A&G�MöõnM�C�C�I
vmin ≥

(

1 + qσ
ν1

)− 1
q A&G�MöõnM�CFõ�I

vmax ≥
(

1 + pσ
ν1

) 1
p A&G�MöõnM�C�ôXI

Q �oÖoÐ;����Ð+,�� Î
vmax > 1 ��s vmin < 1 , Î ���Ñ���

σ ≥ ν1

(

(vpmax − 1)2

p2
+

(v−q
min − 1)2

q2

)

1
2

.
A&G�MöõnMKC�G9I

° vx¡��#{�¡ ϑ > 1 {�s�{�����¡
Ψ(ϑv) ≤ ν2

ν1

(

ϑp+1Ψ(v) + ϑΥ′p,q(ϑ)
√

2nν1Ψ(v) + nν1Υp,q(ϑ)
) A&G�MöõnM�C���I

��sqwhvx¡��#{�¡ ϑ ∈ (1, 1 + ν3]
wm{�zxz|{��¿�

Ψ(ϑv) ≤ ν2ν4

ν1

(

Ψ(v) + (ϑ− 1)
√

2nν1Ψ(v) + nν1(ϑ− 1)2
)

,
A&G�MöõnMKCFøXI

Î �	�oz Î
ν3
, ν4

�Ñ�o¡És�� Î ¡És¹����wm{��#{��4ÒÑ{utg¡Ë{�� Î tÌ{��4ÒoÖoÐ4zÓ���gto��s!z|{�whw!ÐÑ� Î ¡�suto{���{�y�z|�_�Ñ��¡�s�� Î ¡	~
s������ Î z .
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ψ′′(t) > ν1(t
p−1 + t−1−q) ≥ 1,
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}���W

ψ(t) =

t
∫

1

s
∫

1

ψ′′(z)dzds ≤ 1

ν1

t
∫

1

s
∫

1

ψ′′(s)ψ′′(z)dzds =

=
1

ν1

t
∫

1

ψ′′(s)(ψ′(s)− ψ′(1))ds = 1

2ν1

ψ′(t)2.
A&G�MöõnMKCFsXI
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t < 1
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ψ′(t) =

t
∫

1

ψ′′(s)ds ≤ ν1

t
∫

1

(sp−1+s−1−q)ds ≤ ν1

t
∫

1

s−1−qds =
ν1

q
(1−t−q).
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v
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vi < 1

��,9,���� |ψ′(vi)| ≥ ν1

q
(v−q

i − 1)
_@.��J���()����

vi ≥ 1
_j��,9,�����^���WX�����(#J��#%�1��W��(��'�3�+�'��1����]1�y��#(]1�5+�+��('TS5�(��7�' _�!<�1�5+��¡S5��Z�ZB��'�)*��'��f���(����+ }K`�M
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σ = ‖∇Ψ(v)‖ =

√
∑n

i=1 ψ
′(vi)2 ≥ |ψ′(vi)2|

_*}���W�Ú
σ ≥

∣

∣ψ′(vi)
2
∣

∣ ≥ ν1

q
(v−q

i − 1) ∀ i, A·G�MöõnMöõ�hXI
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!<��,���#(Z��1� �

µ
�*��� ��!"]1+��(��.��('�W��6+�+

(1− θ)µ >?+²`��(�5#(7���,�_�`�����Wn����.�����WX���Q`@����#1���9W@^�'��(��WX>
!y���5.���#

Ψ(v)
]1�

Ψ( v√
1−θ

)
M*o®A·G�M õ@M�C���I��1���1)�!"](�9W@Z��

ϑ = 1√
1−θ

>?+².��1'�W��6+�+ �1��}K+�`��%,\���@S5^�,j_
.�����W

Ψ

(

v
√

(1− θ)

)

≤ ν2τ

ν1(1− θ)
p+1
2

+ ν2Υ
′
p,q(1− θ)−

1
2

√

2nτ

ν1(1− θ)
+ nν2Υp,q(1− θ)−

1
2 .
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µ
!<�1'�'��1+5+

x
]1�
s
`���'�+ ��#1+L�\+L�����F`���'�m1����,9,��1�9+·S57�,
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Ψ(v)
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M4x = 4s
s4x+ x4s = −µv∇Ψ(v).

A·G�Mùô�MKC�I



�1��W��(�
x(α) = x + α4x _ s(α) = s + α4s ](�

v(α) =
√

x(α)·s(α)
µ

ME�O�(#1�(�5��7�,[Z��R�
��#(��,\���������5,\��'���#����5�p�*������!"]1+ �1���1,��1+gÚ

dx :=
v

x
4x, ds :=

v

s
4s. A·G�Möô�Möõ�I

NO#1�(,9,��('{��S5�('���'�](�5�(,9,��1'
�5�(��)��5#(�1��7���,Q�8,���`��6+ ,��(#13~��'Y��,@Z����R}��5.*��+ :ÉÚ
ΛMdx = ds, dx + ds = −∇Ψ(v),

A·G�Mùô�MùôXI
��.���'

ΛM = µV S−1MV S−1 M@o¡#¡��'Y��Z�Z��jZ��(m1��'�]1���1,y,������9W��1�R,��F`��1+�,��(#(���(,y�
P∗(κ)

!<��+5>
���K=n��,~��'Y���n+ ^�'���S5)����������X����Z�:�'�](���BAµõnMùG�Möô�I�'��1!<!<��Z�:�'¿Ú
��ê ð ê·éjêxüOì ����	 ê M {��4ÒÑ{�¡ 4x ��s 4s Î>265 . « . X 6 ��{�¡��osuto{���wm{��#�ozÝ�ÑÐ�s Î , dx , ds y	{u�4vÝ� Î t
Ð��xs��4Ð4zÝÐ�to�o�¿� 265 . « . «�6 ��{�¡��osuto{���� .
T ���Ñ�o�dvÝ� Î t Î � Î t Î zÝÐÑ���gv Î ��V
Ë 	cÌ −κσ2 ≤ 4xT4s

µ
= dTx ds ≤ 1

4
σ2

Ë�Í Ì ‖dx · ds‖∞ = 1
µ
‖4x · 4s‖∞ ≤ 1

4
(1 + κ)σ2

Ë '�Ì ‖dx‖2 + ‖ds‖2 = ‖dx + ds‖2 − 2dTx ds ≤ (1 + 2κ)σ2

Ë ��Ì ‖x−14x‖ = ‖v−1dx‖ ≤ 1
vmin
‖dx‖ ≤

√
1+2κ
vmin

σ

Ë5ì Ì ‖s−14s‖ = ‖v−1ds‖ ≤ 1
vmin
‖ds‖ ≤

√
1+2κ
vmin

σ

ë � í ���c<@%�� ý ï�dPo�A&)jI�]1�d��#�A&�FI������9+¡+����K`n����'��K� ���B,��F`��1+�,��(#(��,òA·mFI?>gZ�3�'µMjo�A·m�Ig>?.��(#J`��(��Wn7�,
](��#1����_�.�����W ‖dx + ds‖ = ‖−∇Ψ(v)‖ = σ

_�}���W%Ú
‖dx‖2 + ‖ds‖2 = ‖dx + ds‖2 − 2dTx ds ≤ σ2 + 2κσ2 = (1 + 2κ)σ2 A·G�Mùô�M G9I

��.���'v��#y��'�,���'�!<��#(��+�+%�(��W��1��'�3�+ '��(���5](�V��# Aµ�XIu�����X+fZ*��'v��'�)*��'���Mpo A&ZjIJ��'�'�}K+ ���%�1��W@��#1�(�u�
,���`��1+�,��(#(!"]1�9W��yAµ�XI?>g�*��,<�f�����5!y��,",���#1��+�+��a�1��W��(��'�3�+�'��(����](���(,<$&�('�.*����#1�*��'���� ��`���'µMno�#"Aµ�XI
�����9+y�('���3��1��W��(��'�3�+ '��(����](�����(,X`@��`���'��1���~��#(#(��' _O.�����W

M P∗(κ)
!y�\+ ��� =�D[�(# �;AµõnMùG�MöôXI
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'��(!"!<�ò��'�'�}K+ �����ÏDj_ó�[!<�����@)���,9.���# ���()����[.*����#1�*��'TS5^�,/$&�(' _�.�����W;Z*����!"��' W��(�
a, b ∈ R�(���6+ ]1�

ab ≤ (a+b)2

4

_*}���W�Ú

dTx ds =
n
∑

i=1

[dx]i[ds]i ≤
n
∑

i=1

([dx]i + [ds]i)
2

4
=
σ2

4

A·G�Mùô�M5��I
NO#1#(�1'{�8'��1!<!<�c!<����)��1�Q��'�'�}K+ ������+óZ��1'Y��+5+ ^�,jM

¥
p�(��W��1�
ᾱ = min

{

1,
vmin

σ
√
1 + 2κ

}

,
A·G�Möô�MùøXI

�(,9,����P��#��('�3�#(3¡'��(!"!y�JA·)jI�]1�²A·�FI������X+·S���!<����+�+�!<����)��(�
α ∈ [0, ᾱ)

�(�5�1+�](�
x+α4x > 0

_
`�����W@���|�¡!<�\=n��!y��'��K��!"�(���1�����1)��1+5+x'�](��]1��.�������#1� �t���X��#�_�.�����W

αmax ≥ ᾱ
M�NP#���#(���@Z*���f!<]1�

���(! �('�](�"�UZ���#(���9W@}�+ ����.���#�_��(�53����1Z�ZB�(�5�()�!"](�XWn�5�u`����Q��#17�,9��](��7���,jM
o¡#6+c��,\����S5^�,V!"�(��`@��#(�5�X��'���� _É.�����Wk!"�(���XW@��`��1'wm1����,@,��1�[��+L��`���'������Q�1��Wk'�]1��](�%^�+L���a_

`�����W@���²�
g(α) = Ψ(v(α))−Ψ(v)

$&7�����`�](�XW9+�`@��#1���X��'TS5^�,jM�o÷,��F`��1+�,��(#(3<+�]1+ �1'p���X��#4Ú
��ê ð ê�ûpê >JîX� ì � ê �dÎ

Ψ(v) ≥ ν−1
1
, Î ���Ñ�o�

g(α∗) ≤ −C
4
σ

q−1
q ≤ −C

4
(2ν1)

q−1
2q Ψ(v)

q−1
2q ,

A·G�Möô�MöH�I
Î �	�oz Î t α∗ z|��y	��s��	��s�sut Î t

0 = −1 + ν2ν4α
(

(vmax + αν3σ)
p + (vmin − αν3σ)

−q) .
A·G�Möô�MùsXI

{ñ�4ÒÑ{�¡	z|{���wm{��#�ozÝ�ÑÐos Î �Ñ��¡&�FÐ4zxz�{�z|�-, Î
C �Ñ�o¡És�� Î ¡És`y	{u�4vÝ�

ν1

2ν2(1+2κ)(ν1+p)+ν1

√
1+2κ(p−1)

��s ν2
1

(1+ν1)(2ν2(1+2κ)(ν1+q)+ν1

√
1+2κ(q+1))

A·G�Mùô�MùEXI
�$©¹t�Õ�z Î �ov|s�{g���gv|� .
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ë � í ���c<@%�� ý ï�dcAµz{�1����_`p ôXõ�r�I%o¡#��É)�õB$&�1'�+�]1+ �1'w$&�('�.*����#1�*��'���� ��`���'7
f�
g(α)

$&7�����`�]1�9W@���R��#
��'Y��Z�Z��aZ��1m(�5'�](��}���.*��+�:&Ú
g(α) =

n
∑

i=1

(

ψ(vi(α)− ψ(vi)
)

= −Ψ(v) +
n
∑

i=1

ψ(vi(α) ≤

≤ −Ψ(v) +
n
∑

i=1

(vi + α[dx]i)
1
2 (vi + α[ds]i)

1
2 ≤

≤ −Ψ(v) +
1

2

n
∑

i=1

(

ψ(vi + α[dx]i) + ψ(vi + α[ds]i)
)

.
A&G�Mùô�MKCFhXI

l¡��ô*���Y��'TS5^�,~�
ϕi(α) := ψ(vi + α[ds]i)

A·G�Mùô�MKC�C�I
ri(α) := ψ(vi + α[dx]i)

A·G�Mùô�MKC�õ�I
$&��'�W9+ ������� ���R)��Èà��(�5�(��m1�Y��'�.*��+�:f$&7�����`�](�XW��(,��1+(M�NP,9,����gÚ

ϕi(α) = ϕi(0) + αϕ′i(0) +

α
∫

0

(

ϕ′i(s)− ϕ′i(0)
)

ds
A&G�Mùô�M�C�ôXI

NO'��(!"���5#���!"��'���������'R�÷,��F`��1+ ,��1#(3Þ�1��W��(��'�3��5](���1,��1+â,\���@S5^�, ��#-�1��W��(��'��1+�Z��(�­��#1�(�5�(��'�3
!<�1���9W@���5](���1,9���4Ú

ϕi(0) = ψ(vi)
A·G�Mùô�MKC�G9I

ϕ′i(α) = ψ′(vi + α[ds]i)[ds]i
A&G�Mùô�M�C���I

ϕ′i(0) = ψ′(vi)[ds]i.
A&G�Mùô�MKCFøXI

NO#1�(,��6+¡Z��(}��5`��U�8$&�1�9+ �a�(��W��1��'��6+ Z��%,\���nS5^�,�_*.�����W

ψ(vi + α[ds]i) = ψ(vi) + αψ′(vi)[ds]i +

α
∫

0

(

ϕ′i(s)− ϕ′i(0)
)

ds.
A·G�Mùô�MKC�H�I

Ù¡���5����'�:����3Ú

ψ(vi + α[dx]i) = ψ(vi) + αψ′(vi)[dx]i +

α
∫

0

(

r′i(s)− r′i(0)
)

ds.
A·G�Mùô�MKCFsXI

�kß ¨Ø´«±�¸u§¿¨�¼�À5¨«°�¬g²¹ªÂ¾�º�§Ë§¿°�µ�º�¬]´«¨Ø¤�¨�´k±�²�´�¾�¥Â´k¬=¯�´k¥Â²�®�¤�¯�°�¥Ñ¤�¨ #&$ É�ìí´«¥Â¾©¸«¾©´«¥Â¾�¯�¤�§©¨«¬oº�¥ Ã�Ä�Æ�È¹£�¤�¥5¦�Ã¿º�¼o¤�¬=À ¾©¾§©´«· ¥5´«¬�¬�´Åµñº1§©¨«á�Æ�§©¸«±o®�·»À5Á�´«¥Ë¼4°�¬¹²�°�¥5Ä�¥Â¾�¤�¼�¼�§©¨kº�·»°�¥5º�§�º�µ�º�¬h¤�¨ #%$ æ]ìí´«¥Â¾©¸«¾©´k¥Â¼4Ç�¥ËÀ5§F¯o¤�§©°�¬�¥5¦1¼4´kãk§¿¥5¸k§¿¾¾�Äo¶�¬oº�¬�Æ=¥5´«Á�´k¨«´�¾�¬�À|È ß µ�¸k§©¨«¥5´�¾�´«Æ1î �WÉuï5ê|¼4´«¬*¾�¤�¥5º�¥Â¯o¤�¾©¦�Æf·`´«±oÈ
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o¡#u^�+ :�Z�Z��p,�]6+��1��W��(��'�3���]1���6+¡��#
i
����)��l=��1,9���%�����5#(�1���(#6`X�J,\���@S5^�,j_j.�����W

n
∑

i=1

(

ψ(vi + α[dx]i) + ψ(vi + α[ds]i)
)

=

=
n
∑

i=1

ψ(vi)+α
n
∑

i=1

ψ′(vi)[dx+ds]i+

α
∫

0

(

n
∑

i=1

(

r′i(s)− r′i(0) + ϕ′i(s)− ϕ′i(0)
)

)

ds =

= Ψ(v)− α ‖∇Ψ(v)‖2 +
α
∫

0

(

n
∑

i=1

(

r′i(s)− r′i(0) + ϕ′i(s)− ϕ′i(0)
)

)

ds =

= Ψ(v) + g1(α),
A·G�Mùô�MKCFEXI

��.���'

g1(α) = −ασ2 +

α
∫

0

(

n
∑

i=1

(

r′i(s)− r′i(0)
)

+
(

ϕ′i(s)− ϕ′i(0)
)

)

ds
A&G�Mùô�M õ�hXI

o ,��F`��1+ ,��1#(3�,9Z����<Z��1m(�5'�]1�5+���)�^���,8��#
r′i(α)

](�w�
ϕ′i(α)

)��1���K`���'K+L��,9� �n_��(.�.��(#���#17�,9��](��7���,
'��(�5#%��#%��'���Z�Z��a'��(!"!y��� ��Ú
��ê ð ê ð êxüOì ����	 ê Q {��4ÒoÕÑ� Ô¹{�zt, �	�u�4Ò Ψ(v) ©o¡	��{�����zÝÐ4��v|sl, ᾱ y	{u�4vÝ� z|{��4Ò;{�¡ Î
min

{

1, σ
√

1+2κ
vmin

} �Ñ��y�z|{��¿��{�z[�#{;_�¡	v¿Ð4zÓÖ Î .
T ���Ñ�o��V
∥

∥(x−14x, s−14s)
∥

∥ =
∥

∥(v−1dx, v
−1ds)

∥

∥ ≤ 1

ᾱ
≤
√
1 + 2κ

(

1 +
qσ

ν1

) 1
q

.
A&G�Mùô�MöõnC�I

ë � í ���c<@%�� ý ï�daoÞA·G�Möô�MKC�IP'��1!<!<�<A&ZjIO�����9+&S���+�]1�ó�~A&G�MöõnMöô�IO'��(!"!y�\+O$&�('�.*���5#(�*��'�`��%,\���@S5^�,j_
.�����W
∥

∥(x−14x, s−14s)
∥

∥ =
∥

∥(v−1dx, v
−1ds)

∥

∥ ≤

≤ 1

vmin

√

‖dx‖2 + ‖ds‖2 ≤
σ
√
1 + 2κ

vmin

≤
√
1 + 2κ

(

1 +
qσ

ν1

) 1
q

.
A&G�Mùô�Möõ�õ�I

NO#1#(�1'{�8'��1!<!<��+�Z��1'Y��+5+ ^�,jM
¤eB���r+�!y����!"�(��$&������'�!<��#(.*�\+·S5^�,y�8Z��(m1��'�](�5+gÚ

��ê ð êí��êxüOì ����	 ê M {��4ÒÑ{�¡ Ψ(v) ©o¡	��{�����zÝÐ4��v|sl, α ∈ (0, ᾱ) .&T ���Ñ�o�WV
max

i
{ψ′′(vi + α[dx]i), ψ

′′(vi + α[ds]i)} ≤ ν2ω(α),
A·G�Mùô�Möõ�ôXI
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Î �	�oz
ω(α) =

(

vmax + ασ
√
1 + 2κ

)p−1

+
(

vmin − ασ
√
1 + 2κ

)−q−1

,

��s
n
∑

i=1

(

r′i(α)− r′i(0)
)

+
n
∑

i=1

(

ϕ′i(α)− ϕ′i(0)
)

≤ αν2(1 + 2κ)σ2ω(α).
A·G�Mùô�Möõ�G9I

ë � í ���c<@%�� ý ï�d8o�#i�1'�3�Z�Z-Z���#(���XWn}K+ ��+�+R'��(!"!<�ò!"�Y��+5+R�
(0, ᾱ)

���9+ �1�5`���'�'�^�!fZ����¹'�]6`�3
α��#���!<��,9���

(v + α[dx], v + α[ds]) > 0,
A·G�Mùô�Möõ���I

}���Wy}��5.*��+·S5^�,�_�.�����W
ψ′′(vi + α[dx]i) ≤ ν2

(

(vi + α[dx]i)
p−1 + (vi + α[dx]i)

−q−1) A&G�Mùô�M õ�øXI
ψ′′(vi + α[ds]i) ≤ ν2

(

(vi + α[ds]i)
p−1 + (vi + α[ds]i)

−q−1) .
A&G�Mùô�Möõ�H�I

�j�1'�.�����#1�*��'�`\��_�.�����WR�QA·G�Möô�MKC�I�'��(!"!<�RA&mFI������X+·S��8!<����+5+
α ‖dx‖ ≤ ασ

√
1 + 2κ

A·G�Mùô�Möõ�sXI
α ‖ds‖ ≤ ασ

√
1 + 2κ

A·G�Mùô�Möõ�EXI
,\���@S5^�,��U'��(!"!y�c�('���3"��'�'�}K+ ������+�M

oq!y�����@)���,V��'�'�} +L���dZ���#(���XW@}�+L��� ��.���#".*����#(����' S5^�,V$&�1'w�
ϕ

$&7�����`�]1�9Wi)��1����`\��'�+&S���� �~`��\>
�*��+ ,���#(:�A·G�Möô�MKC�G9Iv,�](��'��1+��(,��6+¡]1���U)��Èà��(���1��m1�Y��'���#���!<}K+ ����,���#(]1��](�r+ ](,X+ ]1+��('�]6+¹Ú

n
∑

i=1

(

ϕ′i(α)− ϕ′i(0)
)

=
n
∑

i=1

(

ψ′ (vi + α[ds]i) [ds]i − ψ′(vi)[ds]i
)

=

=
n
∑

i=1

ψ′ (vi + α[ds]i)− ψ′(vi)
α[ds]i

α[ds]
2
i =

n
∑

i=1

ψ′′ (vi + χi[ds]i)α[ds]
2
i ,

A&G�Mùô�Mùô�hXI
��.���'

0 ≤ χ ≤ αe
_v`�����W@���

χi ∈ (0, ᾱ)
_v}���Wâ��'�,\��'�!<��#1.*��+�:ò��!y���yZ���#(���XW@}�+ ��+�+y�('���3

�(��W��1��'�3�+�'��1����]1�&Ú98
n
∑

i=1

(

ϕ′i(α)− ϕ′i(0)
)

≤
n
∑

i=1

ψ′′ (vi + χi[ds]i)α[ds]
2
i ≤

≤ αν2ω(α)
n
∑

i=1

[ds]
2
i = αν2ω(α) ‖ds‖2

A&G�Mùô�MöônC�I
:käd´«±�Ãx´k±�²�´k¨«¨«áoÆ4®�¯o°�±�²=´«¬�¬�¸k¥;´kµ©Çg§¿´k¼�¼Å¼4´uã«§©¥Â¸u§3À�§[¤�¶�¯�¤�¾©¦�®�´k¨ó¤�¨«°�¬g¼o¤�¬Å¬�´k·c¼4´«ìí°�¥5²�º�§©°�¥ Ã¿¤»¤`Æ�°�· ë ¥5´�êð�ÀÂ¾�º�§¿ÀÑ´kµ©´u¶�·`¸«¬g²=¬o¤�±�²�§©º�±�µ©´«¬o¶�Ã�¸«¾kÈ
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o÷!y������,"+ ����� �f�(.�.��(#%.*��������'�:U!":@)��5#(�(�5���1'
,�����.*��+&S5^�,~!<�1�"�
n
∑

i=1

(

r′i(α)− r′i(0)
)

≤ αν2ω(α) ‖dx‖2
A&G�Mùô�Möô�õ�I

Z��1m(�5'�]1�5+�M�jg�5!<]6+�.*���5#(�*��'�`��"�QA·G�Mùô�MKC�I�'��(!"!y��A·m�I������X+·S���+²,\���nS5^�,�_*.�����W
n
∑

i=1

(

r′i(α)− r′i(0)
)

+
n
∑

i=1

(

ϕ′i(α)− ϕ′i(0)
)

≤ αν2ω(α)
(

‖dx‖2 + ‖ds‖2
)

≤

≤ αν2ω(α)(1 + 2κ)σ2.
A&G�Mùô�Mùô�ôXI

NO#1#(�1'{�8'��1!<!<�c!y�����@)���,~��'�'�}K+ ��� �\+ó���óZ��1'Y�\+�+ ^�,�M
¤�t]1���(�5�()�!"](�XW@Z��(� ��#1+²,\����+�^�,j_j.�����W

g1(α) = −ασ2 +

α
∫

0

(

n
∑

i=1

(

r′i(s)− r′i(0)
)

+
n
∑

i=1

(

ϕ′i(s)− ϕ′i(0)
)

)

ds ≤

≤ −ασ2 + (1 + 2κ)ν2σ
2

α
∫

0

sω(s)ds =: g2(α).
A·G�Mùô�Mùô�G9I

o
g2(α)

$&7�����`�](�XW-,�]6+ �5#(�(�Q$&��'KW@+������������-)�� àÉ�1���1��m(����'�.���+ :[�
[0, ᾱ)

���9+��(�5`\��'�'�^�!"���aM�o
)��(�5��`���'K+L��,�Ú

g′2(α) = −σ2 + (1 + 2κ)ν2σ
2αω(α)

A·G�Mùô�MùôÑ��I
g′′2(α) = (1 + 2κ)ν2σ

2
(

ω(α) + αω′(α)
)

> 0
A·G�Mùô�Mùô�øXI

o¡#u�1'���3U)��1���K`���'K+�`@��#(�5�X��'���+L��`���'É!"�(����W�3�#13@)�.��1+�7���,~��:�'Y��_n.�����W
g′(0) < 0

](�
g′(α)

����#1�K>
+ }�`R��#

ᾱ
,9����,������XW��(#1�1+ ]1Z��(�aMÉoÛ!<�����@)���,~)��(�5��`���'�+�����#(�K+ ��`@�K+L�����U!"�Y��+5+

g2(α)
�5#(��������0����

,����9`��l= �
[0, ᾱ)

���9+��(�5`\��'�'�^�!"���a_�}���WR�<!"������!f^�!<��+ó`\����WQ��#%���X+ �(�r`���'�'�^�!­�5#(]1'�]1� '�]1`�3
ᾱ�����9+�Z*���a_�`�����W�`\��'Y��!"��' W��(��,���#(Z�7�'��53

α∗
.��('KW��(�ò`��1��#1��$&��' M�NO��W���'�W��1�

α∗
�����X+ Z*���Ò��#

�('��53")��(���K`���'K+²�5#(7�,9�5](��,�](�����(�
0
_�}���W

α∗
��#

0 = −1 + (1 + 2κ)ν2α
[ (

vmax + ασ
√
1 + 2κ

)p−1

+
(

vmin − ασ
√
1 + 2κ

)−q−1 ]

A&G�Mùô�Möô�H�I
�(��W��1��'��6+��1��W�]1�5+ �1'�!³�Q!"�(����'�)���� ��M�bu]6+��(�5�1+��1+�,@7�'����9Z���#1+��1+�7���,�!"�(�ÉÚ�.*�

α∗ ≥ ᾱ
_j��,@,����

�yA·G�Mùô�MùôXIx'��(!"!y�d��'���:%Z��(m1��'�](�5+��5#(��'��X��'K+L��+
α∗

>?� ��M�o-���(.��(#(�1Z�Z��1���6+���#�_9.��
α∗ < ᾱ

_9�(#1#(�1'
$&����'Y��'�,���#1^���,R�<+���`���Z�Z�����,9Z*���aM�o�#c�(��W��1��'��1+t��W���,�]1���(,BZ��1m(�5'�](�5](.��(#8�5#(7�,9�5](��7���,�'��(��#c�
,���`��1+�,��(#(3<'��1!<!<�����ÉÚ
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��ê ð ê ' êxüOì ����	 ê M {��4ÒÑ{�¡Ë{�� p > 1 ��s γ > 0 �Z©u��tW8x��{��©�ó�Ñ�o¡És�� Î ¡És���� .�1Î
t∗

Î
t(1 + t)p−1 = γ {��4Ò;{�¡	z|{��f{��4ÒÑ������{�zÓw­¬�wm{��#�ozÝ�ÑÐos Î , Î ���Ñ�o�

t∗ ≥
ρ

1 + γ(p− 1)

A&G�Mùô�Möô�sXI

° Ðos�����sutg�;,Ø� Î
t∗ ∈ (0, 1)

Î
t(1− t)−1−p = γ {��4Ò;{�¡	z|{��f{��4ÒÑ������{�zÓw­¬m�4Ò$©��Ñ{l, Î ���Ñ�o�

t∗ ≥
γ

1 + γ(p+ 1)

A&G�Mùô�Möô�EXI
ë � í ���c<@%�� ý ï�d{oä�*��� ��!<]6+ �1���(,9�5�u+��1+�+²!<�1��,���+�](���1,�!"�Y��+5+

t∗ > 0
+ �1' S5�1��7�'µ_�}���W

(1 + t∗)
p = γ

(

1 +
1

t∗

)

> 1.
A·G�Mùô�M GXhXI

��+ ���1��)��1#1`��c��#u�(��W��(��'��1+ �6+¹Ú

t∗ =

(

γ +
γ

t∗

) 1
p

− 1 =

(

1− γ + γt∗ − t∗
γ + γt∗

)− 1
p

− 1 ≥
(

1− γ + γt∗ − t∗
pγ + pγt∗

)−1

− 1 =

=
γ + γt∗ − t∗

(p− 1)(γ + γt∗) + t∗
> 0,

A·G�Mùô�M G�C�I
��.���'É$&�('�.*���5#(�*��'K+ ^�,y�

γ + γt∗ − t∗
����#1��+���`@��+ ������+�_n��'�'��1+5`��u��#

(1− t)α ≤ 1− αt ∀α, t ∈ [0, 1]
A·G�Mùô�M G9õ�I

�(��W��1��'�3�+�'��1����]1���1+(M*ñ{�1,9���X+ ��7�,�!"���r+��

h(t) = (1 + γ(p− 1))t2 + (1 + γ(p− 1)− γ)t− γ = 0
A·G�MöônMùGXô�I

�(��W��1��'��6+ �1+(M=]v�(.��1'�W��6+�+ �1��}K+ ](�5���('�!"�(����W�3�#13@)�.��1+�7���,~��:�'���_�.�����WR��#d�(��W��1��'��6+�,�]1+���W���,��4Ú
t1 = −1; t2 =

γ

1 + γ(p− 1)
> 0.

A·G�Mùô�M G�G9I
NO'�'��1��3�����#(.��1+ 3�_�.�����W

h(t∗) > 0,
A·G�Mùô�M G;��I

}���W
t∗

����#1��+���`@��+ �����f!<����+5+
t∗ ≥ t2 =

γ

1 + γ(p− 1)
,

A&G�Mùô�M GXøXI
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`�����W@���P!"�(��,\����+ ^�,f��#²�1'��53J��'�'�} +L���5+(M�o !<���5�@)���,9.���#�`��(#(�1����7�,UZ����
t̄ = t∗

1−t∗

0\Sx`���'�+ ��#(:�+(_
��!<�1'�'KW��1'

t̄(1 + t̄)p =
t∗

1− t∗

(

1 +
t∗

1− t∗

)p

=
t∗

1− t∗

(

1

1− t∗

)p

= t∗(1− t∗)−p−1 = γ.A&G�Mùô�MùGXH�I
o¡'�,���'�!<��#(#(^�,~��#d�('��53<��'�'�} +L���5+ó�U,\������+�+²�(��W��1��'��6+ ����Ú

t̄ ≥ γ

1 + γp
,

A&G�Mùô�M GXsXI
`�����W@���

t∗ =
t̄

1 + t̄
≥

γ
1+γp

1 + γ
1+γp

=
γ

1 + γ(p+ 1)
.

A&G�Mùô�M GXEXI
NO#1#(�1'{�8'��1!<!<�c!<����)�,�]6+���'�'�}K+ ������+óZ��1'Y��+5+ ^�,jM

¤eB���r+<!<���f!<�1�k+�^�)\S5^�,òZ��1m(��7�'����
α∗

>g��+"��#
α∗ < ᾱ

�(�5�1+ Z��1�â���(Mxo�+���`\��Z�Z�����,9Z*���
+ �(��Wn7�,~$&�('µ_�.�����W

Ψ(v) ≥ ν−1
1

_�](�1_j.�����W
vmax > 1

M�ñ��(,9���X+ ��7�,R��#

ω1(α) = −
1

2
+ (1 + 2κ)ν2α

(

vmax + ασ
√
1 + 2κ

)p−1

= 0
A·G�Mùô�M5��hXI

](����#

ω2(α) = −
1

2
+ (1 + 2κ)ν2α

(

vmin − ασ
√
1 + 2κ

)−q−1

= 0
A·G�Mùô�M5�nC�I

�(��W��1��'��6+ �(,��1+�M�oâZ*��'@��'�)���'����c��'�'�:
ω1(α)

](�
ω2(α)

$&7�����`�](�9W��1,c����`��1,9`�3@�1,�_�}���WJ��#��(��W��1�n>
'��1+��(,9���1,��1��W�](�r+ �1'�!³��!<�1����'�)*����^�,V`\���a_*S5�1'���' S5�U�(#1�(,��1+8���1��)��5�

α∗1
](�
α∗2

M,�O�1#(�1����7�,�Z��
�

t1 =
α
√
1 + 2κ

vmax

, γ1 =

√
1 + 2κ

2(1 + 2κ)ν2v
p
max

A&G�Mùô�M���õ�I
S5�('���'�](�5�(,��6+�MjNP#1�(,9,��('{��#u�1'��53"�1��W��(��'��1+

t1(1 + t1)
p−1 = γ1

A&G�Mùô�M���ôXI
��'Y��,9Z*���R}���.���+ :�Mno¡'�,���'�!<��#1`��8��#d�('�3�#(3U'��(!"!y�c�('���3UZ��(m1��'�]1��]6+¡,\���nS5^�,j_*.�����W

t1 ≥
γ1

1 + γ1(p− 1)
.

A&G�Mùô�M5��G9I
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6ó+ ��'Y��,9}K+L����^�+L���Q}���.*�\+·S5^�,j_�.�����W

α∗1 ≥
γ1vmax

σ(1 + γ1(p− 1))
√
1 + 2κ

=
vmax

2(1 + 2κ)ν2v
p
max + (p− 1)σ

√
1 + 2κ

≥

≥ 1

2(1 + 2κ)ν2v
p
max + (p− 1)σ

√
1 + 2κ

≥

≥ ν1

2(1 + 2κ)ν2(ν1 + pσ) + ν1

√
1 + 2κ(p− 1)σ

≥

≥ ν1

2(1 + 2κ)ν2(ν1 + p) + ν1

√
1 + 2κ(p− 1)

σ−1 A&G�Mùô�M��4��I
��.���'���#ó�1��W��(��'�3�+ '��(���5](���(,f�5�(��)��5�

vmax ≥ 1
_X�UA·G�Mùô�MKC�I{'��1!<!<�8A&mFI|�����X+·S��t](�

Ψ(v) ≥ ν−1
1!<����+�+

σ ≥ 1
,��F`��1+�,��(#(!"](�XWX�1� M

o÷!<������,<�(��W��1��'��6+��(���6+ ]1��.*���5����'�:8�(' S���� ���5� ��'a,����@S5^�,j_j.�����W

α∗2 ≥
ν2

1

(1 + ν1)
(

2(1 + 2κ)ν2(ν1 + q) + ν1

√
1 + 2κ(q + 1)

)σ−
q+1

q .
A&G�Mùô�M5��øXI

l¡��ô*��}�m(��:c�5#(�(�5���X+ó��#
ω(α∗) = 0

�1��W��1��'��6+��(,X`@��`\��'��1������#
ω1(α

∗)+ω2(α
∗) = 0

�(��W��1��'��6+5>
+ �('µ_�}���W

α∗ ≥ min {α∗1, α∗2}
M

(t����#1�(�5}�+5`��f��#u�()�)������p�1���1)�!<]1�9W��1,��1+d��#6+�,����nS5^�,�_j.�����WQ�
Ψ(v) ≥ ν−1

1

_*]1�
vmax > 1$&�('�+�]1+��('��1,y!"�('�'��1+5+²�QA·G�Mùô�MùôXH�Iv�(��W��1��'��6+��1��W�]1�5+ �1'�!³�

α∗
!<�1����'�)*������� �ÉÚ

α∗ ≥ Cσ−
q+1

q ,
A&G�Mùô�M5��H�I

��.���'
C = min

{

ν1

2ν2(1+2κ)(ν1+p)+ν1

√
1+2κ(p−1)

,
ν2
1

(1+ν1)(2ν2(1+2κ)(ν1+q)+ν1

√
1+2κ(q+1))

}

.
A&G�Mùô�M5��sXI

NO#1�(�[Z��1m(�5'�](�fZ����r+ ��,���Z*����!<���J,������XW��(�[Z��1$&�gS5�(#1.��1+&S57�,ò�B+ ]1+��('vZ���#1���9W@}K+L������+�ME�@#(7�,9��]l>
��7���,~'��(��#%�8,��F`��1+ ,��1#(3~������:U'��(!"!<�����ÉÚ
��ê ð ê GpêxüOì ����	 ê Q {��4ÒoÕÑ�IÔ¹{�zt,!�	�u�4Ò h(t) �Ñ����suto{��7�4v P/{���{�¡Ë��v¿Ð4z5� Î �����Ñ�o¡	Ö4{k} Ô�Õ����4Ö4��¡	Ò-,Î wm{�zÓÒo��{

h(0) = 0, h′(0) < 0.
A·G�Mùô�M5��EXI

Q {ñ�4ÒoÕÑ�]Ô¹{�z3���oÖoÐÑ����Ð+,Ø�	�u�4Ò h(t) ~�¡Ë{��@�4z|�4��Ð4zÓv|s1whvx¡	vxw­�#w Î Ö Î ¡ Î
t∗ > 0 y	�o¡	��� Î ¡���sd�	�u�4Ò

h′′(t) wm�o¡Ë�o���o¡ ¡�©oÖ4{��oÖ4�`Ô�Õ4���4Ö4��¡	Ò .@T ���Ñ�o� ∀ t ∈ [0, t∗]
{�s�{�����¡

h(t) ≤ h′(0)t

2
.

A&G�Mùô�Mùø�hXI
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ë � í ���c<@%�� ý ï�dxeQ��`��1'
h(0) = 0

_�}���W

h(t) =

t
∫

0

h′(s)ds = h′(0)t+

t
∫

0

s
∫

0

h′′(z)dzds ≤ h′(0)t+

t
∫

0

sh′′(s)ds =

= h′(0)t+ [sh′(s)]t0 −
t
∫

0

h′(s)ds ≤ h′(0)t− h(t), A&G�Mùô�MöønC�I

��.����������B��+����(��)��(#1](��^�+ ���Q,\���nS5^�,��8,@}K`����X+���'�'�} +L���5+(M
¤jg)�]1#(#(7���,�$&�('a��](.*���9WR)���ô*��}�m(��:�+²]1���1���()�!<]1�9W9+¡�U�5#���,�����#%�('��DS5]1��3�'©Ú

g(α) =
n
∑

i=1

(

ψ(vi(α)−ψ(vi)
)

≤ −Ψ(v)+
1

2

n
∑

i=1

(

ψ(vi+α[dx]i)+ψ(vi+α[ds]i)
)

=

= −1

2
Ψ(v) +

1

2
g1(α),

A·G�Mùô�MùøXõ�I
��.���'

g1(α) = −ασ2 +

α
∫

0

(

n
∑

i=1

(

r′i(s)− r′i(0)
)

+
(

ϕ′i(s)− ϕ′i(0)
)

)

ds ≤

≤ −ασ2 + (1 + 2κ)ν2σ
2

α
∫

0

sω(s)ds =: g2(α),
A·G�Mùô�Mùø�ôXI

](�
ω(α) =

(

vmax + ασ
√
1 + 2κ

)p−1

+
(

vmin − ασ
√
1 + 2κ

)−q−1

.
A&G�Mùô�Mùø�G9I

o
g2(α)

$&7�����`�]1�9W~+ �('TS5�(�5}�+ �a�U'��(!"!<�c$&�1'�+�]1+ �1'��1��+(_�}���W

2g(α∗) ≤ g1(α
∗) ≤ g2(α

∗) ≤ g′2(0)

2
α∗ =

−σ2

2
α∗.

A&G�Mùô�MùøÑ��I
/D��S5^�,�Z��%�(Z�Z��c��#%�1��W��(��'�3�+�'��(����](��Z��c��#u��!"](�9+²,\������+�+cA·G�Mùô�M5��H�I��(���1)�!"](�XW@+(_�}���W�,\���nS5^�,
�UZ���#(���XW@}�+L����)�:8+�]1+��('�Z��1�B�5#(�1���(��'�3"Z��(m(�5'�]1�5+�_*!<����#(�1�����9+

g(α∗) ≤ −σ
2

4
α∗ ≤ C

−σ2

4
σ−

q+1
q = −C

4
σ

q−1
q .

A&G�Mùô�Mùø�øXI
ñ{�1,@���9+���7�,R�QA·G�MöõnMùôXI�'��(!"!y�c�('���3"��'�'�}K+ ������+¹Ú

σ ≥
√

2ν1Ψ(v).
A·G�Mùô�MùøXH�I
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−C
4
σ

q−1
q ≤ −C

4
(2ν1)

q−1
2q Ψ(v)

q−1
2q .

A&G�Mùô�Mùø�sXI
NO#1#(�1'{�f+ ]6+ �('K+²Z��('���+�+�^�,jM

¥

��ê ð ê J êØ9äì;" � ì;" < í înï ê<; �o¡	����s]� Î ¡#�osOS#zÓÒ;�gtg¡	v ,[�	�u�4Ò Î wm{�� Î �#�o�©� α∗ z|��y	��s��	��s�sut*¡Ë{�w Ô¹{�zÓ~
�����¿z|{�¡	Õ�z���y��©vxw!Ð4zÓv|sl,f�#{ Î �Ñ��s��4���gv»�gvÝto�o¡	Ò+8x��Ðos������	�gthw!Ð4�!{�¡	¡	ÒovFv|s {�z|��� . ) �4Ò Î �Ñ�o��z Î ��� Î ¡
Ð�z�� Î zÝÐÑ� Î ¡I¡Ë{�w {�z|�o��{1�Z©u��tW8x��{��¿� α ~��ó� Î sutg¡�Ð4zÓ¡ Î �-,,� Î ¡Ë{�w Ö Î z Î whvxzÓÒ;{�¡ {��4Ò��4vxwm{�¡#tgv���s@��y��¿vx~
w Î zÓvÝt¹Ð�zíÐ�s�v 2 zÓvx¡Ë{�~�s�{ Î ����� 6 wm�g�osuto{�����{�z��$©gtgÖ4{��¿z|{�¡	Õ�z��Ñ{���{�s�¡Ë{�� Î z5� Î zÓw Î sdz|��y	��s��	��s�sutg� .

2P��)��1!<�1�ó!<�1����]1#(���µ_�.�����Wy!"��+���)R�c$&�1�9+��a�1���1)�!"](�9W~��#t�(��W@��#1�(�k��Z�ZB�1���1+��(,9Z��(�aM�Ù¡�
��]1'�)���^�'

κ = 0
_j`\����W@������#

M
!<��+ �5�K=R����#(�K+ }�`��5#(�(!"��)���ô*���K+�](��+ �F`���'�� �����*��,~`\��'Y��!<�1'�W@��,

,\����������,9^��
Υp,q

$&7�����`�]1�9W9+y`���'�����#6+·S5^�,j_v��,9,����
C = min

{

1
3p+1

, 1
6q+6

} Mvb�����,9��]6+L���;�
!y��������,\��+��(!"'�}K+��1+�+ ‖v − v−1‖2 +L��`���'������U�1���6+ ](�òA

p = 1
_
q = 3

I��(#
C = 1
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��êí�
ê·éjê >JîX� ì � ê �dÎ

τ ≥ ν−1
1
, Î ���Ñ�o�d¡Ë{�w �v©4���O,�whvx¡	�

⌈

8q(2ν1)
− q−1

2q

C(q + 1)
(ψ0(θ, τ, n))

q+1
2q

⌉

⌈

1

θ
log

n

ε

⌉

,
A·G�MùG�MKC�I

z|��y���sg��{�¡_�ozÓÒ Î ¡mwm{��#�ozÝ�ÑÐos��%� Î y=�#¡É�-, Î wm{�zÓÒ���{ Î ��� Î zÓvx�ñÐos�����s ε ~�¡�Ð4z;�ov|s�{g���O, Î �	�oz ψ0(θ, τ, n)Î:265 . Y . YrX 6 {��4Ò;{�¡	z|�o�¿z|{�¡És����]�¹�4�����ozÝ� Î z Î ,�Ö Î �4Òov|s

ψ0(θ, τ, n) =
ν2τ

ν1(1− θ)
p+1
2

+ν2Υ
′
p,q(1−θ)−

1
2

√

2nτ

ν1(1− θ)
+nν2Υp,q(1−θ)−

1
2 .

A·G�MùG�Möõ�I
ë � í ���c<@%�� ý ï�d|bd]6+�)���'�����+ó,��1'�'a!<�1��`@��#1� ��'��@^���,�Ú
o¡#

(x0, s0, µ)
�����X+ Z�:�'²����)�^�'K`��i.����9W@��#1���y,��1'�'²�1'�3��5�('�]1�����²��m1�(�X+ � ��'����U0�+����a_O.�����W��

,9}�`����9+²�����9+�������������+²�('�]1�&S57�,jM

�4�
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Ù¡�"��#%��'������5�K+ !c^��ó�5��� ���
Ψ(x, s, µ) > τ

_j��,9,����²'��1��$&�('TS5�(Z�ZR.*���9W������ó+����#D@'�](��]1����#17�,�>
��]1���(����.�.���#�_*.�����Wy`�](��7�'

Ψ(x′, s′, µ) < τ
'��1��W��(�aM

o¡#%�1'��53<�����9+ .���#%������)���'TS5^�,y!<�1��_�.�����W�.*�"��#J��'��������K+ !c^��ó�
µ0 = 1

](�5+�](,9��3�'�����)�^�'
](��!"����)��(�R'�](��]1��Z��(�

µ
.��('KW��1+�+

(1− θ)µ >?+ó`��1��#17���,�_���,@,����
k

'�]1��](�²^�+L���B�
(1− θ)knµ0 ≤ ε

A·G�MùG�MùôXI
$&�('�+�]1+��('�+ó,��1'�'É`n��#(�5�X��'��@^���,jM*

���X�����K+ !c^��5+�`�]6`��4Ú

k log(1− θ) + log(nµ0) ≤ log ε,
A&G�M G�MùGXI

��!<��Z�3�'É��+ �5�(��)��1#(]1��^�+L���a_�$&�1'�.*����#(����'�`\��_�.�����W − log(1− θ) ≥ θ
,\���nS5^�,j_*.�����W

kθ ≥ log(nµ0)− log ε = log
nµ0

ε
,

A·G�MùG�M5��I
`�����W@���ó'��1��$&�('TS5�(Z�Z ⌈1

θ
log nµ0

ε

⌉ ��'�,���'���!"!<��'�,��('�'
�
µ

�*��� ��!"]1+��(�ó]1�5+ ]1,�]1+�m(�5��,9,��(�X+ �(��� M
o¡#u!<�����@)���,<�����X+ .���#d+��(,9���X+ ��7�,R��#u��'Y��Z�Z���+ �(mL.�����,\���p'��(!"!<��+¹Ú

��êí�
ê�ûpêxüOì ����	 ê M {��4ÒÑ{�¡ tk > 0 �ozÓÒ Î ¡Is¹�����gt Î ��, Î wm{�zÓÒ���{
tk+1 ≤ tk − βtγk, β > 0, γ ∈ [0, 1), k = 0, 1, . . . , k̄.

A·G�MùG�MöøXI
T ���Ñ�o�

k̄ ≤
⌈

t1−γ
0

β(1− γ)

⌉

,
A·G�MùG�MöH�I

s��o�;,ó� Î Ö Î z Î wm{�zÓÒ��Z©u��tW8x��{��¿� ρ ≥ 0 {�s�{�����¡ tk > ρ , Î ���Ñ�o�
k ≤

⌈

t1−γ
0 − ρ1−γ

β(1− γ)

⌉

.
A·G�MùG�MùsXI

ë � í ���c<@%�� ý ï�d,�P�(��W@7�,�]1��#1����_j.�����W�.��
β ≥ t1−γ

0

_j��,@,����
t1 ≤ t0 − βtγk ≤ t0 − t0 = 0,

A·G�MùG�MöEXI
`�����W@����'��(��$&�(' S5�1Z�Zym1� ��,y�

k = 0
]1�5+�](,dS5��.��1+��5#(:�Z*�n_����5� �%`@����#1���9+�+�����`@����'��K� ���"+ �1' S5�1��7�'����(,

��#��1��W��1��'�3�+�'��1����]1���(,jMxo­+ ��`\��Z�Z�����,9Z*���ò+��(.*��+f$&�1'�+ �1���5#(7�,j_P.�����W
0 < β < t1−γ

0

MóÙ��V�
k
>D��)���,<'�]1��](�5Z��1�B!<]1�8+ �('TS5�(�57�'����1,���#d�(��W��1��'�3�+ '��(���5](���1,�_j��,9,����

t1−γ
k+1 ≤ (tk − βtγk)1−γ = t1−γ

k

(

1− βtγ−1
k

)1−γ ≤
≤ t1−γ

k

(

1− β(1− γ)tγ−1
k

)

= t1−γ
k − β(1− γ), A·G�MùG�M�CFh�I

��ø
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��.���'É$&�('�.*���5#(�*��'K+ ^�,y�U��������#(��+ ���8`����*��+ ,���#(:U$&�('K+ ]1+��('K+ó`\��'Y��!"���X+²��#
(1− t)α ≤ 1− αt, ∀ t ∈ [0, 1]

A&G�M G�MKC�C�I
�(��W��1��'�3�+�'��1����]1���1+(M~NO#ä��#6+�S5�('��(�X+ �µ_".�����W

t1−γ
k

](�r+ ]1,��ä!<����)��(�­'�](��]1��Z��1�æ'��(��$&�1' S5�1Z�Z
β(1− γ) > `���'am1����,9,��(�aM�NO#6+¡�\+ ���1��)��1#1`��J,����@S5^�,R��#%��'�'�} +L���5��,\�\+�M

¤o A&G�Möõ�If��#(��,\����#(Z����;Z��('���+�+�^�,j_O.�����W[�im1�(�X+ � ��'����80�+����
µ
>g��3�'

(1 − θ)µ
>?���R'�]1�9`��B�

Ψ(x, s, (1 − θ)µ)
+L��`���'������ ,9�����(Z�Z['��(��#�_|!"���9+

ψ0(θ, τ, n)
M|o����9W@�f�����ó+����#D@'�](��]1�5+U,��1'�'

+ �(���@7���,j_*.�����W~�c+L��`���'������f,@�����1Z�ZQ'��(��W��1�a_�!<���9+
τ
M�o A·G�MöôXIw��#(��,\���5#(Z*������#6+L����!<�1��!f^n>

+L��+�+�^�,j_j.�����W�+ ��'Y��'�.*��+ :8��'�W����B'�](��]1��.����5��#�_É��!<�1'�'KW��('a�(��WÌ�����ó+ ���#D@'�]1��](�������������U+L�F`���'K>
� ����m1����,9,��1��](�J'��1�X��'���Z�Z C

4
(2ν1)

q−1
2q Ψ(v)

q−1
2q

Mañ��(,9���X+ ��7�,V!"���5+u�
tk = Ψ(vk)

�����5��#��\+ ��+�_
��.���'*�

vk
�����X+ ��,���+w��#ó�(��W@!<���P^�+L���",��F`��(,��1#(3³�����ó+����#D@'�](��]1���(,9Z�3�'j,\���nS5^�,jMXo�#²�('�!<���n>

)���+�+ ��,y](�5+��('�!<]1Z��(�3Ú
tk+1 = Ψ(vk+1) ≤ Ψ(vk)−

C

4
(2ν1)

q−1
2q Ψ(v)

q−1
2q = tk − βtγk,

A&G�M G�MKC�õ�I
��.���'

β =
C

4
(2ν1)

q−1
2q , γ =

q − 1

2q

A&G�M G�M�C�ôXI
](�%+ ^�)�S5^�,j_�.�����W

t0 = Ψ(v0) ≤ ψ0(θ, τ, n)
M�
p�(��W��1�

ρ = τ
_
�1,@,����f��#"��!<]1�9+%Z��1'Y��+���+�+

'��(!"!<�f!<���5�@)���,y��'�'�} +L��� ��+ó��'�,\��'�!"��#6`��f,\���@S5^�,j_j.�����W

k ≤
⌈

t1−γ
0 − ρ1−γ

β(1− γ)

⌉

≤









ψ0(θ, τ, n)
1− q−1

2q − τ 1− q−1
2q

C
4
(2ν1)

q−1
2q (1− q−1

2q
)









=

⌈

8q(2ν1)
− q−1

2q

C(q + 1)
ψ0(θ, τ, n)

q+1
2q

⌉

.

A&G�M G�M�C(G9I
oä,�������+�+ó,�]6+²'�]1��](�5��#���! A&G�MùG�M�C(G8]1�óG�M G�M���Iv�5#(���5#���+ �U��)\S��f�c+ ]6+ �1'�Z��(����#(�1���1��'�3UZ��1m(�5'�]1�5+�M
NO#1#(�1'{�f+ ]6+ �('K+²Z��('���+�+�^�,jM

¥
p�(��W��1�~!<���r+
θ ∈ (0, 1)

,������5+ �����1_�]1�
τ = O(n) _ q = log n

_
p ≥ 1

,������r+L�����(M�NO,9,����
�
ψ0(θ, τ, n)

!<�1���9W@����](�f�%)���ô���}�m1��:\S��J��'Y���@S���� O(n) �*����W@���������1��)&�a_@}���WU��#¡��'������5�K+ !c^��
'�](��]1����#(��!<� O(√n log n log n

ε
)
M�ú��('��(�;����'�'����*��+�Z*�����(# ��'��1��S5��Z�Z/'�]1��](���5#���!fZ��1m(��'�](���

'Y���5���6>?^���)*��+��t��'��������K+�!f^�����,U,���#1��+�+²�
P∗(κ)

'����������5����,���!<��'��(!"�(�X+L���5��+ ���5�j$&�('Y��)*��+ ����_@��3�+
�~'������������������5����� ��!<��#����5��$&�('���)*�\+ � �<���1M�oÞ��WX��,�����'Y�\+ �{��'�,\��'�!<��#����5��,\�\+¡+��(,9���9+�`��f�(#1�(, ��#
��'��������K+�!f^�����,y�U'��1��.*�\+ ](,����9WX��Z�Z���,j_jZ*�����U�5!y��'�' >?^���)*�\+ �t!<:@)��5#(�1���(,��1'�!"]('��1+��a,���!<��'��6>
=��K+L������S5��Z�ZaM

j?+�+²����!<�1����]1#(.��6+·S57�,j_j.�����W~!<��'KW��(���(�5�()�!"]1�9WJS5���R,9�
��#d�('�3�#(3U�5#���,�����#1Z*�����1!<'�}�+��1+5+
�����(m1�Y��'����
�(���6+ �1,@Z��(�aM�Ù¡�¡��#

Υp,q
$&7�����`�](�XW@+|+��(,9���X+·S57�,

κ = 0
!"�('�'��1+5+�_���,9,����x��,��F`��1+�,��(#(3

��H
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$&�('��53UZ��1m(�5'�]1�5+�,\���@S5^�,�Ú
⌈

8q

q + 1
max {3p+ 1, 6q + 6} (ψ0(θ, τ, n))

q+1
2q

⌉⌈

1

θ
log

n

ε

⌉

.
A&G�M G�MKC���I

i�U>=!U ? ü�Y,ÿ1ügb@\_û?i
��Y,b@i
o¡!"���9+x��#6+P!y���|�tZ��1`��1#(�1+�3�Z��(�<�1!<'�}�+��1+5+ 7�,j_��¡$&�gS5�(#1�1+O�(�5�()�!"](�XW��(�*��+�`@��.��1+ 3�,c��#��(��](��#1�(�
��'�+ ��'���������,���!"��'��1!<�1�9+ �����K+L������������Z�'�](!<��,9� �f���gÚ

f(x) ≥ 0, x ≥ 0, x · f(x) = 0,
A&G�M5�nM�CFI

��.���'
x ∈ Rn _ f : Rn → Rn Mpo¡#U��'�W��1�i������Z�'�](!<��,ÒA&!<���9+d��]('�)*��^�'P�R`\��������m(��:��d�1��W��(�@>

'�3�+�'��1����]1���(,nI<�ò��WX��,����5'Y��+���]('��6+~��#(��!c+L��'����/+ �1��7�'��1+�](�¹�1'�3�$&����)�^�'��*��,jMwo�#V��'�+ ��'���������}K+ ���
��'Y���@S���^�'a�U,��F`��1+ ,��(#(3y)���ô*��}�m(��:U](�²+�]1+��('p��#1��'�����'�Ú
��ê ' ê·éjê"!�ì$# �&%('X��� ê A

P∗(κ)
'��(,�](���1#(]1�LI T �4Ò f : Rn → Rn z|{��Ñ��y	{uto��s�� P∗(κ) z|{��Ñ��y	{uto��s�~

¡Ë{��!¡Ë{�Ö4{utgÕ#¡É�-,E� Î whvx¡��#{�¡ x 6= y ∈ Rn wm{�zxz|{��¿�]����Ö4��¡	ÒÑ{�sl,Ø�	�u�4Ò
(1 + 4κ)

∑

i∈If
+

(xi − yi)(fi(x)− fi(y)) +
∑

i∈If
−

(xi − yi)(fi(x)− fi(y)) ≥ 0,
A&G�M5�nM õ�I

Î �	�oz
If+ = {i : (xi − yi)(fi(x)− fi(y)) > 0}
If− = {i : (xi − yi)(fi(x)− fi(y)) < 0}

��ê ' ê�ûpê >JîX� ì � ê Q {��4ÒoÕ;�]Ô¹{�zt,ó�	�u�4Ò f : Rn → Rn Ô¹�ozÓÒo���o¡Ë��s Î ¡ �4v P/{���{�¡%��v¿Ð�zÂ� Î ��� .
T ���Ñ�o� fy��o¡	����s Î ¡ Î ���Ñ�o� P∗(κ) z|{��Ñ��y�{ut���sl,E� Î ∇ f(x) whvx¡��#{�¡ x ∈ Rn wm{�zxz|{��¿� P∗(κ) w!Ð4�©��ví} .
o¡#*D~�1��W�](Z�,�](�9+¡�1'�]1�".�������#(��)*��'�!<���FD~Z���#(���XW@}�+L������,<!<�1��+L��'���'K.*��+�:�,ÌpùôXõ�r >gZ��(�ÉM
��ê ' ê ð êØ9äì;" � ì;" < í înï ê ) ������{�zÝ���oz�v|s`zÝÐ4��sutgv|�-,[�#{ Î �#{;_�¡U8���v���� Î z Î y���Ð4¡!v|s`wm{����#�o¡��#�oz5� Î ���-,
���u�4ÒI{��4Ò�zÓvx¡Ë{uÐ4��v|s f(x) = Mx + q Ô�Õ4���4Ö4��¡	Ò³y	�o¡	����s Î ¡ Î ���Ñ��� P∗(κ) z|{��Ñ��y	{uto��sl,F� Î

M

P∗(κ)
w!Ð4�©��ví} .

��ê ' êí��êØ9äì;" � ì;" < í înï ê ) ¡Ë{�whzÓvx¡Ë{uÐ4��v|sf�Ñ�ow*y�z|{�wm{�¡	� Î ��vx��Ð�s�vÑÔ¹{�z Î � Î �����@wm{��#�ozÝ�ÑÐosgÐo�	�gtdÐ4zÓ~
� Î zÝÐÑ� Î ¡�sutgÕÑ��s���� Ö Î ¡ Î t f Ô�Õ4���4Ö4��¡	Ò���{�Ö4�o¡ Î �x�Ñ�gto� Î ¡cÖ Î z Î whvxzÓÒÑ{�¡ M v5y	s����#vx�Üt¹�u�¹{�zxz|{���¬Ïs�vx~
w Î sgÐ��4v�Ô¹{�zÓ������{�zÓ��{1v|s .

eB����)��(#1�(��$&�1'�+�]1+ �1'��1,V!"�('�'��6+�+%�Q���(!"'��������������d,���!<��'��1!<�1�9+L�����K+L�����|$&�('���)*��+�� �Q�Q!"���5+
Z��1!f^�+L�\+ ��+5+L��'É!<�1���1��W��(#13<,���!"��'��6=n��+ �����É�1���()�!<]1�9W9+�+ ^�)�^���,~���X��#1��'����µM

��s
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Õ«Öx×ÑÖ Ø Ù Ú�ÛÝÜ�ÞÔßáà�âÏß«ã�ã�àåäçæÆè®é�ê®ß®ëÇÚxì�í Ü�î
a�w¬egc(egfve�jmh�y�z�{nlnc(h�jms��vuÝy�z7� £v£ h ��z�jËy�z7�}|vlnu>È�jm��u>y�ïÇz�lnc>h7y}|�ðÍl�j>cmy�egc>exfvs«�g|k´ne-�9¡�ñ}��©°ò
ó"ô�õ(ö�÷xö�ø>ù¿õ(ú�û¢ü�õ(ö9ý�ørþ�û%õrüÂÿ���ý
þ�����õrö ÷�ö ø(ù
õrú�ý��xö	��
¯ú}ú û%ü
����������õröÀù�������ûxý��xù�
����%ù��(õrþ�õrü²õrö�
¯ørö õ"ý
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�Íexi�h�|�j>u>¦vi�y�w¬y�z6� £v£ h�bvc>l £ z7�gs.�}jg�vy��vl�z

M
b]lnwgh�jmÈ��.u>wgexs.h�fve�'v|vh�j)(µs.�}jmc>h Ê°Î

Mx+ q = s
½
Á±©���©��&Ã

x ≥ 0, s ≥ 0
½
Á±©��n©À��Ã

s · x = 0,
½
Á±©��n© ¡nÃ

* exz7��zÄ�(e F =
{

(x, s) ∈ R2n
⊕ :Mx+ q = s, x, s ≥ 0

} y�s«eg{nex|v{nexfvexj(jÑs«eg{�lnz7fv��u>lni_��y}z�q
s-y�wg�}j � F∗ = {(x, s) ∈ F : x · s = 0} y}w0lnbdj>h7s.��z�h�u0½�i�lns«bvz7exs.ex|�jË�}c>h�uËÃ«s.ex{nlnz�f���u>l�i
��y�z7s.y�wg�}jÝ�gu F+ = F ⋂R2n

+

y���exz6y�f�y¢j¥s.ex{nex|v{negfdexj>j £ egz7u(�«b°l�|�j��>y�h7|�y}i-��y�z�s-y}w �}jg©�+�e�q
'�|vh6�}zÄ�(�vi-y�¤gex|�j>cm��z�h7uÝ�±jËy}jµyÌu(wglni%��u>lnuµs«t�fvln| Î

C = {(x, s, µ) : (x, s) ∈ F , µ > 0, x · s = µe} . ½
Á±©��n©�ñkÃ
�Íexi�h�|�j>u>¦vi y�w

Fµ : R2n → Rn
�
Fµ : (x, s) 7→

[

x·s−µe
Mx−s+q

] ��¦v{n{}�n�g|k´�jg��egi�i�lnc�y-¤gex|�jmc>��z7h�u
Ådjµ�gbdb]eg| y�w

Fµ(x, s) = 0
eg{�´�eg|vz�exjµs.ex{nlnz�f���u>�vy�z7s«y�wgyd©

+�e�'�|vh6�}zÄ�(�viºy�¤gex|�j>cm��z�h7uÝÅ±j>jmt�z s«�gcrjÝjË� �nlnz7u>��{nl�j¥y�{�´ky�i�cmy}|_��y}u>wg|v��z�j
Ψ(v) =

∥

∥v − v−1
∥

∥

2

½�Á±©��n© ÁnÃ
i��gbvz�exj>j>egz
�}y��dlnz

v =
√

x·s
µ

½¿z
©%bvz
©���¡nÁ¢�6Ã�©-,Ðex{�´nex|
τ
�gu
τ ′
lnz�´ny�| �%�vln{}´

0 < τ < τ ′ ≤ 2
√
τ

4
√
τ2+2

�
egwgwxegzdyµi��xjÇb�y�c>y�s.��jmexc>c>exz�y�f¢�(�vi�s.ex{�y�i���j i��nc(|�´nexwge�jmexjg©/.10"z�´neg|�u(w ��s«lni¢y¢j y}i�i�l�c�jm�vfv�d|vi
jËy�z7��z�|vh
�±��y

τ <
2
√
τ

4
√
τ 2 + 2

,
½�Á�©��n©/2kÃ

y��vln|v|vy�|U|v�x{�´�wgexj>c>exegs«egz7�xu��±jË��|_y
τ 4 + 2τ 2 − 16 < 0

½
Á±©���©43nÃ
eg{�´nex|vz7��j>z7ex|vu>�x{¾y}fvt�fvh7i�©65 wxjºs.ex{nlnz�fd�}yÏ�xuÔy s«eg{�lnz7f��}u>�vlnwU�vlnwgwg�&�n���ne��¯�vln{}´

τ > 0
�

i¢y�b��(�vi����vl�{�´
0 < τ <

√√
17− 1 ≈ 1, 767

©
7�8!��õ(þ
õ)�&õ"ý�ú�9;:=<>�?��ö�@��xþ
ú�ý�
A$¢ù6Brù���üDC õ(þ��&ø(û.ù��(ú/
E
¯õ"ý�þ
ú üF$¢ùA
"��ý
þ�úHGI�xügü#��ö�CJ��@xö���ö�ü�������ý¿ý)�LK
�#@�MgúÀù�ù��rú/�

@���þ�N-��ûOB(ù���üP���RQ�ÿSC õrö4���-�Ëý���ý"��ö4�I��ý
ý��D
¯õ�@T%�8U�T���rú�ý�V�K«ù��rõ�
Âú4�&õ�W¢û%ú9ý¥ü���
��¢ö�õ�
Âõ(ûxý���þ�ú9ý���ù
ú=�¢þ����%ö�ø�
"�
K úÀù�����ûgýX
E��þX
E��@����-��ûYCJ��@�ö4��ö ���6�%öZ%-�ÂüFK
���&þ��Ëý
ú üF$¢ù[�¢þ���@�þ��#
����)��ù¿ý�úÀù�%

\�]�þ�õ��&õrý
ú ö�õ�@Âú�ý¿ý>�
δ(v) =

∥

∥v2 − e
∥

∥

2

ý��^K���öÀù���@²ù��rõrþ�õ���õ(ö9ý!�
0, 25

ø>ù
0, 5

ü�÷�þ�û_Mxõ��rõrý
ú&�-��þ��#
¯ørý
õrþ�õrü ü�õröZ%
` ÷�û%ûFM�õrû�ö���ý�a-��ý��T�-a���@�M�õ��(õrü�þ
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0, 29
ø(ù
0, 71

��ö�ý���öL�&õ�W¢û%ú4��ö�ý
Ψ
�6ü�÷�þ�û_M�õ��rõ"ý���õrûc�õ����(õrö�ù
ú ü�õrþ�d%ö9ý û-��@�M�������ü�÷�þ�û_M�õ��rõ"ý�þ
õÇü ú9ý�õrþ	��õ(ù��"ý
õ(û%úc���1��ö�@��xþ
ú�ý�
A$¢ù¿ý�%

2�¨



Á±©��n©vaW~_h�wg�v|dlÇo²��l�fvf²o�� eÑy}z7{nlnc(h�jms��vu

Á±©��n©�� £ c>yd©fehgjilkcmon!pYqsr6pXtotDqvu;wyxoz�w{t>i�|=}Ip�zF~)|�p�z�z�wc|=}Ip�z��f����p�z-il}I��m>�

a�w.egz·�>��cm�}u®s<�vi���fv�gu(eºy¹½�Á�©��%Ã¬� £ cm��| i��&�nexj>�vexj>�v©o0p|vfv�vz7��u>i��x|�j<lnz�´ky�|
(x, s)

b]ln|�j>l�j
�}��z6y}u>wxj>�v|vi��¯y�s«egz�´�c>e

Ψ(x, s, µ) < τ
���}y�{�´�h�uÔy�w

(x, s)
b]ln|�j £ eg|v|de¼�}y�|áy ¤gex|�j>cm��z�h7u

Ådj
µ
�gcrjm�gi��vexw.jËy�crjmlnwxt_b]ln|kj¿�>��|�y}i

τ
qpi���c>|�´nexwge�jm� £ ex| ©o0p|v|deg|Éo��������µe��Ýj>ln|±qpz��gb]�xu>u>exz o

lnz�´ky�|
(x′, s′)

b]ln|�j £ yÑ�(�djm�v|di]� y�s.exz�´_z7ex{���egz·�(e £v£
τ ′
jË�&�nl�z7um�}{ncmy.�}y�|ÏyÔ¤xeg|kjmcm�}z7h�u�Å±j¬eg{�´

µ′
b]ln|kj¿�>�}j>tnz��dy��vlnz

µ′ < µ
©

a i�l�c>c>exikjmlncÇz��gb]�xu £ eg|Ìy�c(cmyµj>�nc>exi�u(wg¦v|di]���vln{�´ £ e"�(�du>u>�d|vi<y
µ′
b]l�|�j

τ
qpi��nc(|�´nexwgexj>� £ e�©

5 �d�vegw0u(wgh�|�jm�x|á¤gu>y�i����������µe��Ýjml�|±qpz��gb]�xu>c>e�z7exu>w¼u>wg¦di�u(�g{n¦v|vi]©�5 wgexiQ�djm��| y}w�h�jmexcm��¤xh7t
i�egwgfd��fvh7iºegz��nz7c(�nz¿�vy}s.È�{<�}y}z6y�s«h�z ´neg|�s«eg{n��z7z7�}u>h°i�c(h�j>�gc>h��vs |vegs jmexzÄ�(exu>¦vz
©
�"��������� � �b� �X�b�����L�1�U�¡ ��D X¢

�Íexi�h�|�j>u>¦v|viÔex{�´Ôlnz�´ky�|
(x, s)

b]ln|kjml�jµy�w®y}z7{nl�c>h�j>s<�vu¯s<�vi���fd�gu>e¬u>lnc>��| ��y}s.exz�´�c>e
Ψ(x, s, µ) < τ.

½�Á±©��n©/£kÃ
5 i�i�lncµy�w®y�z7� £v£ h���e��Ýjmln|�qpc>ex|vfvu(wgegcrj�lnz7f%�(�vi-s«eg{dÎ

M4x = 4s ½�Á�©���© �kÃ
x4s+ s4x = −xs ½�Á�©��n©��&¨kÃ

¤ 9�ú��rû_$��T��:L�I����ø(ù!<�õ�õrþ�õ��&õrý
ú ��ö/@���þ�ú9ý�
A$¢ù����-��ûRB(ù���üb��û%ûFM ú{K���ö�ý>@���þ���ûxý���ö�a-�Ëý��-��a���@�M�û¢ø�a-��û_M�ü���þ��þ�õrügý���þÐö ø���ø>ùÐõ(ö�ø�@-%T8>��õrþ�õ��I
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e¦����p�zTi§}���m>�P¨�©�ª.aW~_h�wg�v|dlÇo²��l�fvf²o���e¬bvc(egfvh�ikjmlncpo�i�lnc>c(egikjml�cµy�z�{nlnc>h jms��vu
« n!x¬mX}�­
ðÍln|�j>lnu>u>��{vÎ

ε > 0

τ
�xu
τ ′
i��nc(|�´nexwgexj>h�b�y�c>y�s«�xj>egc>exi���y�s.exz�´nexi�c>e

0 < τ < τ ′ < 2
√
τ

4
√
τ2+2

(x0, s0, µ0)
i�egwxfv�nb]ln|kj �]y�s«egz�´±c(e

Ψ(x0, s0, µ0) < τ

k := 0
®°¯ i��lw xT s ≥ ε

t>p

(x, s, µ)← (xk, sk, µk)±"²@¡�³¬´?µo¶!·¸²=¹^º{»�¼�»�½
4x �gu 4s s«eg{n�vy}jË��c(lnwg��umyU½
Á±©���© �nÃ¯y�z6y}b±�>�}|y�w
α
z7�xb]�gu>�dlnu>u(wÑs«eg{n��y¢jË��c(lnw �}umy

x′ = x+ α4x � s′ = s+ α4s � µ′ = (1− α)µ
→ Ψ(x′, s′, µ′) < τ ′¾v·¸²!²@¡�µo¶!·¸²=¹^º{»�¼�»�½
4x′ �gu 4s′ s«eg{n�vy}jË��c(lnwg��umyU½
Á±©���©À���nÃ¯y�z7y�b��>��|
x+ = x′ +4x′ � s+ = s′ +4s′ � µ+ = µ′

(xk+1, sk+1, µk+1)← (x+, s+, µ+)

→ Ψ(x+, s+, µ+) < τ

k := k + 1wLn>t ®O¯ i���w
¿ m!}IxomX}�­

(x, s)
��y�s«egz�´�c(e

xT s < ε
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5 w®ex{�´Ôi�z7y�u>u(wgh�i��vu�yTÀ«|_u>i%��z6�}w ��u(Å_z7�xb]�gug���guµs«h��nexz y�w

M
s.�}j>c>h Êºb]lnwgh�jmÈ��ºu>wxegs«h7fde�'�|vh�j �

egwg�xc(jUex{�´n�gcrjmegz�s<�veg|áz7��jmexwgh7i y
(4x,4s) s.ex{nlnz�f���ug©�5 wgexi �djm��| y�w

α
bvy�cmy�s«�xj>egcrjUy

z7eg�dexjm�Ìz7ex{n|�y}{�´nl £v£ c>y<�}��z7y�u>w�j¿�(�vi�Î
α = max

{

α0 ∈ [0, 1] : ∀α′ ∈ [0, α0],Ψ(x(α′), s(α′), µ(α′)) < τ ′
}

,
½
Á±©��n©��n�%Ã

È7{�´ £ h�wxj>lnu>È�jËy�|dh jm�df¢�(�vi��°�vln{}´_y.bvc>exfvh7ikjml�c�z7�xb]�gu £ ex|�i¢y�b]l}j>j
(x′, s′)

b]l�|�j £ eg|d|ve<z7exu>w�y
¤geg|kjmc>��z7h�uÝÅdj

(1− α)µ qp�v�nwÒjËy}c(jml�wgtÌb]ln|kj¿�>��|�y}i τ ′ i��nc>|k´negwxexjm� £ eg| ©, eg{�´nex|Ôjmex���}j
x(α) = x+α4x � s(α) = s+α4s �xu µ(α) = (1−α)µ �xu¯�nexwgexu>u>¦vi

£ e«y
ϕ = α2

1−α

�(egz��nz7�xu(jg© aTbvc>exfvh7ikjml�c¬z7�xb]�gu £ ex| i¢y}b]l�j>j®b]ln|kj¬jË�&�nl�z7u>��{k��c>y�y�i��&�nexj>i�egwg�
h7{ky�w}Î

Ψ2(x(α), s(α), µ(α)) =

∥

∥

∥

∥

√

x(α)·s(α)
µ(α)

−
√

µ(α)
x(α)·s(α)

∥

∥

∥

∥

2

=

=
n
∑

i=1

(

√

xi(α)si(α)
µ(α)

−
√

µ(α)
xi(α)si(α)

)2

=
n
∑

i=1

µ(α)

xi(α)si(α)
− 2n+

n
∑

i=1

xi(α)si(α)

µ(α)
=

=
n
∑

i=1

(1− α)µ
(1− α)xisi + α24xi4si

− 2n+
n
∑

i=1

(1− α)xisi + α24xi4si
(1− α)µ =

=
n
∑

i=1

µ

xisi + ϕ4xi4si
− 2n+

n
∑

i=1

xisi + ϕ4xi4si
µ

=

=
n
∑

i=1

µ

xisi
− 2n+

n
∑

i=1

xisi
µ
−

n
∑

i=1

µϕ4xi4si
xisi(xisi + ϕ4xi4si)

+
n
∑

i=1

ϕ4xi4si
µ

,

½
Á±©��n©��&�nÃ
�}y�{�´�h7u

Ψ2(x(α), s(α), µ(α)) = Ψ2(x, s, µ) + f(ϕ),
½
Á±©��n©��&¡kÃ

y��vlnz
p =

x · s
µ
, q =

4x · 4s
µ

½
Á±©��n©��gñ�Ã

f(ϕ) = ϕeT q −
n
∑

i=1

ϕqi
pi(pi + ϕqi)

.
½
Á±©��n©��%ÁnÃ

a�w
f
��¦v{n{��n�x|�´Ô¤gu>y�i�y}w

I = [0, ϕ̂), ϕ̂ = min

{

pi
|qi|

: qi < 0

} ½
Á±©��n©��F2kÃ
2�¡
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h7|�j>egcr�}y�z7z��vsÌln|��xc(jmexz7s«egwx�vexj>�v� �vh�u>wxeg|Ïh�j>j�{ky�cmy}|�jË�}z7��y¢jmtv�°�vln{}´

(x(α), s(α))
£ egz�u>�Ub]l�|�j

z7egu(w�©�a s-��u(l�fvh7i.fvexc>h��}��z�j Î
f ′′(ϕ) =

n
∑

i=1

2q2
i

(pi + ϕqi)3
> 0,

½�Á±©��n©���3nÃ
��y

ϕ ∈ I
�Í�}y}{�´�h7u

f
u>wxh7{nl�c>Å�y�|¹i�ln|k�ne�Ê

I
qp| © ~_h��negz

f(0) = 0
�gu

limϕ→ϕ̂ f(ϕ) = ∞ �
egwg�xc(j�y}w

f(ϕ) = τ ′2 −Ψ2(x, s, µ)
½�Á�©��n©��I£kÃ

eg{�´nex|vz7e�jm|vexiÔeg{�´n�xc(j>egz7s<�vex|Uz7��jmegwxh7i-s«eg{�lnz7fv��umy
I
qp|�©�a s.ex{nlnz�f���u(j

ϕ∗
q�{ky�z��(egz��nz��ne}Î

α∗2

1− α∗ = ϕ∗,
½
Á±©��n©��&�kÃ

�}y�{�´�h7u
α∗ = 2ϕ∗

ϕ∗+
√

ϕ∗2+4ϕ∗

©�5 c>c(�nzÐy}w¬�gcrjm�gi�c(�nz�y}w®y�z7� £v£ h ��z�z7È�jm��uÂs.ln|dfv��y}j>tvÎ
¨X©�ªf©�ª�©¸Á¦����Â§}FÃf��©ÅÄÇÆÉÈÊ���ÌË�Í�ÎfÏ-Ð�Ð

α ÑDÒ ÍI���TÓZÔyÍIÆ
f
(

α2

1−α

)

= τ ′2 − Ψ2(x, s, µ)
��������ÕfÖZ��Ð

������×�Ø#Ð¡��ÖÚÙÜÛÝÙ°���{Ï-ÖÊÞ�ß-Ô_ÍOÍvÎ�Ø^�)Þ�ÓZË-Ð¡Ï-ØÅÖZ×�Îf×
Ô_à���ÕyÙ°����Ð¡�
áf��Ð�âPÖZ����Õ�ÍI���cÏ�àIàvÖZ×�Îf×
Ô
áfÏIÔ
Ô)ÆIã

ä ilk�p�n[å!Â?}FÃf��­®¶��n|v|k´neg| z7�}jm�vy}jmtd� �vl�{�´�eg|v|d�gz�|�y�{�´nl £v£ s-�}c«|vegs z7eg�dexj ��s«egcrjºy�i�i�lnc
Ψ2(x′, s′, µ′) > τ ′

© a�wÌh7uÒj>c>h���h7��z�h�ux���vl�{�´
Mx(α) = s(α)

j>egzÄ�(exu>¦vz
© aTs«eg{�eg|v{�egfve�j>jmu(�g{
£ h7wxln|�´�È�jm��um�}�vlnw_s.��c.¤xumy�iXy�w�jºi�egz�z�z7�}jm|��v|vi��²�dln{�´

x(α′), s(α′) > 0, ∀α′ ∈ [0, α]
©

�Íex{�´�¦viº��egz h�|vfvh7c(egikj¥s«t�fvln|��v�vln{}´Ôz7��jmexwgh7i.lnz�´ky�|
α′ ∈ [0, α]

��y�s.exz�´�c>eÒegw®|degs jmexzÄ�(egu(¦vz��
�}y�{�´�h7u

x(α′) · s(α′) = 0
©�5 i�i�lnc

lim
α→α′

Ψ2(x(α), s(α), µ(α)) =∞, ½�Á�©���©À��¨nÃ
y�s.h�egz�z7ex|�j>s.ln|df�y�|v|�y�i����vl�{�´

Ψ2(x(α), s(α), µ(α)) = Ψ2(x, s, µ) + f(α) <∞ ½�Á±©��n© �±�%Ã
5 wxwgexz £ exz6�}j(jm�vi��%�dln{�´®yÝ��eg|kjÍfve�'�|dh6��z�j

α
yµs«eg{�eg|v{nexfve�j>jÇz�eg{�|�y�{�´nl £v£ z��gb]�gu(�vlnu(u>w��}y�s«egz�´kq

c>e¬s«�g{«y�w¬h�u¯jmexzÄ�(egu(¦vz��d�vln{�´
Ψ2(x(α), s(α), µ(α)) < τ ′

©
¥

�"������æE� � �����L�������L�1�U�¡ ��D X¢

açbvc>exfvh7ikj>lnc¥z��gb]�xu £ eg|_lnz�´ky�|
(x′, s′)

b]ln|kjml�j¥i¢y�b±jm�v|vi��]y}s.exz�´�c>e
Ψ2(x′, s′, µ′) < τ ′

©�çÂ��q
z7�v|viÑs«lnurj y�w}�n�vl�{�´<y�¤xeg|kjmc>��z7h�u Ådj

τ ′
qpi��nc(|�´nexwge�jm� £ ��z���h�u>u>wgy}jm�xc��(¦v|vi<y

τ
q�i��nc>|k´negwxexj £ e����xu

2}ñ
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�djË��|vyÑ��l�z�´�jËy�u(u>�vi«y�w�h�j>egc>��¤gh�t�j�eg{�´«bvc>exfvh�i�j>lnc²z7�xb]�gu(u>egz
©±a i��%�ne�jmi�exwg���µe��Ýj>ln|±q�c>eg|dfvu>wxegc(j
lnz7f¢�(�di-s«eg{vÎ

M4x′ = 4s′ ½
Á±©��n©À���nÃ
x′4s′ + s′4x′ = µ′e− x′s′ ½
Á±©��n©À�}¡kÃ

,Ðex{�´neg|
(x+, s+) = (x′+4x′, s′+4s′) ©&è�h7wxu>{k�}zÄ�(�vi�y Ψ2(x+, s+, µ+)

jË� �nlnz7u>��{nl�jg�ny��vl�z
µ+ = µ′ = (1− α)µ ©

Ψ2(x+, s+, µ+) =

∥

∥

∥

∥

√

x+·s+
µ+ −

√

µ+

x+·s+

∥

∥

∥

∥

2

=
n
∑

i=1

µ′

x+
i s

+
i

− 2n+
n
∑

i=1

x+
i s

+
i

µ′
=

=
n
∑

i=1

µ′

µ′ +4x′i4s′i
− 2n+

n
∑

i=1

µ′ +4x′i4s′i
µ′

=

=
n
∑

i=1

(

µ′

µ′ +4x′i4s′i
− 1

)

+
n
∑

i=1

4x′i4s′i
µ′

=

=
n
∑

i=1

−4x′i4s′i
µ′ +4x′i4s′i

+
n
∑

i=1

4x′i4s′i
µ′

=
n
∑

i=1

(4x′i4s′i)2
µ′(µ′ +4x′i4s′i)

=
n
∑

i=1

q′2i
1 + q′i

=

=
∑

i∈I+

q′2i
1 + q′i

+
∑

i∈I−

q′2i
1− |q′i|

,
½
Á±©��n© �}ñ�Ã

y��vlnz £ ex��egwge�j>jm¦di�y
q′ = 4x′·4x′

µ′

�(egz��nz7�xu(j �}y�w I+ �gu I− h�|vfve�Ê±��y}z7s.y�wgl�i¢y}jÇb]egfvh�{ q′i exz7�¢�(egz�eu>wgexc>h�|�jµfve�'�|vh6�}zÄ�(�vi�©fé²eg¤gu(¦vzÄ�(¦diÔs«lnu(jµy<�negikj>lnc>lni%y}j�y ‖.‖∞ |vlnc(s-y<u>ex{nÈ�j>u>�x{n�x�nexz�Î
Ψ2(x+, s+, µ+) ≤

∑

i∈I+

‖q′‖∞ q′i
1 + ‖q′‖∞

+
∑

i∈I−

‖q′‖∞ |q′i|
1− ‖q′‖∞

≤ 2 ‖q′‖∞
1− ‖q′‖2∞

∑

i∈I+

q′i,
½
Á±©��n© �nÁnÃ

y��vlnz y�w¬�±jmlnz�u>tÌex{�´neg|vz���j>z7eg|du>�g{�|v�gz i�h7��y�u(wg|��}z�jm�di]�v�vln{}´
M

b]l�wgh�j>È��-fve�'�|vh�jmu>�x{ne®s«h7y}j>j
n
∑

i=1

qi =
∑

i∈I+

qi +
∑

i∈I−

qi ≥ 0.
½�Á±©��n© ��2kÃ

a j>l%�}� £v£ h6y}i��dlnw�j>egi�h7|kjmu(¦vi�y�w¬y�z6� £v£ h�z7egs«s.�}jgÎ
¨X©�ªf©	êX©¸ë�wL�ì�ì��©sí!��������Õ

M ∈ Rn×n
ÎfÏ_Æ_Ó?Ð�È Ò Ô)Æ-��ÙÜÓ�Þ{�lî�ÕfÓ?Ð�Ù�ß�Ð�Ø#ÓJï Ñ a ∈ Rn

Ð���ÐlÔ)Æ-â-ÖZ���{�
Ô

Ò �
Ë-Ð¡Ï-Ø�ã!ðAËIË�Ï-ØvÍIÆ

M4x = 4s ½�Á±©��n© �&3nÃ
x4s+ s4x = a

½�Á±©��n© ��£kÃ
2nÁ
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ñ ��ò1Ð�Ï-Õfó�Ø
��Õ�Þ-Ô)Æ-��Ø;à
ß�Ø#Ùô��Ö4�

(4x,4s) Ù°���{Ï-ÖÊÞ�ß-Ô_ß�Ø�Í�Ð���Ö õF�
Ô�öLÖ Ñ áfÏ)���
∑

i∈I+

4xi4si ≤ 1
4

∥

∥(x · s)−1/2a
∥

∥

2

2

½
Á±©��n©À�}�kÃ

‖4x · 4s‖∞ ≤ 1
4

∥

∥(x · s)−1/2a
∥

∥

2

2

½
Á±©��n© ¡�¨kÃ
‖4x · 4s‖1 ≤ 1

2

∥

∥(x · s)−1/2a
∥

∥

2

2

½
Á±©��n© ¡±�%Ã
‖4x · 4s‖2 ≤ 1√

8

∥

∥(x · s)−1/2a
∥

∥

2

2
,

½
Á±©��n©�¡k�nÃ
ÍTáfÏ-Ö I+ = {i : 4xi4si > 0} ã
ä ilk�p�n[å!Â?}FÃf��­

M
b]lnwxh�j>È���u>wgexs.h�fve�'�|vh�j>u>�x{ne�s«h6y}j(j�egz��g{<y}w�exz7u(��eg{�´nex|vz���jmz�eg|vu(�g{ne�j¯h7{ny�wglnz q

|��v|vi��}y¥jm� £v£ h�eg|d|vegi¬eg{�´�u(wgegc(��i��&�nexj>i�egwgs«�g|k´ke�©&÷Òu>u(wg�vi®exz�yÇ��e��Ýj>ln|±q�c>eg|dfvu>wxegcÇs-��u(l�fvh7i
eg{�´nex|vz7e�jm�xj √

x · s qpu>exz�©f5 wxwgegz�y�w¬y�z6� £d£ h c(eg|vfdu>wgexc(j�i¢y�b��(�vi�Î
D4x+D−14s = ai√

x · s,
½
Á±©��n©�¡n¡kÃ

y��vlnz
D

b]l�wgh�jmÈ��-fdh6y�{�ln|���z�h�uÂs-�}j>c>h Ê�© 5 i�i�l�c�y�w
i ∈ I+

i�l�l�c>fvh�|��}jË�}i�c>ydÎ
0 < 44xi4si ≤

a2

xisi
.

½
Á±©��n©�¡�ñ�Ã
5 wxegi�e�j��nu>u(wgegy�fd�}y«i¢y�b��(�viÔyÌi�È��¢��|�jµ��z�z7È�jm��urj ©

¥açz�egs«s-�¢jÝy�w
a = µ′e− x′s′ �}��z7y�u>w�jË��u(umy�zÐy}z7i¢y}z7s.y}wx�}y<i%y�b±�(�di]���vln{}´

‖q′‖∞ ≤
∑

i∈I+

q′i ≤
1

4

∥

∥

∥

∥

µ′e− x′ · s′√
x′ · s′

∥

∥

∥

∥

2

2

= µ′

∥

∥

∥

∥

∥

√

x′s′

µ′
−
√

µ′

x′s′

∥

∥

∥

∥

∥

2

2

≤ Ψ2(x′, s′, µ′),

½
Á±©��n© ¡nÁnÃ
s.h��negz

µ′ < 1
©f5 w�j £ exÈ7cr�}y«y<��eg|kjmh�½
Á±©��n©À��ÁnÃ £ ex¤gu>z��gu £ eÑi¢y�b��(�vi����dln{�´]Î

Ψ2(x+, s+, µ+) ≤ 2Ψ4(x′, s′, µ′)

16−Ψ4(x′, s′, µ′)
≤ 2τ ′4

16− τ ′4 .
½
Á±©��n©�¡&2kÃ

ø y�u(wg|���z·�(�viºi�hÐy
τ ′
qpc>eÒjme�j>j

τ ′ < 2
√
τ

4
√
τ2+2

i�h7i���j>�gu(jg��È7{}´°Î

Ψ2(x+, s+, µ+) ≤ 2τ ′4

16− τ ′4 ≤
2
(

2
√
τ

4
√
τ2+2

)4

16−
(

2
√
τ

4
√
τ2+2

)4 =
2 · 16τ 2

16(τ 2 + 2)− 16τ 2
= τ 2,

½
Á±©��n©�¡�3nÃ
�}y�{�´�h7uÌjm�x|�´�z�eg{Ï��h�u>u>wgy%�(�djml�j(jm�v|vi�yÉi�h�u>e £d£ i��nc(|�´nexwge�j £ e�©E5 £v£ �nzÂo�yÉbvc(egfdh7ikjmlnc«z��gb]�gu"q
|v�gz¥z7exÈ7crjËy�i��vlnwÔ��y}u>ln|vz�tky�|¹o¹i��n|v|k´neg|Qi��&�nexj>i�egwgh�i��²�dln{�´�y}w

(x+, s+)
b]ln|kj.u>wxh7{�lnc>Å�y}|

s.ex{neg|v{�egfve�j>jµs.ex{nlnz�f���ux©
2�2
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�"������ù�� úû�Aüý�b���=þ"���Lÿ�¢

a�w�y�z�{nlnc(h�jms��vu.i�l�s.bvz�e�Ê±h�jË��u>��|�y�i¾exz7exs.wx�gu>�x�vexwÉy bvc(egfvh�ikjmlnc-z��gb]�gu £ eg|áu(wgegc(egbvz��
α
z7��q

b°�xu>�vl�u>u>wxcmy�i�egz�z�y�z7u(t £ eg¤gu(z7�xu(j y}fv|��v|di]©ÝaFbvc(egfvh�i�j>lncÔz��gb]�gu(c>�nzÒu(wgtnz�t¾c>�xu>w £ eg| z6�}j(jm�vi��
�vln{�´

α
y�w
f(ϕ) = τ ′2 −Ψ2(x, s, µ)

ex{�´nex|vz7e�j�ex{�´n�gcrjmexz7s<�_s«ex{nlnz7fv��um� £ t�z��¥u>wg��s«lnz7�vy}jmt
y�w

α = 2ϕ

ϕ+
√

ϕ2+4ϕ

i��xbvz�exj>j>egz
©Ð��egi�h7|kjmu>¦diÉs«lnu(jÑy�w
f
��¦v{�{��n�g|k´�j<¤xumy�iÉy [

0, 3 min p
8‖q‖∞

] h7|±q
jmegcr�}y�z�z7�vs«ln| � y�s«h u>wx�vi�e £v£ �Çs«h7|kjÑy�w.egc>exfvexj>h [

0,min
{

pi

|qi| : i ∈ I−
}] h7|�j>egcr�}y�z�z7�vs�© a

i��%�nexj>i�egwg�.z7exs.s.�}jÂ��ln{ �(�vi-�vy�u>wx|���z�|vh�Î
¨X©�ªf©��X©¸ë�wL�ì�ì��©��ÅÍ

Ψ2(x, s, µ) ≤ 2η Ñ Í-ËIË�Ï-Ø

1

1 + η +
√

2η + η2
≤ xs

µ
≤ 1 + η +

√

2η + η2.
½
Á±©��n©�¡&£kÃ

ä ilk�p�n[å!Â?}FÃf��­b, ex{�´neg|
ν
y µ

xs

j>exjmu(wg�nz�eg{nexu�i�lns«b]ln|veg|du>e�� b]�gz�f����vzÂy�wÔexz7u(���gu�z7ex{�´nex|
x̌h7z7z�exj>��e

š
y�j>� £v£ h i�lns«b]ln|veg|du £ �nzÐ��z�z7t

n− 1
fdh7s«eg|vwxh7tnuÂ�nexi�j>lncg©�5 i�i�l�cgÎ

2η ≥ Ψ2(x, s, µ) = ν +
n
∑

i=2

µ

xisi
− 2(n− 1)− 2 +

1

ν
+

n
∑

i=2

xisi
µ
≥

≥ ν − 2 +
1

ν
+Ψ2(x̌, š, µ) ≥ ν − 2 +

1

ν

½
Á±©��n© ¡��kÃ
5 £d£ ��zÐyÌi��&�nexjmi�exwg�-s.��u>l�f±��lni�ÅUex{�´neg|vz���jmz�eg|vu(�g{�exjµi¢y�b��(�vi�Î

ν2 − 2(1 + η)ν + 1 ≤ 0,
½
Á±©��n©�ñn¨kÃ

y��vln|v|vy�|_y�fvt�fdh7iºy�z7exs.s.y<��z7z�È�jm��u>yd©
¥açz�egs«s-�¢j

η = τ2

2

egu(exjm�x|¼y�z�i¢y�z�s.y�w��}y<i¢y�b��(�vi����vln{�´
1

m(τ)
≤ min p ≤ ‖p‖∞ ≤ m(τ),

½�Á±©��n©9ñv�%Ã
y��vlnz

m(τ) = 1 +
τ 2

2
+

√

τ 2 +
τ 4

4
.

½
Á±©��n©9ñ��nÃ
açz��g|�´�eg{nh exc>exfvs.�x|�´�j�y�i��%�ne�jmi�exwg�º��z7z�È�jm��u²jËy�c(jmy�z�s.y�wxw ydÎ

��8
ϕ
ørþ
ý
ø(ü

ε
����ûxý��xù�ù���@�@���ö�ü úÀù��)�#
EV�ý�a-��ý��

O(log log ε)
ú��I����õrû�� �	��
§%
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¨X©�ªf©
�>©¸Á¦����Â§}FÃf��©��ÉÓ?Õ�Þ{��Õ
ϕ ∈

[

0, 3 min p
8‖q‖∞

] �
ÔF��Ð¡×�ÕÉÓÊ��ÍIÆ Ñ áfÏ)���

f(ϕ) ≤ ϕh(τ)
∑

i∈I+

qi,
½
Á±©��n©9ñk¡kÃ

ÍTáfÏ-Ö
h(τ) = 8

(

m(τ)2

5
− 1

11m(τ)2

) ã

ä ilk�p�n[å!Â?}FÃf��­Ía fve�'v|vÈ7¤xh7tÌs«h6y}j(jÝ|k´�h7z��}��|k�}y�z7td�d�vln{}´

f(ϕ) =
n
∑

i=1

ϕqi

(

1− 1

pi(pi + ϕqi)

)

=
∑

i∈I+

ϕqi

(

1− 1

pi(pi + ϕqi)

)

+

+
∑

i∈I−

ϕqi

(

1− 1

pi(pi + ϕqi)

)

≤
∑

i∈I+

ϕqi

(

1− 1

‖p‖∞ (‖p‖∞ + ϕ ‖q‖∞)

)

−

−
∑

i∈I−

ϕ |qi|
(

1− 1

min p (min p− ϕ ‖q‖∞)

)

.
½
Á±©��n©9ñnñ�Ã

a�w
M

s.�}jmc(h�Ê-b]lnwgh�jmÈ��-u>wgexs.h�fve�'v|vh�jg�vÈ7{�´]Î
∑

i∈I+

qi ≥
∑

i∈I−

|qi| .
½�Á±©��n©9ñ�ÁnÃ

�}y�{�´�h7u ∑
i∈I− |qi|

�vexz�´ne�j>j ∑
i∈I+ qi

q�j��n�x�ne�jml&�}� £v£ hÂ��egz7u(� £ eg¤gu(z7�xu(j.i¢y�bd�v|vi�© ø y�u(wg|��}z�q
�(�vi¼��exz s«�g{_yÏ½�Á�©��n©9ñv�%Ã�egc(egfvs«�g|k´�j��guÑy�w�j � �vln{�´0y�w

f
��¦d{n{��n�x|�´0u>wx�vi�e £v£ �xc(jmexz7s«egwx�gu>h

jËy�c(j>lns.��|�´k�}|
ϕ ‖q‖∞ ≤ 3

8
min p

Î

f(ϕ) ≤
∑

i∈I+

(

1

min p (min p− ϕ ‖q‖∞)
− 1

‖p‖∞ (‖p‖∞ + ϕ ‖q‖∞)

)

qi ≤

≤ ϕ

[

1
5
8
(min p)2

− 1

‖p‖∞
(

‖p‖∞ + 3
8
min p

)

]

∑

i∈I+

qi ≤

≤ 8ϕ

(

m(τ)2

5
− 1

11m(τ)2

)

∑

i∈I+

qi
½
Á±©��n©�ñ&2kÃ

5 wxwgexzÍy�z7exs.s.y<��z7z�È�jm��u>�}j £ exz6�¢j>jm�vi�©
¥a z7exs.s.y exc>e"�(��jÏy�w¾y�f¢�>y±�Ò�vln{}´ y�w

f
��¦v{n{}�n�g|�´�j0��egz�¦vz�c>�nz®j>�vf¢�(�vi £ eg¤gu(¦vz7|dh�eg{�´

eg{�´nex|vegu(umegz
��exw �}z�jËy}z¬o
f
i�l�|��ne�Êdh�jË��u>yás«h6y¢j>j�o y�z�u>t £ eg¤xu>z��gu(j�jm�vfv�d|viåy�fv|vh

f(ϕ) =

τ ′2 −Ψ2(x, s, µ)
{�´n��i��gc>e}©

2�£
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f(ϕ) = τ ′2 −Ψ2(x, s, µ)
�����c��ÕfÖZ��Ð"�����c×�Ø#Ð���ÖÚÙÜÛ

ϕ
Ùô���{Ï-ÖÚó

Þcß-Ô_ß�Ø�Í�Ð¡��Ö õF�
Ô�ö{Ö Ñ áfÏ)���

ϕ ≥ ϕ̂ := min

{

τ ′2 −Ψ2(x, s, µ)

h(τ)
∑

i∈I+ qi
,

3

8m(τ) ‖q‖∞

}

.
½
Á±©��n©9ñc3nÃ

ä ilk�p�n[å!Â?}FÃf��­¬a�w_s.h�|vh�s��vs £ y�|�u(wgegc(egbvz�� egz7u(�Ïjmy�{ yÉz7h7|de ��c(h�u £ eg¤xu>z7�xu £ �nz
�²yÉs-��u(l�fvh7i
b°exfvh�{.y�w

f
��¦v{�{��n�g|k´��xc(j>egz7s«egwx�gu(h jËy�crjmlns.��|�´k�}cmy�j>exj>j¥s.ex{nu>wxlnc>È�jË��u £ tnz u(w ��c(s-y}wgh7i�©

¥èÒh�wgu({k��zÄ�(�di-s«lnurj¥s.ex{«y £ ex¤gu>z��gu £ eg| u>wgexc>exbvz7�«s.ex|v|k´±h�u>�x{negi�e�j Î
¨X©�ªf©��X©¸ë�wL�ì�ì��©��Yí!��������Õ

q = 4x4s
µ

Ñ Í-áfÏ-Ö 4x ×
Ô 4s Í�����ã ��ã !	"RØ^��Õ�Þ-Ô)Æ-��ØEÙ°���{Ï-ÖÊÞ�ß-Ô_Í�Ó�ã
ðAËIË�Ï-Ø

∑

i∈I+

qi ≤
n

4
m

(

τ√
n

) ½
Á±©��n©�ñ&£kÃ

‖q‖∞ ≤
n

4
m

(

τ√
n

)

.
½
Á±©��n©9ñk�kÃ

ä ilk�p�n[å!Â?}FÃf��­ a3½�Á�©��n©�¡kÃÝz7exs.s.���dlnw®�vy�u>l�|vz7tky}| h7{ny�wgl�z7��y¢jmtd���vln{�´U��y
Ψ2(x, s, µ) ≤ 2η

�
y�i�i�lnc

1

m
(
√

2η
n

) =
1

1 + η
n
+
√

2η
n
+ η2

n2

≤ xT s

nµ
≤ 1 +

η

n
+

√

2η

n
+
η2

n2
= m

(

√

2η

n

)

.

½
Á±©��n©ÀÁ}¨kÃ
a¸i�lnc>c(egikjml�c«z7�xb]�gu(|v�gz¥��y}u>wg|v��z�j ½
Á±©��n©À��Ã<z�egs«s-�¢jÌy}w
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