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1. fejezet

El106sz6

Dolgozatunkban az iranyitott graf 6sszefiiggGség-novelésének kérdését fogjuk targyalni,
elsGsorban algoritmikus szempontbdl. A k-szoros Osszefliggdség az Osszefiiggség fogal-
ménak természetes altalanositasa: azt fejezi ki, hogy a graffal modellezett hilézatunk
mennyire biztonsagos. k-szorosan sszefiiggd grafbol tetszdleges k-nal kevesebb csucs (vagy
él) kitorlése utan is megmarad az GsszefiiggGség. Azt, hogy egy graf k-szorosan él- vagy
pontosszefiigg-e, a Menger tétel segitségével egyszertien el tudjuk donteni.

Alapkérdésiink a kovetkezs lesz: adott egy iranyitott graf és egy k szam. Tegyiik e grafot
a lehetd legkevesebb 1j él behuzisaval k-szorosan él- vagy pontdsszefiigg6vé.

Az élosszefiiggdség novelésének kérdését az iranyitott esetben Frank Andrés oldotta meg
Mader leemelési tételének segitségével [4]. Ennél joval bonyolultabbnak bizonyult a pon-
tosszefiiggGség novelése, s6t, mar az ST-élosszefiigglség novelése is. Iranyitott pontossze-
fiiggbséggel kapcsolatban az els6 eredmény k& = 1 esetére sziiletett, Eswaran és Tarjan mun-
kajaként [6]. E téren Frank Andras és Jordan Tibor 1995-6s minimax-formulaja jelentett
attorést [1]. Ebben halmazparokon értelmezett keresztezén szupermodularis fliggvények
fedéseként fogalmaztdk meg mind az él-, mind a pontdsszefiiggGség novelésének feladatat,
valamint ezek altaldnosabb, ST-0sszefiiggtségi valtozatait is. Ez az altaldnos keret ma-
gaban foglalja Gy6ri trendszerek generalasarol szolo tételét is [7], mely addig semmilyen
més minimax-tétellel nem mutatott rokonsagot. E tételre a tovabbiakban Szupermodularis
Fedési Tétel néven hivatkozunk. Az optimum megtalalasara [1] csupén ellipszoid modszert
hasznalo algoritmust adott, ezért a kovetkezd kutatasok f6 célja kombinatorikus algoritmus
keresése lett.

Az els6 egyszert grafalgoritmus Steffen Ennitél szarmazik [13], amely azonban csak
1-ST-6sszefiiggévé novelésre hasznalhatoé. Az altalanos probléméhoz két6dé els6 eredmény
Jordan Tibor approximéacios algoritmusa, mely tetszéleges digrafra legfeljebb k — 1-gyel
tobb élt ad meg az optiméalisnal [14]. A pontos optimum kiszamitasat rogzitett k esetén
Frank Andras és Jordan Tibor oldja meg algoritmikusan [3], ennek hatranya, hogy futési-
deje k-ban exponencialis.

Frank Andras egyszerd algoritmust adott az utgeneralasi probléma megoldasara [8],
melyet kés6bb sikeriilt kiterjesztenie a Szupermodularis Fedési Tétel azon esetére, ami-
kor szupermodularis fiiggvényiink csak 0 és 1 értéket vehet fel [11]. Ennek legfontosabb
alkalmazasa a k — 1-Osszefiiggs digraf k-Osszefiigg6vé novelése lehetne, azonban erre az
algoritmus kozvetleniil nem volt hasznéilhaté.



Mas iranybol kozelitette meg a 0-1 értéki esetet ifj. Benczur Andras [12], aki a tételt
alkalmas posetekre fogalmazta at. Ezen atfogalmazéisra adott egy meglehet&sen bonyolult
algoritmust, mely alkalmazhat6 mind az Gsszefliggdség, mind az ST-Osszefiiggtség eggyel
val6 novelésének probléméjara.

A dolgozat egyik célja, hogy a fenti eredményeket egységes keretben targyalja. Masik cé-
lunk két j algoritmus bemutatisa. Ezen polinomidlis idej{ algoritmusok egyben alternativ
bizonyitast is adnak a szobanforgé tételekre. Ezek koziil az egyik a 4.4 részben szerepel: itt
megadjuk a [11] algoritmusnak egy olyan javitasat, ami kozvetleniil alkalmas az 6sszefliggs-
ség és az ST-OsszefiiggGség eggyel vald novelésére. A masikat az 5. fejezetben mutatjuk be:
ez egy altalanos kombinatorikus algoritmus a Szupermoduléris Fedési Tételben szerepld
optimum megtalalasara. Ez a [12]| algoritmus altalanositasa, és alkalmazhat6 az iranyitott
Osszefliggtség-novelés minden fentebb felsorolt esetének megoldasara. Az el6bbi sajat, az
utobbi ifj. Benczur Andrassal k6zos eredmény.

Koszonetnyilvanitas

Ko6szonet illeti mindenekel6tt témavezetémet, Frank Andrast, a téma legjelesebb szak-
értGjét, aki bevezetett az OsszefiiggGség-novelés problémakorébe, és felbecsiilhetetlen segit-
séget nytjtott munkdmhoz. Szeretném megkoszonni ifj. Benczir Andrasnak, hogy kitartéan
egylittmiik6dott velem kozos algoritmusunk elkészitésében. Halas vagyok Bernath Attila-
nak és Szabo Jacintnak, akik onzetleniil segitettek az 1j eredményeket tartalmazoé részek
alapos atnézésével.



2. fejezet

Bevezetés

2.1. Jelolések

Legyen D = (V, A) iranyitott graf. A graf pontjait kisbettikkel fogjuk jelélni. X, Y, Z
altalaban halmazparokat fog jelenteni, V' részhalmazait mas nagybettik (pl. H, F) jelolik.
Ha az e él kezd6pontja z, végpontja pedig y, akkor az e = zy jel6lést hasznaljuk, z-et az
él tovének, y-t pedig a fejének nevezziik. H CV és z € V esetén H U {z} helyett gyakran
a H + z irasmodot hasznaljuk. n altaldban a graf pontszamat, |V |-t fogja jelolni, m pedig
az élek szamat, |A|-t.

Adott H, F C V halmazokra jel6lje p(H, F) a H — F-b6l F — H-ba meng élek szamat,
0(H,F) pedig az F — H-bol H — F-be menskét. Legyen p(H) = p(H,V — H) a H-ba
belépé élek szama, §(H) = 6(H,V — H) a H-bol kiléps élek szama. Mind iranyitott, mind
iranyitatlan grafban legyen d(H, F) az H — F és H — F kozti élek széma, d(H, F) pedig a
HNF ésV — H— F kozti élek szama (iranyitott esetben mindegy, hogy melyik irdnyban).
Nevezziik H-t z§ halmaznak, haz € V és y ¢ V. Jelolje egy H C V halmazra I't (H) azon
z € V — H pontok halmazét, amelyekbe megy él H-beli pontbdl. I'~(H) pedig legyen azon
V — H-beli pontok halmaza, amelyekbdl megy él H-ba.

Valamely z,y € V pontokra legyen A(z,y, D) az z-bdl y-ba mend paronként éldiszjunkt
iranyitott utak maximalis szama, k(z,y, D) pedig a paronként belsGleg pontdiszjunktakeé.
Nyilvanvalo, hogy A(z,y, D) > k(z,y, D).

Ha A(z,y, D) > k, akkor mondjuk azt, hogy D z és y kozott lokalisan k-él6sszefiiggd,
k(z,y, D) > k esetén pedig azt, hogy D z és y kozott lokalisan k-pontisszefiiggd.

Ha barmely z,y € V parra A(z,y, D) > k (illetve x(z,y, D) > k), akkor mondjuk azt,
hogy D k-él/pontosszefiiggs. Vilagos, hogy az 1-él- és az 1-pontdsszefiiggéség is ekvivalens
az erGsen OsszefiiggGséggel.

Hasonloéan, ha adott § # S, T C V halmazokra minden z € S, y € T esetén A(z,y, D) >
k (illetve k(z,y,D) > k), akkor e grafot k-szorosan ST-él/pontosszefiiggének nevezziik.
Egy D = (V, A) digrafot egy @ # U C V halmazra U-ban k-él/pontdsszefiiggének hivunk,
ha k-szorosan UU-él/pontisszefiiggd.

Iranyitatlan grafra ugyanigy definidlhatjuk az él- és pontosszefiiggGséget.

Ha nem mondjuk, hogy milyen Gsszefiigg6ségrél van sz6, az minden esetben pontdssze-
fiiggGség lesz. Feltételezziik a Maximalis Folyam-Minimélis Véagéas tétel és a hozza tartozo6
O(n?) idejii algoritmus (MFMC) ismeretét. Ez péld4ul [20]-ben tal4dlhat6 meg.



2.2. Menger-tételek

Mind az irdnyitott, mind az irdnyitatlan esetben a Menger-tételek jo karakterizacidjat
adjak annak, hogy mikor lokalisan k-él/pontisszefiiggd egy graf két adott pont kozott. A
tételt az MFMC tételre vezetjiik vissza. A bizonyitas ezért hatékony algoritmust is fog adni
mind az él-, mind a pontosszefiiggdség kérdésének eldontésére.

2.2.1. Tétel (Menger). Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, k pozitiv egész, z,y € D.

(i) D akkor és csak akkor lokilisan k-élosszefiiggl x és y kozott, ha tetszoleges k-nél
kevesebb élt elhagyva még marad x és y kbzt iranyitott 1it.

(ii) D akkor és csak akkor lokdlisan k-pontdsszefiiggd x és y kozott, ha |V| > k + 1, és
barmely k-nal kevesebb, x-t6l és y-tél kiilonb6z6 pontot kihagyva marad x és y kozt
iranyitott 1t.

(iii) Analég éllitadsok érvényesek az irdnyitatlan esetben is.

Az (i) és (ii) allitasok alabbi kozos altalanositasat latjuk be. Az (i) allitas az r = 1,1 =k
speciélis esetben fog adodni, a (ii) allitas pedig az » = k, | = 1 esetbdl fog kénnyen
kovetkezni.

2.2.2. Tétel. Legyen D = (V, A) digraf és r,l pozitiv egészek, z,y € D. Akkor és csak
akkor létezik x-bél y-ba rl élidegen 1t, hogy barmely csiicson legfeljebb | it megy at, ha
barhogy kihagyva egy H € V — {z,y} halmazt (0 < |H| < r — 1), a maradékban minden
zy halmazbol legalabb (r — |H|)l él kilép.

Bizonyitds. A feltétel sziikséges, hiszen ha létezik egy megfelels utrendszer, akkor koziiliik
egy adott H halmazbol legfeljebb I|H| hasznalhat pontot. A maradék (r — |H|)! at ezért
D — H-ban halad, ami miatt D — H-ban minden z7 halmazbdl val6ban legalabb (r — |H]|)!
él 1ép ki,

Az elegendsség igazolasahoz elGszor is elhagyhatjuk az xz-be beléps és az y-bdl kiléps
éleket. Keészitsiik el azt a D' = (V'; A") grafot, amiben minden v € V pontnak megfelel
egy v’ és egy v" pont. Az éleket pedig hizzuk be ugy, hogy ha uv € A, akkor legyen
u"v' € A'. Legyen tovabba minden v € V-re v'v” € A’. Ebben a halozatban legyen a g
kapacitasfiiggvény értéke [ a v'v” éleken, a tobbi élen pedig 1. A feltétel éppen azt mondja
ki, hogy D'-ben minden §' C V' 2"y’ halmazra d;(S") > rl. Az MFMC tétel szerint ekkor
létezik z” és y' kozt rl értékd folyam. Ez felbomlik korfolyamokra és rl utfolyamra. Ezen
rl utfolyamnak az eredeti grafban kl élidegen ut felel meg, tgy, hogy barmely cstcson
legfeljebb [ halad keresztiil. O

2.2.1 (iii) Bizonyitdsa. Az iranyitatlan esetet visszavezetjiik az iranyitottra. Legyen G =
(V, E) az iranyitatlan grafunk, és készitsiik el azt a D = (V, A) digrafot, amelyben minden
uv € E élt egy uv,vu € A élpar helyettesit. Vilagos, hogy ha G-ben van k él/pontdiszjunkt
ut = és y kozott, akkor D-ben is lesz k él/pontdiszjunkt iranyitott ut. Megforditva, ha D-
ben adott k darab belsGleg pontdiszjunkt Gt z és y kozt, akkor az G-ben is k bels6leg
pontdiszjunkt atnak felel meg. Tegyiik most fel, hogy D-ben 1étezik k éldiszjunkt at x és y
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kozott. Valasszuk ezeket tgy, hogy Osszesen minimalis szama élt hasznéljanak. Csak abbol
lehet baj, ha van olyan L; és L 1ut, valamint uv,vu € A élpar, hogy uv € L, vu € L.
Ekkor viszont L; és L, konnyen helyettesithet6k olyan dtparral, hogy élhalmazaik unidja
Ly U Ly — {uv,vu}. Ez azonban ellentmond az ttrendszer minim4lis valasztasanak.
Ko6nnyen belathato tovabba, hogy az (i) és (ii) pontok feltételei a k-szoros iranyitott
él /pontosszefiiggbségre D-ben ekvivalensek az iranyitatlan esetben kimondhaté analog fel-
tételekkel G-ben. O

A Menger tétel trivialis kovetkezménye, hogy egy D = (V, A) iranyitott graf pontosan
akkor k-élosszefiiggd, ha barmely ) # H C V halmazra 6(H) > k. Ugyanigy adhato
feltétel az ST-él6sszefiigglségre. Nevezziink egy H halmazt ST-halmaznak, ha SN H # (),
T — H # 0.

2.2.3. Lemma. Egy D = (V, A) iranyitott graf pontosan akkor k-szorosan ST-élosszefiiggs
valamely ) # S,T C V halmazokra, ha minden H ST-halmazra 6(H) > k.

A Ek-pontosszefiiggéség jellemzéséhez halmazparokra lesz sziikségiink. Tegyiik fel, hogy
k+1 < |V|. V diszjunkt nemiires részhalmazaibél all6 X = (X, X™T) parra legyen
(X ,X1):= |V - (X UXT")|. Azt mondjuk, hogy X egyiranyu par (D-re nézve), ha
nem megy él X -bol X T-ba.

2.2.4. Lemma. A D = (V, A) irdnyitott graf pontosan akkor k-Gsszefiiggd, ha
X ,X") >k (2.1)
minden X egyirdnyd parra.

Bizonyitds. A sziikségességhez azt kell 1atni, hogy ha D k Osszefiiggs, akkor egy © € X~
pontbdl létezik k darab bels6leg pontdiszjunkt ut egy y € X+ pontba. Mivel X egyiranyt,
ezért ezek mindegyike tartalmaz pontot V — (X~ U X*)-ban.

Tegyiik fel, hogy fennall a feltétel, mégis egy € V pontbdl nincs k darab pontdiszjunkt
ut egy y € V pontba. Amennyiben nincsen zy él, gy a Menger tétel szerint van egy
C CV — {z,y} halmaz, amire |C| < k, és C lefogja az &sszes z-b6l y-ba mend iranyitott
utat. Legyen X~ a D — C grafban az z-bdl elérhetd pontok halmaza, és X+ =V -C—-X".
Ez az (X, X ") par megseérti a feltételt.

Ha pedig létezne o darab z-bél y-ba mend él (o > 1), akkor ugyanez a gondolatmenet
D helyett az z-bdl y-ba mend élek elhagyasaval keletkezé D' grafban megad egy olyan
(X, X)) part, aki D'-ben egyiranyt, és h(X, ,X;) < k —1— «a. Ha |X;| > 1, akkor
Xt = X§ — y nem iires, (X;,X ™) egyirany par D-ben és h(X;,X ") < k — a. Tehat
|X;"| = 1, és hasonléan | X, | = 1. Ebb6l azonban h(Xy, X, ) = |[V| -2 > k — 1, ami
ellentmondés. U

Az ST-pontosszefiiggdség jellemzéséhez nem elég az egyirdnyt parokat vizsgélni. Ne-
vezziink egy diszjunkt nemiires részhalmazokbél 4ll6 X = (X, X 1) (nem feltétleniil egy-
irdnyta!) part ST-parnak, ha X~ NS # 0, XTNT # 0. Az alabbi allitds a Menger-tétel
2.2.2 valtozatabol kovetkezik egyszertien.



2.2.5. Lemma. A D = (V,A) iranyitott graf adott ) # S,T C V halmazok esetén
pontosan akkor k-szorosan ST'-0sszefiiggd, ha

(X, XN +hX,XT) >k (2.2)
minden X ST-pérra.

Az k-él és pontosszefiiggGség kérdését tehat egy folyamalgoritmus végrehajtasaval el
tudjuk donteni.

2.3. Dilworth-tételek

Ugy a Szupermoduléris Fedési Tétel bizonyitasaban, mint t6bb algoritmusban is sze-
repet fognak jatszani a posetek ladncaira és antilancaira vonatkoz6é Dilworth tételek és
algoritmusok. Legyen (P, <) poset. Lancnak nevezziik P egy paronként 6sszehasonlithato,
antilancnak pedig egy paronként nem Osszehasonlithaté elemekbdl allé részhalmazat. Le-
gyen adott tovabba egy w : P — Z7T silyozds. Mondjuk azt, hogy egy lancfelbontas
(antilancfelbontas) fedi (P, w)-t, ha minden p; elem legalabb w(p;) lancban (antilancban)
szerepel.

2.3.1. Tétel (Sulyozott Polaris Dilworth). A (P, w)-t fed6 antilaincok minimalis c,,(P)
szama egyenld a legsilyosabb linc m,,(P) silyaval.

Bizonyitds. A max < min irdny nyilvinvald, mivel egy antilancnak és egy lancnak legfeljebb
egy kozos eleme lehet. A min < max irdnyhoz m,(P) szerinti indukci6t alkalmazunk.
Ha m,(P) = 1, akkor az &llitas trivialis. m,(P) > 1 esetén legyen A; a P minimalis
elemeinek halmaza, mely nyilvanvaléan antilanc lesz. Legyen (P’, w') az a stlyozott poset,
melyben minden p; € A;j-re w(p;) > 1 esetén w(p;)-t eggyel csokkentjiik, w(p;) = 1 esetén
pedig elhagyjuk a p; elemet. m,,(P') = m,(P) — 1, hiszen P’ minden lanca P-ben eggyel
nagyobb stlyu lesz, vagy kiegészithet6 egy eggyel hosszabb lancca. Az indukcié szerint
P’ felbonthaté m,,(P') antilancra, amikhez A;-t hozzavéve P egy m,(P) antilancbdl 4ll6
felbontasat kapjuk. O

Ezen bizonyitas segitségével egyszertd algoritmus adhat6é egy minimalis antilancfedés és
leghosszabb silyt lanc megtalalasara, melyek tehat ugyanakkorak lesznek. Legyen A; a
P minimalis elemeinek halmaza, v, = min{w(p;) : p; € A;}. P-ben A; minden elemének
stulyat csokkentsiik v;-gyel, azon elemeket, akiknek igy nullara csékken a silya, hagyjuk
el. Legyen A, a minimélis elemek halmaza az igy kapott posetben, v, pedig A; minimalis
stlyt elemének stlya. Ezt folytatva kapjuk az y1 44, ...,7A; antilancfelbontéast. (y;A; azt
jelenti, hogy az A; antilanc 7; példanyban szerepel). a; legyen A; tetsz6leges eleme. a; nem
keriilt bele A;_i-be, kell legyen tehat a;_1 € A;_1, ai_1 < a; elem. O nem keriilt bele A;_,-
be, ezért van egy a;_» € A; s, a;_s < a;_1. Folytassuk ezt az eljarast. Vilagos, hogy P-ben
w(a;) > 7, tehat egy legalabb ). v; stlyt lancot fogunk kapni.

2.3.2. Tétel (Sulyozott Dilworth). A (P, w)-t fed6 lancok minimélis a,,(P) szdma egyenld
a legsulyosabb antilanc d,,(P) silyéval.



Bizonyitds. Legyen |P| = n. A nemtrivialis min < max irany bizonyitasat az MFMC tételre
vezetjiik vissza. Készitsiik el az alabbi D = (V, A) digrafot és g kapacitasfiiggvényt: minden
pi-nek feleljen meg egy a; és egy b; pont. Legyen ezeken kiviil egy s és egy ¢t pont. Minden
i-re legyen egy sa; és egy b;t €1, g(sa;) = g(bit) = w(p;) kapacitassal, valamint ha p; < p;,
akkor egy a;b; €l g(a;b;) = oo kapacitassal. (a;b; ¢ A!).

Az MFMC algoritmus ebben megad egy egészértékii £ maximalis megengedett folyamot,
és egy olyan S st halmazt, melyre d,(S) minimalis. Az MFMC tétel szerint 0,(s) = 0,(S) =
84(S).

V-n megadunk egy masik, D' = (V, A") digrafot is, melynek élei minden i-re sa;, b;t
és a;b;, valamint p; < p; esetén b;a;. ' : A" — Z, legyen az aldbbi: Minden i-re legyen
t'(sa;) = w(p;) — z(sa;), ' (bit) = w(p;) — z(bit), «'(a:b;) = w(p;). pi < p; esetén pedig
legyen z'(bia;) = z(a;b;). Konnyen lathato, hogy 2’ egy nemnegativ egészértékd folyam
lesz, melynek értéke 6, (s) = w(P) — 6,(s).

Indukcioval lathatd, hogy egy n' csticstt és m’ éli aciklikus digrafban minden folyam
felbomlik legfeljebb m’' —n' + 2 utfolyam 6sszegére. D’ egy st utfolyama P-ben egy lancnak
felel meg. D'-nek 2n+2 csticsa van, élszidma legfeljebb 3n+ (72‘), azaz x' felbomlik legfeljebb
n? utfolyamra. Ez tehat P-ben megad egy 71C1, . . ., v:C; lancfedést (amit ismét gy értiink,
hogy a C; lanc y; példanyban szerepel.) Erre ) . y; = 0. (s) = w(P) —6,(s) = w(P) —64(S)
lesz.

Tekintsiik most a D-ben meghatirozott S minimalis vagast.

2.3.3. Allitas. Ha b; € S, akkor a; € S.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy b; € S, a; ¢ S. Kell legyen olyan k, melyre by ¢ S és
Di > P, hiszen egyébként 6,(S+a;) < d4(S) lenne, ellentmondva s valasztasanak. Ugyanigy
kell legyen olyan j, hogy a; € S és p; < pj, kiilénben 0,(S — b;) < 0,4(S) ellentmondéast
adna. Ekkor p; < p;, tehat a végtelen kapacitast axb; €l kilép S-bél, azaz 6,(S) = co. O

Legyen most A = {p; : a; € S,b; ¢ S}. Vilagos, hogy A antilanc, és az elgbbi allitas miatt
miatt w(A) = w(P) — 6,(S) = >, Vi, ami a lancfedésiink méretével volt egyenl6. O

A maximaélis sulya antilancot és minimaélis lancfelbontast talalo algoritmus tehat trividlisan
visszavezethet6 az MFMC algoritmusra.

Bonyolultsag

A stlyozott polaris Dilworth algoritmus bonyolultsdga nagyban fiigg a poset tulajdon-
s4gaitol és reprezentaciojatol. Tegyiik fel, hogy L, fels6 korlat a maximalis lancsilyra,
és az Osszes minimalis elem megtalalasa M idében torténik. Ekkor az algoritmus egy 1é-
pése M id6t vesz igénybe, és minden lépésben cs6kken L,, is és |P| is. Tehat a futasids
O(max(Ly, |P|)M).

A stlyozott Dilworth-algoritmusban egy 2|P| + 2 ponti halézaton kell MFMC algorit-
must végrehajtani, majd egy folyamot felbontani legfeljebb |P|? utfolyamra. Ennek 6sszi-
deje tehat O(|P|?).



3. fejezet

A Szupermodularis Fedési Tétel

3.1. A tétel és bizonyitasa

Az ebben a fejezetben leirt Gsszes eredmény Frank Andras és Jordan Tibor [1] cikkébdl
szarmazik. Legyen S és T a V halmaz két nemiires részhalmaza. Jelolje A* = A(S,T) az
S-bél T-be mend irdnyitott élek halmazat, A* = A(S,T) pedig az olyan X = (X, X™)
parok halmazat, amikre ) # X CSésP#XTCT, X NXT =0. X -t e par tévének,
X -t pedig a fejének fogjuk nevezni.

Mondjuk azt, hogy egy zy él lefogja vagy lefedi az X part,haz € X ésy e X*t. Egy
z : A* — R vektorra hasznalni fogjuk az alabbi jeloléseket: legyen z(X) := > (z(e) : e €
A*, e lefogja X-et). Ha w : A* — Z, fiiggvény, e € A* él, akkor legyen c,(e) := > (w(X):
X € A* e lefogja X-et).

Ha X = (X ,X") é&sY = (Y ,Y™") parok esettn X NY = (, akkor ket to-
diszjunktnak, X* N'Y ™ = () esetén pedig fejdiszjunktnak fogjuk nevezni. Ha X és Y t6-
vagy fejdiszjunktak, akkor &ket fiiggetlennek nevezziik. Viladgos, hogy két par pontosan
akkor fiiggetlen, ha nem foghatdk le egy éllel.

Vezessiik be a parokon az aldbbi rendezést: X < Y jelentse azt, hogy X~ C Y~ és
XTDY'. Ha X <Y vagy Y < X, akkor nevezziik 6ket dsszehasonlithaténak.

Ha két par se nem fiiggetlen, se nem Gsszehasonlithato, akkor keresztezének fogjuk ket
hivni. Az Gsszehasonlithato és keresztezs parokat Osszefoglaléan fiiggének nevezziik.

Egy F C A* csaladot keresztezésmentesnek vagy vdznak neveziink, ha nincsenek benne
keresztez6 parok. Keresztezének pedig akkor hivjuk, ha barmely X,Y € F keresztez6
parokra X ANY = (X NY , XTUY ) és XVY = (X UY , XtTNYT) is F-beliek.
Vilagos, hogy A(S,T) keresztez6 rendszer lesz.

Parok egy F C A* rendszerét nevezziik h-fiiggetlennek, ha tetszGleges él legfeljebb
h elemét fogja le F-nek. A h = 1 esetben a rendszert egyszertien fiiggetlennek hivjuk,
ez azzal ekvivalens, hogy elemei paronként fiiggetlenek (azaz barmely két elem fej- vagy
t6diszjunkt). Altalanosabban, legyen w : A* — Z, fiiggvény. Nevezziik w-t h-fiiggetlennek,
ha minden e € A* élre c,(e) < h.

Legyen p A*-on értelmezett nemnegativ egészértékii fiiggvény. Nevezziik 6t keresztez6n
szupermodularisnak, ha minden X,Y € A* fiigg6 parra amennyiben p(X) > 0, p(Y) > 0,
akkor

p(X) +p(Y) <p(XVY) +p(X AY)

10



Forditott irdnyu egyenlGtlenség esetén keresztezén szubmodularis fliggvénynek nevez-
ziik. Azt mondjuk, hogy a z vektor fedi a p fiiggvényt, ha barmely X € A* parra z(X) <
p(X). Legyen 7(p) a p-t fed élek minimalis szdma, azaz

7(p) = min{z(A") : z > 0 egészértékid fedése p-nek}
Legyen v(p) a maximalis p-stulya paronként fiiggetlen elemekbdl 4116 rendszer sulya, azaz
v(p) = max{p(F) : F fiiggetlen}
Ezen el6késziiletek utan kimondhatjuk az alaptételt:

3.1.1. Tétel (Frank Andras, Jordan Tibor). Ha p nemnegativ egészértéki kereszte-
z6n szupermodularis fiiggvény A*-on, akkor 7(p) = v(p).

Ennek bizonyitasa elétt sziikségiink lesz par jelolésre. Egy e = st € A* élre legyen
be(X) =1, ha e fedi X-et és b.(X) = 0 egyébként. Adott z : A* — R, fliggvényre legyen
Y € A* esetén b,(Y) = 2(Y). Az alabbi allitas els6 fele trividlis, a masik fele pedig az &
egyszerl kovetkezménye:

3.1.2. Allitas. Mind b,, mind b, szubmodularis fiiggvény.

Adott p keresztez6n szupermodularis fiiggvényre és e € A* élre legyen p® := (p — be) ™.
Nevezziik e fliggvényt p e szerinti redukaltjanak. Ez azt jelenti, hogy ha e lefogja az X
part és p(X) > 0, akkor p*(X) = p(X) — 1, minden egyéb esetben p*(X) = p(X). Mivel b,
szubmodularis, p keresztez6n szupermodularis, igy p — be és konnyen lathatéan (p — be)™
is keresztezdn szupermodularis fiiggvények lesznek.

Legyen w : A* — Z, fiiggvény. Nevezziik w tartéjanak és jeloljiik S,-vel azon X € A*
parok csaladjat, melyekre w(X) > 0. Azt mondjuk, hogy w vazfiiggvény, ha a tartéja vaz
(azaz keresztezésmentes).

3.1.3. Lemma. Legyen w : A* — Z, fiiggvény. Ekkor létezik olyan w : A* — ZT vaz-
fiiggvény, melyre p(1) > p(w) és cg(e) < c,(e) minden e € A* élre.

Bizonyitds. Legyen f : A* — Z, az alabbi fiiggvény: f(X) = (| X | — |X|)%. Egyszeri
szdmolasbol adodik az alabbi allitas:

3.1.4. Allitas. Ha X ésY keresztezé parok, akkor
F(X)+ £(Y) > F(XVY) + f(XAY)

Legyen most @ az a fiiggvény, mely kielégiti a p(@) > p(w), cy < ¢, feltételt, és erre
nézve s(w) = > (w(X)f(X) : X € A*) maximalis. Azt &llitjuk, hogy @ vazfiiggvény.
Tegyiik fel indirekten, hogy Sz tartalmaz X és Y keresztezd parokat. Legyen w'(X VY) =
VXVY)+ 1L, v (XAY)=0(XAY)+ 1, v'X) =wX)-1,uY) =walY) -1,
minden mas Z € A* parra pedig w'(Z) = w(Z). 3.1.2 miatt ¢, (e) < cy(e) minden e € A*-
ra, p szupermodularitdsa miatt pedig p(w') > p(w). A 3.1.4 allitas értelmében viszont
s(w') > s(w), ami ellentmond w valasztasanak. O
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3.1.1 Bizonyitisa. A v(p) < 7(p) irany trividlis: egy F fiiggetlen rendszernek egy él legfel-
jebb egy elemét foghatja le. Tehat tetsz6leges z-re és F-re

24> (2(X): X € F) > Y (p(X): X € F) = p(¥F)

Nézziik most a 7(p) < v(p) irdnyt. Tetszbleges e € A* élre tekintsiik p e szerinti
redukaltjat. p¢ < p, és - mivel e legfeljebb egy élt foghat le egy fiiggetlen rendszerbdl -
v(p) — 1 < v(pe) < v(p). Nevezziik az e élt csokkent6nek, ha v(p.) < v(p). A bizonyitas
lényege az alabbi lemma lesz:

3.1.5. Lemma. Ha egy Z péarra p(Z) > 0, akkor van Z-t fedé csokkenté él.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy minden Z-t fedé e élre van egy F. fiiggetlen rend-
szer, amire p(F.) = v(p) és e nem fedi F, egyetlen elemét sem. Legyen w, : A* — {0,1}
olyan fiiggvény, mely 1-et vesz fel F, elemein, azon kiviil pedig 0-t. wy pedig legyen olyan,
ami egyediil Z-n vesz fel 1-et, mindenhol mashol 0-t. Legyen w := wq + Y (we : e fedi Z-t).
Legyen h = |Z~||Z"| a Z-t fed§ élek szama. Ekkor p(w) = v,h+ p(Z) és igy igaz az alabbi
két tulajdonsag:

p(w) > vpyh +1 (3.1)
w h-fiiggetlen (3.2)

A 3.1.3 lemma miatt van olyan w vazfiiggvény, mely kielégiti e feltételeket. Legyen Z = S;.
Ekkor Z vaz lesz. Z-t < szerint tekintve a vaztulajdonsig miatt a részbenrendezésben
két elem pontosan sszehasonlithato, ha mint parok fiiggéek. Ebben egy lanc stlya (3.2)
miatt legfeljebb h lehet. Alkalmazzuk a 2.3.1 stlyozott polaris Dilworth-tételt: A maximalis
lancméret silya egyenlé a minimalis antilancfelbontas méretével. Van tehat legfeljebb h
antilancunk, akik Gsszesen legalabb v(p)h + 1 stlyu elemet fednek. Ebbél kovetkezik egy
v(p)-nél nagyobb sulyt antilanc létezése, ami ellentmondas. U

v(p) > 7(p) bizonyitasa Y (p(X) : X € A*) szerinti indukcioval fog toérténni: Ha az
osszeg 0, akkor v(p) = 7(p) = 0. Legyen most Z olyan par, akire p(Z) > 0. Az €l6z6 lemma
szerint létezik egy Z-t fedd e csokkents él. Ha 2’ p® egy fedése, akkor 2’ + e p-nek egy fedése
lesz, vagyis 7(p) < 7(p°®) + 1. Minthogy > p®(X) < > p(X), alkalmazhatjuk az indukci6s
feltevést, amibél 7(p) — 1 < 7(p°) = v(p°¢) < v(p®) — 1, ahonnan 7(p) < v(p) adédik. O

Az alkalmazésok soran fontos lesz az alabbi definicio: legyenek § # S' C S, 0 #T' C T.
po-t, p A(S’, T")-re valo vetitését az alabbi modon definialjuk: X, € A(S', T") esetén legyen

po(Xo) := max(p(X) : X € A(S,T),X NS=X,, XTNT = X{)

Konnyen ellenérizhets, hogy po is keresztezén szupermodularis fiiggvény lesz.

Kimondjuk tovabba e tételt kiilon abban a speciélis esetben, amikor p csak 0-1 értéket
vehet fel. Legyen £ azon péarok rendszere, melyekre p(X) = 1. p keresztez6 szupermodu-
laritdsa miatt ha X,Y € £, akkor 2 < p(X VY)+p(X AY) < p(X) + p(Y) = 2, amibdl
az kovetkezik, hogy X VY, X A Y € L. Tehat L keresztezé rendszer lesz. Megforditva,
tetszGleges L keresztez6 rendszerre az a p fliggvény, ami £ elemein egyet, mashol nullat
vesz fel, keresztezén szupermoduléris. A 3.1.1 tétel ebben a specialis esetben igy szol:

3.1.6. Tétel. Ha L halmazparok keresztez6 rendszere, akkor az L-et lefogé élek miniméalis
T(L) szdma egyenld lesz az L paronként fiiggetlen elemeinek maximaélis v(L) szdmaval.
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3.2. Alkalmazasok

3.2.1. Halmazfiiggvények - Irdnyitott élosszefiiggéség novelése

A 3.1.1 tétel jelentGsen egyszertisodik abban a specidlis esetben, amikor V =5 =T
és p csak olyan (X, X ) parokon lehet pozitiv, ahol X~ U* Xt = V. Ekkor a fiiggetlen
rendszerek nagyon specialis alaktak:

3.2.1. Lemma. Legyen IV részhalmazainak olyan rendszere, amelynek barmely két tagja
vagy diszjunkt, vagy ko-diszjunkt. Ekkor I tagjai vagy paronként diszjunktak, vagy pa-
ronként kodiszjunktak.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy nem igaz az 4llitds. Ekkor vannak olyan A, B,C' € T halma-
zok, akikre A és B diszjunktak, de A és C' ko-diszjunktak. Ekkor azonban B C C, és ez
ellentmondas. U

A 3.1.1 tétel ebben az esetben igy szdl:

3.2.2. Tétel. Legyen p pozitivan keresztezl szupermodularis fliggvény V részhalmazain.
Ekkor a p-t lefogo6 élek minimdalis szama az alabbi maximummal lesz egyenld:

t t
max{Zp(Vi), Zp(V —Vi): V1,...,V; V-nek egy particioja}
i=1

=1

Tegyiik fel, hogy adott egy D = (V, A) grafunk, és szeretnénk 6t minimalis szamu 1j
él hozzavételével k Osszefiiggvé tenni. Legyen az Gj élek halmaza E. Menger tétele szerint
D = (V,A + E) pontosan akkor k-élosszefiiggs, ha dp,g(H) > k minden ) # H C V
halmazra. Ez éppen azt jelenti, hogy E-nek le kell fedni a p(H,V — H) = (k — 0(H))"
fiiggvényt, mely §( H) szubmodularitasa miatt keresztez6n szupermodularis lesz. Kimondva
az el6z6 tételt ezen esetre:

3.2.3. Tétel. Adott D = (V, A) graf pontosan akkor tehets legfeljebb ~ 1j él hozzavé-

2z 0.

t

D (k=s(Vi)T <y

=1

t

D (k= p(Vi))* <~

=1

3.2.2. Iranyitott pontosszefiiggbség novelése

Legyen D = (V, A) iranyitott graf, akit minimélis szamu 1] é] hozzavételével k-Gsszefiig-
gévé szeretnénk tenni (|V| > k + 1). Ha az 4j élek halmaza F, a 2.2.4 lemma alapjan
hp+e(X) > k kell fennalljon minden D + E-ben egyiranyu parra.

Definidljuk a pgs : A(V,V) — Z. fiiggvényt a kovetkezképpen: pges(X) = (k —
h(X))* az egyiranyt parokra és 0-nak a t6bbi parra.
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Ennek keresztezén szupermodularis volta a pges = (k—k6(X~, XT)—h(X~, X ™))" feli-
rasbol fog kovetkezni, mivel mind 6(X —, X ), mind A(X —, X ) szubmodularis fiiggvények.
Konnyen lathato, hogy a k-Osszefliggdvé novelés e pq.s fliggvény fedésével ekvivalens. A
3.1.1 tétel e specidlis esetre kimondva:

3.2.4. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott graf akkor és csak akkor tehetd legfeljebb «y él
hozzavételével k-Osszefiiggévé, ha minden F fiiggetlen egyiranyu parokbdl 4116 csaladra

D (Paes(X): X € F) <~

3.2.3. Iranyitott ST-pontosszefiiggdség novelése

Legyenek most a D = (V, A) iranyitott grafban adottak az () # S,T C V halmazok,
feladatunk pedig az, hogy minimalis szam1 1j él hozzavételével k-szorosan ST-6sszefiiggGvé
tegyiik.

Ha a hozzavett élek halmaza F, a 2.2.5 lemma alapjan a D + E grafban h(X , X ) >
k —dpyir(X,X™) kell hogy teljesiiljon minden (nem feltétleniil egyiranyt) ST-parra.

Legyen (X, X ™) egy diszjunkt halmazokbol 4116 ST-par, legyen pp(X , X 1) := (k —
(X, X*") — h(X~,XT))*. Ennek keresztezd szupermodularitisa pgs esetéhez hasonlo
modon lathaté. Feladatunk most ezen fliggvény fedése.

Mondjuk azt, hogy az X és Y ST-parok ST-fiiggetlenek, ha vagy X" NY NS = 0,
vagy XTNYT NT = (. ST-parok egy csaladjat nevezziik ST-fiiggetlennek, ha elemei
paronként ST-fiiggetlenek. A 3.1.1 tétel alkalmazasaként az alabbit latjuk be:

3.2.5. Tétel. A D = (V, A) iranyitott graf adott ) # S, T C V halmazokra akkor és csak
akkor tehetd legfeljebb v S-bél T-be mené él hozzavételével k-szorosan ST-Gsszefliggove,
ha minden F ST-fiiggetlen csaladra

S (ro(X): X € F) < (3.3)

Bizonyitds. A sziikségesség abbol kovetkezik, hogy ha E az 1j élek halmaza, akkor minden
ST-parra 6p(X—, X))+ 0p(X—,XT) >k —h(X~,X"), azaz 0p(X—, X ") > pp(X—,X™)
kell teljesiiljon. Egy S-b6l T-be mend él egy ST-fiiggetlen rendszernek legfeljebb egy elemét
tudja lefogni, amibél kovetkezik, hogy

72 |Bl2) (6p(X): X €F)>) (pp(X): X € F)

Az elegendsség igazolasidhoz legyen py a pp vetitése A(V,V)-r6l A(S, ) A (3.3)
feltételbdl kovetkezik, hogy minden Fy A(S, T')-beli fiiggetlen csaladra po (.7-'0) Innen a
3.1.1 tétel megadja po-nak egy z : A(S,T) — Z, egészértékii fedését, amire z(A ( )) .
Alljon E az z € S, y € T pontok kézt z(xy) élbél. O

3.2.4. Iranyitott ST-élosszefiiggbség novelése

Sajnos altalaban az ST-élosszefiiggdség novelése lényegesen bonyolultabb a (V'V-)él-
OsszefiiggGség-novelésnél. Itt sem lesz meg az a szerencsénk, hogy a 3.1.1 tétel alkalma-
zdsa soran a fiiggetlen csalddok particioként vagy koparticioként alljanak els: az ST-
élosszefiiggdség novelése nem lesz konnyebb az ST-pontosszefiiggfség novelésénél.
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Hivjuk a H és F ST-halmazokat ST-fiiggetlennek, ha vagy SN H N F = (, vagy
HUF D T. Ez azzal lesz ekvivalens, hogy nincs olyan s € S, t € T pontpar, amelyet
mindketten szétvalasztanak.

3.2.6. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott graf adott ) # S, T C V halmazokra akkor és csak
akkor tehetd legfeljebb v S-bél T-be mend él hozzavételével k-szorosan ST-él6sszefiigg6veé,
ha minden F Hy, ..., H; ST-fiiggetlen halmazrendszerre

> (k= 8(H))T <~ (3.4)

1

Bizonyitds. A Menger-tétel szerint D + E pontosan akkor k-szorosan ST-élosszefiiggs, ha
barmely H ST-halmazra 0g(H) > k — dp(H). A feltétel sziikségessége abbol adodik, hogy
egy él egy ST-fiiggetlen rendszernek legfeljebb egy elemét képes lefogni.

Az elégségességhez legyen p : A(V,V) — Z, az a fiiggvény, melyre p(X) := (k —
§(X7))" az olyan péarokra, amikre ) # X~ C V és XT =V — X, a tobbi parra pedig
p(X) := 0. E fiiggvény keresztezd szupermodularitidsa §(H) szubmodularitasabdl adodik.
Legyen py a pp vetitése A(V,V)-r6l A(S,T)-re; ez szintén keresztezén szupermodularis
lesz.

A 3.1.1. tétel alkalmazhatosagahoz azt kell belatni, hogy v(py) < . Tegyiik fel, hogy
ez nem igy van: valamely Fy A(S,T)-ben fiiggetlen rendszerre po(Fp) > . Azon X € F
parokhoz, melyekre po(X) # 0, legyen v(X) € A(V,V) az a par, melyre v(X)" NS = X",
v(X)TNT = X~ és po(X) = p(v(X)). Minthogy p(X) > 0, ezért v(X)" =V — v(X) ",
po(X) = p(v(X)) = (k — 6(v(X)7))T. Alljon F az ilyen v(X)~ halmazokbél. Kénnyen
lathato, hogy F ST-fliggetlensége ekvivalens Fy fliggetlenségével, ezért Fy megsérti a (3.4)
feltételt. Ezzel belattuk, hogy v(py) < 7. Ismét tekintsiik pp-nak a 3.1.1. tétel 4ltal mega-
dott z : A(S,T) — Z, fedését, és alljon F x € S és y € T kozt z darab parhuzamos élbsl.
U

A fent leirt esetek mindegyikében a D iranyitott graf k-szorosan ST-él/pont Osszefiig-
gGvé tételéhez sziikséges élek minimalis szamat M (D)-val, a fiiggetlen csaladok maximalis
hidnyGsszegét pedig Ni(D)-val fogjuk jelolni. (Az Gsszes esetben My(D) = Ni(D)). Ha
egyértelmi, hogy milyen k-r6l van sz6, akkor az indexet is el fogjuk hagyni.

3.2.5. Gydri tétele

Legyen P = (vg,v1,...,v,) gy egyszeri irdnyitott at, és legyen e; = v; 1v;. Legyen
adott U = {Uy, ..., U}, P részutjainak egy rendszere. Azt mondjuk, hogy P részitjainak
egy B rendszere generalja U-t, ha minden U-beli at el6all néhany B-beli ut egyesitéseként.
Azt szeretnénk vizsgélni, hogy adott /-hoz mennyi a miniméalis generatorrendszer mérete,
Y(U).

Nevezziik az (U, e) part reprezentalt utnak, ahol U egy it és e az 6 egy éle. Jel6lje
(U,e)” az U-nak az e el6tti, (U,e)* pedig az e utani pontjainak halmazat. Jeldlje U, az
U-beli utakhoz tartozo reprezentalt utak halmazat. Egy I ut bal végpontjat b(I)-vel, jobb
végpontjat pedig j(I)-vel fogjuk jel6lni.

Legyen T = {I1,...,I;} P részutjainak egy csaladja, és R = {f1, f2, ..., fi} egy repre-
zentalo rendszer: minden i-re f; az I; egy éle. Akkor mondjuk azt, hogy R erGs reprezentilod
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rendszer, ha barmely i, j-re I; N I; f; és f; koziil legfeljebb egyet tartalmaz. Z-t akkor ne-
vezziik erésen reprezentdlhatonak, ha létezik erds reprezentald rendszere. Egy erGsen repre-
zentalhato rendszer generalasidhoz legalabb |Z| élre van sziikség, egy generatorrendszerben
kell legyen ugyanis olyan z;y; él, melynek kezdépontja (I;, f;)~-ban, végpontja (I;, f;)T-ban
van, és ezen éleknek paronként kiilonbozniiik kell.

A y(U)-ra ezért alsé becslést fog adni o(U), az U-beli legnagyobb erds reprezentalhato
rendszer mérete. Gydri tétele viszont azt mondja ki, hogy ekkora generatorrendszer méar
létezik is, azaz

3.2.7. Tétel (Gy6ri). Barmely U részit-csalddra y(U) = o(U).

Bizonyitds. A v > o iranyt az elobb lattuk. A v < ¢ irdnyhoz elGszor vezessiink be
egy fogalmat: az U, egy (U, f) tagjat hivjuk sovanynak, ha nincs olyan U’ € U, melyre
feU cU. Legyen Ly az U,-beli sovany reprezentdlt utak rendszere.

3.2.8. Lemma. L; keresztezd rendszer.

Bizonyitds. Legyen (U, f) és (U', f') két keresztez6 sovany elem, azaz (U, f) N(U', f')~ # 0,
(U, /)" n (U, f')* # 0. (Ez éppen azzal ekvivalens, hogy f, f'e UNU".)

Azt allitjuk, hogy (U, f)~ és (U', f')~ nem 0Osszehasonlithatok. Ha példaul (U, f)~ C
(U, f')~ volna, akkor a sovanysag és az Osszefiiggdség miatt (U, f)* D (U, f')* addédna.
Ekkor azonban (U, f) < (U’, f') lenne, ellentmondésban azzal, hogy keresztezk. Hasonl6an
feltehetd, hogy (U, )T és (U', f')* sem 6sszehasonlithatok.

A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy P-n f megel6zi f'-t (vagy esetleg egybeesik vele).
A sovanysag és az el6z6 feltevés miatt ekkor miatt b(U) < b(U"), j(U) < j(U").

Igy az (U, f) A (U, f') az (U, f) reprezentalt atnak felel meg, (U, f) V (U, f') pedig az
(U, f') reprezentalt utnak. Azt kell még belatnunk, hogy (U, f') és (U’, f) is sovanyak. A
szimmetria miatt ezt elég (U, f')-re belatni. Ha létezne U-ban olyan Z, akire f' € Z C U,
akkor (U, f) sovanysaga miatt f ¢ Z. Ekkor azonban f' € Z C U’, ami ellentmond (U, f)
sovanysiganak. [l

Ly egy fiiggetlen rendszere U egy erGsen reprezentalhatd részének felel meg. Legyen
H = {z1y1,..., 2y} az Ly egy minimalis fedése. A 3.1.6 tétel szerint |H| = 7(Ly) =
I/(Eu).

3.2.9. Lemma. Ly egy H fedése U,.-nek is fedése lesz.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy nem igy van, és valasszunk egy olyan (U, f) fedetlen part,
akire |U| minimalis. (U, f) ¢ Ly, mivel £y minden elemét lefogtuk. Ezért van olyan U’,
akire f € U’ C U. |U| minimalis valasztasa miatt van olyan él, aki lefogja (U’, f)-t. Ezen
él azonban (U, f)-et is lefogja, ami ellentmondas. O

Alljon B azon B, részutakbol, melyek elsé pontja z;, utolsd pontja y;. Az el6z6 lemmabol

vilagos, hogy B generalni fogja U-t. Az &llitas pedig abbol adodik, hogy o(U) > v(Ly) >
m(Lu) > ~(U) O
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Bemutatjuk e tétel egy érdekes kombinatorikus geometriai kovetkezményét. Legyen T’
egy derékszogil poligon, azaz a sik fliggbleges és vizszintes egyenesekkel hatarolt véges,
Osszefiiggs és zart tartoméanya. Ez szeretnénk lefedni fiiggtleges és vizszintes oldala tégla-
lapokkal. (Téglalap alatt a tovabbiakban mindig ilyet értiink). Két T-beli pontot akkor
neveziink fiiggetlennek, ha nem fedhetdk le egy téglalappal (azaz a kettejiik 4ltal meghata-
rozott téglalap kilog T-bdl.) A sziikséges téglalapok szdma alulrél becsiilhets a paronként
fiiggetlen pontok maximalis szdmaval. Itt altaldban nem all fenn egyenléség, azonban ha
kikotjiik T-r6l, hogy fliggblegesen konvex, azaz minden fiiggGleges egyenest szakaszban
metsz, akkor a Gydri tételbdl levezethets az alabbi:

3.2.10. Tétel ([19]). Legyen T fiiggbleges derékszdgi poligon. Ekkor a T-t fedd téglala-
pok minimélis szdma egyenld a paronként fiiggetlen pontok maximélis szdmaval.

A Gyori tételt kimondhatjuk altalanosan is: legyen adott P élein egy w nemnegativ
egész értékd sulyfiiggvény. Mondjuk azt, hogy P részutjainak egy B halmaza w-generélja
U-t, ha minden (U, f) reprezentalt utra B legalabb w(f) darab f-et tartalmaz6 részutjat
tartalmazza U-nak. A minimalis generatorrendszer méretét jelolje v, (U). (A w = 1 eset
éppen az utfedési probléma.)

Az (U, f) par sulya legyen f sulya, azaz w(U, f) = w(f). Legyen a paronként fiiggetlen
elemekbdl all6 maximalis sulyt rendszer silya o, (U). A 3.2.7. tételhez teljesen hasonléan
belathat6 az aldbbi altaldnosabb alak:

3.2.11. Tétel. Barmely U résziit-csalddra és w nemnegativ egész értékid silyfiiggvényre

Yo (U) = 0 (U).
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4. fejezet

Algoritmusok

4.1. k-élosszefiiggévé novelés

Frank Andras [4] algoritmusa az optimalis k-szorosan élosszefiiggévé novelésre a Mader-
féle leemelési tételen fog alapulni. Egy D digrafban az e = zv, f = uz élpar leemelésén az
e és f élek elhagyasat és az uv é] hozzavételét értjiik. Az igy kapott digrafot De/-fel fogjuk
jelolni. Hasznalni fogjuk az alabbi azonossagokat:

4.1.1. Allitas.

p(H)+ p(F)=p(HUF)+p(HNF)+d(H,F) (4.1)

p(H)+p(F)=p(H—-F)+p(F—H)+dH,F)+p(HNF)—§ HNF) (4.2)

4.1.2. Tétel (Mader). Legyen a D = (V + s, A) irdnyitott graf V-ben k-élosszefiigg6
(k > 1), és tegyiik fel, hogy p(s) = 6(s). ekkor minden e = st élre létezik olyan f = us él,
melyekre az {e, f} leemelésével kapott D®/ digraf V-ben k-élosszefiiggs.

Bizonyitds. A 2.2.3. lemma szerint az, hogy D V-ben k-él6sszefliggd, azzal ekvivalens, hogy
VO #HCYV+shalmazra, ha VNH #0, V— H # (), akkor p(H) > k (4.3)

Egy 0 # H C V részhalmazt nevezziink be-pontosnak, ha p(H) = k, és ki-pontosnak, ha
0(H) = k. A ki- vagy be-pontos halmazokat osszefoglaléan pontosnak nevezziik.

4.1.3. Lemma. Legyen H és F' két t-t tartalmazé pontos halmaz. Ekkor H U F' is pontos
lesz.

Bizonyitds. Ha H C F vagy F C H, akkor készen vagyunk. Az nem lehet, hogy az egyik
halmaz ki-pontos, a masik pedig be-pontos, mert ha mondjuk p(H) = k, 6(F') = k, akkor
F=V —-F+sre2k=p(H)+p(F)=p(HUF)+p(HNF)+d(H,F) > 2k + 1, ugyanis
d(H,F) > 1 az st él miatt.

Tegyiik fel, hogy H és F is ki-pontosak (a bizonyitas ugyanaz lesz a be-pontos esetre
is). Ha HUF C V, akkor p(H U F) > k teljesiil, innen 2k = p(H) + p(F) > p(HU F) +
p(H N F) > 2k, vagyis készen vagyunk.
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‘Tegyiik most fel, hogy H U F = V. Ekkor H N F = {s}, s igy a (4.2) egyenlGségben
p(H)+ p(F)=p(H—-F)+p(F—H)+d(H,F) > 2k + 1, ami ellentmondas. (d(H, F) > 1
szintén az st €l miatt van.) O

Ha ¢ nincsen benne egyetlen pontos halmazban sem, akkor e = st-vel barmely f = us
él leemelhet6. Ha van t-t tartalmaz6 pontos halmaz, akkor az el6z6 lemma szerint 1étezik
koztiik egy egyértelmt M maximélis. Nem lehet, hogy minden s-be 1ép& él M-bél j6jjon:
p(M) = k esetén §(V — M) = p(M + s) < p(M) —1 = k — 1 allna ellentétben (4.3)-mal,
(M) = k esetén pedig p(V — M) =6(M +s) < 6(M) — p(s) +6(s) —1 <k — 1 lenne a
probléma. Tehat van olyan f = us él, melyre u € V — M, és ezzel e leemelhet lesz. ]

A 3.2.3 tételre fogunk most egy 1j, algoritmikus bizonyitast adni:

4.1.4. Tétel. Adott D = (V, A) graf pontosan akkor tehetd legfeljebb vy 1j él hozzavéte-

lével k-él6sszefiiggévé, ha V -nek minden V1, Vs, ..., V; részparticiéjara
t
Y (k—=5(Vi)t <~ (4.4)
i=1
t
> (k= p(V))t <y (4.5)
i=1

Bizonyitds. A sziikségesség nyilvanvalé. Az elégségesség bizonyitdsahoz képezziik elGszor a
De° grafot D-bdl egy Gj s pont, és V-b&l s-be mutatd Gj élek hozzavételével. Az aj élek E°
halmaza legyen olyan, hogy D° = (V + s, A + E°) teljesitse az alabbi kovetelményt:

minden () # H C V halmazra dp.(H) > k (4.6)

4.1.5. Lemma. Ha D° = (V + s, A+ E°) olyan, hogy E° tartalmazasra nézve minim4lis,
ami eleget tesz a (4.6) feltételnek, akkor |E°| < 7.

Bizonyitds. Jelentse a ki-pontos halmaz itt is az olyan ) # H C V halmazt, melyre
dpo(H) = k. Ez azzal ekvivalens, hogy k — ép(H) = §(H,s). Legyen H = {H.,..., H;}
maximalis ki-pontos halmazok egy csaladja. Legyen Tgo := {v € V : §(v, s) > 1} az E°-beli
élek toveinek halmaza. E° minimalitdsa miatt U; H; le fogja fedni T'go-t.

Tegyiik fel, hogy valamely H; és H;-re H; U H; = V. Ekkor a (V — H;,V — H;) részpar-
ticiora (4.5)-t alkalmazva v > (k — pp(V — H;)) + (k — pp(V — H;)) = (k —dp(H;)) + (k —
op(H;)) = 6(H;,s) + 06(Hj,s) > 6(V,s) = |E°|, tehat az allitast belattuk. Az alabbiakban
feltessziik, hogy H; U H; C V minden %, j-re.

Ha HiﬂHj 75 @, akkor e feltevés miatt 2k = 5D0(Hi)+5D°(Hj) 2 (SDo(HiUHj)-F(SDo(Hiﬂ
H;) > 2k, tehat H;U H; is ki-pontos, ellentmondva H; és H; maximalitasanak. Ezért H egy
részparticio. Felirva ra (4.4)-et: v > Y .(k — dp(H;)) =Y, 0(H,s) > 6(Tgo,s) = 6(V,s) =
|E°|, amibél adodik az allitas. O
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Ugyanigy konstrualjuk a D = (V + s, AU E*) grafot egy 1j s pont és s-bél V-be mutato
1j élek hozzavételével, tgy, hogy az alabbi tulajdonsag igaz legyen:

minden ) # H C V halmazra ppi(H) > k (4.7)

Az el6z6hoz teljesen hasonloan lathato, hogy ha Ef tartalmazéisra nézve minimalis, akkor
B[ <.

Vegyilink most hozza D-hez egy 1j s pontot és tartalmazéisra nézve minimélis E° és
E' élhalmazokat. Vilagos, hogy a D' = (V + s, A + E° + E*) graf V-ben k-élosszefiiggs
lesz. s-re illeszkedd 1j élek esetleges hozzavételével érjiik el, hogy p(s) = d(s) legyen. Az
el6bbi lemma szerint ez tehetd ugy, hogy p(s) = 0(s) < 7y legyen. A Mader-tétel szerint az
s-re illeszkedd éleket parokban leemelhetjiik ugy, hogy a graf V-ben végig k-élosszefiiggd
maradjon. Ezzel az allitast belattuk. U

4.1.1. Az algoritmus leirasa

Az itt leirt bizonyitas konnyen algoritmussa alakithato.

1. Fazis Vegyiink fel egy j s pontot, és konstrualjunk olyan E° élhalmazt, melyre
D° = (V+s, A+E°) kielégiti (4.6)-t és E° tartalmazasra nézve minimalis. Ez végrehajthato
ugy, hogy minden pontbdél s-be felvesziink k£ parhuzamos élt, és koziiliik mohoén addig
hagyunk el, csupan (4.6) teljesiilésére iigyelve. Azt, hogy egy €l elhagyhato-e, ugy tudjuk
eldonteni, hogy minden ¢ € V pont és s kozétt az MFMC algoritmussal kiszamitjuk a
minimalis vagas értékét. Hasonloan konstrualjuk meg E-t is. Vegyiik hozza D-hez s-et az
E° és E* élhalmazokkal. Ha |E*| > |E°| akkor vegyiink fel tetszSleges |E*| — |E°| 4j s-be
mens élt, ha pedig |E°| > |Ef|, akkor |E°| — |E*| 4j s-b&l indulé élt.

2. Fazis Valasszunk egy e = st élt, és minden u € V-re ellenérizziik, hogy e és
f leemelhetSk-e, ahol f az (egyik) u-bol s-be meng él. Ezt szintén MFMC szamitasokkal
lathatjuk. A Mader-tétel szerint kell legyen ilyen f. Emeljiik ket le, és az uj graffal kezdjiik
tjra a 2. fazist, egész addig, amig p(s) = 6(s) = 0 nem lesz.

Bonyolultsag

Az 1. fazisban E° meghatarozasa kn él hozzavételével kezdbdik, akiket egyenként meg-
vizsgélunk, hogy elhagyjunk-e. Egy él megvizsgalasa n — 1 MFMC algoritmussal torténik,
tehat ennek osszbonyolultsidga O(kn?MC). Ennyi idébe telik ' meghatarozasa is. A 2.
fazist p(s) < kn alkalommal kell megismételni. Egy ismétléskor n—1 u-t kell megvizsgéalni, s
mindegyikre e és f leemelhet&ségének eldontése 2(n—2) MFMC algoritmussal ellenérizhets:
minden £ € V — t — u-ra meg kell vizsgidlnunk, hogy ha H egy uT vagy egy zt halmaz,
akkor a 6(H) > k feltétel megmarad-e. Tehat a 2. fazis futasi ideje O(n>MC). Ezzel az
algoritmus futasi ideje O(kn*MC).
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4.2. 1-S8T-élosszefiiggévé novelés

Ebben a részben Steffen Enni [13]| algoritmusat mutatjuk be az 1-ST-élosszefiiggdség
novelésére. Ezen algoritmus erésen kihasznalja a k = 1 eset tulajdonsigait, ezért tovabbi
esetekre még nem sikeriilt altalanositani.

El6szor kimondjuk az 3.2.6 tételt a k = 1 specidlis esetre. Egy H ST-halmazt akkor
neveziink pontosnak, ha §(H) = 0.

4.2.1. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott graf adott ) # S,T C V halmazokra akkor és csak
akkor tehetd legfeljebb v S-bél T-be mend él hozzavételével 1-szeresen ST-él6sszefiiggoveé,
ha a paronként ST-fiiggetlen pontos ST-halmazok maximéalis szama legfeljebb 7.

Nevezziik G-t elemi grafnak, ha G egyszeri irdnyitott paros graf, melynek osztalyai S
és T, és G-nek az izolalt pontokon kiviil haromféle komponense lehet: (1) A komponens
ponthalmaza egy s € S és egy t € T pont, melyekre st,ts € A(G) (2) a komponens-
ben minden él S-b6l T-be van iranyitva (3) a komponensben minden é1 T-b6l S-be van
irdnyitva.

Ha két pont kozt mindkét irdnyba megy él, akkor azt dupla élparnak hivjuk, ha csak
S-bél T-be (vagy T-bdl S-be), azt eldre (hitra) élnek.

Elgszor elemi grafokkal fogunk foglalkozni, majd megmutatjuk, hogy miként lehet tet-
sz6leges graf 1-ST-élosszefliggvé novelését visszavezetni egy elemi graf 1-ST-élosszefiiggové
novelésére.

4.2.2. Lemma. Legyen G = (SUT, A) elemi graf, és 7 azon S-bél T-be mend élek mini-
maélis szama, melyek hozzavételével G 1-ST-0sszefiiggévé tehets. Ekkor

1. Ha minden él S-bél T-be mutat, akkor T = |S||T| — |A|.
2. Ha egyetlen dupla él van és nincsenek hatra élek, akkor T = |S| + |T'| — 2

3. Minden més esetben 7 = |S| + |T'| — min(|Sg/|, |Ts|), ahol |Sg| (illetve |Tg|) azon
pontok szdma S-ben (illetve T-ben), melyekre hétra él illeszkedik.

Bizonyitds. (1): trivialis.

(2): Legyen s € S, t € T az a par, melyek a dupla éllel van 6sszekétve. Minden
s #u € S-re legyen C, = u+T —t, és minden t # v € T-re legyen C, = s+ T — v.
Legyen F = {Cy : u € S — s} U{C, : v € T — t}. Ez paronként ST-fiiggetlen szoros
ST-halmazokbol all, vagyis 7 > |F| = |S|+ |T| — 2.

Masrészt, hozzavéve az {sv : v € T —t} U {ut : u € S — s} éleket, 1-ST-Osszefiiggd
grafot fogunk kapni.

(3): Elgszor h := |S| 4+ |T| szerinti indukcioval megadunk egy | S|+ |T'| —min(|Sg|, |T5])
elemd élhalmazt, melyet G-hez véve 1-ST-Gsszefiiggé grafot kapunk. h = 2 esetén G csak
egyetlen hatra élbél all, (kiilonben az 1. vagy 2. eset feltétele teljesiilne). Ez esetben az él
megforditottjanak hozzavétele éppen a sziikséges egy elemt nével6 halmaz lesz. Ha h > 2,
két esetet vizsgalunk:

A. eset Nincsenek sem elGre élek, sem dupla élek, és nincsenek izoldlt pontok: minden
pont hatra élekre illeszkedik.
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Legyen M = {t;81,...,ty,Sn} egy nem bd&vithetd parositis (azaz s € S — V(M),
t € T — V(M) esetén nincs ts él), és legyenek a kimaradt pontok s,.1,...,Snik, illetve
tn+1, e atn—|—l-

Az alabbi éleket vessziik hozza a grafhoz: minden 1 < ¢ < n — 1-re vegyiik be az s;t; 11
élt, valamint az s,t; élt. A fedetlen cstcsokra vegyiik be 1 < i < min(k,l)-re az spyitni
éleket. Tovabba ha k > [, akkor minden ¢ > [-re vegyiik be az s, ;t,4; élt, ha pedig [l > k,
akkor minden ¢ > k-ra az s, xt, i €lt.

Ez 6sszesen n+max(k,l) = max(|S|,|T|) = |S|+|T| —min(|Sg|, |Ts|) é], mivel Sp = S,
T = T. Hozzévételiik utdn minden S-beli pontbdl minden 7'-beli pont elérhetd lesz. Ez
abbol kovetkezik, hogy az 1j élek behtzasa utan az V(M)-beli pontok egy koron helyez-
kednek el, és - kihasznalva azt, hogy az eredeti grafban nem volt izolalt pont és hogy az
M nem bévithetd parositas - minden S — V(M)-beli pontbol elérhets M és M-bél elér-
hetd barmely T'— V(M)-beli pont. (Enni M-et maximalis parositasnak valasztja, ehelyett
azonban elég annyit feltételezni, hogy nem bdévithets.)

B. eset Ha van vagy izolalt pont, vagy eldre élek altal feszitett vagy dupla élhez tartozo
komponens.

Legyen C = {s1,...,8;,t1,...,t;} ezen komponensek valamelyike. Ha kit6r6ljiik e kom-
ponenst, akkor G' = G —C még mindig kielégiti a 3. eset feltételét, azaz az indukci6 szerint
G'-nek van egy olyan F' névelése, melyre |F'| = |S'| + |T"| — min(|S%|, [Tg|) (itt a vesszss
mennyiségek G'-ben a megfelels fogalmak). Vilagos, hogy S = Si és Ts = Tg. Legyen ts
G'-ben egy él (t € T, s € S). Vegyiik hozza F'-héz az {s;t}._, U {st;}_, élhalmazt. Ezzel
az 1j élek szama |S'| + |T'| — min(|S%|,|Ts|) + 1 + k = |S| + |T| — min(| S|, |Ts|) lesz.

A 3. eset bizonyitasahoz kell még egy |S| + |T'| — min(|Sg|, |Ts|) elemt ST-fiiggetlen
pontos ST-halmazt. Csak a |Tg| > |Sg| esetet vizsgaljuk, a masik esetben hasonlé lesz a
konstrukci6. Legyen S = Sp U SrU S, T = Tp UTr U Tg, ahol Sp (Tp) a dupla élekre
illeszkedd pontok, Sr (Tr) pedig az eldre élekre illeszkedd vagy izolalt pontok. Az alabbiak
paronként ST-fiiggetlen pontos ST-halmazok lesznek, éppen a megfelel§ szamban:

Minden t; € Tp-re legyen sy € Sp tq parja, és legyen X = Sp — sq+ T — t4.

Minden s4 € Sp-re legyen ty € Tp az sq parja, és legyen X = sg+tq+ Tr + Is.

Minden ¢ty € Tp-re legyen X = Sp + Sp + T — 5.

Minden sy € Sp-re legyen X = sy +Tp + T.

Minden t, € Tg-re legyen X = Sg + T — t.
d

Az itt leirt bizonyitas egyben egyszerd algoritmust is ad elemi grafban a minimalis névels
élhalmaz megtalélasara. Legyen most adott egy tetszGleges graf. A kovetkezGkben meg-
mutatjuk, hogy minden D digraf elemi graffa alakithaté gy, hogy a maximalis fliggetlen
rendszer mérete, N(D) ne valtozzék.

0. lépés Ugy modositjuk a grafot, hogy S N T = 0 legyen. Tekintsiink ehhez egy
v € SN T pontot. Vegyiink fel egy uj v’ pontot, és kossiik 6t Ossze dupla éllel v'-vel.
T-bél hagyjuk el v-t és vegyiik be a helyére v'-t. N(D) ezaltal nem valtozik, mivel az
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eredeti grafban a v-t tartalmazo és az 1j grafban a v'-t tartalmazé pontos ST-halmazok
kolcsonosen megfeleltethetGk egymasnak.

1. 1épés Legyen D, a D tranzitiv lezartja. Erre N(Dy,) = N(D) nyilvanvalo.

2. lépés Legyen Dgy = Dy, [SUT), azaz Dy, SUT éaltal feszitett részgrafja. N(Dgr) >
N(Dy,) abbol kovetkezik, hogy ha F ST-fiiggetlen Dy,.-ben, akkor D' := {X N (SUT) :
X € F} ST-fiiggetlen rendszer lesz Dgp-ben.

A masik irdnyt egyenlétlenséghez legyen F' Dgp-beli ST-fiiggetlen rendszer. Minden
X' € F'-hoz legyen X :=X'U{v € V- (SUT) : Jvz € A(Dy,),z € X'}. Kihasznélva Gy,
tranzitiv zartsagat azt kapjuk, hogy X is pontos ST-halmaz, és az ilyen X-ek paronként
ST-fiiggetlenek.

3. 1épés Tekintsiik Dg7 olyan erdsen Osszefiiggé komponenseit, melyek teljesen S-ben
vagy teljesen T-ben helyezkednek el. Huzzuk Ossze ezeket egy-egy ponttd; legyen az igy
kapott graf D'. N(D') = N(Dgr) abbdl kovetkezik, hogy egy 0-kifokt halmaz nem metszhet
egy erssen Osszefiiggd komponenst. D' S illetve T altal feszitett részgrafjai aciklikusak
lesznek; az egyediili korok egy S-beli és egy T-beli pont kozti dupla élek.

4. 1épés Képezziik D'-bsl H-t gy, hogy elhagyjuk az olyan s € S csticsokat, amelyekre
van ss' € A(D') él, s’ € S, illetve az olyan t € T csucsokat, melyekre van t't € A(D') él,
t' €T.Legyen Sy =SNV(H), Ty =TNV(H).

N(H) < N(D') belatasdhoz legyen F egy ST-fliggetlen rendszer D'-ben, és legyen
X € F. Azt allitjuk, hogy X N V(H) SygTy-pontos halmaz lesz H-ban. Ha ezt belatjuk,
készen vagyunk, mivel ha X, Y € F ST-fiiggetlenek, akkor X NV (H) és YNV (H) SuTh-
fiiggetlenek lesznek.

XNV (H) természetesen pontos marad, azt kell csak l1atni, hogy XNSy # 0, Ty—X # 0.
Tegyiik fel, hogy X N Sy = 0. Legyen s € X N S. Ekkor s ¢ V(H), tehat amiatt, hogy D’
S-re megszoritva tranzitiv és aciklikus, ezért kell legyen olyan s’ € Sy, melyre ss’ € A(D').
Feltételezésiink szerint s’ ¢ X, vagyis 6(X) > 1, ami ellentmond annak, hogy pontos volt.
Ty — X # 0 ugyanigy lathato be.

Az N(D') < N(H) iranyhoz legyen F' egy SyTy-fliggetlen csalad H-ban. Minden
X' € F'-hoz legyen X = X' U{t € T: 3t € Ty — X' : t't € A(D')}. Alljon F az ilyen
X halmazokbél. Szintén abbol, hogy D' T-re megszoritva tranzitiv és aciklikus, adodik
hogy §(X) = 0, tehat X pontos ST-halmaz. Azt kell belatni, hogy ha X, Y € F, akkor
6k ST-fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy nem ST-fiiggetlenek, vagyis van s € SN X NY és
teT — X —Y pontpér.

s € Sy kovetkezik abbol, hogy a definici6 szerint X NS, Y NS C Sy. Ha t ¢ Sy, akkor
kell legyen egy t' € Ty pont, melyre t't € A(D'). Azt allitjuk, hogy t' € Ty — X' — Y.
Ellenkez6 esetben, azaz t' € X' UY’ esetén ugyanis t € X UY lenne.

Tehat s € Sy N X' NY', ¢ € Ty — X' — Y’ ellentmondésban X' és Y' SyTy-
fiiggetlenségével.

4.2.3. Lemma. Tetszbleges D kiindulasi digraf esetén a végiil kapott H elemi graf lesz.

Bizonyitds. H mindenesetre paros graf. Tegyiik fel, hogy nem elemi. Ez azzal ekvivalens,
hogy van egy tisty Ut, t;,t € T, t; # to, s € S, vagy pedig van egy sitss Ut, 1,82 € 5,
81 # 89, t € T. A szimmetria miatt elég az elébbit vizsgalni. Az 1. lépésben a grafot
tranzitivan lezartuk, tehat behuztuk a ¢ty élt. A 3. 1épésben t;-et és t,-t nem hiuzhattuk
Ossze. Ekkor azonban a 4. 1épés soran t,-t tordlniink kellett volna. O
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Bonyolultsag

A 0-5. lépések megadjak az algoritmust, amivel tetszéleges D = (V, A) digrafot H =
(SUT, A" elemi graffa alakithatunk. A tranzitiv lezart O(nm) id6ben megtalalhato, az
erGsen Osszefiiggd komponensek pedig mélységi kereséssel O(n + m) id6 alatt. Osszesen ez
a redukci6 O(nm) id6ben elvégezhets. H-ban a névels élek optimalis Ey halmaza a 4.2.2.
lemma 1. esetében O(|S||T|) = O(n?) id6ben megtalalhato. A 2. esetben O(|S| + |T'|) =
O(n) id6 sziikségeltetik, a 3. esetben a tartalmazésra nézve maximalis parositast megtalalni
O(m) idé§, és a tobbi lépés O(n) id6ben végezhets. Osszesen tehat az Ey megtaldlasa O(n?)
id6t vesz igénybe. Ebbdl egyszerten elGallithatjuk D egy optimalis névels E élhalmazat:
Minden z € V(H)-ra a redukci6 soran jegyezziik meg az z egyik 6sét D-ben, legyen ez
a(z) € V(D). Egy zy € E, élre legyen a(z)a(y) E-ben egy él. Vagyis az algoritmus futési
ideje O(max(n?,nm)).
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4.3. Utgeneralasi algoritmus

Ebben a fejezetben Gydri tételére ismertetjiik Frank Andréas algoritmusat, elGszor a
stlyozatlan problémara (3.2.7. tétel, [8]), majd a stlyozott esetre (3.2.11. tétel, [9]).

A 3.2.9. lemma és a 3.2.7. bizonyitdsaban leirtaknak megfelelGen a sovany reprezentalt
utak £y rendszerének egy minimdlis lefogisa U egy minimélis generatorrendszerének fog
megfelelni. Emiatt elég a sovany elemekkel foglalkoznunk. Megadjuk Ly egy 7(Ly) elemii
minimélis lefogasat és egy ugyanannyi, v(Ly) elemi maximalis fiiggetlen részét.

Az algoritmus harom fazisban megy végbe. Az els6 fazisban kivalasztunk Ly-bol egy
7 maximalis vazat. A méasodik fazisban a Dilworth-tételt alkalmazzuk: az ismert algorit-
mussal meghatarozzuk Z-nak egy K maximéalis méretd paronként nem Osszehasonlithato
elemekbdl 4116 részét és egy minimélis lancfelbontasat. A vaztulajdonsig miatt K elemei
paronként fliggetlenek lesznek: 6 lesz a dudlis optimélis megoldas. A lancfelbontas Z ele-
meit lefogd F' élrendszernek felel meg. A harmadik fazis soran F-et alakitjuk gy at, hogy
a mérete nem ng, és végiil lefogja L, Osszes tagjat.

1. Fazis A P élein az ey, e,,..., e, sorrendben fogunk végigmenni, gy, hogy kézben
Ly, tagjait két csoportba osztjuk. Z lesz a vaz, T pedig a tiltott parok csoportja. Kezdetben
mindkét csoport {ires.

Az i. lépésben tekintsiik az Osszes (11, €;), (Is, €;), .- ., (Ix, ;) szoros part. Mivel e parok
sovanyok, igy az I; utak élhalmazai nem tartalmazhatjak egymast, ezért feltehetjiik, hogy
b(I;) < -+ < b(Iy), és j(I1) < .-+ < j(Ix). Mindegyik nem tiltott (I;,e;) szoros part
bevessziik Z-be, és letiltjuk az olyan szoros parokat, akiket még nem vizsgaltunk és akik
keresztezik 6t: azaz az Osszes olyan (I,e;) part, akikre j < h <k, > 1, ¢ € I;.

Vilagos, hogy a végiil kapott Z tartalmazasra nézve maximalis vaz lesz: minden (I,7) ¢
T parra lesz Z-nek egy (I,1i)-t keresztezd eleme.

2. Fazis A Dilworth algoritmussal meghatarozzuk Z-nek egy X maximalis méretd,
paronként fiiggetlen elemekbdl all6 részét és egy minimélis lancfelbontasnak megfelels Z-t
lefogo F élrendszert. Ezekre || = |F| fog teljesiilni.

3. Fazis Ha F lefogja £y, valamennyi tagjat, akkor készen vagyunk. Ha nem ez a hely-
zet, valasszunk egy olyan (I, i) még nem lefogott part, melyre |(Z,¢)~| minimalis. (1,4) ¢ Z,
kell legyen tehat olyan (K, k) € Z, melyre k,i € INJ, b(K) < b(I), és k megel6zi i-t.
Valasszuk (K, k)-t gy, hogy (K, k)" minimélis legyen.

(I,7)” minimalitasa miatt F lefogja (I,k)-t.

4.3.1. Lemma. (K i) € T.

Bizonyitds. Ha (K, 1)-t letiltottuk, ugy kellett legyen olyan (J,e) € Z, akire e,i € K N J,
b(J) < b(K), és e megel6zi i-t. Ha e megel6zné k-t, akkor (K, k) és (J,e) keresztezsk
lennének, hiszen k,e € K N J. Tehat e vagy egyenld k-val, vagy koveti. Ekkor (J,e) € Z,
e,i € INJ, b(J) < b(I) és e megelszi i-t. Teljesiil tovabba (J,e)™ C (K, k)", ami pedig
(K, k)" minimalis valasztasanak mond ellent. O

Eszerint F egy fi = z1y; éle lefogja (I,k)-t, egy fo = zays éle pedig lefogja (K, 1)-

t. Legyen f| = x1y, és fi = xay;. Modositsuk F-et F'-re gy, hogy az f; és fo éleket
kicseréljiik f{-re és fi-re. Mivel f; és fo nem fogjak le (I,7)-t, a szoban forgd pontokrol az
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alabbit tudjuk:

Azt akarjuk, hogy F' szigorian tobb sovany part fogjon le, mint F. E felirasobol latszik,
hogy fi lefogja (I,i)-et, akit F' nem fogott le. Az alabbi lemmat kell tehat még belatni:

4.3.2. Lemma. Ha F lefogott egy (I',i") sovany part, akkor ezt F' is lefogja.

Bizonyitds. Baj csak akkor lehet, ha (I',4')-t F-nek csak egyetlen éle fogta le, és ez f; volt
vagy f2. Minden més esetben F' trividlisan le fogja 6t fogni.

Ha ez az egyetlen él f,, akkor a fenti felirdsbol kovetkezik, hogy vagy fi, vagy f; fedni
fogja 6t. Ha pedig f, az egyetlen (I',i')-t lefogé él, akkor tegyiik fel indirekten, hogy sem
f1, sem f; nem fogja le 6t. Abbol, hogy f| nem fogja le, kvetkezik, hogy j(I') < ya, abbol
pedig, hogy f> nem fogja ke, azt kapjuk, hogy b(I') > 5. Ekkor azonban k € I' C K
ellentmondésban azzal, hogy (K, k) sovany par volt. O

4.3.1. A stlyozott eset

Az elébbi algoritmust Frank Andras a 3.2.11. tételre is altalanositotta ([9]). Legyen
adott egy w nemnegativ egész értékd silyozas az éleken. Az algoritmus megadja U-nak
egy minimalis w-generatorit, és reprezentalt utaknak egy ugyanakkora silya fliggetlen
rendszerét. (Ezen fogalmak definiciéi a 3.2.5 fejezet végén talalhatoak.) Legyen E* az Gsszes
v;v; (i < j) élek halmaza. Legyen F egy (esetleg tobbszoros éleket is tartalmazo) élrendszer.
Ezt egy z : E* — Z, vektorban fogjuk tarolni, ahol z(e) azt fejezi ki, hogy az e él hanyszor
szerepel F-ben. Legyen |z| := ) _p. z(e).

Jelojiik p,(I, f)-fel az (I, f)~-bol (I, f)*-ba mens F-beli élek szaméat. Legyen az (I, f)
par sulya w(I, f) = w(f). Mondjuk azt, hogy z w-fedi az (I, f) part, ha p,(I, f) > w(I, f).
Legyen az (I, f) par z-hidnya def(I,f) = (w(I, f) — pr(I, f))*. def(I,f) > 0 esetén
nevezziik (I, f)-et hidnyos parnak.

Az algoritmus a sovany reprezentalt utak Ly rendszerének egy z minimalis w-fedését
fogja megadni (azaz ami minden elemet w-fedni fog). A 3.2.9 lemma kénnyen lathatéan
érvényben marad erre az esetre is, tehat z U,-t is w-fedni fogja. Innen a szokasos moédon
kaphatjuk U-nak egy w-generatorat: minden zy € E* élhez z(zy) példanyban vegyiink egy
olyan utat, aminek a kezdGpontja z, a végpontja y. Sziikségiink lesz az alabbi lemmara:

4.3.3. Lemma. Legyenek (X, i) és (Y, j) keresztez6 soviny péarok. Ha a (K, k) soviny par
egyikiiket sem keresztezi, akkor nem keresztezi sem (X,1) V (Y, j)-t, sem (X,7) A (Y, 5)-t.

Ezt rogton egy kicsit altalanosabb esetben latjuk be:

4.3.4. Lemma. Legyenek X = (X ,X"),Y = (Y ,Y ™) keresztezs parok, K = (K ,K™)
egy tovabbi par. Tegyiik fel, hogy K nem keresztezi sem X-et, sem Y -t. Ekkor nem fogja
keresztezni X VY-t és X NY-t sem.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy K Gsszehasonlithaté mind X-szel, mind Y-nal. K < X
és Y < K nem lehet, mivel ebbsl Y < X adddna, ellentmondasban azzal, hogy keresztezd

26



parok. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy K < X,Y. Ekkor azonban K < X VY,
K < X ANY, amibdl az allitas kdvetkezik.

Mésodszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor K mind X-t6l, mind Y-tél fliggetlen. A
szimmetria miatt feltehetjiik, hogy X~ N K~ = (. Ekkor K~ N (X~ NY~) = 0, vagyis
X AY mindenesetre fiiggetlen K-t6l. Ha Y " NK~ = @, akkor K~ N(X~UY ") = () biztositja
X VY és K fiiggetlenségét; ha pedig YT N KT = (), akkor ugyanez K™ N (X TNY*) =0
miatt lesz igaz.

Tegyiik most fel, hogy K pontosan az egyikiikt6l fiiggetlen. Legyen mondjuk fiig-
getlen X-t6l, és legyen Y-nal Osszehasonlithatd. A szimmetria miatt foltehetjiik, hogy
X~ N K~ = (), amibél ismét az fog kovetkezni, hogy X AY fiiggetlen K-t6l. Mivel K
és Y oOsszehasonlithatok, X és Y pedig keresztez6k, ezért X~ N K~ = () csak gy lehet, ha
K <Y.Viszont Y < X VY, tehat K < X VY, ismét készen vagyunk. U

A minimalis w-fedéssel egyiitt az algoritmus meg fog adni egy ugyanakkora Gsszsilya
fiiggetlen elemekbdl 4116 rendszert is. A harom fazis az el6z6 algoritmus fazisainak fog
megfelelni:

1. fazis Egy 7 vaz meghatarozasa. Most az e; élek w-stlya szerinti cs6kkend sorrendben
megyiink végig. Azaz egy olyan teljes rendezését tekintjiik £y,-nak, melyben (K, k) megel6zi
(J,e)-t, amennyiben w(k) = w(K, k) > w(J,e) = w(e).

Ebben a sorrendben mohoén épitjiik fel az Z vazat: a soron kovetkezd elemet akkor
vessziik be, ha nem keresztez egyetlen addig bevalasztott elemet sem.

Legyenek a végs6 Z elemei (K7, k;), (Ka, ks), ..., (KN, ky), a bevalasztas sorrendjében.
Minden (J,j) € Ly — Z-re van Z-nak egy (J,e)-t keresztezd eleme. Legyen | = ¢(J,j) a
legkisebb olyan index, amelyre (K7, k;) keresztezi (J, e)-t.

2. fazis A 2.3.2. stlyozott Dilworth-algoritmussal meghatarozzuk Z-nak egy X maxima-
lis stlyd paronként nem Osszehasonlithato elemekbdl all6 részét és egy minimalis sulyozott
lancfelbontasnak megfelels z fedést ugy, hogy w(Z) = |z|.

3. fazis Ha F w-fedi Ly-t is, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor z-t ugy fogjuk
valtoztatni, hogy a |z| ne n8jon, és Ly elemeinek z-hidny Gsszege cs6kkenjen.

Ehhez tekintsiik az a (I,¢) hidnyos sovany part, melyre ¢(I,7) a legnagyobb. Legyen
(K, k) = (Kyu1,), kyriy)- (I,7) és (K, k) tehat keresztezni fognak.

Feltehetjiik, hogy k megel6zi i-t. (Ha nem igy volna, forditsuk meg a P ut iranyitasat
és vele az Osszes élt és minden (X, z)-re cseréljiik fel (X, z) -t és (X, z)"-t.)

E feltételezés mellett (K,i) = (I,7) V (K, k) és (I, k) = (I,i) A (K, k) A 3.2.8 lemma
szerint Ly keresztezd rendszer. Igyhat (K, i) és (I, k) is sovany parok lesznek.

4.3.5. Allitas. F w-fedi mind (K,4)-t, mind (I, k)-t.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy def(I,k) > 0 (a bizonyitas ugyanigy fog menni (K, i)-re). Z
minden elemét lefogtuk, ezért (I, k) ¢ Z. (I,1) valasztasa miatt I' = ¢(I, k) < t(I, f). Mint-
hogy (I,k) = (K, k), ezért itt nem &allhat fenn egyenldség. Tehat (K, ky) nem keresztezi
sem (K, k)-t (mindketten Z elemei), és ¢(I,4) definicidja szerint ¢(I,7)-t sem. Ez azonban
ellentmond a 4.3.3 lemmanak. O

4.3.6. Allitas. Van olyan f; = 21y, € E* él, melyre zy € (I,i) N (K,k)", y1 € (I,i) N
(K,k)*, és z(f1) > 0. Van tovabbd egy olyan fo = z3y, € E* él, melyre zo € (K, k)™ —
(1), y2 € (I,))" N (K, k)t és z(f2) > 0.
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Bizonyitds. Az 1. fazis soran (I,i)-t (K, k) miatt nem valasztottuk be. Igy a sorrendben
(K, k) megelozte (1,4)-t, azaz w(Il, k) = w(k) > w(i) = w(I,7). Tudjuk, hogy z nem w-fedi
(I,1)-t, fedi azonban (I, k)-t. Kihasznalva azt a feltevést, hogy k megel6zi i-t, kovetkezik
a kivant f; létezése. Hasonléan, mivel z w-fedi (K, i)-t és w(1,i) = w(i) = w(K, 1), kapjuk
a kivant f, létezését. O

A 3. fazisban tehat a kovetkez6t fogjuk csinédlni. Kivalasztjuk azt az (I,:)-t, amelyre
t(I,1) maximalis, és 2-t z'-re valtoztatjuk az alabbi médon. Legyen ¢ := min(z(f1), 2(f2)),
fi = 1y, f3 = zay1. Legyen 2'(f1) = 2(f1) — 6, 2'(f2) = 2(f2) — 6, 2'(f1) = 2(f1) + 6,
2'(f3) = z(f3) + 0, egyébként pedig legyen z'(f) = z(f). Nevezzik ezt a lépést (I,1)
atkeresztezésének.

f1 és f> nem fedte, azonban f] fedni fogja (I, 7)-t, ezért vilagos, hogy def(I,7) csokken.
Azt kell hat még megmutatnunk, hogy

4.3.7. Lemma. Minden (I',i') sovdny parra p,(I',i') > p,(I',7').

Ennek bizonyitasa sz6 szerint megegyezik a 4.3.2 lemma. bizonyitasaval.
Tehéat egy ilyen 1épés soran az elemek z-hidnyosszege szigoriian csokken, azaz véges sok
lépésen beliil az algoritmus véget ér.

Bonyolultsag

Itt most fi-et és fo-t a megadott feltételek mellett tetszélegesen valaszthattuk. Ahhoz
azonban, hogy erésen polinomiélis algoritmust kapjunk, még az alabbi kikdtést tessziik:
Legyen f; minimalis abban az értelemben, hogy az z,y; 1t a lehet§ legrévidebb, fo pedig
maximélis, azaz az oy, Ut a lehets leghosszabb.

4.3.8. Allitas. Egy adott (I,i)-t legfeljebb (5) alkalommal kereszteziink t.

Bizonyitds. Egy atkeresztezés soran vagy z(f1), vagy z(f2) nullara csokken. f; és fo mini-
malis illetve maximalis valasztasa okan (I,7) tovabbi atkeresztezései soran z(f1) és z(f2)
értéke nem nchet. Ezért legfeljebb |E*| = (}) atkeresztezés utan (I,i) z-hidnya 0-ra csok-
ken, azaz fedve lesz. O

4.3.9. Allitas. £y < n?.

Bizonyitds. Minden e € P élre és v; € P csticsra legfeljebb egy olyan sovany (J,e) par
lehet, melyre b(J) = v;. Ebbél az kivetkezik az allitas. O

Ezen allitasokbol kdvetkezik, hogy legfeljebb n* atkeresztezési lépés lehet.

Ly < n? miatt ez az els6 és a masodik fazis bonyolultsigéra is felss becslés, azonban a
masodik fazis bonyolultsiga O(nS) is lehet.

Benczur A. Andras, Jorg Forster és Kiraly Zoltan [10] belatték, hogy egy vaznak leg-
feljebb O(nlogn) eleme lehet. Ennek alapjan O(nm +n?y/nlogn) becslés adodik a 2. fazis
bonyolultsigara. A legjobb becslésiik a stlyozatlan esetre O(n?5log3/?n).
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Tovabbi altalanositasok

Az algoritmus elmondhat6 szinte sz6 szerint ugyanigy arra az esetre, amikor P nem 1t,
hanem kor. Frank Andréas tovabbi altalanositidsa az, hogy ha a w élsilyozas mellett adott
a pontokon egy dp és d; stlyozas. Egy e = (u,v) él behtuzasanak koltsége dp(u) + d;(v),
és feladatunk az U legolcsobb w-fedésének megtalalasa. Ehhez mindGssze a 2. fazist kell
megvaltozatni, ahol a minimalis koltségi stulyozott Dilworth algoritmust kell hasznalni. A
3. fazisban az atkeresztezések sordn az 0sszkoltség nem valtozik.
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4.4. 0-1 értéki szupermodularis fiiggvény fedése

A 4.3. részben leirt (stlyozatlan) utfedési algoritmus gondolatmenete altaldnosithato a
Szupermodularis Fedési Tétel azon 3.1.6 esetére, amikor p 0-1 értékii:

4.4.1. Tétel. Ha P halmazparok keresztez6 rendszere, akkor a P-t lefogo élek minimalis
7(P) szdma egyenld lesz a P paronként fiiggetlen elemeinek maximalis v(P) szdméval.

Ennek legfontosabb alkalmazasa az, amikor adott egy D = (V,A) k — 1-szeresen ST-
Osszefliggd digraf, akit minimalis szama él hozzavételével k-szorosan ST-Osszefiiggévé sze-
retnénk tenni. Ekkor az egyiranyu parok P csalddja keresztez6 rendszer lesz. Az itt leirt
algoritmus Frank Andrés [11]| cikkének tovabbgondolasabol szarmazik. ElGszor leirjuk az
algoritmust arra a specialis esetre, amikor k — 1-Gsszefiiggd grafot noveliink k-6sszefiiggore,
ezt koveti majd az altalanos eset leirasa.

Legyen F keresztez6 rendszer, és egy K C F halmazra legyen

F+K:={X € F: X nem keresztezi K-t}

F+K:={X € F: X nem keresztezi IC egy elemét sem}

Az alabbi két lemma koziil az els6 a 4.3.4. lemma kozvetlen kdvetkezménye, a masodik
pedig egyszertien belathato.

4.4.2. Lemma. F + K is keresztezd rendszer

4.4.3. Lemma. Ha az f él lefogja X VY-t vagy X AY-t, akkor f lefogja X-et vagy Y-t
is.

Nevezziink egy X part kovérnek, ha létezik olyan téle kiilonb6z6 Y par, hogy Y~ C X~
és YT C X*. A nem kovér parokat hivjuk sovanynak. Legyen K € F egy sovany elem,
F' =F+ K, és F' F' egy fedése. f| = z1y1, f5 = x2y, legyenek F' elemei, és legyen

fl = T1Y2 és f2 = Ta2Y1

F':=F —{fl, 1} +{f1, fo}

Mondjuk azt, hogy F” F'-bél f| és f; atkeresztezésével keletkezik. Nevezziik ezt javito
atkeresztezésnek, ha F" szigorian t6bb elemét fedi le F-nek, mint F’ tette. Az algoritmus
lényege az aldbbi lemma lesz:

4.4.4. Lemma. Legyen F keresztezs rendszer, K egy sovany eleme, és F' F =+~ K egy
fedése. Ha F' nem fedi le F minden elemét, akkor van javité atkeresztezés.

Bizonyitds. Valasszuk az F' altal nem fedett X,Y € F-et gy, hogy X <Y, tovabba X
minimélis abban az értelemben, hogy X' < X, X' € F esetén F' fedi X'-t, és Y ugyanilyen
értelemben maximalis.

Mivel F' nem fedi X-et és Y-t, ezért X, Y € F — F', azaz mindketten keresztezik K-t.
Ezért XNK < X és YUK > Y. X minimalitdsa miatt X N K-t fedni fogja F' egy f; = z1y1
éle. Minthogy F' nem fedi X-et, ezért z; € X " NK~, y, € KT — X™*. Hasonloan, Y U K-t
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egy olyan f, = zoys €l fogja fedni, amire 1, € K~ — Y~ ésyo € KT NY ™. Legyen fi, fo,
F" az, amit fentebb definidltunk.

Megmutatjuk, hogy {fi, f5} atkeresztezése javito atkeresztezés lesz. Minthogy F” fedi
X-et, F' pedig nem, ezért csak azt kell megmutatni, hogy minden olyan elemet, amit F’
fedett, azt F" is fedni fog.

Tegyiik fel indirekten, hogy van egy F’ altal fedett, de F" altal nem fedett L elem.
Egy F' — {f}, f3}-beli él nem fedheti 6t, és az sem lehet, hogy mind f{, mind f; fedje.
Tehat L-et F'-ben pontosan egy él fedi, méghozza vagy f|, vagy f5. A szimmetria miatt
feltehetjiik, hogy f| fedi L-et. (Ezutan a feltevés utidn mar csak Y-nal dolgozunk, X-re
nem lesz sziikségiink.)

4.4.5. Allitas. YT NLT #£0

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy Y* N L+ = ). Tekintsikk a Z := [[LAK)VY|]AK
elemet. Mivel YT NLt =0, ezért Z+ = K* és Z- C K~ — x5 C K, ellentmondva annak,
hogy K sovany. O

Eszerint Y és L nem fiiggetlenek. Nem is Osszehasonlithatok, mivel yo € YT — Lt és
y1 € LT =Y . Ezért Y VL > Y. Y maximalitdsa miatt Y V L fedve van F’ egy f elemével.
Ez mind f{-t6], mind f,-t6l kiilénbozik, mivel y; és y» nincsenek benne LT NY T-ban. Tehat
f € F"N F', ami miatt f sem Y-t, sem L-et nem fedheti. Ez azonban ellentmond a 4.4.3
lemmanak ]

Tegyiik fel, hogy adott egy sovany elemekbdl all6 Z vaz. Ebben a Dilworth algoritmus
egy minimalis F fedést és egy ugyanennyi elemd maximélis fiiggetlen rendszert ad. Ha Fj
fedi P + Z-t, akkor a 4.4.4. lemma alapjan el6 tudjuk allitani a teljes P poset ugyanannyi
elem( fedését. Egy nem bévithet6 vazat hivjunk teljes vaznak. Ha T teljes vaz, akkor a
feltétel teljesiilni fog. Altalaban sajnos nem lesz igaz, hogy létezik sovany elemekbd] allo
teljes vaz. Az alabbi specialis esetben azonban igen, mivel minden elem sovany lesz.

4.4.1. Osszefiiggbség novelése eggyel

Legyen D = (V,A) (k — 1)-6sszefiiggé iranyitott graf. Alljon most P a D azon X
egyiranyt parjaibol, melyekre pges(X) = 1. Kénnyen lathat6, hogy P keresztezd rendszer.
Mivel minden ilyen X € P-re [V — (X~ UX™)| =k — 1, ezért P minden eleme sovany.

Teljes vaz épitése
Egy Z vazat nevezziink alvaznak, haV K € I, Z < K, Z ¢ T esetén Z + Z nem vaz.

4.4.6. Allitas. Az dsszes <-ra nézve legnagyobb és legkisebb par benne van minden teljes
vazban.

Bizonyitds. X és Y keresztez6 parokra X VY illetve X A'Y <-re nézve szigortan kisebbek
ill. nagyobbak X-nél és Y-nal is. Tehat egy legnagyobb vagy legkisebb par nem keresztezhet
senkit. n
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Ennek kovetkezményeként egy alvaz pontosan akkor teljes, hogyha tartalmazza az
Osszes legnagyobb part. Egyrészt az el6z6 allitas szerint az Osszes ilyet tartalmaznia kell.
Masrészt, ha az Osszeset tartalmazza és bévithetd, akkor nem lehet alvaz, mert tetszéleges
parnal van nagyobb a legnagyobb parok koézt.

Legyen 7 C P alvaz és M € P — I egy legnagyobb par. Legyen

T'={LeIL<M}; T =I-T

Azt mondjuk, hogy K € P—Z, K < M M-illik Z-hez, ha fiiggetlen Z” minden elemétsl
és 7' minden elemét vagy tartalmazza, vagy fiiggetlen téle. Ha egyértelmii, hogy mi az M,
akkor roviden azt mondjuk, hogy K illik Z-hez.

Megjegyzés Maga M példaul egy Z-hez ill§ par lesz.

4.4.7. Lemma. Ha 7 alvdz, K € P —Z, K < M, akkor ekvivalens az alabbi két allitas:
(i) K illik Z-hez, (ii) T + K véz.

Bizonyitds. (i) = (4i) kovetkezik a definiciobol. A masik irdnyban az alvaz definici6ja
miatt vilagos, hogy semmilyen L € Z-re nem lehet K < L. Azt kell még latni, hogy
semmilyen L € Z"-re nem lehet L < K. Ez pedig azért igaz, mert belle L < K < M
miatt ellentmondésra jutnank Z"” definiciojaval. O

4.4.8. Kovetkezmény. Ha K < M egy legkisebb ZI-hez ill6 par, akkor T + K is alvaz.

Bizonyitds. T+ K mindenesetre vaz. Ha nem lenne alvaz, az gy lenne lehetséges, ha volna
egy J < K < M, akire T + J vaz. J = M és igy hasznalhatjuk az el6z6 lemmaét: eszerint
J is illik Z-hez. Ez azonban ellentmondas. U

Megvaldsitas

Teljes alvaz épitését tehat agy tudjuk kivitelezni, hogy kiindulunk az iires halmazbol.
Ha egy lépésben T tartalmazza az Osszes legnagyobb elemet, akkor készen vagyunk. Ha
viszont létezik M € P — Z, akkor az el6z6 lemma alapjan Z bévithets dgy, hogy alvéz
maradjon. Ehhez elgszor is meg kell taldlnunk a legnagyobb elemeket.

Tartalmazasra nézve legsziikebb és legb6vebb minimalis st vagasok keresése
halézatban

Legyen a H = (U, E) halozat élein adva egy g > 0 kapacitasfiiggvény.

4.4.9. Lemma. Ha adott egy x maximdlis méreti st folyam, akkor egy halmaz pontosan
akkor minimélis vagas, ha minden kilépé e élre z(e) = g(e) és minden belépd e élre z(e) = 0

Ebbél vilagos, hogy két minimalis st vAgas metszete és unidja is miniméalis st vagas, tehat
létezik egyértelmd m tartalmazasra nézve legsziikebb és M legb6vebb minima4lis st vagas,
amik az 0sszes minimalis st vigas metszeteként ill. uni6jaként allnak els. Az MFMC algo-
ritmus futdsdnak végén addédé minimalis vagas éppen m lesz. M-et pl. a forditott grafon a
minimélis ts folyamhoz tartozé minimalis vigasként kaphatjuk.
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Ennek alkalmazasa grafokra

Epitsiink a D = (V, A) (k — 1)-6sszefiiggs, de nem k-Gsszefiiggs grathoz egy H = (U, E)
hal6ozatot. Ebben minden = € V pontnak egy z' kezds- és egy z” végpont feleljen meg.
Vegyiink a hal6zatba minden z-re egy x'z" élt 1 kapacitissal és egy "z’ élt oo kapacitassal.
Ha zy € A, akkor huzzunk be a halézatba egy oo kapacitasu x"y’ élt. Nevezziink egy Z
vagast valodinak, ha van olyan z,y € V, amire 2" € Z és y ¢ Z. Egy valodi vagas értéke
legalabb k£ — 1, hiszen D-ben van eme x és y pontok kozt k£ — 1 pontdiszjunkt at, amiknek
a halozatban értelemszeriien egy k — 1 értéki z"y’ folyam felel meg.

Egy Z minimalis értéki valodi vagashoz tekintsiik az Xy = {z € D|z',2" € Z} és Y, =
{y € D|y,y" ¢ Z} cstcshalmazokat V-ben. Ekkor (Xz,Y7) € P. Ugyanis ha valamely
x € Xz-bdl menne él egy y € Yz-be, akkor a halozatban az z"y' végtelen kapacitasa él
kilépne Z-bdl. Tovabba |V — (XzUYZ)| = k—1, hiszen e halmazban azok a pontok vannak,
akiknek halézatbeli kezd6pontja Z-ben, a végpontja U — Z-ben van. Az § szdmuk k — 1,
mivel a vagas értéke is ennyi.

Megforditva, tetszdleges (X, XT) € P-nek H-ban megfelel egy Z minimélis értéki
valodi vagas: Z = {z',2"|lr e X} U{2' |z e V - (X" UXT)}

Mondjuk azt, hogy X € P egy zy par, ha z € X, y € XT. Egy <-ra nézve legkisebb
(legnagyobb) X € P zy parnak H-ban egy tartalmazéisra nézve legsziikebb (legb&vebb)
z"y" minimalis értékd valodi vagas felel meg. Minthogy az ilyen vagasok mind valddiak, e
feladat az el6z6 pontban targyalt moédon elvégezhetd.

Az Gsszes legnagyobb P-beli elem megkereséséhez tetszbleges x,y € V parra keresiink
=<-ra nézve legnagyobb olyan (X ,XT) € P part, amire z € X és y € X, és ezek
halmazabdl tekintjiik a legnagyobbakat.

Alvazbovités
Ezek utén leirjuk az alvaz bévitésének egy 1épését.

4.4.10. Allitas. Egy T vazban tetszéleges N parnal kisebb parok tévei laminaris rendszert
alkotnak.

Bizonyitds. Legyen L, J < K. Vagy L < J, vagy J <X L, vagy pedig fiiggetlenek. Ez utébbi
esetben a toveik diszjunktak, hiszen LT N JT D Nt #£ () d

Hasznéljuk az alabbiakban a 4.4.1. szakasz jeloléseit! Legyenek Ly, ..., L, az T'-beli legna-
gyobb elemek, az § toveik az el6z6 allitas szerint M~ paronként diszjunkt részhalmazai.
Huazzuk be a D = (V, A) grafba az Gsszes olyan élt, ami valamely Z"-beli par t6vébdl a
fejébe megy. Legyen az igy kapott graf D' = (V, A').

4.4.11. Allitas. Legyen J D-ben egyiranyi par. Pontosan akkor lesz D'-ben is az, ha T"
valamennyi elemétdl fiiggetlen.

Bizonyitds. Két egyirdnyd par pontosan akkor foghatd le egy éllel, ha nem fiiggetlenek.
Abbol, hogy hozzavett élek mindegyike lefogja Z" egy elemét, kovetkezik az allitas. O
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Tehat K € P —Z, K < M pontosan akkor illik Z-hez, ha D’-ben is egyiranya par, és
tetsz6leges ¢ = 1,...,r-re Li-re L; < K vagy L; és K filiggetlenek. A 4.4.8. kovetkezmény
szerint 7 bévithets egy olyan K parral, amely ezeket a feltételeket kielégiti és tartalmazésra
nézve minimalis.

Készitsiik most el a fentebb leirt moédon a H' halézatot a D' grafhoz! A H” ettél még
annyiban kiilénb6zzon, hogy minden ¢ = 1, ..., r-re tetsz6leges =,y € L, -hoz hizzuk be
az x'"'y" élt oo kapacitéssal. Az igy kapott halézat valodi minimalis vagasai éppen az L;
paroknak és Z-hez ill6 paroknak felelnek meg. Ez utébbiak koziil kell tartalmazasra nézve
minimélisat keresniink.

Legyen C; = M~ \ Ul_,L;. Ha C; = 0, akkor legyen R; = M, egyébként vilasszunk
tetsz6leges z; € C;-t. Legyen R; H”-ben tartalmazisra nézve legsztikebb z'/y! vagashoz
tartozo egyirdnyt par.

Ezutan minden lépésben legyen C;1 = R; \ (Ui_;L; U {1, 2o, ...,z;}). Ha Ciq # 0,
akkor legyen z;;1 € Cji1. Legyen R;.1 H"-ben a tartalmazéisra nézve legsziikebb z}, ,y'
vagasnak megfelel§ egyiranyt par.

Tegyiik fel, hogy C;;; = 0. K < R; akkor lehet Z-hez ill, ha K tove legalabb két
L; C R; halmaz unidjaként all eld.

Ezért a kovetkezd fazisban vélasszunk minden L; C R;-ra egy z; € L; pontot, és minden
j <l parra készitsiik el H"-bdl a 27z oo kapacitasi él hozzévételével a Hj hélézatot, és
tekintsiik ebben a tartalmazésra nézve legsztikebb 2}y’ vigasnak megfelels egyirdnyt pért.
Ezek koziil egy tartalmazésra nézve minimalisat valasztva egy megfelel6 K halmazt kapunk.

Vazbontas

Az el6z6 pontban meghataroztunk egy Z teljes alvazat. Legyenek ennek elemei a hoz-
zévétel sorrendjében K, K,..., K, és legyen T; = {Ky, ..., K;_1}, valamint F; = P =+ I;.

A Dilworth-algoritmussal ebben meg tudunk hatarozni egy miniméalis F’ fedést és egy
maximalis antildncot, ami a vaztulajdonsag alapjan éppen egy maximélis fiiggetlen rend-
szer lesz.

Ezutan az alabbi FULL-FLIP [11] szubrutint fogjuk hasznélni:

Bemenet: F; 1 = F; +~ K egy F' fedése.

Kimenet: F;-nek egy |F’| elemi fedése.

Amig F' nem fedi Fj-t, valasszunk X,Y € F; fedetlen elemeket tgy, hogy X <Y,
és X minimélis, Y pedig maximalis ilyen tulajdonsigiu elem (az 4.4.2. lemmaban leirt
értelemben.) Valasszunk egy X A K-t fed6 f] € F' és egy Y V K;-t feds f; € F' élt.
F'-ben keresztezziik at {f{, f3}-t.

E szubrutin az 4.4.2. lemma értelmében helyesen miik6dik. Induljunk ki j = m-bdl!
Mivel Z teljes alvaz, ezért nincs olyan par, aki minden elemétél fiiggetlen lenne, igy F,, = 0.
Ezutdn a fenti szubrutin hasznalatédval minden lépésben megadjuk F; egy fedését, j =
m—1,...,0. Fo = P, tehat végiil egy jo fedést fogunk kapni.

A kivitelezés soran X és Y taldlasa az egyetlen nem trividlis lépés. Valasszunk egy
K; < M legnagyobb part és egy ¢ € M~ pontot. Olyan <-ra nézve legkisebb és legnagyobb,
F' altal nem fedett X (z, M),Y (z, M) € F;-t fogunk keresni, amik kisebbek M-nél és toveik
tartalmazzak z-et. Legyen Dy = (V, A + F'). Az alabbi allitas a 4.4.7. lemma trivialis
kovetkezménye.
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4.4.12. Allitas. Ha Z < M olyan egyirdnyt par D-ben, amit F' nem fed le, és I+ 7
vaz, akkor Z Di-ben M-illik T;-hez.

Keressiink tehat - amennyiben léteznek - X (z, M) legkisebb és Y (z, M) legnagyobb Z;-
hez M-ill6t, aminek tove tartalmazza z-et. Ennek megvalésitasdhoz készitsiik el a Vazépités
részben leirt modon a H” segédgrafot D;-hez. Legyen yo € M, és keressiink legsziikebb és
legb6vebb zy, vagast. X (z, M) és Y (z, M) legyenek az ezeknek megfelels parok.

Végezziik el ezt az Osszes (z, M) parra. Ha egyikre sem létezik X (z, M) és Y(z, M),
akkor F' fedi F;-t. Ha néhany (z, M) parra léteznek, akkor legyen (zq, M) olyan, amire
Y (zy, Mp) ezek koziil <-ra legnagyobb, és ezen beliil X (z, My) legkisebb.

4.4.13. Allitas. X' < X(z, My), X' € F; esetén F' fedi X'-t.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik a feltételt kielégité X', amit F' nem fed. Ekkor valamely
(', M') parra X(z', M') 2 X' < X (z9, M)). Ekkor &' € Y(zo, M)~ s emiatt Y (z', Mp) >
Y(zg, My). X (2!, M") < X(z9,Mp) = My miatt X(z', My) <X X(2', M'") < X(z0, M)
kovetkezne, vagyis (2, Mp) ellentmond (zg, M) vilasztasanak. O

Tehat X (xo, My), Y (zo, Mp) ki fogja elégiteni a FULL-FLIP algoritmus feltételét.

Bonyolultsag

Az sszes legnagyobb vagéas megtalalasa tehat O(n?MC). [1] 4.7 kévekezményébsl tud-
juk, hogy van diszjunkt utakboél és korokbél 4116 minimalis nével6 halmaz, tehat az 4.4.2
tétel szerint egy maximélis fliggetlen rendszer mérete legfeljebb n. Egy lanc mérete legfel-
jebb n, igy a Dilworth-tétel polarisa szerint |Z| < n?. Igy n? novelési 1épés van. Minden
lépésnél legfeljebb n + (7)-szer keresiink minimélis vagast, azaz Ssszesen O(n') lépést te-
sziink Z felépitéséhez.

Konnyen lathato, hogy atkeresztezésbdl legfeljebb O(n?) lehet, és egy atkeresztezés so-
ran O(n?) (z, M) part valasztunk, és mindegyikre X, Y keresése 2 MFMC végrehajtasaval
torténik, azaz FULL-FLIP lépésszama O(n°MC). Igy az 6sszbonyolultsag O(n®MC) =
O(nd).

4.4.2. Az altalanos eset

Ko6nnyen mutathaté ellenpélda arra, hogy az &ltalanos esetre a fenti algoritmus nem
miikdik helyesen. Altalaban a legnagyobb és legkisebb elemek sem feltétleniil sovanyak,
teh&t nem lesz csupa sovany elembdl 4116 teljes vaz. Ezért bevezetiink egy, a sovanysignal
gyengébb fogalmat. Nevezziik K € P-t sovanyfejinek, ha nincs olyan Z € P, amire Z~ =
K, Z* C K*. A nem sovanyfeji parokat nevezziik kovérfejiinek.

Megjegyzés: Egy sovanyfejli par nem feltétleniil sovany. Igaz azonban, hogy az 0sszes
legnagyobb par sovanyfeji, hiszen ha van ilyen Z, akkor K < Z.

Vilagos, hogy tetszdleges K elemre létezik sovanyfeji L, amire L~ = K, LT C K.
Nevezziik az ilyen L-eket K fejredukaltjainak. K fejredukaltjai paronként fejdiszjunkt pa-
rok lesznek.

Egy sovanyfeji elemekbdl allo Z vazat nevezziink sovdnyfeji alvdznak, ha V K € Z,
Z < K,Z7Z € P+T—T esetén Z kovérfeji. Egy nem bévithetd sovanyfeji alvazat nevezziink
teljes sovanyfejii alvaznak.
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4.4.14. Lemma. Legyen T teljes sovinyfeji vaz, és F' T egy fedése. Ekkor F' fedi P +I-t.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Z € P +Z, és F' nem fedi Z-t. Legyen J Z egy fejredukaltja.
Ha J € Z, akkor F' lefogja J-t, és igy lefogja Z-t is.

Ha viszont J ¢ Z, akkor J keresztez egy L € T elemet. Ekkor Z és L is Gsszefiiggdk.
Megmutatjuk, hogy nem lehet Z < L, sem L < Z, azaz L és Z keresztez6k, ami miatt
Z¢P+T.L<Zesetén L < Z < J ellentmond annak, hogy J keresztezi L-et. Tegyiik
most fel, hogy Z < L. Ekkor J~ = Z~ C L. L és J keresztezése miatt Lt N JT # (),
Lt —Jt#0.Ezért (LVJ) =L, (LVJ)" C L*, ellentmondva L sovanyfejtiségének. [

Ha sikeriil talalni egy teljes sovanyfejd alvazat, akkor onnantél el tudjuk végezni a
vazbontast. Az el6z6 lemma szerint kiinduladskor F' fedi P + Z-t, és azt allitjuk, hogy
utana minden lépésben hasznélni fogjuk tudni a 4.4.4. lemmat.

Vizsgaljuk meg ugyanis e lemma alkalmazasat F = F; = P+Z;, K = K; esetén! Abban
az esetben, ha L-et f{ fedi, akkor Z = [(LAK;)VY]A K létezésébdl jutunk ellentmondasra,
ugyanis Z* = K} és Z~ C K; . Ha pedig L-et f; fedi, akkor Z' = [(LV K;) AY] V K;
adja az ellentmondést Z'~ = K- és 7" C K ]+ révén. K;-r6] tehat a sovanysaga helyett
elég annyit feltételezni, hogy nincs olyan Z € F;, akire vagy Z= = K, Zt C K;’,
vagy Z~ C K, , Zt = K;’. Az el6bbi eset ellentmondana K sovanyfejliségének. Azt utobbi
esetben ha Z sovanyfeji, ez Z < K miatt ellentmond a sovanyfeji alviz tulajdonsidgnak. Ha
Z koveérfejt, akkor legyen Z' Z egy fejredukaltja. Ekkor (Z'VK;)™ = K; , (Z'VK;)t C K,
ellentmondva K sovanyfejiiségének.

Sovanyfejid alvaz épitése

Feladatunk tehat egy teljes sovanyfejd alvaz taldlasa. A 2.1 részhez hasonléan lathato,
hogy egy sovanyfeji alvaz pontosan akkor teljes, ha tartalmazza az Gsszes legnagyobb part.
Hiszen - mint megjegyeztiik - minden legnagyobb par sovanyfejli, tehdt benne vannak
minden sovanyfeji vazban.

Hatéarozzuk meg elGszor az 6sszes legnagyobb elemet. Kezdetben legyen Z = (). Ha egy
lépésben 7 tartalmazza az Osszes legnagyobb elemet, akkor készen vagyunk. Egyébként
minden M € P — T legnagyobb péarra keressiink egy K'(M) legkisebb Z-hez M-ill§ part.
Legyen koziiliik K’ olyan, akire K'~ minimélis. Legyen K K’ fejredukaltjainak halmaza.

4.4.15. Lemma. Z + K sovanyfeji alvaz.

Bizonyitds. T+ K mindenesetre sovanyfeji vaz. Tudjuk egyrészt, hogy elemei sovanyfejiiek.
Masrészt tetszbleges L € I-re vagy L < K', vagy L és K' fiiggetlenek. Ha tehat K € K,
akkor az el6bbi esetben L < K' < K, az utobbiban L és K’ fiiggetlenek. Tovabba K
fiiggetlen IC Gsszes tobbi elemétdl is.

Azt kell még belatni, hogy K € K esetén nincs olyan J < K sovanyfeji elem, akire
J € P+1TI—T. Tegyiik fel, hogy J ilyen. Legyen M' > J legnagyobb péar, ekkor J Z-hez
M'-il16 par lesz. K' valasztésa miatt nem lehet J~ C K' , ezért J- = K' . Ekkor azonban
J =K~ =K é J" D K", ellentmondva J sovanyfejiiségének. (|
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ST-0sszefliggdség

A legfontosabb példa az ST-osszefliggdség. Legyenek a D = (V, A) grafban adottak az
S és T nemiires halmazok, és tegyiik fel, hogy D barmely x € S és barmely y € T pontja
kozt lokalisan k — 1 Gsszefiiggd. Feladatunk az, hogy minimélis szdma ST él hozzavételével
S és T kozt k-Osszefiiggévé tegyiik.

A 3.2.3. részben leirtakat fogjuk felhasznélni: egy X € A(V, V) ST-parrapp(X—, X ) :=
(k—0(X ,Xt)—h(X ,X"))*t. Feltételezésiink szerint pp(X) < 1. Alljon P azon X ST-
péarokbol, melyekre pp(X) = 1, nevezziik ezeket hianyos parnak. Legyen P a P vetitése
A(S, T)-re, vagyis élljon P azon X € A(S,T) parokbol, melyekhez létezik olyan X e?P,
hogy X~ = = X-n S, Xt = = X+ NT. Nevezziik X-et X 6sének (ez nem feltétleniil egyér-
telmi). Vilagos, hogy mind P, mind P keresztezs rendszerek. Feladatunk most P fedése.

X pontosan akkor lesz <-ra legkisebb (legnagyobb) P-beli par, ha van olyan X Gse,
aki P-ben <-ra legkisebb vagy legnagyobb. Ezért a legkisebb (legnagyobb) P-beli parok
megtalalasdhoz elegend6 megkeresni a legkisebb (legnagyobb) parokat P-ben. Ehhez a
4.4.1. részben leirt H halozat helyett azt a halézatot kell venniink, ami a 2.2.2. tétel
bizonyit4dsdban szerepel: legyen a kapacitasfiiggvény olyan, hogy g(z'z") = 1, g(z"y') = 1
minden zy € A-ra. Konnyen lathato, hogy ezen halozat legsziikebb/legb&vebb minimalis
s"t' vagasai s € S ést € T esetén éppen a legkisebb/legnagyobb P-beli sf paroknak felelnek
meg.

A vazépités tehat a 0-1 esethez hasonléan végezhetd, egészen K' megtalalasiig. Felada-
tunk még K’ Gsszes fejredukaltjanak meglelése. Adott y € K''-ra nyilvan létezik egyértelmii
legsztikebb K, amire K, = K'~, K C K" ésye K. Minden y € K'"-ra hatarozzuk
meg K,-t; ezek halmazabdl a tartalmazéasra nézve legkisebb fejii elemek éppen K’ fejredu-
kaltjai lesznek. K, meghatarozasahoz legyen zo € K' , és legyen D, az a graf, amit D-bél
kapunk minden z € S — K' -ra k darab zy él hozzavételével.

4.4.16. Allitas. Ha Dy-ban'Y a legnagyobb x,y hidnyos par, akkor Y a K, egyik dse.
Ezzel a vazépitést el tudjuk végezni. A vazbontas soran ugyanazt kell csinalni, mint a 0-1

esetben, eltekintve attol, hogy e masik tipusi halézatot kell hasznalni. Az Gsszbonyolultsag
tehat ez esetben is O(n®MC) lesz.
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4.5. k-0Osszefiiggévé novelés fix k esetén

Az alabbi algoritmus Frank Andras és Jordan Tibor munkaja ([3]). Legyen k& > 2 rogzi-
tett érték. Egy D = (V, A) iranyitott grafot szeretnénk minimalis szama 4j él hozzavételével
k-Gsszefiigg6vé tenni. Idézziik fel a 3.2.4 tételt:

4.5.1. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott graf akkor és csak akkor tehetd legfeljebb ~ él
hozzavételével k-0sszefiiggévé, ha minden egyirdnyd parokbol allo F fiiggetlen csaladra

Z(Pdef(X) X eF)<y

Az iranyitott élosszefiiggGség novelésével ellentétben (3.2.1 szakasz) itt sem lesz min-
dig igaz, hogy az optimélis dualis megoldas vagy paronként fejdiszjunkt, vagy paronként
t6diszjunkt parokbol all. Be fogjuk latni azonban, hogy amennyiben az optimum értéke
k-tol fliggben elég nagy, akkor van ilyen szerkezet( dudlis optimum. Az algoritmus ezt fogja
kihasznalni.

4.5.1. Az optimalis megoldasok szerkezete

Nevezziik az X = (X, X ) part kisfejiinek, ha |X*| < |X~|. Hasonloképpen legyen
X kist6vid, ha | X | < |X~|. Az alabbi lemmat nem bizonyitjuk.

4.5.2. Lemma ([3], 7. lemma). Van olyan F egyirdnyii parokbél optimalis duélis meg-
oldas, amelyben a kisfeji parok paronként fejdiszjunktak, a kistoviiek pedig paronként
tédiszjunktak.

Mi most csak arra a specidlis esetre bizonyitunk, amikor a D grafrél feltessziik, hogy
eleve (k — 1)-0sszefiiggs. Minden X egyiranyu parra p(X) < 1, azaz h(X) > k — 1. Ha
p(X) = 1, h(X) = k — 1, akkor nevezziik X-et szorosnak. A szoros parok csaladjarol
kénnyen lathato, hogy keresztezd lesz, s6t, fenndllnak az alabbi tulajdonsigok is:

4.5.3. Allitas. Legyen X ésY két (nem feltétleniil keresztezd) szoros egyiranyt par. Ekkor
A | XtTUYT|+ X NY |<n—(k—1)
(i) | XTNY*+ | X" UY " |[<n—-(k—-1)

A 4.5.2 lemmanal egy kicsit erdsebb &llitas is igaz lesz:

4.5.4. Lemma. Ha D (k —1)-0sszefiiggs, X és Y fiiggetlen szoros pérok, és | X+| > |Y |,
akkor X ésY tddiszjunktak. Ha pedig | X | > |Y |, akkor X ésY fejdiszjunktak.

Bizonyitds. A szimmetria miatt elég az els§ allitast igazolni. Tegyiik fel, hogy |X*| >
Y |, &m mégis X NY~ # (. Mivel X és Y fiiggetlenek, ekkor X N Y™ = (). Legyen
C;=V-X"—-—X,Co=V-Y"t—-Y . Az, hogy X és Y pontosak, azt jelenti, hogy
|ICi| = |Ce| =k — 1.

Mivel | X“UXT|=|Y-UYT|=n—k+ 1, ezért a feltételbsl | X~ | < |Y | kovetkezik.
Cy-t felbontva részekre: k — 1 = |Cy| = | X~ N Cy| 4+ [C2NCy| + | XT N Cyl, és a 4.5.3.
allitas (i). pontja kovetkeztében £k — 1 < [Y~ N Cy| + |Co N Cy| + | X~ N Cs|. Ezekbol
tudjuk, hogy [C:NY | > |CoNXTL Az |Y | =X NY |+ |[CiNY |+ |XTNY | és
|1 X* = |XtTNY | +|Con X felirasbol | X~ NY | > 0 miatt |[Y | > | XT| adodik, ami
ellentmondés. 4
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Abban az esetben, amikor D (k — 1)-Osszefiiggd, e lemma implikalja a 4.5.2 lemmaét,
méghozz4 tetszbleges F-re. Nem bizonyitjuk az alabbi allitasokat, melyek koziil az utobbi
az approximacios algoritmusban fog szerepet jatszani:

4.5.5. Lemma ([3], 3. tétel). Ha D (k — 1)-Osszefiiggd, és az optimum értéke legalabb
2k — 1, akkor minden optimdlis megoldas vagy paronként fejdiszjunkt, vagy paronként
tédiszjunkt parokbol 4ll.

4.5.6. Lemma (|3], 4. tétel). Ha D (k — 1)-Osszefiiggd, akkor az optimum értéke legfel-
jebb k — 1-gyel tobb a paronként fejdiszjunkt parok maximuma és a paronként tédiszjunkt
parok maximuma kéziil a nagyobbiknal.

Ennek parjaként az altalanos esetben egy kicsit gyengébb allitas lesz igaz:

4.5.7. Lemma ([3], 9. lemma). Ha az optimum értéke legalabb 2k* — 1, akkor van
paronként tédiszjunkt, vagy paronként fejdiszjunkt parokbol all6 optimdélis dudlis meg-
oldas.

4.5.2. Ki- és be-hianyok

Vezessiik be el6szor a ki-hidny (pg(H)) illetve be-hiany (pi(H)) fogalmét. Egy D =
(V, A) iranyitott grafban egy ) # H C V halmazra legyen

o [ (k= |TT(H))* ha HUTT(H)#V
pr(H) = { 0 egyébként

(o _ | (= [D(H))* ha HUT~(H) £V
P(H) =1 ¢ egyébként
Vilagos, hogy pg(H) = pacs(H,V — (H UT*(H))) & piy(H) = paes (V — (H UL (H)), H)
amennyiben a par masodik (illetve elsG) tagja nemiires halmaz.

Egy részpartici6 ki-hidnyan illetve be-hidnyan elemei hidnyainak Osszegét értjiik. Legyen
m3(D) illetve mi (D) a részparticiok ki- illetve be-hidnyainak maximuma. Természetesen
max(mg (D), mi(D)) < Ni(D). (Ni(D) a fiiggetlen csaladokon vett pgey Osszegek maxi-
muma.) A 4.5.7 lemma azt mondja ki, hogy ha Ny(D) > 2k* — 1, akkor itt egyenldség
all. Az aldbbiakban beldtunk két lemmaét, ami ezen eset kezelését teszi lehet6vé. Ehhez
sziikségiink lesz az alabbi egyszert allitasra:

4.5.8. Allitas. A T't és T fiiggvények szubmodularisak, azaz barmely H, F C V-re
T (H)| + TH(F)| > T (HNF)|+ T (HUF)|
T (H)|+ [T (F)| = T (HNF)|+ [T (HUF)|

Képezziik most a D° grafot D-bél egy 4j s pont, és V-bdl s-be mutatd Gj élek hozza-
vételével. Az 0j élek E° halmazaban minden v € V-bdl s-be legfeljebb k& parhuzamos él
menjen, Ggy, hogy a D° = (V + s, A + E°) teljesitse az alabbi kovetelményt:

minden ) # H CV, V — (HUTS(H)) # 0 esetén g°(H) > k (4.8)
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ahol g°(H) := |T'},(H)| + 6(H,s). (6(H,s) a H-bol s-be mens E°-beli élek szaméat jelli).
Az elébbi allitas és 6 szubmodularitdsa miatt g° is szubmodularis lesz. Vilagos tovabbé,
hogy egy ilyen E°-ra m$(D) < |E°|. Legyen Tgo := {v € V : §(v,s) > 1} az E°beli élek
toveinek halmaza.

4.5.9. Lemma. Legyen D° = (V + s, AU E°) a D = (V, A)-hoz a fenti médon definiélt
graf, melyre E° tartalmazésra nézve minimalis olyan, hogy eleget tesz a (4.8) feltételnek.
Ha |E°| > k* — k + 2, akkor mg(D) = |E°|.

Bizonyitds. Nevezziink egy 0 # H C V halmazt V — (HUT}(H)) # 0 és g°(H) = k
esetén ki-pontosnak. F° minimalitdsa miatt minden zs € E° élre létezik z-et tartalmazo
ki-pontos halmaz. Igy a ki-pontos halmazok unibja lefedi Tizo-t. Legyen H = {Hy, ..., H;}
ki-pontos halmazok egy olyan Tg.-t fed6 rendszere, melyre ¢ minimalis. Ha A pé&ronként
diszjunkt halmazokbol 4ll, akkor kt = Y, g°(H;) = Y, IT'} (H;)|+6(H;, s), ahonnan |E°| =
> 6(Hyys) = > (k — [T (Hy)|) < mg(D), azaz készen vagyunk.
Tegyiik fel, hogy H-nak van két keresztezs eleme, H; és H;. Legyen | = |I'5(H; U H;)|.
g° szubmodularitasat és (4.8)-at hasznalva az adodik, hogy
kE+k= g"(H,-) + g"(Hj) > go(Hi N HJ) + go(H,- U HJ) > k+ g"(Hi U HJ) (49)
Innen 6(H; U Hj, s) < k — [l adddik, ¢t minimalitasa miatt pedig 1 < 6(H; U H;, s). Ezeket
Osszevetve [ < k — 1. Mivel V minden pontjaba legfeljebb £ 1j élt huztunk be, azt kapjuk,
hogy
§(H;UH; UTH(H; UH,;),s) <kl+(k—-1)<k*-k+1 (4.10)
Ebbél |E°| > k? — k + 2 miatt az kévetkezik, hogy V — (H; U H; UTS(H; U Hy)) # 0,
ahonnan (4.8) miatt ¢g°(H; U H;) > k. Ezt (4.9)-be beirva azt kapjuk, hogy H; U H; is
ki-pontos halmaz. Ellentmondésra jutottunk ¢ minimaélis valasztasival, hiszen H-bol H;-t
és H;-t elhagyva és H; U H;-t bevéve Tgo kisebb fedését kapnéank. O
Ugyanigy konstrualjuk a D' = (V + s, A U E?) grafot egy 1j s pont és és s-bsl V-be
mutatd 1j élek hozzivételével, agy, hogy az aldbbi tulajdonsag teljesiiljon:

minden ) # H CV, V — (HUT(H)) # 0 esetén g'(H) > k (4.11)

ahol g'(H) := |T'5(H)|+ p(H, 5). Jeldlje Fg: az E-beli élek fejeinek halmazat. Az el6z6hoz
teljesen hasonléan lathato, hogy ha E* tartalmazasra nézve minimalis és |E*| > k% — k + 2,
akkor mi (D) = |E¢|.

4.5.10. Lemma. Van D-hez olyan optimélisan k-Osszefiiggévé novels élhalmaz, melynek
élei Tro-bo6l Hgi-be mennek.

Bizonyitds. Legyen J olyan optimalis novel6 élhalmaz, melyre minimalis a nem Tgo-bdl Figi-
be mend élek szama. Tegyiik fel indirekten, hogy ezek szdma pozitiv. legyen e = zy € J
olyan él, melyre mondjuk = ¢ Tpo. A D' = (V,EU J — e) graf k — 1-Osszefiiggd lesz és
My (D) = 1.

A 3.1.6. tétel szerint ekkor 1étezik egyértelmii <-ra nézve legkisebb és legnagyobb egy-
irdnyt szoros par, X és Y. Ekkor minden ¢’ = z'y/, 2’ € X,y € YT élre D' + €' is
k-osszefliggs lesz. (4.8) és (4.11) miatt kell hogy létezzen 2’ € X~ NTgo, ¥ € YT N Fg,
tekintettel arra, hogy V — (X UL (X)) #0,V—(YTUT,(Y ™)) # 0. Ekkor J —zy+z'y'
is optimalis n6vels élhalmaz, ami ellentmond J valasztiasianak. O
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4.5.3. Az algoritmus leirasa

1. Fazis Konstrualjunk olyan D° = (V + s, A + E°) segédgrafot, mely kielégiti (4.8)-t
és E° tartalmazisra nézve minimdlis. Ezt Ggy tehetjiik meg, hogy minden pontboél s-be
felvesziink k parhuzamos élt, és koziiliikk mohén addig hagyunk el, amig (4.8) fennall. Azt,
hogy egy él elhagyhato-e, igy tudjuk eldonteni, hogy minden x € V pont és s kozott az
MFMC algoritmussal kiszamitjuk a minimélis vagas értékét. Legyen -y, = |E°|. Hasonléan
konstrudljuk meg D'-t is, és legyen ~; = |E*|.

2. Fazis Ha max(v,, ;) = 2k*—2, akkor minden lehetséges 2k? —2 méretli Tgo-bol Fri-
be meng élekbdl all6 J élhalmazra ellendrizziik, hogy (V, AUJ) k-Gsszefiiggs-e. Ha valamely
J-re igen, akkor megallunk: ez a J egy optimélis névels élhalmaz lesz. max(7,,v;) < 2k*—2
esetén csinaljuk ugyanezt, a legfeljebb 2k? — 2 elemi részhalmazokkal, tigy, hogy el&szdr
megnézziik az Osszes 1 elemit, aztdn az Gsszes 2 elemit, s igy tovabb. A 4.5.10 lemma
szerint J mindkét esetben létezni fog.

3. Fazis Ha max(y,,7;) > 2k* — 1, akkor minden e = zy Tgo-bdl Fgi-be mend élre
ellendrizziik, hogy Ni(D + e) = Ni(D) — 1 teljesiil-e. Ha igen, akkor vegyiik hozza D-hez,
és kezdjiik elolrsl az algoritmust. (Ezt ugy ellendrizhetjiik, hogy D + e-re is meghatarozzuk
a Yo, Vi értékeket. k > 2 esetén 2k% — 1 > k? — k + 2, ezért a 4.5.7 és a 4.5.9 lemmakat
alkalmazva azt kapjuk, hogy Ni(D + e) = Ni(D) — 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha

max(p-e) (70; ’71') = maxp (70; ’Yi) -1

Bonyolultsag

De és D' meghatarozasakor minden élre meg kell vizsgalnunk, hogy kitérélhets-e. Ez
egy adott élre n — 1 folyamalgoritmussal végezhets el, tehat az 1. fazis bonyolultsaga
O(kn?’MC).

A 2. fazisban csak k-tol fiigg a lehetséges J-k szama, f(k) (ez k-nak exponencialis
fiiggvénye lesz). Minden J esetén ellendrizni kell, hogy a kapott graf k-osszefiiggs-e, ami
n?MC idében tehets, vagy a [18]-ben leirt algoritmus hasznalatéval kn3 idében. Tehét a
2. fazis futasideje O(f(k)kn?).

A 3. fazisban az xy él vizsgalatakor el6szor meg kell hatarozni az egyértelmd maximélis
z-et tartalmazo H, ki-pontos halmazt D°-ban és az y-t tartalmaz6 maximalis H, be-pontos
halmazt D’-ben. Ez 2n folyamszamitassal végezhetd el. Tegyiik fel, hogy v° > ~¢. Figyeljiik
meg, hogy xy akkor és csak akkor nem lesz j6, ha minden z' € H,-re a G° + zy — z's graf
megsérti a (4.8) feltételt. Mivel 6(X,,, k) < k, ezért ezt kn MFMC algoritmussal meg
tudjuk allapitani. A 4.5.10. lemmé&bdl konnyen lathato, hogy elég kn élt megvizsgélni, igy
a 3. fazis bonyolultsaga O(k*n?MC).

[1] 4.6. lemmaja szerint egy maximalis fiiggetlen rendszernek legfeljebb n eleme van.
Ennek kovetkeztében My (D) < kn, ezért a 2. és 3. fazist 6sszesen legfeljebb kn alkalmom-
mal kell végrehajtani, igyhat az 6sszbonyolultsag O(f'(k)n*MC) = O(f'(k)n®), ahol f’
k-ban exponencialis fiiggvény.
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4.6. Approximaciés algoritmusok

A 4.5 részben leirt algoritmus kis médositasival polinomialis approximacios algoritmust
kaphatunk, mely tetszéleges grafra legfeljebb 4k*-nel tobb élt ad meg az optimalisnal.
Moédositani mindéssze az algoritmus masodik fazisat kell: itt egyszertien huzzuk be az
Osszes Tgo-bol Fi-be meng élt. A 4.5.10. lemma szerint ez tartalmazni fog optimélis névels
élhalmazt, és max(v,,v;) < 2k? — 2 miatt az Ssszes behtizott él szama 4k*-nél kevesebb.

Abban az esetben, amikor a kiindulasi graf k — 1 Gsszefiiggs, Jordan Tibor lényegesen
jobb approximacios algoritmust mutat ([14]), amely az optimalis méretti n6vels élhalmaznal
legfeljebb k& — 1-gyel tobb élt ad meg. Jordan Tibor eredeti algoritmusa az hasznéalja ki,
hogy ha egy pontnak elég nagy a ki- és befoka is, akkor van leemelhetd élpar. Mi leemelések
helyett a 4.5 részben belatottakat fogjuk hasznalni. Algoritmusunk szintén legfeljebb k —1-
gyel tobb élt fog adni az optimalisnal. (k > 2) A 4.5 rész jeloléseit hasznalva a 4.5.9 lemma
helyett az alabbit latjuk be:

4.6.1. Lemma. Legyen D = (V + A) k — 1 dsszefiiggé graf. D° = (V + s, AU E°)
legyen az (4.8) feltételt kielégits olyan graf, amelyre E° tartalmazasra nézve minimalis. Ha
|E°| > k + 1, akkor m§(D) = |E°|.

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen ugyantigy megy, mint a 4.5.9 lemma esetén. Kiilonbség
csupan a (4.10) egyenl6tlenségben lesz. Ott azt hasznéltuk ki, hogy ha E° tartalmazésra
nézve minimalis, akkor minden € V-re 6(z,s) < k. Esetiinkben azonban §(z,s) < 1 is
igaz lesz. Tehat (4.10) igy modosul:

Innen |E°| > k + 1 miatt kévetkezik, hogy V — (H; U H; UTH(H; U H;)) # 0. O

Bizonyit4s nélkiil hasznalni fogjuk Mader aldbbi eredményét. Egy k-Gsszefiigg6 grafban
egy élt kritikusnak neveziink, ha az 6 elhagyasaval megsziinik a k-OsszefiiggGség. Alternalo
kornek pedig olyan (irdnyitatlan értelemben vett) kort neveziink, mely nem tartalmaz 2
hosszi irdnyitott utat.

4.6.2. Lemma (Mader [17]). Tegyiik fel, hogy a D = (V, A) digraf k-0sszefiiggs. Legyen
J olyan kritikus élek halmaza, melyek tovének ki-foka és fejének be-foka is legalabb k + 1.
Ekkor J nem tartalmaz alterndlé kort.

4.6.3. Kovetkezmény. Legyen D = (V, A) k-Osszefiiggd, és J olyan élhalmaz, hogy D' =
(V,AU J) k + 1-szeresen Osszefiiggs, és J tartalmazdsra nézve minimélis ilyen. Ekkor J
nem tartalmaz alternalé kort.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy J tartalmat egy C alterndlé kort. C' mindenesetre kritikus
élekbdl all, hiszen J tartalmazasra nézve minimélis. Legyen zy € C tetszGleges él. Mivel d
k-osszefliggs volt, ezért §(z) > k + 1, p(y) > k + 1. Tehat C-re teljesiil a lemma feltétele,
ami ellentmondas. O

4.6.4. Kovetkezmény. Ha a 4.6.3 kovetkezmény feltételei mellett rdadasul J minden éle
Tgo-bél Fri-be megy, akkor |J| < |Tgo| + |Fgi| — 1.
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Bizonyitds. Készitslik el azt a paros grafot, melyre minden x € Tgo U Fgi pontnak egy =
és egy " felel meg, és az z'y” él pontosan akkor van behuzva, ha x € Tgo, y € Fgi, és
xy €l volt az eredeti grafban. A 4.6.3. kovetkezmény szerint J nem tartalmazott alternald
kort, ezért a paros grafban neki megfelel§ élhalmaz kérmentes lesz. Ebbgl kovetkezik, hogy
|J| < |Tgo| + |Fpgi| — 1. O

4.6.1. Az algoritmus leirasa

1. Fazis Csinaljuk ugyanazt, mint a 4.5 részben, azzal a kiilonbséggel, hogy elég minden
pontbdl 1 élt hizni s-be.

2. Fazis Ha max(v,,7;) < 2k—1, akkor htzzuk be az 6sszes Tgo-b6l Fri-be mend élt. A
4.5.10. lemma miatt az igy kapott graf k-osszefliggé lesz. Hagyjunk el ebb&l mohoén éleket
minddssze arra iigyelve, hogy a k-Osszefiiggéség megmaradjon. (Ezt folyamszamitasokkal
tudjuk eldonteni). A 4.6.4. kévetkezmény miatt ezaltal egy legfeljebb 7,+; —1 elemi névels
élhalmazt kapunk. Az optimum értéke a 4.5.5. lemma miatt legfeljebb max(~y,, ;) + k — 1,
teh&t az optiméalisnal legfeljebb & — 1-gyel t6bb élt htiztunk be.

3. Fazis Ha max(v,,y;) > 2k — 1, akkor szintén ugyanazt csinaljuk, mint a 4.5 részben,
a4.5.7 és 4.6.1. lemmaék helyett a 4.5.5 és 4.5.9 lemmé&kat hasznalva, tekintettel arra, hogy
k>2esetén 2k —1>k+ 1.

Bonyolultsag

Az elsé fazis futasideje O(n2MC), mivel minden pontbol csak 1 élt huztunk be s-be.
A mésodik fazisban (2k — 1)? élt htizunk be. Mindegyikre egy MFMC végrehajtésaval
tudjuk ellendrizni, hogy elhagyhatoé-e, tehat a futasids O(k2MC). A 3. fazisban a 4.5 rész
becslését azaltal javithatjuk, hogy d(H,,s) < 1, igy e fazis futasi ideje O(kn?MC) lesz. A
mér hivatkozott [1] 4.6. kévetkezmény miatt My (D) < n. Tehat Gsszesen a 2. és 3. fazist
legfeljebb n-szer hajtjuk végre, ezért az osszbonyolultsidg O(kn*MC) = O(kn®) lesz.
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5. fejezet

Keresztezén szupermodularis
fuggvények fedési algoritmusa

Benczar Andrés [12] cikkében szerepel a 0-1 értéki szupermodularis fliiggvény fedési
algoritmusa. Az itt leirtak e cikk tovibbgondolasibol szirmaznak. Ennek nyomén elGszor
definialni fogjuk az erds posetek fogalmat, és kimondunk egy, a Szupermodularis Fedési
Tétellel ekvivalens tételt erés poseteken. Ezutan olyan algoritmust adunk meg, amely tet-
sz6leges fedés helyett vagy megad egy eggyel kevesebb elemi fedést, vagy egy optimalis
duélis megoldast. Ez az eredeti probléma megoldasira tgy alkalmazhaté, hogy kiindu-
lunk tetszéleges (pl. mohd) fedésbdl, és addig ismételjitk az algoritmust az egyre kisebb
fedésekre, amig végiil minimé&lisat nem kapnuk. Ezt el6szor a 0-1 értékd szupermoduléris
fiiggvény fedésére mondjuk el, a [12]-ben leirtnal sokkal egyszertibb valtozatban. Ez talan
segiti az altalanos algoritmus jobb megértését.

5.1. Alapfogalmak

5.1.1. Erds posetek

Legyen (P, =) véges poset. Nevezziik 6t erds posetnek az alabb felsorolt tulajdonsagok
fennéllasa esetén.

u,v € P-t nevezziik Osszefiiggdnek, ha léteznek m, M, amire m < u <= M és m < v <
M, egyéb esetben hivjuk ket fiiggetlennek. Tegyiik fel, hogy minden u,v € P &sszefliggd
parra az alabbi két miivelet egyértelmiien van definidlva:

uVo=min{z:z > u,z = v}uAv=max{z:z < u,z < v}

Ha m minimdlis és M maxim4lis elem, akkor az {z : m < £ < M} halmazt nevez-
ziikk [m, M| intervallumnak. Legyen igaz az erds intervallum tulajdonsdg: minden [m, M|
intervallumra

ha u Vv € [m, M] vagy u Av € [m, M], akkor u € [m, M| vagy v € [m, M|

Megmutatjuk, hogy a keresztez6 halmazpar-rendszerek erds posetet alkotnak a rajtuk
definialt rendezésre.

44



5.1.1. Lemma. Egy Q keresztez6 rendszer parjai erés posetet alkotnak az alabbi rende-
zésre: (X, X)) X (Y ,Y') < X CY é X" DO Y*'. Két par pontosan akkor
Osszefiiggl a parokon definidlt értelemben, ha a posetben Osszefiiggé. A posetben egy in-
tervallumban levd Osszes elem lefoghaté egy éllel.

Bizonyitds. Az Gsszefiiggdségre vonatkozo allitds nyilvanvalo. Konnyen ellenérizhets to-
vabba, hogy X NY~ # 0, Xt NY™ # () esetén

(X, XA, Y =X nY ,xtuy™)

) A
(X—, X))V (Y-,Y") =(X"UY X" nY")
Tegyiik fel, hogy m = (m~,m™") minimalis és M = (M~, M) maximaélis elemek,
(m ,mNH (X NY , XTuXh) (M ,M")

Az utobbibol M+ C XTUY ™, ezért vagy MTNXT # 0, vagy MTNY T # (). A szimmetria
miatt feltehetjiik, hogy MT™ N X # (. M~ DO X~ NY ™ miatt rdadasul M~ N X~ # 0,
azaz M és X Osszefiigg6k. Innen M maximalitasa alapjan X < M. A feltétel els6 felébdl
viszont m < X adodott, tehat X € [m, M]. Ugyanigy lathaté be, hogy ha m < (X~ N
Y, XTUX") X M akkor X € [m, M]vagy Y € [m, M]. Ezzel igazoltuk az erss intervallum
tulajdonség teljesiilését.

Az [m, M] intervallumban lev§ elemeket minden olyan zy él le fogja fogni, melyre
reEm ,ye M. O

Legyen most adott a P er6s poseten egy p szupermoduléris fiiggvény, azaz ha x és y
osszefiiggs elemek, melyekre p(x) > 0, p(y) > 0, akkor

p(zVy)+pxAy) > p(z)+p(y)

Legyen Z = {I; : I; = [my, M;] : 1 < i < k} intervallumrendszer (amiben egy adott
intervallum t6bbszor is szerepelhet). Legyen f(z) = |i : ¢ € [;,1 < i < k|, azaz az z-et
feds intervallumok szama. Mondjuk azt, hogy Z fedi p-t, ha Vz : f(z) > p(z). Legyen egy
adott p-re

v(p) = maX{Z p(z;) : az ; elemek paronként fiiggetlenek.}

A 5.1.1 lemma szerint a Szupermodularis Fedési Tétel kovetkezni fog az alabbi tételbsl:

5.1.2. Tétel. Egy P erds poseten adott p keresztezén szupermodularis fliggvényre a p-t
fed6 intervallumok minimalis 7(p) szdma v(p)-vel egyenld.

Megmutatjuk, hogy ez a tétel pedig kovetkezik a Szupermoduléris fedési tételbsl, tehat
valojaban ekvivalensek.

Alljon S~ a poset minimalis, S* pedig a maximalis elemeinek megfelel§ reprezentan-
sokbol. Egy z minimalis vagy maximalis elemhez legyen ez a reprezentans ¢(z). Egy a
elemhez rendeljiik hozza azt az (a—,a™) part, amire

a” ={p(m) :m < a};a” = {p(M): M = a}

Legyen az igy kapott halmazparokbdl 4116 rendszer Q.
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5.1.3. Allitas. E leképezés homeomorfizmus, azaz
(@ Nb ,atubt)=((aAb) ,(aAb)T)
(aUb ,a™Nbt)=((avd) ,(aVb)T)

Bizonyitds. a~ Nb~ = (a A b)~ trivialis, hiszen m < a és m < b ekvivalens azzal, hogy
m=<aAb. atUb" = (aAb)T belatasadhoz legyen elészor p(M) € at UbT, azaz M > a
vagy M = b. Mivel a Ab < a,b,igy aNb < M, azaz p(M) € (a ANb)*.

Megforditva, legyen a A b < M; m pedig legyen tetszbleges olyan minimalis elem,
amelyre m < a Ab. Ekkor m < a Ab < M, azaz az erss intervallum tulajdonsag szerint pl.
m < a < M. Ekkor p(M) € a* Cat UbT.

Teljesen ugyanigy lathato be a V-re vonatkoz6 azonossag is. O

Az &llitasbol kovetkezik, hogy Q keresztezsd rendszer. Legyen p' : @ — R a kovetkezd
modon definidlva: p'(X) := max{p(a) : (¢7,a") = X}. Koénnyen belathato, hogy p’ ke-
resztezdn szupermoduléris, tovibba hogy a Szupermoduléris Fedési Tételt a Q keresztezd
rendszeren a p’ fliggvényre alkalmazva az 5.1.2. tétel adodik.

5.1.2. Szoros elemek
Legyen T fedés. Ekkor f(z) > p(z) minden z-re. Nevezziik az z elemet szorosnak, ha
=01

f(z) = p(z). (Azaz f(z) = p(z) is lehet.)

5.1.4. Lemma. HaZ fedés, x és y dsszefiiggd szoros elemek, melyekre p(z) > 0, p(y) > 0,
akkor x V y és x A y is szorosak.

Bizonyitds. f(z) szubmodularis fiiggvény. Ha ugyanis egy I; intervallum z V y és z A y
mindkettejét fedi, akkor fedi z-et és y-t is. Ha pedig pont az egyiket fedi koziiliik, akkor
az erss intervallum tulajdonsag miatt fedni fogja vagy z-et, vagy y-t. Ezt felhasznélva

f@)+ f(y) =p(x) +py) <plzVy)+p(zAy) < flzVy) + flzAy) < flz)+ f((y) )
5.1

azaz végig egyenlgség all. O

5.1.5. Kovetkezmény. Ha a fedés egy I; intervalluma tartalmaz szoros elemet, akkor
létezik benne q; minimélis és (); maximalis szoros elem.

Kihasznalva, hogy (5.1)-ben f(z) + f(y) = f(z Vy) + f(z Ay) is teljesiil, konnyen lathato
az alabbi:

5.1.6. Lemma (Szoros fedési tulajdonsag). Legyenek x és y Osszefiiggl szoros ele-
mek, melyekre p(x) > 0, p(y) > 0. Ha egy fedésbeli I; intervallum fedi z-et vagy y-t,
akkor fedi z V y-t vagy x A y-t is.
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5.2. 0-1 értéki p fedése

El6szor abban a specidlis esetben irjuk le az algoritmust, amikor p csak 0 és 1 értéket
vehet fel. Ez annak felel meg, hogy egy k — 1 Osszefiiggs grafot akarunk minimélis szamu
él hozzéavételével k Osszefiiggévé tenni.

Vilagos, hogy elég az olyan fedésekkel foglalkoznunk, amikben minden intervallum leg-
feljebb egyszer szerepel, azaz © # j esetén I; # I;.

Ha u szoros elem, és p(u) > 0, akkor p(u) = f(u) = 1. Ha u, v 6sszefiiggs szoros elemek,
melyekre p(u) > 0, p(v) > 0, akkor p szupermodularitisat és 0-1 értékiiségét kihasznalva
p(z Vy) = plx Ay) = 1 adodik. Ha most v € I;, v € I;, szoros elemek, i # j, akkor
a szoros fedési tulajdonsdg szerint mind I;, mind I; fedi z V y és = A y valamelyikét. A
p(z Vy) =p(zr Ay) =1 feltételt kihasznalva azt kapjuk, hogy koziiliik pontosan egyet fog
I; fedni, a mésikat pedig I;. Ezt az alabbi lemmaban foglalhatjuk Gssze:

5.2.1. Lemma. Legyenek u € I;, v € I; Osszefiiggd szoros elemek, i # j. Ekkor két eset
lehetséges:

e uVvel—I,unv € I — I, ekkor azt mondjuk, hogy v alulrél fiigg u-tél

e uVwv el —I,uNv € I; — I, ekkor pedig mondjuk azt, hogy v feliilrél fiigg u-tol.

Tehat u € I;, v € I; esetén az, hogy v alulrél fiigg u-tol, azt jelenti, hogy m; < u,v < M;.
Ebbdl adodik az alabbi egyszerti megfigyelés:

5.2.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy u,u' € I;, v',v € I;,i# j, ésu = u, v' < v mindannyian
szoros elemek. Ekkor ha v alulrél fiigg u-t6l, akkor v' is alulrél fog fiiggeni u'-t6l.

A PUSHDOWN-REDUCE algoritmus egy Z fedésbdl kiindulva vagy megad egy ugyan-
annyi elemt fiiggetlen rendszert, vagy pedig egy eggyel kevesebb elemi fedést. Ha valame-
lyik I; intervallum nem tartalmaz szoros elemet, akkor 6t elhagyhatjuk, és készen vagyunk.
Egyébként pedig t jeldli azt, hogy hanyadik fazisban jarunk. Minden fazisban minden I;

intervallumban adott egy ug-t) szoros elem. Induléskor ez Q;-vel, I; maximalis szoros ele-

mével lesz egyenls. Ha egy lépésben az ug-t) elemek paronként fiiggetlenek (j = 1,...,k),

akkor készen vagyunk: kaptunk egy optimalis dualis megoldast. Tegyiik most fel, hogy va-
lamely ug-t)-hez vannak olyan uz(-t)-k (1 # j), akik alulrél fiiggnek ug.t)—t(’)’l. Ekkor ug-tﬂ)-et
a legnagyobb olyan ug-t)-nél kisebb I;-beli szoros elemnek valasztjuk, aki mindezen ugt)
ktdl fiiggetlen. Ha valamely ¢ = t*-ra és j-re nem tudunk u§t+1)
REDUCE(j, t*,7) meghivasaval eggyel csokkentjiik a fedés méretét.

REDUCE(j, t*, Z)-ben visszafelé haladunk a fazisok soran: ¢t = ¢*,..., 1. A t. lépésben az
s =t* 4+ 1 —t jelolést hasznélva az [m;,, M;,] intervallumot fogjuk [m;,  ,, M;,]-re lecserélni
(t)

-et valasztani, akkor a

ugy, hogy [m;,,, M;,] tartalmazza az u M;,.] tartalmazni

Js+1 +17
fogja u(.:*)Jrl—t. Belatjuk, hogy [m;,.,, M;,]-ban benne lesz [m;,,  , M;, ] Osszes szoros
eleme, s igy ez utobbi intervallum elhagyhato lesz. Ezaltal egy eggyel kisebb fedéshez

1 i tobbi intervall lhagyhato 1 Ezaltal 1 kisebb fedésh
jutunk.

elemet. Végiil tehat [m;,.
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Algorithm PUSHDOWN-REDUCE(Z)
forj=1,...,k do
Ha I; nem tartalmaz szoros elemet, akkor
megallunk a kisebb {I; : i =1,...,5 — 1,7+ 1,...,k} fedéssel

’Ll,gl) — Qj
fort=1,2,... do
Ha az ugt) elemek paronként fiiggetlenek akkor
megallunk e maximélis fiiggetlen rendszerrel
for j=1,...,k do
u{"™ + PUsHDOWN(j, ¢, T)

Procedure PUSHDOWN(j,¢,7)
Ve{r:mj <z ug-t), x szoros, és semmilyen ¢-re z nem fiigg alulrél uz(t)-t(’)’l}

Ha V = ( akkor

t* + t;

REDUCE(j, t*,7)
kimenet: a maximélisz € V

Procedure REDUCE(j, t*,7)
J1 7
fort=1t*...,1do
s—tr+1-1t
gj, < [m;,, M;,] minimalis szoros eleme
Js+1 < olyan [ # j, amire m; < g;, és ul(t) = M;,

mj, < My, .,
megallunk a kisebb {[m;, M;] : 1 < i < k,i # jy=y1} fedéssel.

5.2.1. A helyesség bizonyitasa
A helyesség az alabbi lemmakbol kovetkezik.

5.2.3. Lemma. Ha a PUSHDOWN(j,t,Z) lépésben V nemiires, akkor van maximélis eleme.

5.2.4. Lemma. A REDUCE(j,t*,Z) lépésben

(). jo létezni fog.
(ii). t* =1 esetén a kapott intervallumok val6ban fedést adnak.
(iii). T' = T — [mj,, M;,] + [mj,, M;,| szintén fedés.
5.2.5. Lemma. t* > 1 esetén PUSHDOWN-REDUCE(Z') t = 1,...,t* — l-re ugyanazt
a kimenetet adja, mint PUSHDOWN-REDUCE(Z), és a t = t* — 1 lépésnél hivja meg

REDUCE((jo, t* — 1,T')-t.
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Ezekbdl kovetkezni fog az algoritmus helyessége. Tekintsiik minden j-re az alabbi csokkend
sorozatot: ) - ®
1 2 t
’U,] t ’U,] i cee i ’U,] t ees t q]
?) ..

§~t) és ug-, Osszefiiggsk, akkor fliggjon pl. ugf) alulrol ug-t)-t(’il. Ekkor a PUSHDOWN(7, ¢, T)

lépésben ug-t) ¢ V, tehat ha létezik, akkor ug-Hl) < ug-t). Ebbdl kovetkezik, hogy az algorit-
mus egy id6 utén vagy megtalal egy fiiggetlen rendszert, vagy meghivja REDUCE(j, t*, Z)-t.
t* szerinti indukciéval bizonyitjuk, hogy minden t-re (i) j;41 létezik; (ii) a modositott
intervallumrendszer is fedés lesz; (iii) az s = t* lépésben [m;,,, , M;,, | elhagyhato lesz.
t* = 1-re mindez a 5.2.4 lemmé&bol kovetkezik, az indukios lépést pedig a 5.2.5 lemma adja
meg.
5.2.3 Bizonyitdsa. Legyenek x,z’ € V elemek. Ekkor z és z' osszefiiggek, és belatjuk, hogy
z Vz' € V. Ebbdl az allitas kovetkezni fog. Tegyiik fel, hogy z V2’ ¢ V. A 5.1.4. lemma
szerint z V 2’ is szoros, és m; < zV ' < ug-t). Az lehet tehat csak a baj, hogy valamely i-re

ul?

Ha u

alulrol fiigg x V z'-t6l. Ekkor m; < z V' és ugt) = M;. Az erés intervallum tulajdonsag

miatt m; < z vagy m; < z’. A szimmetria miatt feltehetjiik az el6bbit; ekkor uz(t) alulrél
fiigg x-t6l is, ellentmondva annak, hogy =z € V. O

5.2.4 Bizonyitdsa. (i) Ha REDUCE(, t*,T) els6 lépésében nincs a feltételt kielégit I, akkor
minden olyan i-re, amire uil) < M;j, az lesz igaz, hogy m; A g;. Tekintettel arra, hogy

g-t) és g; szoros, adodik, hogy ¢; € V, azaz V # 0.

(i) A t* = 1 feltételbsl ul.) = Qj,. jo definici6jabol my, < ¢, < Q;, < Mj, és
mj, = g, = Qj, = ugz) < M;,, azaz [m;,, M;,] fedni fogja [m;,, M;,] és [m;,, M;,| Osszes
szoros elemét.

Egy nem szoros z elemmel akkor lehetne baj, ha f(z) kettével csokkene. Ez z €
[mj,, Mj,] N [mj,, Mj,] lenne elképzelhetd, ekkor viszont m;, <z < M;,.

(i11) Be kell latnunk, hogy Z' fed minden m; < z =< M;, elemet. Ha z nem volt
szoros, akkor ez vilagos, mivel egy hijan az Osszes eddig 6t fed6 intervallum megmaradt.
Jo valasztdsa miatt viszont mj, < ¢;; = Qj, < M;,, azaz [m,, M;,| fedi az sszes szoros
z € [mj,, M}, |-et. O

m; 2 g 2 u

5.2.5 Bizonyitdsa.

Legyen I; = [m;,, M;,]. Legyen Z; azon I-beli szoros elemek halmaza, amik Z'-ben
nem szorosak, Z, pedig legyen az Z’-beli 1) szoros elemek halmaza. Koénnyen belathaté az
alabbi:

5.2.6. Allitas.

Zlg{CE::L'E [mjz’Mj]’ximjl} (52)
Zy C {.’L‘ 1T E [ij’Mjl]’a: a mjz} (53)

5.2.7. Kovetkezmény. A 7 fedésben I;, szoros elemei éppen ugyanazok lesznek, mint az
T' fedésben I}, szoros elemei.

Ezt a kdvetkezményt hasznaljuk ki az alabbi allitdsban:
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5.2.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy « és y mind Z-ben, mind T'-ben kiilénb6z6 intervallumok
altal fedett szoros elemek. Ekkor ha x alulrél fiiggétt Z-ben y-t6l, akkor I'-ben is alulrél
fog tdle fiiggni; ha x feliilrél fiiggott Z-ben y-tél, akkor Z'-ben is feliilrél fog téle fiiggni.

Bizonyitds. Legyenek x € I, y € I,. Ha h # ji1, l # j1, akkor az 4llitas nyilvanvalé. Tegyiik
fel, hogy pl. h = 7;. Mivel x és y mindkét fedésben szoros elemek, ezért mind z V y, mind
z Ay is mindkét fedésben szorosak lesznek. I; ugyanaz a két fedésben, tehat mindkettében
vagy z V y-t, vagy = Ay-t fedi. A 5.2.7 kdvetkezmény értelmében I;, is ugyanazt fogja fedni
T Vy és x Ay koziil, amelyiket I . d

(®)

i

Jeloljiik a PUSHDOWN-REDUCE(Z') futasabdl kapott értékeket u';”-vel (u’g.tl) az I -beli

szoros elemeket fogja jel6lni).
5.2.9. Allitas. Hat < ¢*, akkor u\” nem fiigghet Z-ben alulrél g;-tol.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy ugf) alulr¢l fiigg g;-t6l. A 5.2.2 allitas miatt ekkor

ugf) alulrol fiigg uﬁ-t)—t()’l is. Igy a PUSHDOWN(j, ¢, I) 1épésben V iires lesz, azaz az algoritmus

meghivja REDUCE(j, t,Z)-t, noha t < t*. O
5.2.10. Allitas. t =1,...,t* — l-reu'" = oV i=12, .. k.

Bizonyitds. Indukciéval bizonyitunk. ¢ = 1-re belatjuk, hogy minden h-ra @) szoros lesz
Z'-ben és @}, is szoros lesz Z-ben. Ebbél @, = @}, kovetkezni fog. h = jj-re ez a 5.2.7.
kovetkezménybdl adodik. h # ji-re tegyiik fel elgszor indirekten, hogy Q) nem lesz szoros
T'-ben. Ekkor Q, € 7y, azaz (5.2) szerint u\") = Q, € [mj,, M;,]. Mivel g;, € [mj,, Mj ] is
teljesiil, ezért ugl) alulrdl fiigg Z-ben g;,-t6l, ellentmondéasban a 5.2.9 allitassal j = ji-re.
Ezzel belattuk, hogy Qj szoros I'-ben is, azaz Qp = Q.

Tegyiik most fel, hogy @), nem szoros Z-ben, vagyis @}, € Z,, azaz (5.3) alapjan @}, €
[my,, Mj,]. A 5.2.7. kdvetkezmény miatt g;, = gj,. Ezért u’gl) = @}, és q;, T'-ben Ssszefliggd

szoros elemek, és u’gl) =< M;,. Ebbél az kovetkezik, hogy Z'-ben u’g) alulrol fiigg g;,-t6l.

Tudjuk, hogy Qn < @j-t és hogy ugl) = Qn € I, = I} szoros elem T'-ben. Az 5.2.2.

allitas szerint ugl) is alulrol fiigg g;,-t61 Z'-ben. Mivel mindketten mindkét fedésben szoros

elemek, az 5.2.8. allitasbol azt kapjuk, hogy ugll) I-ben is alulrol fog fiiggni ¢}, = g;,-tdl,
ami ellentmondés. Ezzel a t = 1 esetre belattuk az allitést.

Tegyiik fel, hogy ¢t > 1, és a t-nél kisebb értékekre belattuk; most belatjuk t-re is
(t < t* —1). Legyen V PUSHDOWN(h,t — 1,7) futdsdban meghatéirozott halmaz; legyen
V' e halmaz PUSHDOWN(h,t — 1,Z')-re. Belatjuk, hogy u’gf) létezik, és ugf) eV, u'sf) eV.
Ebbdl az allitas adodik.

(I.) Tegyiik fel indirekten, hogy ug) ¢ Vv

(A) eset: h # j;. Az indukci6 miatt ugtfl) = ug(tfl), mind Z-ben, mind Z’-ben szoros
elemek (i =1,...,k). Az 5.2.8. 4llitas alapjan uz(t*l) pontosan akkor fiigg alulrol ugfl)—t(’il
Z-ben, amikor Z'-ben. Ezért V és V' definiciojaban minden ugyanaz, kivéve a szorossagot:
ugf) ¢ V' csak abban az esetben lehetséges, ha ugf) € Z,. Igy (5.2) alapjan ugt) € [mj,, Mj,].

Ezért Z-ben ugf) alulrél fiigg g;,-t6l, ellentmondésban a 5.2.9. allitassal.
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(B) eset: h = j. ug? ¢ V' az indukci6 és a 5.2.8 allitads miatt akkor lehetne, ha vagy

]1 qé s Vagy u(t) nem szoros Z'-ben, azaz uﬁ)
( = Gy 7 Mgy My -
Tehat belattuk, hogy minden h-ra ug) € V', azaz szoros elem Z'-ben. V' # () miatt
kovetkezik, hogy u’gf) létezik és u%)) <u 2).
(IL.) Tegyiik fel most, hogy '}’ ¢ V.
(A) eset: h # j;. Az (IA) esethez hasonlban az lehet a baj, ha u’( ) € Z,, azaz (5.3) miatt

uﬁf) € [mj,, M;,]. Innen a ¢t = 1 eset bizonyitasdhoz hasonléan adédik az ellentmondés

€ Z,. Mindkettének az az akadélya, hogy

kihasznélva azt, hogy “;;) <u 2) és u(t) el,=1I, szoros elem.
(B) eset: h = j;. Az (IB) esethez hasonléan vagy uJl ¢ I;,, vagy u( € Zy. Az (I). ben

beldtottak miatt m;,,m;, < g;, < “5'1) < u’gl), ami szintén gitja mindkét lehet&ségnek. [

Ezek utan a lemma allitasdnak masodik fele mar egyszeriien kovetkezik. Az alabbiakban
V a PUSHDOWN(js, t* — 1, Z)-ben definilt halmaz, V' pedig PUSHDOWN(js, t* — 1,Z")-ben
ugyanez. Azt allitjuk, hogy V' = (.

Tegyiik fel ezzel szemben, hogy V' # (D azaz u( ) letezik. Lattuk, hogy u Q_f V
csupan akkor lehetne, ha ug € Zy. Ez u ) = mj, miatt lehetetlen. Tehét u ) ¢ V,

ezért u( ) < u(t*) < Mj,, azaz ug) € [mJZ,Mh] N [mj,, Mj,], de ez ellentmond annak a

feltevésnek hogy T'-ben szoros volt. U

5.3. Az altaldnos eset

A 0 — 1 értéki esethez hasonloan az algoritmus kiindul egy Z = {I; : I; = [my, M;] :
1 < i < k} fedésbol, és vagy megad egy kisebb fedést, vagy ad egy tanat Z minimalitasara.
(T ugyanazt az intervallumot t6bbszor is tartalmazhatja.) Legyen minden ¢ = 1,... k-ra
adott egy u; € I; szoros elem.

5.3.1. Allitas. Ha minden i, j-re u; és u; vagy fiiggetlenek, vagy u; = u;, akkor ezen {u;}
elemek optimalis dudlis megoldast adnak.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy ha valamely y-ra létezik olyan ¢, amire y = u;, akkor
pontosan p(y) darab ilyen ¢ létezik. Mivel y = w; szoros, igy pontosan p(y) darab j-re
lesz y € I;. A feltétel szerint egy ilyen j-re u; és u; vagy fiiggetlen, vagy u; = u;. Am
fiiggetlenek nem lehetnek, hiszen az I; intervallum mindkettejiiket fedi. U

Lényeges kiilonbség a 0-1 esethez képest abban lesz, hogy az I; és I; intervallumoknak
lehet kozos szoros elemiik, s6t, egy u; I;-n kiviil mas intervallumokban is szerepelhet.
Legyenek = € I;, y € I; sszefliggd szoros elemek. Ertsiik = és y (4, )-szerinti viszonya
alatt azt, hogy az z V y és = A y elemek koziil melyeket tartalmazza I; és melyeket I;.
A 5.2.1 lemméban leirt esetekben mondjuk azt, hogy z és y regularisan fiiggé par (i, j)-
szerint. Egyébként egy Osszefiigg6 parra mondjuk azt, hogy nemregularisan fiiggenek. A
0-1 esetben ilyen nem volt: abbdl, hogy zVy € I;, kvetkezett, hogy zVy ¢ I;. Ez altalaban
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méar nem lesz igaz, a szoros fedési tulajdonsig alapjan 6sszesen annyit mondhatunk, hogy
mind I;, mind I; az x V y és A y elemek koziil legalabb egyet tartalmaz.

A nemregularis fiiggési viszonyok koziil egyet sziikséges még megnevezniink: ha x Ay €
I; N I;, akkor mondjuk azt, hogy z és y (i, j)-szerint lent kapcsolt par. Ha az (4, j) szerinti
viszonyban egyértelmt, hogy mi az i és a j (pl. u; és u; esetén), akkor ezt nem fogjuk kiilon
mondani. Megjegyezziik, hogy az 5.2.2. 4llitas az 4ltalanos esetben is igaz marad.

Az algoritmus lényegét a 0-1 eset kis modositasaval kapott PUSHDOWN-REDUCE adja.

Ezt addig tudjuk alkalmazni, amig vannak regularisan fliggé u®, oM parok. Elképzel-

i) g
het6 azonban, hogy a PUSHDOWN-REDUCE végén még marad olyan uit) g.t)

regulédrisan fiiggenek.

Szerencsére azonban ez esetben méar igaz lesz az, hogy a fedés minimalis. A kapott
ul(t)—kb(’il kiindulva az egyszerdi, mohé PUSHTOMIN szubrutinnal meg fogunk talalni egy
tanut.

és u;’, akik nem

5.3.1. PUSHDOWN-REDUCE az altalanos esetben

Algorithm PUSHDOWN-REDUCE(Z)
forj=1,...,k do
Ha I; nem tartalmaz szoros elemet, akkor
megallunk a kisebb {I; : i =1,...,5 — 1,7+ 1,...,k} fedéssel
Ugl) — Q]’
fort=1,2,... do

Ha az ugt) elemek paronként vagy fiiggetlenek vagy nem regularisan fiiggnek, akkor

PusaToMIN({u{"})
for j=1,...,k do

u{* « PusHDOWN(j, ¢, )

Az algoritmusban PUSHDOWN(4, ¢, 7) és REDUCE(j, t*, T) sz0 szerint ugyanaz lesz, mint
a 0-1 esetben. A helyesség igazolasdhoz is ugyanazokat a lemmakat latjuk be, mint a 0-1
esetben, bizonyitasaik természetesen modosulni fognak.

5.3.2. Lemma. Ha a PUSHDOWN(j,t,T) lépésben V nemiires, akkor van maximélis eleme.
5.3.3. Lemma. A REDUCE(j,t*,Z) lépésben

(i). j2 létezni fog.

(ii). t* =1 esetén a kapott intervallumok valéban fedést adnak.

(iii). ' = T — [mj,, M;,] + [mj,, M;,] szintén fedés.

5.3.4. Lemma. t* > 1 esetén PUSHDOWN-REDUCE(Z') t = 1,...,t* — l-re ugyanazt
a kimenetet adja, mint PUSHDOWN-REDUCE(Z), és a t = t* — 1 lépésnél hivja meg
REDUCE((js, t* — 1,7')-t.
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5.8.2 Bizonyitdsa. A 0-1 esetnél most kissé bonyolultabb feltételiink lesz arra, hogy mikor
fiigg ugt) alulrél z-t6l m; <z < ug-t) esetén.

(®) (t)
j j
(i) v\ pontosan akkor fiigg alulrél z-t6l, ha m; < x £ M;. (ii) u{”) pontosan akkor nem
fiigg alulrél z-tél, ha vagy m; £ x, vagy m; = x = M;.

5.3.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy ugt) alulrol fiigg u;’-t6l, és x szoros elem, m; <z < u

V maximélis elemének létezéséhez ismét azt kell belatni, hogy ha z,z’ € V, akkor

z Vz' € V. Tegyiik fel, hogy z V' ¢ V. Az 5.1.4. lemma szerint z V z' is szoros, és
m; 2z Vaz < ujt). Az lehet tehat csak a baj, hogy valamely i-re ugt) alulrél fiigg ug-t)—t()’l
és ¢ V x'-t6l is. Az 5.3.5. allitas szerint ekkor m; < = V ' A M;. Az er6s intervallum
tulajdonsig miatt m; < x vagy m; < z'. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy m; < .
Ekkor uz(t) nem fiigghet alulrél z-t6l, tehat a 5.3.5 allitas miatt m; < ¢ < M;, vagyis z € I;.
A szoros fedési tulajdonsag miatt vagy = V ¢’ € I;, vagy x A ' € I;. Az elébbit kizartuk,
tehat m; < z Az’ < z'. Ekkor z-hez hasonléan z’' € I; lesz. Ha azonban z,z' € I;, akkor
z V' € I;, ami ellentmondas. O
5.3.3 Bizonyitdsa. (i) A PUSHDOWN(j;,t*,Z) lépésben g;, ¢ V. Mivel m;, < g;, < ug?

szoros elem, ezért kell legyen olyan [, akire ugt*) alulrél fiigg ug-i*)—tc’)l. Ez az | megfelels lesz.
(i) és (ii3) bizonyitasa ugyanaz, mint a 0-1 esetben. O
5.8.4 Bizonyitdsa. Vilagos, hogy azon Z-beli szoros elemek halmaza, amik Z'-ben nem

szorosak, és az Z'-beli 1j szoros elemek halmaza ugyanaz a Z; és Z,, ami a 0-1 esetben volt
(1d. (5.2),(5.3) ). Igaz lesz a 5.2.7. kovetkezmény is. A 5.2.8. allitdsnak megfelelden igaz

lesz az alabbi, szd szerint ugyanazzal a bizonyitassal.

5.3.6. Allitas. Haz € I, ésy € I, T-ben és T'-ben is szoros elemek, akkor z és y viszonya
(h,l) szerint ugyanaz Z-ben és I'-ben.

A 0-1 esethez hasonléan jeldljiik a PUSHDOWN-REDUCE(Z') futasabdl kapott értékeket

u’gt) ’;tl) az I} -beli szoros elemeket fogja jeldlni).

Legyen most j és t < t* tetsz6leges, és x € I; szoros elem, melyre z A ug-t). Legyen t; a

legnagyobb olyan index, amelyre x < ug-to). Ez létezni fog, mivel z <X Q; = ne

"/ hiszen x
J 7
szoros. A PUSHDOWN(j1,%9,Z) 1épésben = ¢ V, kell legyen tehat olyan d, hogy e lépésben

ufit) alulrél fiiggott z-t6l. Ekkor mondjuk azt, hogy ug-t) flto)

(Egy atugrasnak persze tobb oka is lehet.)

-vel (u

esetén r atugrdsdnak u,"’ az oka.

5.3.7. Allitas. ug-t) esetén legyen x € I; 4tugrasanak u&t") az oka.

(i) mg <z £ My, u” < M.

(ii) Ha mgq < ug-t), akkor ugt) < My

(iii) Ha z = ug-t) V z, akkor mg < z.
Bizonyitds. (i) Az els6 fele az 5.3.5. allitasbol kovetkezik, az ut6bbi pedig abbél, hogy u{
alulrol fiiggott ug-t")—t(’)l.

(ii) Ekkor mg < ugt) < ug-t"), és innen ug-t“) < M, az 5.3.5. allitas szerint.
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(t)
J
Az utobbi esetben készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy my < ug-t). A (ii) pont szerint ekkor

) ;t) V z € 1; vagy ug-t) ANz € Iz Az

els6 alternativat kizartuk az (i) pontban, tehat ugt) Az € I, azaz mg < ug-t) Nz=<z O

(iii) mgq < z, tehat az erds intervallum tulajdonsag szerint vagy mq < u;’, vagy myq < 2.

ug-t € I4. A szoros fedési tulajdonsagot hasznélva z = u

Az 5.2.9. allitas helyett az alabbi lesz igaz:

5.3.8. Lemma. Hat < t*-ra g; és u%t) osszefiiggbek, akkor q; < uﬁf).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u = ugt) és q = q; Osszefiiggbek, &m g A u. Legyen ugf) az az
ellenpélda, amire ¢ minimalis. Legyen s = u V q, w = u A q. A szoros fedési tulajdonsag
miatt vagy s € I;, vagy w € I;. Az utobbi esetben - mivel w € I; pontos és I; minimalis
pontos eleme ¢ - azt kapjuk, hogy ¢ < w < u, noha ennek feltettiik az ellenkezgjét. Tehat
s € I;, azaz s < M;.

Szintén a szoros fedési tulajdonsag miatt s € I, vagy w € Ij,. Tegyiik fel, hogy s ¢ I,.
Ekkor w € I, ahonnan s € I; és w ¢ I; miatt u alulrdl fiigg g-tol. Igy PUSHDOWN(4,t,T)
futasakor V iires lesz, azaz az algoritmus meghivja REDUCE(j,t*,7)-t, noha t < t*, s ez
ellentmondés.

Az alehet&ség maradt hét, hogy s € I;NI,,. Mivel feltettiik, hogy g A u, ezért s = gvu A

u. Legyen u‘(f") annak az oka, hogy u atugrotta s-et. A 5.3.7 allitas (iii) pontja alapjan

(x = s, z = q, j = h szereposztassal) mg < ¢q. Mivel my < ug") < My, és mg < q <X My,
ezért ufitO) és q Osszefiiggbek. t minimalis valasztésa és ty < t miatt ¢ < ufitO) < Mj. Innen
azt kapjuk, hogy q € 1.

A szoros fedési tulajdonsag miatt tehat vagy s € I, vagy w € I;. A 5.3.7 allitas (i)
pontja miatt s ¢ I, tehat w € I, azaz myg < w < u. Ekkor a 5.3.7 allitas (ii) pontja

szerint u € I;. Ha viszont q,u € Iz, akkor s = u V q € I;, ismét csak ellentmondés. ]

Ennek parjaként Z'-re az alabbi fog teljesiilni:

5.3.9. Lemma. Tegyiik fel, hogy t < t*-ra és h # j-re u’g) létezik, q; és u'gf) Osszefiiggd

elemek, és q; A u' gf) . Ekkor v’ gt) alulrol fiigg q;-tol.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u = o' g) és q = q; Osszefiiggdek. Legyen u' g) az az ellenpélda,
amire ¢ minimalis.

5.3.10. Allitas. Ha ty < t, és valamely d-re u’fit°) és q; Osszefiiggdek, akkor g < u’&t")
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u’go) és q; Osszefiiggbek, 4m g A u’l(it
miatt u’((it") alulrél fiigg ¢j-t6l. Emiatt PUSHDOWN(j, to, Z') futasakor V" iires lesz, azaz az
algoritmus meghivja REDUCE(J, ty,Z’)-t, noha ty < t és u’gf) létezett, tehat PUSHDOWN-
REDUCE(Z') nem érhet véget a to. 1épésben. O

°) Ekkor ¢ minimalitisa

A 5.3.8 lemma bizonyitasdnak nyoman azt kapjuk, hogy vagy u alulrél fiigg ¢-tol - ez
esetben készen vagyunk - vagy s € I; N Ij,. Innentél a bizonyitas sz6 szerint ugyanaz lesz,

mint a 5.3.8. lemma esetében, azzal az egy kiilonbséggel, hogy ¢ < u’go) < M, a 5.3.10.
allitdsnak lesz a kovetkezménye. U
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5.3.4 bizonyitasdban a lényegi allitas is ugyanaz lesz, mint a 0-1 esetben:
5.3.11. Allitas. t=1,..., ¢t — lre ' = i=1,2,.. k.

Bizonyitds. Indukciéval bizonyitunk. ¢ = 1-re belatjuk, hogy minden h-ra @) szoros lesz
T'-ben és @}, is szoros lesz Z-ben. Ebbél @ = @}, kovetkezni fog. h = ji-re az 5.2.7.
allitasbol adodik. h # j;-re tegyiik fel elészor indirekten, hogy @5, nem lesz szoros Z'-ben.
Ekkor Qn € Z1, azaz (5.2) szerint ug) = Qn € [mj,, Mj,]. Teljesiil tovabba g;, € [m;,, Mj,]
is, tehat g;, és ul) Gsszefiiggdek. (5.2) miatt m;, £ ul”, és mj, < g;, ahonnan ¢;, £ ul"
adodik. Ekkor a 5.3.8. lemmét j = j;-re alkalmazva Z-ben ug) fiiggetlen g;, -t6l, ami
ellentmondas. Belattuk, hogy Q) szoros I'-ben, tehat @}, 1étezik és Qp = Q-

Tegyiik most fel, hogy @)}, nem szoros Z-ben. Ekkor @}, € Z, azaz (5.3) alapjan @}, €
[my,, Mj,]. Masrészt az 5.2.7. allitas miatt g;, = q;,. Q},q;, € I;,, tehat u’g) = Q) és g,

) )

. e P P 1 . 1
T'-ben dsszefiiggd szoros elemek. Azonban m;, < q; és mj, A Q) = u';’ miatt g; A u’gl .

Ebbdl 5.3.9 lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy Z'-ben v’ hl) alulrél g; -t6l. Kihasznalva
a mar belatott ug) < u'gl)—et és azt, hogy ug) € I, = I; szoros elem, a 5.2.2. 4llitasbol
adodik, hogy u} is alulrdl fiigg ¢},-t61 Z'-ben. A 5.3.6 allitasbol ekkor uf’ Z-ben is alulrol
fog fiiggni g;, = gj,-t6l, ami ellentmondas. Ezzel a t = 1 esetet belattuk.

t > 1-re legyen V a PUSHDOWN(h,t — 1,7) futdsdban meghatarozott halmaz; legyen
V' e halmaz PUSHDOWN(h,t — 1,7')-re. Belatjuk, hogy u'g) létezik, és u%t) eV, u'g) evV.

(I) Tegyiik fel els6ként, hogy ugt) ¢V

(A) eset: h # ji. Az 5.3.6. allitds miatt csak abbdl lehet a baj, ha ug) € Z;. Ekkor
azonban (5.2) miatt m;, A ugf), azaz q;, 2 ugf). g;, és “;:) osszefliggdek, mivel m;, mindket-
tejiiknél kisebb, M;, pedig mindkettejiiknél nagyobb. Azonban az 5.3.8 lemma miatt ug)
és g;, fiiggetlenek, s ez ellentmondés.

(B) eset: h = j;. A bizonyitas ugyanaz, mint a 0-1 esetben.

Innen mar azt is tudjuk, hogy u’gf) letezik, sét, ug) < u’g).

(II) Tegyiik most fel, hogy v ¢ V.

(A) eset: h # ji. Az (TA) esethez hasonléan ekkor az lehet a baj, ha u’g) € Z,, azaz
(5.3) miatt u’slt), gj, € I;,. Innen ugyanigy juthatunk ellentmondéasra, mint a ¢ = 1 esetben,
felhasznalva hogy ug) =< u’g), és ug) € I, = I; mindkét fedésben szoros elem.

(B) eset: h = j;. Szintén megegyezik a 0-1 esettel. O

Annak bizonyitasara, hogy PUSHDOWN-REDUCE(Z') a t = t* — 1 1épésnél hivja meg
REDUCE(j,)-t, szintén sz6 szerint elismételhets, amit a 0-1 esetben leirtunk. O

5.3.2. A PusHTOMIN szubrutin

A PusHTOMIN algoritmus a t* id6pontban keriil meghivasra, bemenete minden i-re
egy u; = u,gt*) € I; szoros elem, méghozza ugy, hogy u; és u; vagy fiiggetlenek, vagy (i, j)
szerint nem regularisan fligg6ek.

Legyenek u;,, ..., u; tetszéleges elemek. Vegyiik Sket valamilyen sorrendben és zaroje-
lezéssel, és irjunk kozéjiik A jeleket. Nevezziik ezt legdlis zarojelezésnek, ha egy értelmes
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miveletsort definidl, azaz ebben a sorrendben és zirojelezéssel sorra végre tudjuk hajtani
a A miiveleteket. (Minden A végrehajtasakor a két tag Osszefliggs.) Egy legalis zarojelezés
esetén a végeredmeényt jeloljik A{u;,,...,u;}-1el és és nevezziik u;,,...,u; sormetszeté-
nek. Ha nincs legalis zardjelezés, akkor a sormetszet nem létezik. Az alabbi lemma szerint
viszont ha a van legélis zardjelezés, akkor a sormetszet joldefinialt lesz.

5.3.12. Lemma. Azu;,,...,u; elemek minden legélis zaréjelezésére ugyanaz lesz az ered-
mény.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy két kiilonb6zs legélis zardjelezéssel két kiilonbozs végered-
mény adodott, z és z’. Mindenesetre 2’ < w;,, ..., u;. Ezért indukcioval lathatd, hogy a z
kiszamitasa soran minden zardjelben a kiszamitott érték legalabb 2’. (Ha ugyanis valamely
y, y' Osszefiiggd elemekre 2’ <y, 2/ <y, akkor 2’ < yAy'.) Azt kaptuk tehat, hogy 2’ < z,
és hasonléan z < 2/, vagyis z = 2'. O

Egy AH sormetszetet nevezziink jonak, ha minden u; € H-ra AH € I;. Mondjuk azt,
hogy egy AH jo6 sormetszet legjobb, ha H tartalmazéisra nézve maximélis a j6 sormetszetek
kozott.

Megjegyzés Minden i-re az egyelemt A{u;} = u; sormetszet jo lesz.

A PusHTOMIN algoritmus az aldbbi tételen fog alapulni:

5.3.13. Tétel. (a) Birmely két kiilonboz6 legjobb sormetszet fiiggetlen. (b) Ha AH és AL
sormetszetek, L C H, akkor létezik olyan u; € H — L, hogy A(L + u;) is sormetszet.

Ebbdl kovetkezik, hogy azok a halmazok, melyek a legjobb sormetszeteket adjak, az {us, ..., ux}
halmaz egy particiojat alkotjak. A (b) rész szerint a legjobb sormetszetek mohén meg-
talalhatoak, elemek egyenkénti hozzavételével. Az alabbi PUSHTOMIN algoritmus tehat
optimalis dualis megoldast ad: minden i-re u;-t cseréljiik le arra az egyértelmi legjobb AH

sormetszetre, melyre u; € H. A tétel belatadsdhoz némi eldkésziiletre lesz sziikségiink.

5.3.14. Allitas. Ha M maximalis elem, a AZ sormetszet létezik és NZ < M, akkor van
olyan u; € Z, amelyre u; < M.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy AZ olyan ellenpélda, melyre |Z| minimalis. |Z| = 1 nem
lehet, tehat AZ = (AK) A (AK') alakban all els. Az erGs intervallum tulajdonsag miatt
vagy ANK < M, vagy AK' < M. Tegyiik fel, hogy AK < M. |Z| minimalitdsa miatt van
olyan u; € K C Z, melyre u; < M. ]

5.3.15. Lemma. Legyen AZ sormetszet, Z = X UY, X,Y # (0, X NY = (. Ekkor van
olyan u; € X és olyan u; € Y, amelyek &sszefiiggbek.

Bizonyitds. Legyen T C Z olyan, hogy AT létezik, és |T'| minimalis arra a tulajdonsigra
nézve, hogy TN X # 0 és TNY # 0. Ekkor vilagos, hogy AT = (AK) A (AK') forméaban
all elg, ahol K C X, K' CY.

Legyen M olyan maximalis elem, melyre (AK) V (AK') < M. Az el6z6 allitas szerint
létezik u; € K C X és u; € K' C Y, melyekre u; < M és u; < M. Mivel AT kozos als6
korlatjuk volt, ezért u; és u; Osszefiiggbek lesznek. U
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5.3.16. Lemma. Egy AZ sormetszetre ekvivalens az alabbi két allitas: (i) NZ jo sor-
metszet (ii) barmely w;,u; € Z-re u; és u; vagy fiiggetlenek, vagy lent kapcsoltak, azaz
u,-/\uj EIiﬂIj.

Bizonyitds. Az (i)=>(ii) irAny abbdl kévetkezik, hogy AZ j6 sormetszet, tehat AZ € I;N I;.
Innen u; Au; = AZ > my,m;. A (ii)=(i) irdny az alabbi allitasbol fog kiovetkezni a Z =T
esetben.

5.3.17. Allitas. Tegyiik fel, hogy teljesiil a (ii) feltétel, létezik a AT sormetszet, AT < M;,
tovabba létezik m, amelyre m < AT, m < u;. Ekkor AT € I;.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, és legyen T olyan ellenpélda, akire |T'|
minimalis. Ha |T| = 1, akkor T" = {u;} nem lehet. Egyébként m < AT < M;, m =
u; < M; miatt AT és u; Osszefiiggbek. A lemma feltétele szerint ezért lent kapcsoltak, azaz
(AT) A u; € I;. Ekkor azonban m; < AT < M;.

Feltehetjiik tehat, hogy |T'| > 2. Legyen AT = (AK) A (AK'). Az ers intervallum
tulajdonsag miatt vagy AK < M;, vagy AK' < M;. A szimmetria révén feltehetjiik, hogy
AK = M;. |T| minim4lis valasztdsa miatt AK € I;.

A szoros fedési tulajdonsag szerint vagy AT = (AK)A(AK') € I;, vagy (AK)V (AK') €
I;. Az el6bbi eset ellentmond 7' valasztasanak. Az utébbi esetben AK' < M;. Ismét |T|
minimélis valasztasa miatt AK' € I;. Azonban ha AK,AK' € I, akkor AT = (AK) A
(AK'") € I, ismét ellentétben T valasztasaval. O

O

5.3.18. Lemma. Tegyiik fel, hogy az s szoros elem az alabbi tulajdonsdggal rendelkezik:
minden [-re, amennyiben m; < s, tovabb4 u; és s Osszefiiggéek, akkor s € I; (5.4)
Ekkor minden olyan i-re, amelyre s € I;, teljesiilni fog s < u;.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy létezik olyan u;, melyre s € I;, &m s A u;. Legyen
ufit) az u; s ala nyomasanak az oka. Ekkor a 5.3.7. allitas (i) pontja szerint mg < s A My, és
mg = 8, uq = M; miatt ug és s Osszefiiggbek. Ekkor | = d megsérti az (5.4) tulajdonsagot.
U

5.3.19. Lemma. Tegyiik fel, hogy NZ legjobb sormetszet, u; ¢ Z, és m; < AZ. Ekkor
NZ és v, fiiggetlenek.

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy s = AZ kielégiti az (5.4) feltételt. Ha u; € Z, akkor
NZ € I, mivel AZ jo sormetszet. Azt az esetet kell vizsgalnunk, amikor u; ¢ Z, u; és AZ
Osszefiiggdek, valamint m; < AZ.

Legyen Z' = Z +u;. NZ' létezni fog: vegyiik AZ egy legélis zardjelezését, és ennek irjuk
a végére u;-et. Bz Z' egy legalis zarojelezése lesz, mivel AZ és u; 6sszefiiggéek. Ha minden
u;, u; € Z'-re teljesiilne, hogy u; és u; vagy lent kapcsoltak, vagy fiiggetlenek, akkor a
5.3.16 lemma szerint AZ' egy AZ-nél bévebb j6 sormetszet lenne.
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Barmely u;,u; € Z-re AZ j6 volta miatt u; és u; lent kapcsoltak vagy fiiggetlenek.
Tehat kell legyen olyan u; € Z, hogy u; és u; Osszefiiggéek, &m nem lent kapcsoltak. A
PUSHTOMIN szubrutin kezdeti feltétele miatt u; és u; nem regularisan Gsszefiiggbk, tehat
vagy u; Vu; € I;NI, vagy u; Auy € I; N I;. Az utobbi esetben lent kapcsoltak lennének, tehat
az el6bbi teljesiil. Ezért u; < u; V u; < M;. Azt kaptuk tehat, hogy m; < AZ < u; = M,
vagyis AZ € I,.

Belattuk hat, hogy AZ teljesiti a (5.4) tulajdonsidgot. Az 5.3.18 lemma szerint AZ €
I; kovetkeztében AZ < w;. Ekkor AZ' = AZ és NZ' egy AZ-nél bévebb jo sormetszet,
ellentétben azzal, hogy Z legjobb volt. Ebbé&l az kovetkezik, hogy nincs olyan [, melyre
w ¢ Z, NZ és u; Osszefiiggéek, valamint m; < AZ. Ez pedig éppen a lemma allitasa volt.
O

5.3.13 Bizonyitisa. A (b) rész a 5.3.15. lemma kovetkezménye az X = L, Y = H - L
particiora. Eszerint 1éteznek u; € L, u; € H — L 6sszefiiggs elemek. AL-nek és u;-nek tehat
NH kbzos also, u; V u; kozos fels6 korlatja. Ezért A(L + u;) sormetszet 1étezni fog.

Az (a) részhez elGszor tegyiik fel, hogy AK és AK' Gsszefiiggs legjobb sormetszetek,
K # K'. Vizsgéljuk azt az esetet, amikor rendezve vannak, pl. AK < AK'. Tekintsiik
a A(K UK') = AK sormetszetet az X = K — K', Y = K' particioval. X # (), mivel
K ¢ K'. Alkalmazhatjuk hat az 5.3.15 lemmat, ami szerint van olyan u; € X, u; € Y,
melyre u; és u; Osszefiiggbek. Ekkor u; ¢ K', m; < AK < AK' és AK' < u;Vu;, tehat u; és
NK' 6sszefiigg6ek. Ez azonban ellentmond az 5.3.19 lemmanak. A tovabbiakban feltessziik
tehat, hogy AK és AK' nincsenek rendezve.

A szoros fedési tulajdonsag szerint minden u; € K U K'-re vagy (AK) A (AK') € I
vagy s = (AK) V (AK") € I.

Legyen B azon u;-k halmaza, melyekre s € I;. B # (), mivel ha iires halmaz volna,
akkor (AK) A (AK') is j6 sormetszet lenne, ami ellentmond K és K’ legjobb voltanak.

Legyen By = K N K'. Nyilvanval6, hogy By C B. Legyen By = KN B, B, = K' N B,
C;=K-B,C,=K' —-B.

5.3.20. Allitas. Ha u; € Cy, akkor tetszéleges r-re AK' < x esetén z és u; fiiggetlenek.
Hasonléan, ha u; € Cy, akkor AK < x esetén z és u; fiiggetlenek.

Bizonyitds. A szimmetria miatt elég a Cj-re vonatkozo allitast belatni. AK'-nek és wu;-
nek van kozos also korlatja: (AK) A (AK'). Ha (AK') < z és u; Osszefiiggbk volnanak,
akkor z V u; kozos fels§ korlat lenne. Tehat AK’ és u; Osszefiiggbek, noha u; € C; miatt
m; X (AK) A (AK') <X AK', u; ¢ K', vagyis a 5.3.19 lemma miatt fiiggetlennek kellene
lenniiik. O

5.3.21. Lemma. Ha u; € B, akkor s < u;.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy s-re teljesiil az (5.4) feltétel. Ekkor az &llitas az 5.3.18
lemmabol adodik. Legyen tehat | olyan, hogy m; < s, valamint s és u; OsszefiiggGek. Azt
kell belatni, hogy s € I,.

s = (AK) V (AK'), tehat az erds intervallum tulajdonsig miatt m; < AK vagy m; <
AK'. A szimmetria miatt feltehetjiik az el6bbit. Ekkor AK legjobb sormetszet, m; < AK,
valamint AK és u; Osszefiiggéek, mivel m; kozos alsd, s V u; pedig kozos felsG korlat. Az
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5.3.19. lemma szerint ez csak ugy lehet, ha w; € K. K = B; U C, tehat u; e két halmaz
valamelyikébe esik. Ha u; € By, akkor B definicidja szerint s € I;. u; € C; pedig lehetetlen,
mivel az 5.3.20. allitas szerint u; és s fliggetlenek, hiszen AK' < s. (|

5.3.22. Allitas. C; = 0 vagy C, = K, illetve Cy, = ) vagy Cy = K.

Bizonyitds. A szimmetria miatt elég a C1-re vonatkozo allitast belatni. Tegyiik fel indirek-
ten, hogy az X = (4, Y = B; halmazok egyike sem iires. Alkalmazzuk erre particiéra az
5.3.15. allitast. Ekkor van olyan u; € Ci, u; € By, hogy u; és u; Osszefiiggbek. Az el6z6
allitas szerint AK’ < s < u;, ellentmondasban az 5.3.20. allitassal. O

C; = 0 lehetetlen, mivel ekkor minden u; € K = B;-re s < u; volna, ahonnan AK' < s <
AK kovetkezne, ellentmondéasban azzal a feltevéssel, hogy AK és AK' nem voltak rendezve.
Tehat C; = K, s ugyanigy Cy = K'. Ekkor azonban B = () ellentmondést ad. O

5.4. Megvalo6sitas grafokon

Megmutatjuk az algoritmus alkalmazéisat arra a speciélis esetre, amikor egy adott D =
(V, A) digrafot szeretnénk adott @ # S,7 C V halmazokra k-szorosan ST-Gsszefiigg6vé
novelni. Legyen P = A(S,T). A 3.2.3. rész jeloléseivel egy X € A(V,V) ST-parra le-
gyen pp(X—,XT) = (k—6(X,X") —h(X~,X7"))*". Legyen p a pp vetitése A(S,T)-re;
feladatunk most ezen p fliggvény fedése.

A <-ra legkisebb P-beli parok (s, T —s) lesznek minden s € S-re, a legnagyobbak pedig
(S — t,t) minden t € T-re.

A V és A miiveletek metszet- és unioképzéssel végezhetéek. Egy I; = [m;, M;] interval-
lumban levs Osszes elemet le tudjuk fedni azzal a s;t; éllel, amire s; = m,, t; = M;’. Egy
7 intervallumrendszerre legyen E = {s;t; :i =1,...,k}.

Készitsiik el a 2.2.2. tétel bizonyitdsaban szereplé grafot, ahol a kapacitésfiiggvény:
g(z'z") =1, g(z"y’) = 1 minden zy € A-ra. Ezen H halozat legsziikebb illetve legb&vebb
minimélis s"t’ vagasai s € S és t € T esetén éppen a legkisebb illetve legnagyobb P-beli
st paroknak felelnek meg.

Ugy tudjuk elddnteni, hogy T fedés-e, hogy a D' = (V, A+ E) grafban tetszSleges pont-
pérra ellendrizziik, hogy koztiik k-szorosan Osszefiiggs-e a graf. Azt, hogy az I; intervallum
tartalmaz-e szoros elemet, attol fiigg, hogy D" = (V, A+ E — s;t;) s; és t; kozt k-szorosan
osszefiiggd-e. Ha nem, akkor Q);, azaz I; maximalis szoros eleme a legnagyobb s;t; par lesz,
amit MFMC-vel tudunk meghatirozni a H halézaton.

A PUSHDOWN(j) lépésben ug-t“) meghatarozasahoz elGszor megkeressiik azokat az i-
®)

ket, melyekre u,;” alulrél fligg ug-t)—t()’l. Legyen ezen i-k halmaza J. Tekintsiik az alabbi

intervallumrendszert (mely altalaban nem lesz fedés): Zy = Z—I; —{I; : i € J}+{[my, M;] :
i € J}. Konnyen lathat6 az alabbi:

5.4.1. Allitas. Minden z € I; Ty-ban legalabb p(z) — 1-szer lesz fedve. Legyen y € I;

a legnagyobb olyan szoros elem Z-ben, ami semmilyen i € J-re nem fiigg alulrél ugt)—té’].
Ekkor y a <-ra legnagyobb olyan elem I;-ben, mely Z,-ban nincs lefedve.
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Ezt az y-t meg tudjuk talalni folyamalgoritmussal. Kénnyen lathat6 tovabba, hogy u§t) Ay

(t

AT 1 . o < 2 o 4 . 2
lesz V' maximélis eleme, azaz u; . Az algoritmus tobbi része egyszertien végrehajthato.

5.4.1. Bonyolultsag

Legyen L a leghosszabb lehetséges lanchossz, K pedig egy felsé korlat k-ra, az in-
tervallumok szdmara. Nevezziik trividlisnak azt a PUSHDOWN(,t) lépést, melynek soran
ug-t“) = ug-t), és nemtrividlisnak, ha ug-tﬂ) < ug.t). A nemtrivialis PUSHDOWN lépések szama,
legfeljebb LK. Mivel minden t-re legalabb egy nemtrivialis PUSHDOWN van, igy a triviali-
sok szama legfeljebb K-szor annyi, azaz O(LK?). ST-6sszefiigg6ség novelése esetén L = n
és K = n? fels6 korlatok lesznek. Ez utobbi azért, mert egy névelésben nem érdemes kétszer
bevenni ugyanazt az élt.

A PUSHDOWN(j, t) lépésben el6szor meghatarozzuk a(J i;ldexhalmazt, ami O(K) id6-
t+1

J
trividlis PUSHDOWN ideje O(K). Ha ez nem teljesiil, akkor ug-tﬂ) egy folyamszamitassal

kaphato meg, O(MC') id6ben, azaz egy nemtrivialis PUSHDOWN 6sszesen O (K + MC) id6-
ben térténik. A PUSHDOWN lépések osszideje tehat O(LK® + LK MC) A REDUCE lépés
soran t* < LK. Egy iteracio O(K) idében végrehajthato, tehat a REDUCE ideje O(LK?).
A PUsHTOMIN egy lépésében csokken a kiilonb6z6 u-k szama, azaz a PUSHTOMIN ideje
O(K). Igy az algoritmus 8sszbonyolultsaga O(LK® + LK MC) = O(n” + n®n®) = O(n").
Az ST-6sszefiiggéség ndveléséhez kiindulunk egy legfeljebb n? elemii fedésbél, arra leg-
feljebb n2-szer végrehajtva ezt az algoritmust megkapjuk az optimalis névels élhalmazt,
legfeljebb O(n®) id6ben.

Ha a kiindulasi grafunk k& — 1 Gsszefiiggd volt, akkor kicsit jobbat mondhatunk. A 4.6.
részben leirt O(kn®) idejli approximéciés algoritmus az optimalisnal legfeljebb k& — 1-gyel
tobb élt ad meg. Ha ez a kiindulasi fedés, akkor algoritmusunkat csak k-szor kell lefuttatni,
ezért az 6sszbonyolultsag O(kn").

ben teheté meg. Ezzel egyiitt tudjuk ellenérizni, hogy w = ug-t) teljesiil-e, tehat egy
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