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1. Bevezetés

Dolgozatom elsé részében Menachem Kojman: The A,B,C of PCF : a companion
to PCF theory, partl. cimi cikkét[3] kovetve mutatok egy lehetséges bevezetést
a pcf-generatorok definialasahoz és 1étezésiik bizonyitasdhoz.

Majd ennek egy topologiai alkalmazéasaként bizonyitom Shelah és Kojman
egy tételét kis szdmossagi Dowker-tér 1étezésérsl. Dowker-térnek olyan Ty teret
hivunk, amelynek az egységintervallummal vett szorzata nem normaélis. 1971-
ben M.E. Rudin bizonyitotta ZFC-ben ilyen tér létezését, az ¢ példaja N0
nagysagu volt. Ez volt az egyediili példa tobb, mint 20 éven keresztiil, mig
1996-ban Balogh Zoltannak sikeriilt 2%¢ szamossagi Dowker-teret konstrualni.

Kojman és Shelah cikkiikben[4] N, +1 nagysagu pédat mutatnak,mely azért
fontos, mert az elbbi két szamossag hatvanyalakjuk miatt akarmekkora lehet
ZFC-ben(s6t, akar egyenlGek is).

Bar tobb, a pcf bevezetését szolgélo cikk jelent meg, melyek nagyobb anyagot
fognak at, Kojman cikke mégis stilusa és precizitasa miatt tokéletetes kedvcsi-
nalonak is. A pecfrdl més stilusa, terjedelmében kb. ekkora nagyon jo anyagot
talalhatunk [1]-ben és [2]-ben.

Viszont az igazi "alapkényv" a témaban, bar nem bevezetd jelleggel, Shelah
monografiaja [6], melyért 2000-ben Bolyai-dijat kapott.

Es ennyi ismerkedés utan térjiink ra az A,B,C-re.
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2. Club Guessing

2.1. Definici6. A rendszamok egy X halmazdra jeloljik accX (vagy acc(X))-szel
X akkumuldcids pontjainak halmazdt, azaz accX={a €On : a=supXNa}.
Legyen tovdabbd naccX=X\accX és clX=XUaccX.

2.2. Definicié. Jeldlje ¢ rendszamok egy halmazdt és a egy rendszdmot. Ezutdn
bevezetjiik a drop fiigguvényt, melyre drop(a,c)=sup cNa, ha cNa # ) és cNa={
esetben nem definidljuk.

Ha X és ¢ rendszdmok halmazai, jeléljik Drop(X,c)-vel a {drop(a ,¢) :o €X}
halmazt.

2.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy c és X a rendszdmok halmazai, valamint o € On.
Ekkor igazak a kévekezd dllitdsok:

1. drop(a,c) < a vagy drop(a,c) nincs definidlva. Egyenléség pontosan « €acc(c)
esetben dll fenn.

2. ha drop(a,c) definidlva van, akkor drop(a,c)ecle.

3. Drop(X,c)Cclc.

4. ha oy < ag rendszdamok és drop(aa,c) definidlt, akkor drop(aa,c) is, és
drop(ay,c) < drop(as,c).

5. a—=drop(a,c) rendezéstarto leképezés X egy végszeletén, igy tip Drop(X,c)<
tipX.



6. ha c1 C co rendszdmok részhalmazai, a € On valamint drop(a,cy) defini-
dlt, akkor drop(a,cs) is és drop(a,cy) < drop(a,cs).

7. ha {c; : i < i(*)) olyan, hogy ¢; COn és ¢; C ¢; Vi < j < i(x) , akkor
Ya €0n 3 if(a)<i(*), melyre drop(a,c;) stabilizdlodik i(a)-ndl, azaz drop(a,c;)
vagy nincs definidlva vagy pedig konstans ifa) < i < i(*)-ra.

8. ha {¢c; : i <k) rendszamok részhalmazainak tartalmazdsra nézve monoton
csokkend sorozata, K egy requldris szamossdg és XC On, melyre | X| <k , akkor
3 i(X)<k dgy, hogy Drop(X,c;) stabilizalodik i(X)-nél, azaz Drop(X,c;(x))=
Drop(X,C;) ¥ i(X) < i < k-1a.

9. accDrop(X,c)=accXNace(c).

Bizonyitas: Az els6 allitas drop(a,c) definiciojabol kovetkezik, a tobbiek - az
utols6 kivételével - pedig az el6z&ekbdl illetve abbdl, hogy a rendszédmok jol
vannak rendezve.

Nézziik az utolsot: elészor a C iranyt bizonyitjuk.Legyen 8 € accDrop(X,c)
és legyen (drop(a;,c) : 1 < i(*)) egy [-ban kofinalis, szigortan monoton névé
rendszamsorozat, melyre a; €X V 1 < i(*)-re.Ugyanitt igaz az is, hogy
a; < drop(a;11,¢), hiszen egyébként drop( «;,c)>drop(a;+1,c), ami lehetetlen.
Mivel V i-re drop(a;,c)€cle (2. pont), kapjuk, hogy § € acc(acc(c)) = acc(c).
Végiil drop(«;,c)< oy (l.pont) és a; < drop(ey1,¢) < [ miatt, hogy 8 €accX.

A D irdnyhoz tegyiik fel, hogy § € accXNacc(c).Legyen (G; :i < i(*) ) C
BNe, f-ban nem korlatos sorozat.Mivel 8 € accX, Vi < i(*)-re definialva van a
kévetkezd rendszam o; = min(BNX\(3;+1)).Igy B < drop(ai,c) < B és B8 € acc
Drop(X,c).

O

2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy K, A reguldris, k™ < X\ wvalamint S C (§ < X :cf
d=K) X egy staciondrius részhalmaza. Ekkor létezik eqy C=(cs :0 €S) sorozat,
amely teljesiti a kovetkezd két feltételt:

1. ¢ C 6 d-nak zdrt részhalmaza.

2. barmely E C X, A\-ban kofindlis zdrt halmazra N(E)=(§ €8S :cs CEA
sup cg= ONtip cs=kK) A-nak egy staciondrius részhalmaza.

kielegiti a 2.feltételt, valamint hogy c¢s C 6, akkor (cles Nd : 6 € S) eleget
tesz mindkét tételbeli kovetelménynek.Masodszor pedig, a tételnek megfelel
sorozatban minden egyes cs-t helyettesitve egy kofinalis részhalmazaval, szintén
megfelel6 sorozatot kapunk.

Ezutan ratériink a bizonyitasra.El6szor transzfinit indukcioval "gyartunk"
minden i < kT-ra egy C; =(c§ : § € S) sorozatot és egy E; C A (\-ban)
kofinalis zért részhalmazt a kovetkezSképpen. Legyen Eo=\ és Co=(c} : § €
S) olyan sorozat, melyre ¢ C § k tipusd, 6-ban kofindlis zart halmaz. Két
indukcios feltevésiink lesz: az elsd, hogy cf;:Drop(cg,Ei) 6-nak zart részhalmaza
, a mésodik pedig, hogy ha j < i akkor F; C E;. i=0-ra mindkét feltétel fennall.

Hai < x™ limeszrendszam és F;,C; definidlva vannak minden j < i-re, legyen
E;=N;<;E;. Miveli < ), a metszet A-ban kofinalis zart. Legyen c=Drop(c{,E;)



minden § €S-re. cg és F; zart halmazok, ezért az el6z6 lemma 9. pontja szerint
¢t is az (és € 4). Az 5. pont szerint pedig tip ¢ < k.

Tehat feltehetjiik, hogy i=j+1 < st és E;, C; definidlva vannak.Ha létezik
E C X kofinalis zért, hogy V§ € E N S-re vagy ¢} nem kofinélis zart d-ban vagy
pedig ¢s € E, valasszuk E;-t E; N E-nek.

Ha nem létezik E C X a fenti tulajdonsagokkal, akkor minden EC A kofinalis
zartra NJ(E)=(5 €S : § = sup ¢ A cs C E) stacionarius A-ban.Ugyanis, ha
léteznének E, E' C A kofinalis zartak, melyekre N7 (E) NE =0, azaz § € SNE -
b6l kévetkezne, hogy ¢ ¢ E, akkor E N E' ) olyan kofinalis zart részhalmaza

Ebben az esetben cg: Drop(cg7 E;) az el6z6 lemma 9. pontja szerint zart, az
5.pontja szerint rendtipusa < k , tehat ha nem korlatos é-ban, akkor rendtipusa
pontosan k.A fentivel egyiitt ekkor megvagyunk.

Végiil legyen F;,; definialva minden i < xT-ra , ebbdl akarunk ellentmon-
dasra jutni.Valasszuk E-t N+ F-nak. Mivel k™ < A | E kofinalis zart A-ban,
és legyen § € accENS. Az el6z6 lemma 8. pontja szerint a (¢} : i < xkT) sorozat
stabilizalodik valamely i(6) < x*-nal, hiszen (F; : i < k™) monoton csokkend
és ¢& = Drop(cd,E;). Mivel § € acc(c?) Nacc(E;) Vi < kT esetén, a lemma
9.pontja szerint c¢§ d-ban kofinalis zart. Vélasszunk egy j>i()-t.0 € E; 1 vagy
cg nem kofindlis zarté-ban vagy cs € F;i1. Azonban cg d-ban kofinalis zart,
cg Z Ej+1.De cf{“ C dEjt1 N A=Ej1, igy s # CgH , ellentmondasban a
stabilizacioval.

|

3. Az I])] ideal
Legyen A = cf A, A > Ng.Az I[)] idealt a kovetkezoképpen definialjuk.

3.1. Definicié. Legyen S C X\. S € I|\] <= 3P = (P, : a < \) €és egy A-ban
kofindlis zdrt E halmaz a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

1. P, C P(a) és| Py |[< A.

2. 0 € ENS = § szingularis és 3¢ C §, melyre § =supc, tipc < & és Vy < 0
cNy € UgcsPs.

3.2. Lemma. I/\] normdlis idedl.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy S, €I[A] Va < A és legyenek FE,, ,
P, =(P§ : < A) a definicicban megadott tulajdonsagi halmazok, amik bizo-
nyitjak, hogy S, € I[\]. Az altalanossag megszoritasa nélkiilfeltehetjiik, hogy
(Pg + B< A) monoton nove.

Legyen E=Va<aFEa , S=A0<ASa €8 Py = Uﬁ<aP£'

Valasszuk J-t ENS-belinek.S definiciéja miatt van S< 0, melyre 6 € Sg.
E definicioja miatt (hiszen E=(a : 8 < a = a € Eg)) pedig § € Ez. Igy
0 € Sg N Eg, tehat 0 szingularis és létezik egy J-ban kofinalis zart ¢ halmasz,
melyre ¢y € U.sP” minden v < é-ra.De ekkor készen vagyunk, hiszen P,



definici6jabol az UE<5Pf C Ue<s P tartalmazas kovetkezik, azaz cNy € Uecs Pe.
Tehat S € )], ami ekvivalens a normalitassal. O

3.3. Lemma. Ha A = cf)\ és A > Ny szdmossdg, akkor S = (o < \:
cfA=Ng) € I[N].

Bizonyitas: Legyen P,=[a]<¥. Ha § € S7, ¢ C § barmely a-ban kofinélis
részhalmaz, melyre tipc =wg.Ha v < §, c Ny véges, igy P,-hoz tartozik.
|

3.4. Tétel. Ha A = cfX és A > Ny szdmossdg, akkor az Sg\ =(a < AT : cfa<
A) € I[XT].

Bizonyitas: Az el6z8 lemma bizonyitja az allitast A = wy-re, igy feltehetjiik,
hogy A > w;.

Minden a < A*-hoz valasszunk a-nak zart részhalmazaibol allo (ag : ¢ < \)
sorozatot a kévetkezsk szerint:

1. V¢ < Ara ag C a zart és | ag [< A

2. G <G = ag, Cag, ésha (¢ limesz, akkor af = Ug<cag.

3. U<<)\ag = Q.

Legyen P, :(a? Ny: 08 <a,( <Ay < a).A definiciobol kovetkezik, hogy
P, C P(a) és | P, |[< XA < AT. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehets
0 € Sg\, 0 > A Azt kell megmutatnunk, hogy 3 ¢C § kofinalis zart, melyre
cNy € UgesP3 Vy < d-ra. Valasszuk ¢ C 9 d-ban kofinalis zartnak, melynek
rendtipusa = cfd és min ¢ > X. VO € cre az Eo=(C < X : ag N @:a?> A-ban
kofinélis zart. Ezért E=Ngec.Fo is A egy kofinalis zart részhalmaza.

A definiciok miatt léteznie kell egy (p rendszdémnak, amelyre ¢ C ago .Ve-
gylink egy ((x) € E pontot, amire ((x) > (p. Tehat ag(*) 0 zart részhalmaza,
szamossaga < A és mivel részhalmazként tartalmazza c-t, nem korlatos d-ban.
0 > X =tip ag(*) < 6. Legyen v < 0 tetszbleges. Annak a belatasahoz, hogy
ag(*) Ny € UgesP3 elég Ag(*) NO € Pg valamilyen © € c-re, ami nagyobb, mint
v, hiszen Pg zért a kezddszeletképzésre.

Fixalva egy ilyen O-t, kapjuk ag(*) ne = a?(*)—t, mivel {(x) € E C Eg és
igy Po-hoz tartozik.

O

3.5. Tétel. Ha r,\ reguldris szdmossdgok és k* < X, akkor létezik S C S
staciondrius IfA[-ban.

Bizonyitas: Ha )\ reguléris szdmossag rakovetkezGje, akkor a tétel az el6z6
kovetkezménye. Igy az elsé A > k™ eset, amikor az el6z6 tétel nem alkalmazhato,
kT@+! Tehat feltehetjiik, hogy kT < A\.Ezutan mar az el6z6 tétel miatt csak
egy esettel kell foglalkoznunk: ha A regularis limesz.

Legyen C—(cq : a € S5 "), mint a 2.4. tételben.

Rogzitsiink egy (H(x), €) elemi részmodelljeibél allo folytonos
M=(M; : i < \) lancot, amely kielégiti a kovetkezdket:



o | M,; |< A

o(Mj:j§i>€Mi+1,i€Miési§Mi

oC, A€ My és kTt +1C M,

Definialjuk Q;-t M; N P(i)-nek.Az elss tulajdonsag miatt | Q; |[< A.

Legyen S C X a kovetkez6 halmaz:

S = (a<X:cfa=kATca-ban kof. zart, melyre [(Vy < a)(cNvy € Uj<o@i)])-

A (Q; : i < \) sorozat bizonyiték S € I[A]-ra.Ezutan mar csak az van hatra,
hogy megmutassuk, S stacionarius.

Rogzitsink £ C X kofinalis zartat és azt fogjuk belatni, hogy S-sel vett
metszete nem iires.E-t csokkentve feltehetjiik, hogy M; N\ = i minden i € E-re.
Ez abbol kovetkezik, hogy (i < A : M; N A =) A egy kofinalis zart részhalmaza.

Ezutan definidlunk egy masik elemi részmodell lancot H(x)-ban. N=(N; :
¢ < k1), mely kielégiti a kdvetkezdket:

o M,E,\,C € Nyésktt +1C N

o| N¢|=rTT

o (Neg:€£<() € Nepr V(< kTTora

Definialjuk f(¢)-t sup(Ne N A)-nak. f: (k" 4+ 1)— 6 monoton névé és
folytonos. Jeloljiik ©-val f(x1)-t.A fenti harmadik tulajdonség miatt lathatjuk,
hogy f | ¢ € N¢yq1 minden ¢ < k7.

Vegyiik észre, hogy minden ¢ < x7T-ra az f({) rendszam E-hez tartozik.
Ez az elemiségbdl és abbol kivetkezik, hogy EEN¢ minden (-ra: ha 8 € N N A
tetszbleges, akkor N¢ |= (3y € A\)[y € E A~y > (3]. Ekkor létezik § <y € ENN
és ebbdl kévetkezGen E nem korlatos f(¢) alatt, amibdl kovetkezik, hogy f(¢) €E.
Azaz ran f C E.

Ezutan Mei-ben fogunk dolgozni.Abboél, hogy © € Mg41 és Mo+ elemi-
sége miatt tudunk egy g: kTt — O, g € Mg, fiiggvényt valasztani, amely
novekvd, folytonos és O=sup(ran(g)).

Mivel f és g is novekvs és folytonosak xTT-on, képiik kofindlis ©-ban, ebbdl
kévetkezik, hogy létezik egy EC k1 kofindlis zart, amelyre f | E=¢g | E.

C "club guessing" tulajdonsaga miatt tudunk fixalni egy 6 € S SH—t, melyre
¢s C E, §= sup cs és tip cs=k. Legyen c=f|cs|=g[cs]-

Tehat ¢ C f(J) egy & rendtipust kofinalis zart halmaz f(d)-ban. Tudjuk,
hogy f(8) € E és azt fogjuk megmutatni, hogy f(4) € S, mégpedig ugy, hogy
belatjuk, ¢ N~y € Uj<g; P; minden v < f(d)-ra.

Legyen tehat X = c¢5 N ¢ valamely { € cs-ra c5 egy kezdGszelete és Y =
fIX] ¢ egy megfelels kezdGszelete. Mivel ¢s és ¢ Np-hoz tartozik, X € Ny C
Neyq és mivel f | ¢ € Neyq a harmadik feltétel miatt, amit N valasztasanal
feltettiink. Ebbdl kovetkezik, hogy Y = f[X] € Nejq.

Ha tudnénk, hogy Y € M; valamilyen i < A-ra, akkor készen vagyunk:
tegyiik fel, hogy H(x)E 3i < A [Y € M;]. Mivel Y, M, X\ € M¢41 és Neyq <
H(x), kapjuk, hogy N¢i1 = 3i < A[Y € M;] az elemiség miatt. Igy létezik i <
f(C+1) < f(), melyre Y € P;, ahogy akartuk.

De miért létezik ¢ < A?

X € My, am f nem biztos, hogy valamelyik M;-hez tartozik.De f [ ¢s =
g | cs, ezért Y-t (Y = f[X]) definidlhatjuk g-vel f helyett. g€ Mgo41 , igy ¥V
definidlhaté Mg1-ben és igy Y € Moy



O

3.6. Tétel. S € I[\] <= IE C X kofindlis zdrt és egy {co : o < A} sorozat,
melyek kielégitik a kovetkezdket:

1. ¢ Ca és tip cu < .

2. B € cq = B rdkévetkezd rendszam €és c, N B = cg.

3. 6 € SNE = § szinguldris, tip cs=cf d és d= sup cs.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy létezik E és egy fenti tipust sorozat.Legyen P,=(c,). Ha
0 € SN E, akkor ¢5 C § nem korlatos d-ban és tipcs=cfd. v< § = cNy = cNe,
ahol € = min[cs \ (y+1)] és cs Ne=cc € P.. Azaz S € I[\].

Az allitas megforditasanak bizonyitasahoz vegyiink S € I[A]-t és legyen
E C )X olyan kofinalis zart halmaz valamint (P* : o < \) olyan sorozat, melyek
I[)] definiciojaban szerepelnek. Ezekbdl kell egy 1-3-at kielégits E-t és (¢, : @ <
A)-t késziteniink. ElSszor P,-ra teszlink néhany kitételt, melyek nem fogjak
novelni | P, |-t (amely < X). Tegyiik fel, hogy x elegendGen nagy regularis
szamossag és o € M < H(x), P, = M N P“. Igy tehat ha x € P,, akkor tip
is € P,, minden limesz rendszamra, melyre 3 € P, egy kofinalis zart eg C 3,
melyre tip eg=cf 3 is P,-ban van, és P, zart a kdvetkez6 halmazmiiveletekere:
kivonas, uni6, metszet....

Ezutan fixaljunk egy novs, folytotnos (y; : i < A) sorozatot, melyre ~;
limeszrendszam minden i < A-ra és vit1 \ 7 > | Ua<y, Pa | + | 75 | +Ro.

(vi 1 < A)-t megritkitva feltehetjiik, hogy v; € F és ha «; € S, akkor ~;
szingularis.

Legyen F; : Ug<y, Po X vi = ((+1: 7 < ¢ < 7541) bijektiv fiiggvény, gy,
hogy elkddoljon minden (z,3) part € Ua<~, Pa, 8 < vi-re egy (i, Vit1)-beli
rakovetkezd rendszammal.

Ezutan probaljuk meg definidlni co-t o < A-ra.

l.eset : a rdkovetkezd rendszam.

Mivel minden ~; limeszrendszam, létezik i, melyre v; < o < ;41 -

Ha o € ranFj, legyen co,=0.

Ha pedig o = Fj(x, 8) valamely x € Ua<y, Po és j < i-re, legyen cq = ().

A megmaradé esetben 8 < minx .Ha x € Uy<,,; Po valamely j < i-re, legyen
szintén c, = 0.

Egyébként pedig:

Ca :<F]($ﬂ<,ﬁ) :

1. ¢ € xz és tip x N ¢ eg -hoz tartozik

2. j < i alegkisebb, melyre x N ( € Uap<y, Py

3. minden £ € z N ¢ -ra, melyre tip(z N () € eg, létezik k < j, hogy

zNE& € Ua<y, Pa)

2.eset : « limeszrendszam: Ha lehetséges, valasszunk egy ¢, C a nem kor-
latos halmazt, melyre tip cf @ < o , minden § € ¢, rakovetkez6 rendszam és
¢ N B = c3. Egyébként legyen ¢, = 0.

Most pedig leellendrizziik, hogy (c,: a < A)-ra fennallnak-e az elsirt kove-
telmények.



Az 1.0 ¢o C a és tip ¢q < a. Limesz a-ra ez c, valasztasa miatt van igy, ha
« rakovetkezs, akkor minden zart részhalmazanak rendtipusa < a.

A 2.: Tegyiik fel, hogy v € co. Ekkor 7 rakdévetkezé rendszam. Legyen
O € cq N7. co definicidja miatt 1étezik £ € x, melyre tip x N & € eg és az a
k( < i) a legkisebb, hogy 2 N € Ua<, Pa, melyre © = Fi(x NE,B). (ezek a ¢,
definicidjabeli 1. és 2. kritériumok). ¢, harmadik kritériuma alapjan és mivel
& € xN ¢, kapjuk, hogy létezik 1 < k, melyre x N § € Ua<n, Pa.

Legyen y=xN¢, és v = F;(y, 5) , B <miny és £ € y, ugy , hogy tip yNE= tip
z N & € eg. Ugyanigy, legyen k<j a legkisebb, melyre yN& =xNE € Ug<y, Pa
és Ek(y N 6, ﬂ):@

Igy c-ra, ha y-t kicseréljiik x-re, mindhdrom definiciobeli kdvetelmény fenn
fog allni. Tehat © € c,. A megforditas szintén igaz, igy kapjuk, hogy c.Ny = ¢,.

Es vegiil a 3.: Azt kell megmondanunk, hogy mi legyen E'. Legyen E =
(v(i) : i limesz). Tegyiik fel, hogy o € S NE . Tudjuk, hogy o szingularis
(mert {;: i< v) CE) és hogy van x C §, tip & < 0 és Vy < o £ N7y € Uy Pa-
Feltehetjiik, hogy = € P,. Legyen = tip . Ekkor 8 € P, és valasszuk -t <
min x-nek.

Legyen § = sup(y; : i < i(x)), azaz § = v;(x). eg C [ és tip eg=cf x=cf
o.Ebbdl tudjuk, hogy eg € Pgs.

Definialjuk y-t (¢ € x: tip(x N () € eg)-nak. Ekkor tip y =tip eg=cf § és
y C 9 kofinalis zart halmaz d-ban.

Legyen h(¢)=min(j : xN¢ € Ua<, Po) valamilyen ¢ € y-ra. Szoval
h: y — (y; : ¢ < A) és h nem csékkend, mivel P,, kezd@szeletre zart minden i-re.
S6t, V¢ € y-ra h({) <) = 9.

Legyen z=(C € y : V€ € y N ¢ h(§)<h(()).

Valamint c=(Fj,¢)(z N ¢, B) : ¢ € 2).

c-rél akarjuk bizonyitani, hogy jo c¢s-nak.Nem korlatos d-ban és a rendtipusa
cf 0.Az egyediili, amit ellenérizniink kell, hogy v € ¢ = [ rakdvetkezd rendszam
és cNy = c,.Azaz elég latnunk, ami igaz, hogy o = F (2N, B) ¢ € z esetén
j=h((), és co = cNa. Igy készen vagyunk.

|

4. Egy kis bevezets a legkisebb felsé korlatrol

Ebben a fejezetben a rendszamfiiggvényeken (melyek egy A végtelen halmazrol
a rendszamokba képeznek) adott<j, <;, € relaciokat targyaljuk, ahol I egy
A-n adott ideal.A legfontosabb eset most szamunkra az lesz, amikor van egy
rendszamfiiggvénysorozatunk, amely valamelyik relacio szerint szigorian mono-
ton né és kivancsiak vagyunk a sorozat(vagy hogy egyaltalan létezik-e) legkisebb
és egzakt fels6 korlatjara.(Ezeket a fogalmakat késSbb fogom definialni)

Tehat legyen A egy végtelen halmaz és I C P(A) egy ideal A-n.Jeldljik I*-
gal a dualis filtert,azaz az (X CA : A\X € I) részhalmazrendszert és [*-szal
a P(A)\I-t.Talan a legkonnyebb tgy elképzelni Gket, hogy I-ben az A-n 1évé
"nullmértékd halmazok", I*-ban az "egymeértékii halmazok", IT-ban pedig a
"pozitiv mértékid halmazok" vannak.



Ezutan definidlom a fent emlitett relaciokat.Ha adott az A végtelen halmaz-
rél a rendszamokba képezd 2 fiiggvény f és g, akkor:

o f =y g pontosan akkor, ha (a € A : f(a) # g(a))

o f <y g pontosan akkor, ha (a € A: f(a) > g(a))

o f <y g pontosan akkor, ha (a € A: f(a) > g(a))

o f <7 g pontosan akkor, ha f <;gés (a € A: f(A) < g(a)) eTT.

A kovetkezd jeloléseket is fogom hasznalni:

o f < g pontosan akkor, ha Va €A-ra [f(a)<g(a)]

o f < g pontosan akkor, ha Va €A-ra [f(a)<g(a)]

o f < g pontosan akkor, ha f < g és f#g.

Hivjuk f,:A—On fuggvények egy (fo:a < A) sorozatat névekvonek <;(<j...)
szerint akkor és csak akkor, ha oo < 8 < A esetén fo, <1 fa(fa <1 f3-..-)-

A fejezet hatraleve részére rogzitsiink le A-t és a rajta levs I idealt.

el
el
el

4.1. Definicio. Tegyik fel, hogy F=(fo : o < a(x*)) rendszdmfiggvények egy
halmaza. Ekkor

o eqy g:A— On fligguény pontosan akkor felsd korldtja F-nek, ha fo <; g
minden o < ax)-ra.

e eqy g:A—On fuggveny pontasan akkor legkisebb felsd korldtja F-nek, ha g
felsd korldtja és g <; g minden g felsé korldtra.

e eqy g:A— On fiigguény pontosan akkor egzakt felsé korldtja F-nek ha leg-
kisebb felsé korldtja és minden g <y g-re létezik o < a(x), hogy g < fra.

Ezutan megprobalunk megfelels feltételeket keresni, melyek fennalldsa esetén
tudjuk igazolni legkisebb ill egzakt fels6 korlat létezését egy f monoton névé
sorozathoz. De ehhez el6bb definidlunk egy 14j fogalmat.

4.2. Definicié. Legyen C={(c, : o < \) olyan sorozat, melyre ca Ca. Egy, az
A halmazbdl a rendszdmokba képezd figguényekbdl dllo sorozat, [ = (fot < A)
pontosan akkor engedelmes C-nek, ha Vo < A-ra és V(3 € cq-ra [fz < fof.

A kovetkez6 lemma azt allitja, hogy ha egy C sorozat, melynek f engedelmes
"koherens", akkor f tartalmaz monoton névé részsorozatot.

4.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy f=(fa:a <) engedelmes C = (co = a0 < N)-
nak. Ha C-re teljesiil, hogy B € co = cg = co N B, akkor minden a < A-ra az
(fg : B € cqa) sorozat < szerint monoton nd.

Bizonyitas: Legyenek 3,7 € ¢, valamilyen o < A-ra és tegyiik fel, hogy 8 < 7.
Mivel ¢, Ny = ¢y, a sorozat "koherencidjabol" kapjuk, hogy 8 € c,.
f, engedelmességébdl pedig fz < f,.

O

A kovetkezGkben egy elégséges feltételt irunk le egzakt fels korlat létezésére
<7 szerint monoton novekedd sorozatra.

4.4. Tétel. Tegyik fel, hogy | A |< w és kT < X\ = cfX. Valamint, hogy
S C 8N = (5 < X:cfd = k") staciondrius, S € I[N és C-re teljesiilnek a
kovetkezok:



1. C={(co:a<Xéscfa<k?)

2. ca Ca,tlipcy <

3. B € cq = B rdkévetkezd és co N3 = ca

4. tip cs = k1 €s supcs = & minden 6 € S-re

Ha f = (fo : a < \) (A-b6l a rendszimokba képezd) fiigguények < szerint
monoton novd sorozata engedelmes C-nek, akkor létezik egzakt felsd korldtja.

Bizonyitas:

El6szor legkisebb fels§ korlat létezését bizonyitjuk, majd ezutan belatjuk,
hogy minden legkisebb fels6 korlat egzakt is.

Legkisebb fels6 korlatot "approximacioval" fogunk keresni.Tehat vesziink egy
fels6 korlatot és ahol lehet csokkentjiik, persze hogy felsé korldt maradjon.
Limesz lépésekben fogjuk kihasznalni, hogy f engedelmeskedik C-nek, igy pro-
dukalva kisebb felsd korléatot.

Transzfinit indukciéval ¢ (< x*)-ra definialjuk g¢, f-hez tartozo felss korlatok
sorozatat, hogy a kovetkezd teljesiiljon ra:

0§ < (<Kt =gc<Srge

Legyen go(a)=sup(fa(a) +1: a < A). Minden a < A-ra go > fa , i8Y 9o
felss korlatja az f sorozatnak.

Rékovetkezs rendszamra, ha lehetséges, ge41 elégitse ki a fentit.Ha nem,
akkor g¢ legkisebb fels6 korlat és az "approximécionk" véget ért.

Tegyiik fel, hogy ¢ < k™ limesz.Azt kell persze belatnunk, hogy ha g¢ defi-
nialva van minden ¢ < (-ra, akkor tudjuk definialni g¢-t is.(tehat a transzfinit
indukcionk nem allhat le < kT limeszrendszamnal.)

Sziikségiink lesz az S¢(a) halmaz, hS, segédfiiggvények és egy a < A rend-
szam definicioira, hogy definidlhassuk gc-t.

Tehat:

o a € A-ralegyen S¢(a) = (ge(a) : € <)

o a < A-ra hS(a) = min(Sc(a) \ fa(a)).

A kovetkez lemma hS, néhany tulajdonsagat bizonyitja.

4.5. Lemma. 1. hS, € IacaSc(a) és RS, > fo.

2. fala) < fa(a) = hS(a) < hg(a) minden o, < A-ra.

3. fix ¢ < kt-ra a (RS : a < \) sorozat monoton né <; szerint és f bdrmely
(fa : @ € c,c C ) részhalmazdra, amely monoton né < szerint, (hS, : a € c)
monoton nd < szerint.

4. haa,B <X és hS(a) < h%(a), akkor hS,(a) < fé(a).

5. ha & <<kt ésa< A\ akkor h§ > hS,.

Bizonyitas: Az elss allitas kozvetleniil hS, definiciojabol kovetkezik.

A mésodikhoz legyen o, 3 < A.Ha f,(a) < fa(a), akkor A, (a) = min(S¢(a)\
fa(a)) < min(Sc(a)\ fa(a)) = K.

A harmadik a méasodikbol, a negyedik a definiciokbol kovetkezik.

Az 6todikhez legyen § < ¢ < kT, amely esetben S¢(a) C S¢(a) minden
a € A-ra és ebbdl persze h (a)= min(S¢(a) \ fa(a))<min(Se(a) \ fao(a))=hs.

0
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Az o < X "stabilizalodasi korlat" létezése pedig a kovetkezd lemmabdl jon:

4.6. Lemma. Létezik o < A, melyre
a<§a<)\$hg=1hg<.

Bizonyitas:

Az €l6z6 lemma harmadik pontja szerint (hS, : a < \) monoton né<; sze-
rint.Ha tehat h = (hS, : @ < \) nem stabilizalédna (modulo I), akkor Vo < A
Iy < A[RS, < bS] és mivel h monoton né <; szerint, létezik egy E, A-beli kofinalis
zart halmaz, melyre igaz, hogy ha 8 € E = Va < B[hS, <1 hg}

Mivel S stacionarius, létezik § € S Nace(E).

Ezutan rogzitsiink egy ¢ C ¢s halmazt, hogy barmely két c-beli pont kozott
legyen E-beli.

A 4.3 lemma miatt az (f, : @ € c¢) sorozat < szerint monoton névs és
igy a 4.5 lemma értelmében (h$, : a € ¢) < szerint né monoton.Mivel c-t gy
vélasztottuk, hogy barmely két eleme kozott legyen E-beli, a (hS, : a € c)
szigortian monoton né.f < g és f <y g = f < (#)g barmely két f,g:A—On -re.
Tehat ebbdl kivetkezik, hogy (h$ : a € ¢) szigortian monoton nd.Ez azonban
ellentmond annak, hogy | S¢(a) |< k minden a € A-ra, merthogy (hS (a) : a € c)
monoton né < szerint és mivel | S¢(a) |< &, stabilizalodik o, < kT-nal. a-t
sup(ay : a € A)(< k1)-nak vélasztva h§ = hiﬂ—et kapunk, ellentmondésban a
feltevéssel, mely szerint a sorozat szigortian monoton nd.

O

Ezt a lemmét hasznalva limeszrendszamokra(mondjuk ¢ < k* — ra) létezik
o < A stabilizdlodési rendszam és definidljuk g¢-t hgc—nak.Bérmely ac < a<
A-ra persze gc = hS, ezért a¢-t esetleg novelhetjiik is.

4.7. Lemma. g egy felsd korldt f-re és gc <1 ge(€ < ).

Bizonyitas:

Legyen adott o < A.(a-t esetleg megnévelve feltehetjiik, hogy a > a¢.)
Ekkor f, < hS, =1 hgc, azaz g¢ egy felsé korlatja f-nek.

Ha & < ¢ = fa, <1 g¢, mivel g¢ fels6 korlat és f monoton né <; sze-
rint. Ez azt jelenti, hogy valamely 1 mértéki részhalmazara az A halmaz-
nak ge(a) > fo.(a). Mivel ge(a) € S¢(a), minden egyes a-ra tudjuk, hogy
hgc (a) < ge(a). Ebbdl persze kovetkezik, hogy g <r g¢ barmely § < ¢-re.Mivel
¢ limeszrendszam és g¢ > geq1 (€ < €) kapjuk, hogy g¢ < ge (£ < Q).

|

A legkisebb felsé korlat létezését persze gy bizonyitjuk, hogy belatjuk, az
indukcio befejez6dik s+ elstt. Mivel limeszrendszdmnal nem fejezddhet be,
rakovetkezé rendszamra fog, ami pont egy legkisebb felss korlatot jelent. Es
készen lesziink a legkisebb felsé korlat létezésével.

4.8. Lemma. Valamely ¢ < k™ -ra gc41 nincs definidlva.
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Bizonyitas: Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy indukcionk miikddik min-
den ¢ < kT-ra.

Minden ¢ < k% limeszrendszamra tudjuk, hogy gc = héc =r h§ (a > a¢).
A > kT regularitdsa miatt létezik a(*) < A gy, hogy g¢ = hi(*) minden limesz
¢ < kT-ra.

A (hc : ¢ € acc(k™)) stabilizalodik valamely ((x) € acc(x™) rendszamnal
a 4.5 lemma miatt. Legyen ¢ > ((x) limeszrendszam.Ekkor ge(s) > g¢ = ges)
ellentétben a stabilizalodassal.

|

Készen vagyunk.

Miutan meglett egy legkisebb fels§ korlat, belatjuk rola, hogy egzakt felsé
korlat is.

4.9. Lemma Tegyuk fel, hogy g eqy legkisebb felsd korldtja az f sorozatnak. Ekkor
ha g <pg, akkor g <p fo valamely a < \-ra.

Bizonyitas: Legyen B, = (a € A : fo(a) > ¢ (a)). Haa < § < A, akkor
B, Cr Bg, mert f, <r fs. Ha B, /I nem stabilizalodik, akkor létezik egy £ C A
kofinalis zart, hogy o < 8 € E = B, C; Bg. Rogzitsiink 6 € SNacc(E)-t,majd
ezutén egy kofinalis ¢ halmazt, hogy ¢ barmely két eleme kozott legyen E-beli.

Mivel a valasztasunk folytan c barmely két eleme kozott van E-beli,a
(By : « € ¢) sorozat szigortian monoton né C; szerint. De ekkor a 4.3 lemma
miatt az (f, : @ € ¢) is szigortian monoton né < szerint, amibgl az kovetkezik,
hogy (B, : « € ¢) C szerint monoton né. ¢ és C szerinti monoton névekedésbsl
pedig kivetkezik a C szerinti monoton névekedés, amibdl kapjuk, hogy (B, : o €
¢) A egy szigortian monoton névé részhalmazsorozata, ami ellentmond annak,
hogy | A |< &.

Tehat tegyiik fel, hogy B / I stabilizalodik valamely «(x) < A-nal. Ha
By € I" , akkor fo) >1 g & kész vagyunk. Ellenkez esetben minden
a > a(x)1a fo [ (A\ Bapy) <1 g1 (A\ Bav))-

Ebbél definisljuk ¢ = ¢ | (A\Ba(¥))Ug [ By(x)-ot. g felss korlatja f-nek
és g” < g, hiszen gl <1 g ¢és A\ By € I". Ez pedig ellentmond annak, hogy g
legkisebb fels6 korlat.

O

befejeztiik a tétel bizonyitasat.

|

Ejtsiink par szot I[\] bizonyitasbeli szerepérsl. Abboél, hogy f engedelmeske-
dik C-nek és C koherenciajabol a 4.3 lemma alapjan kivetkezik, hogy f monoton
né "lokalisan", vagyis részsorozatokban, melyeket cs € C-vel indexeltiink. Tud-
juk, hogy ha h¢ nem stabilizalodik modulo I , monoton né <; szerint A egy
kofinalis zart részhalmazan. Es azt is tudjuk, hogy lehetetlen h¢ barmely st
hosszi részsorozatanak < szerint monoton nénie, hiszen hg € h¢ képtere benne
van ILS¢(a)-ban.

Mivel azonban S € I[)\] stacionarius, beletehetjiik E egy akkumulaciés pont-
jat (6-t) S-be és kozrefogva cs E-beli pontokkal, talalhatunk egy x* hosszt
sorozatot, amely mindkét relacié szerint szigorian monoton né.
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Ugyanez van megismételve a 4.9. lemméban: ha a B, sorozat nem stabi-
lizalodik modulo I, akkor egy kofinalis zart halmazon ng. Van S-ben minden
kofinalis zartnak akkumulaciés pontja, ezért taldlhatunk x hosszt részsoroza-
tot, amelyen B, né mind C, mind C; szerint.

A 4.4. tételbeli engedelmességo feltételt elhagyhatjuk, ha feltessziik hogy
2141 < .

Végiil azt is megjegyezhetjiik, hogy a késébbiekben arra lesz jo egy I[\]-beli
stacionarius halmaz, hogy elhagyhatunk 2/41-rél barmilyen feltételt.

5. A PCF elmélet alapfogalmai

Tehat ebben a fejezetben elkezdjiik targyalni a PCF("possible cofinality"-bol
jon a rovidités)-et, lényegében regularis szamossagok egy kis halmazanak egy, a
halmazon 1év§ ideallal lefaktorizalt szorzataval fogunk foglalkozni.

5.1. Definici6. Legyen(P, <) egy részbenrendezett halmaz, azaz < egy tranzitiv
és reflexiv reldcié P-n.(p<q-t irunk, ha p < q, de ¢ £ p)

e Egy D C P részhalmaz kofindlis pontosan akkor, ha ¥p € P3d € Dlp < d|

e P kofinalitdisa (cfP) a legkisebb szdmossdg, amekkora egqy P-beli kofindlis
részhalmaz szamossdga lehet.

e Egyd={(d;:i <\, P elemeibél dllé sorozat monoton névd és kofindlis,
ha < szerint monoton novd és kofindlis.

o P-nek pontosan akkor létezik valodi kofinalitdsa, ha létezik egy monoton
novd, kofindlis d részhalmaza.Ekkor P valddi kofinalitdsa (tcfP=true cofinality
of P) a lekisebb szamossdg, amekkora egy monoton névd, kofindlis részhalmaz
lehet.

Minden részbenrendezett halmaznak van kofinalitasa.De pl ha az (w, : n <
w) részbenrendezett halmazoknak vessziik a diszjunkt uniéjat, akkor ennek a
kofinalitasa X, és nincs valodi kofinalitasa.Igy P kofinalitasanak nem kell feltét-
leniil reguléris szamossagnak lennie és nem is biztos, hogy van valodi kofinali-
tasa.(de ha létezik tcfP, akkor reguléris és tcfP=cfP)

5.2. Definicid. Reguldris szdmossdgok egy A halmazdra legyen pcf A=
(tef MA/T : T egy A-n lévd idedl és TIA /I-nek létezik valddi kofinalitdsa)

A < relaci6 értelmezve volt barmely két, az A halmazbol a rendszamokba
mend fliggvényre, és persze alkalmazhato barmely, a szorzatban 1évé fiiggvényre
(hiszen képzelhetjiik a szorzatot fiiggvények halmazaként, azaz TA=(f : { egy
fiiggvény A-nVa € A-ra [f(a)€A]). Tegyiik fel, hogy ITA/I-nek létezik valodi
kofinalitasa és rogzitsiink egy fiiggvényekbdl allo monoton, kofinélis sorozatot
f={fa : @ < tcflIA/I)-t. Minden I' D I idedlra persze f monoton névé kofi-
nalis lesz, ezért tef ILA/I —tef TIA/I. Es végiil mivel minden A f5lotti idealt ki
lehet terjeszteni egy duélis ultasziir6vé, kapjuk a kévetkezd ekvivalens atfogal-
mazéast:
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5.3. Lemma. pcfA= ( ¢flTIA/D : D ultrafilter A-n)

Bizonyitas:

O

A Los tétele miatt IIA/D (ahol D ultrafilter) teljesen rendezett halmaz és
igy mindig létezik valodi kofinalitésa.

Jegyezziik meg, hogy A C pcfA, az egy elem altal generalt ultrafilterek
miatt.

Tehat most elkezdjiik a szorzatok valodi kofinalitasainak vizsgélatat.

5.4. Definicié. Legyen A CREG és tegyiik fel, hogy | A |< minA.Reguldris
A-ra definidljuk J<)\[A]=(B C A: B € D = c¢flIA/D < X\ minden A-n lévé D
ultrafilterre)-t.

Mivel cflIA/D mindig regularis, az hogy u szingularis estén J.,+ = J<, ,
trivialis.

A kovetkezo tétel a kés6bbiekben elég hasznalhatonak bizonyulé informaciot
ad azokkal az idealokkal faktorizalt szorzatrol, ahol az ideal kiterjeszti J.)-t.
Tehat:

5.5. Tétel. Ha minA >| A |, akkor ILA/J<x A-irdnyitott.

Bizonyitas: Transzfinit indukcioval g < A-ra bizonyitjuk, hogy barmely
FC ITA-nek , melyre | F' |= p, van fels6 korlatja ITA/Jy-ban.

Tehat legyen adva F' C IIA és tegyiik fel, hogy | F' |= p.

1. eset: ha p szingularis.

Az indukcios hipotézist hasznalva az altalanossag megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy F=(f« : @ < p) monoton né <;_, szerint.Valasszunk ki ebbdl egy
kofinalis sorozatot (fa. : ¢ < cfpu)-t.

Mivel cfpy < p, az indukeios hipotézis ad egy g € ITA/J < ) felsd korlatot az
(fac 1 ¢ < cfp) sorozathoz, ami persze felsé korlatja F-nek is.

2. eset: p regularis és | uN A |< Ng. Legyen g(a)=sup(f(a) : f€F) minden
a> p-re A-ban és g(a)=0, ha a € AN pu. Mivel ANp véges, ANp € Jey és g
€ ITA F egy felsg korlatja.

3. eset: p regularis és A N u végtelen.Legyen k=| A |*. Mivel | A |<
minA, tudjuk, hogy x* < p. A 3.5 tétel miatt talalhatunk egy S C S,
stacionarius halmazt, ahol S € I[u]. Soroljuk fel F-et :(f, : o < u). Az
indukcids hipotézis hasznalataval definidljuk transzfinit indukcioval o < p-re a
kovetkezd (ho : a < p1) sorozatot, amely eleget tesz az alabbi kivanalmaknak:

1. hq >1 f3 és hq >1 hg minden 3 < o-ra.

2. h = (ho : @ < p) engedelmeskedik C-nek.

A feltételekbdl adodoan az a-adik 1épésnél tudunk definidlni egy g, € I1A
fels6 korlatot a (hg : 8 < a) U (fg : f < «) halmaznak. és ezutan legyen
ho(a) = maz({ga(a)) U (hg(a) : B € ¢o)) minden a € A\ kT-ra és valasszuk
ha(a)-t a-nak ,haa e ANkTT.

Az el6z6 fejezet 4.4 tételébdl kovetkezben talalhatunk egy g egzakt fels
korlatot <;_, szerint h-hoz. Mivel hq(a) < a minden a € A\ k*F € Joyra,
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az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy g(a)<a minden a €A-
ra.Legyen B=(a € A: g(a) = a).

5.6. Lemma. B € J.,.

Bizonyitas: Ha B ¢ J.), akkor tudunk taldlni egy olyan B-t tartalmazd D
ultrafiltert A-n, amelyre D N J.y=0. D dualisa kiterjeszti J-t, tehat
h=(he : a < ,u> egy monoton névé sorozat<p szerint is. Minden f € F-re
legyen f az a fiiggvény, melyet f- bol agy kapunk hogy (A \ B)-n kicseréljiik a
konstans 0-ra. Mivel B € D, f=p f és mivel f <J., g &s g egzakt fels6 korlat,
létezik olyan o < p, hogy f <Jcs ha. Mivel D kiterjeszti JZ ,-t,
f =bp f/ <p he.Igy h monoton novs, kofinalislIA/D-ben, bizonyitva hogy
cflTA/D =p < A.Ezutéan J.y definiciojabol levonhatjuk, hogyB € J.y. O

Tudjuk, hogy B € J. és definidljuk at g-t B-n nullanak, amitél még egzakt
felsé korlatja marad h-nak <.y szerint. (de igy mar ITA-hoz fog tartozni). h
definici6ja miatt g F egy fels6 korlatja.

|

Ezutan bizonyitom a A-iranyitottsag néhany kovetkezményét.

5.7. Tétel. Ha D egy A-n lévd ultrafilter , akkor
cflIA/D = min(A: DN Jy+ #0).

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy D egy ultrafilter A-n és legyen A\ a legkisebb
szamossag, melyre D N Jy+ # 0 Jo+ definicidja miatt ekkor cfITA/D < A.
Visszafelé, D kiterjeszti JX,-t, hiszen D N Joy+ = () és ekkor természetesen
<p kiterjeszti <;_,-t. A 5.5 tétel miatt a ILA/J- AT irdnyitott, tehat a ILA/D
is az, és ebbdl kovetkezGen a kofinalitasa legalabb A.
O

5.8. Tétel. Ha u limesz szdmossdg, akkor J<, = Ux<,J<n.

Bizonyitas: Legyen J=U),J<, valamelyu limesz szdmossigra. JC J,, ami
J<, definiciojabol nyilvanvalo.

Visszafelé, ha B ¢ J , akkor létezik egy B € D ultrafilter A-n, melyre
DN J=0. Mivel D kiterjeszti J-x-t minden X\ < p-re, az 5.7. tételbdl kapjuk,
hogy cflIA/D > X. Ebbdl pedig, hogy cflIA/D > pués B & J<,.

|

5.9. Tétel. Minden B C A halmazra létezik egyértelmilen eqy requldris A szd-
mossdg, melyre B € Joy+ \ J<x-

Bizonyitas: Mivel cf TIA/D <|IIA |* barmely A-n 1év6 D ultrafilterre, minden
B C A halmazra létezik legkisebb u, melyre B € J..Az el6z6 tételbsl tudjuk,
hogy p nem lehet limesz, ebbdl kovetkezéen = AT és B € Jy+ \ J<a. Mivel

J<,, monoton novs p-ben, A egyértelmd. Es nyilvanvalo, hogy A regularis.
O
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5.10. Tétel. pcfA-nak létezik legnagyobb eleme.

Bizonyitas: Az el6z8 tétel biztosit egy egyértelmi regularis A szadmosséagot,
melyre A € Jo+ \ J<a. Ebbdl kévetkezGen cfIIA/D < A minden A f6l6tti D
ultrafilterre tehatA > sup pcfA.

A masik irdnyt becsléshez legyen D egy A {616tti ultrafilter , melyre
DnNnJ.y = 0. Ilyen D biztosan létezik, hiszen A € J_5. A cfILA/D kofinalitas
legaldbb A, hiszen D kiterjeszti JZ -t és igy az el6z6 bekezdéssel egyiitt meg-
kaptuk, hogy A €pcfA.

Tehat A=maxpcfA.

|

5.11. Tétel. Ha | A |< minA, akkor | pcfA |< 214l

Bizonyitas: Az 5.3 lemma miatt 1-1 értelmid kapcsolat van pcfA elemei és a
(Jox : A € pefA) nove idealsorozat tagjai kozt. Am egy ilyen novs ideallanc
hossza legfeljebb 2141 lehet.

|

Vizsgaljuk most pcf-et, mint egy operéciot a regularis rendszamok részhal-
mazain. Tudjuk, hogy ACpcfA, illetve nyilvanvalo, hogy pef AUB= pcfAUpcfB.
Ha még azt is tudnénk, hogy pcfpcfA=pcfA, akkor ez az operacio kielégitené
a topologiai lezaras axiomait. Es persze most ez érdekel minket, hogy mikor.A
valasz a kérdésre pedig, hogy egy olyan modelljében a halmazelméletnek, ahol
nincsenek elérhetetlen szamossagok, igaz.De a valodi éllitas az, hogy ha nincsen
elérhetetlen szamossag acc(pcfA)-ban, akkor is igaz. Ezt fogjuk most bizonyi-
tani...

5.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy B C pcfA és | B |< minB. Ekkor pcfB C pcfA.
Ennek a tételnek a kovetkezménye a fent emlitett allitas, azaz

5.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy nincs elérhetetlen szdmossdg acc(pcfA)-ban. Ek-
kor pcfpcfA=pcfA.

Bizonyitas: Legyen \g=sup pcfA.Ekkor Ay vagy nem elérhetetlen vagy nem
akkumulacios pontja pcfA-nak. Mindkét esetben A;=| pcf A |< Ag.Legyen By =
pef AN (A, Ao]. Mivel min By >| By |, hasznalhatjuk az 5.12. tételt, amibdl
kovetkezik, hogy pcfBy C pcfA.

Indukciot hasznalva definidlhatjuk A\,+1 = cf | pcfAN (A, + 1) |-t és legyen
B, = pcfAN (Ant1,An]. Mivel a (A, : n < w) sorozat szigortian monoton
csokken, véges sok lépés utan befejezddik az indukcio(azaz By, y1 = 0 és A1 =0
valamely n-re) és ez pcfA véges sok részre bontasat adja (B : I < n) részekre,
melyekre igaz, hogy pcfB; CpcfA minden [ < n-re. Mivel minden A-n 1évé
ultrafilter valamelyik Bj-re "koncentralodik" (azaz Bj-lel metszve az ultrafilter
elemeit Bj-en ultrafiltert kapunk), kapjuk, hogy pcfpcfACpcfA. O

Most pedig ratériink az 5.12. tétel bizonyitasara:
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Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy B C pcfA, minB>| B | és legyen az Iy idedl A-n olyan,
hogy tcflLA/I =X minden A € B-re.(Legyen A(x) € pcf B és hozza tartozo I(x)
ideal olyan, hogy tcfIIB/I(x) = A\(x))

Legyen I=(X C A: (A € B: X ¢ I) € I(x)) megmutatjuk, hogy I ideal A
folott es tef TTA/T = A(x).

Annak az ellendrzése, hogy valoban idealt kaptunk, egyszerti.

Minden egyes A\ € B-re rogzitsiink egy kofinalis névé sorozatot, f» = (f2 :
a < A)-t ITA/Ix-ban.

Minden egyes g € 1B fliggvényhez definidljunk egy G(g) € I1A fiiggvényt a
kovetkezdk szerint: mivel ITA/J g+ | B |-irdnyitott, a 4.4. tétel szerint létezik
f e MA/J_ g+ fels6 korlatja az (f!;\(/\) : A € B) halmaznak. Legyen G(g) egy
ilyen fels6 korlat.

Megint rogzitsiink egy (go : @ < A(x)) monoton névé kofinalis sorozatot
IIB/I(*)-ban. Belatjuk, hogy minden egyes f € IIA-hoz létezik 8 < A(x),
melyre f <; G(g,) minden o € (8, A(x)). Legyen adva f € ITA.Definialjuk
F(f)-et a kovetkezéképp F(f)(A\)= min(a < A : f <7, f2) A € B-re. Ez jol
definialt, mert (f2 : @ < \) monoton névé kofinélis ITTA/Iy-ban (A € B). Legyen
B € A(*) a legkisebb, melyre F(f)<;(.) gs. Ha a € (3, (%)), akkor F(f)<;(.) ga
és ebbdl kovetkezben f <p, fg)‘a( 5 Egy I(*)-beli halmaz kivételével az Osszes
A € B-re. Ez pedig azt jelenti, hogy f<; G(g,) I definicidja szerint.

A fentiekbdl kovekezik, hogy (G(ga) : o < A(x)) kofinalis TTA/I-ben és
valamely E C A(x) kofinalis zart részhalmazra a (G(g,):a € E) sorozat monoton
nové <j szerint.Ezzel befejeztiik annak a bizonyitasat, hogy tcfIIA/I=\(x).

Azaz pcfB C pcfA és készen vagyunk.

O

6. PCF-generatorok létezése

Ebben a fejezetben azt fogjuk belatni, hogy minden A € pcfA, A C Reg-re,
ahol minA>| A |, létezik By C A halmaz, amely generalja J_ + idedlt Jc -
bol.Ezen By-kat fogjuk pcfA generatorainak hivni. By-k Jy erejéig egyértelmiien
definialtak. A tételt, amely kimondja a generatorok létezését hivjuk pcf tételnek.
Kezdjiik el a bizonyitast.

6.1. Lemma. Ha A € pcfA és B € J_y+ \ Jex, akkor tcfIIB/Jcy = A

Bizonyitas: Elgszor jegyezziik meg, hogy ha AN\ véges, akkor készen vagyunk,
hiszen Joy+ = ANAT és Joy = AN, azaz J_y+ \ J<x = (A). Tehat feltehetjiik,
hogy A >| A |TT és valasszunk egy SC S‘)AH halmazt I[\]-ban egy C sorozattal
egylitt, amely bizonyitja ezt.

Legyen J = JoxU (B € Joy+ \ Jea i tefBy_, = A).

6.2. Lemma. J idedl.
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy By és By € J. )+ \ J<x J-ben vannak és rogzit-
siink monoton névekvs kofinalis f1, f2 sorozatokat I1B;/J.y és I1By/J--ban,
amelyek ezt bizonyitjik. Legyen fo, = maz(fu,, fa,) - A f sorozat monoton
noévé <;j_, szerint és kofinalis By U By-n és ez elegendd arra, hogy By U By € J
legyen. Ha csak az egyik B; tartozik J.)-hoz, rogton készen vagyunk.

|

Ha J = J_+, készen vagyunk.Tegyiik tehat fel, hogy létezik B € J_\+ \ J
és ebbdl kell ellentmondasra jutnunk.

Vegylink egy B € D ultrafiltert A-n ;melyre J N D = (. A 5.7. tétel miatt
tudjuk, hogy cflIA/D = A. Ezutan rogzitsiink egy monoton noévs kofinalis
sorozatot, (fo : & < A)-t IIA/D-ben. a < A-ra valo indukcioval valasszunk
he € IIB-t, hogy (hq : a0 < ) monoton névé <;j_, szerint és ho >j_x f3
minden 8 < a-ra. Ez, mint a kordbbiakban mar lattuk, J.) A-irdnyitottsdganak
kovetkezménye.

S6t, valasszuk ugy h-t, hogy engedelmeskedjen C-nek.

Legyen g egzakt felss korlatja h-nak , melyre g(a)<a teljesiil minden a € A-
ra és legyen B, = (a € A : g(a) = a). Mivel h monoton névs és kofindlis g
alatt, az egzakt felsé korlat definiciojabol kovetkezik, hogy tcflIBy/Jox = A
és ebbdl adodik, hogy B, € J. Masrészrdl, ha B, nem volna D-ben, akkor
A\B, € D.Mivel g | (A\B,)U0 | B, € 1A, kapjuk hogy h, és ebbél kivetkezden
f korlatos ITA/D-ben, ami ellentmondas. Tehat By € D. Ez pediga DN J = (-
nak mond ellen.

O

Egy generator maximalis halmaz C;_, szerint. Hogy a létezését bizonyitsuk,
az alabbiakban fogunk konstrudlni egy monoton névé sorozatot Cj_, szerint.
Hogy fel tudjuk hasznalni I[A]-t akkor is, amikor egyszerre hasznéaljuk C-t és
C .-t egy specidlis engedelmes sorozatot, amelyet "szerényen" engedelmesnek
neveziink.

6.3. Definicié. Legyen A € pcf(A\ | A |TtF) és legyen C , amely bizonyitja,
hogy a staciondrius S C S, I[]\-ban van. Egy f = (fa : a < A) "szeré-
nyen" engedelmeskedik C-nek pontosan akkor, ha f monoton nd <J., Szerint,
f engedelmeskedik C-nek és fs = sup(fs : 3 € cs) minden § € S-re.

A C-nek valo engedelmesség azt jelenti, hogy f, > sup(fs : 3 € cq). Ezzel
szemben az szerény engedelmesség azt, hogy § € S = f5s = sup(fg : B € c5)
azaz fs a legkisebb fiiggvény, amely meg van engedve f engedelmessége miatt,
ha 6 € S. Jegyezziik meg, hogy mig az engedelmesség definidlva volt minden
sorozatra, a "szerény" engedelmességet csak a monoton névs, A hosszt, ITA/J .
sorozatokra definidltuk.

A "szerény" engedelmes sorozatok egy valodi részosztalyt alkotnak az en-
gedelmes sorozatok korében. Hogy nem {ires ez a részosztaly, azt az mutatja,
hogy minden monoton névé f sorozathoz tudunk talalni egy szerényen engedel-
mes h-t, amely azokat majoralja, amiket f.

Rogzitsiik a fejezet hatralevs részére A € pef(A\ | A [T+), S és C legyen,
ahogyan azt a definicioban megadtuk.
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6.4. Lemma. Minden f=(f, :a < \) sorozatra, amelyik <;_, szerint mono-
ton névd, létezik "szerényen” engedelmes h = (hq, : oo < ) sorozat, mely szintén
monoton novd <j_, szerint €s fo < ho minden o € X'\ S-re.

Bizonyitas: o < A -ra val6 transzfinit indukcioval definialjuk h,-t.Ha
a € S, akkor legyen h, = sup(hg : 8 € ¢5). Ha a € A\ 9, kihasznalva a A-
irdnyitottsagot, talalhatunk egy g, € ITA korlatot (fz: 8 < a) U
(hg : B < a)-nak és legyen hq(a)=sup((ga(a)) U (fa(a)) U (hg(a) +1: 3 € cq)).
O
Ezutan egy részbenrendezést fogunk bevezetni a "szerényen" engedelmes so-
rozatokon.

6.5. Definicié. Ha f', f? "szerényen" engedelmes sorozatokra f' < f?, ponto-
san akkor, ha f1 < f2 fenndll minden a < \-ra.

6.6. Lemma. Ha f', f2 "szerényen” engedelmes sorozatok, akkor f1 < f? pon-
tosan akkor, ha fL < f2 fenndll minden o € X\ S-re.

Bizonyitas: Az egyik irany abbol kovetkezik, hogy A\ S C A.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy f. < f2 minden o € \\ S-re, és rogzitsiink
egy legkisebb & € S-et, amelyre fi £ fZ. Mivel minden 8 € cs-ra tudjuk, hogy
f5 < f5 és f5 = sup(fa: B € cs), illetve f§ = sup(f: B € cs), ellentmondésra
jutottunk.

|

Mivel mindegyik "szerényen" engedelmes sorozat egy <j_, szerint monoton
novs engedékeny sorozata rendszamfiiggvényeknek, a 4.4. tétel miatt létezik
egzakt felsd korlatja. Vélasszunk g7 fels6 korlatot minden f "szerényen" en-
gedékeny sorozathoz, amelyrdl feltehetjiik, hogy gf(a) < a minden a € A-ra.
Ezutan jeloljiik Bjy-fel a kovetkezs halmazt: (a € A : gf(a) = a). Mivel f
kofinélis g alatt, kapjuk, hogy tchf/J<,\:)\ és ezért By € Jo\+ \ J<x minden
"szerényen engedelmes" f sorozatra.

Megmutatjuk, hogy minden B € J_y+ \ J<) ekvivalens (modulo J.)) egy
Bj halmazzal, ahol f "szerényen" engedelmes sorozat, és f! < f? esetén
Bfl §J<A sz Azaz

U

6.7. Lemma. 1.Tegyiik fel, hogy B € Jox+\J<x. Ekkor létezik egy "szerényen '
engedelmes [ sorozat, melyre B =;_, Bj.
2.Ha f_1 < f2, akkor Bfl Ciy sz.

Bizonyitas: Egészitsiik ki a J.) idealt az A\ B halmazzal.Igy elértiik, hogy
ITA/J<y helyett dolgozhatunk IIB/J. -ban is.

Hasznalva az 5.5. tételt, rogzitsiink egy A hosszt kofinalis sorozatot I1B/J < -
ban ,amit cseréljiink ki egy "szerényen" engedelmes f sorozatra, amely létezik
a 5.7. tétel miatt. Legyen g egzakt fels§ korlatja f-nek és By = B,=
(a € A : g(la) = a). Mivel feltettiik, hogy f konstans nulla B-n kiviil, fel-
tehetjiik ugyanezt g-rél is, amibdl kévetkezik, hogy B, C B. Legyen ezutan
C=B\B;=
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(a € B :gla) € a). A (fs | C:aw < A) sorozat monoton noévs és kofinalis
IIC/J<x-ban, tehat g | C <j_, fo valamely o < A-ra. Mivel fo, <;j_, ¢,
levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy C' € J. .

Tehit B =,_, B,

A masodik allitds bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy mivel f1 < f2 minden
a < Ara és f! kofinalis B /J<s-ban, 21 B szintén kofinélis
B /J<z-ban és ezért By Cj_, Bpe.

([l

Ha létezik J_y+-nak J., f6lott generatora By, akkor J_y+/J<x Boole al-
gebra, melynek maximaélis eleme B és minden k-ra k-iranyitott. A kovetkezs
lemma, mely a pcf tétel bizonyitasdhoz kell majd, egy bizonyos s-ra (k=| A |*-
ra) allitja Joz+/J<x k-irdnyitottsagat. ( Igazabol egy kicsit tobbet allit: még-
pedig, hogy < a "szerényen" engedelmes sorozatokon | A |*-iranyitott.)

6.8. Tétel. Tegyiik fel,hogy ((x) <| A |*. Ekkor
1. Ha (f¢: ¢ < ((%)) "szerényen" engedelmes sorozatok egy halmaza, akkor
létezik eqy f "szerényen" engedékeny sorozat tigy, hogy f¢ < f minden
¢ < ¢(x)-ra.
2. Ha (B¢ : ¢ < ((*)) C Jop+, akkor létezik eqy B € Jo\+, melyre
B¢ iy B

Bizonyitas: Mivel minden B € J.+ ekvivalens egy Bj-fel valamilyen "szeré-
nyen" engedelmes f sorozatra és fg < f-bol kovetkezik, hogy Bgc Cj_, By és
By € Jox+ \ J<x ,azaz clegendd az 1. pontot bizonyitani.

Tegyiik fel tehat, hogy (f¢ : ¢ < ((*)) sorozatok "szerényen" engedelmesek és
¢(x) <| A|". Definidljunk o < A-ra val6 indukcioval egy <;_, szerint monoton
névé "szerényen" engedelmes sorozatot (f, : a < A)-t, melyre f$ <; N
minden ¢ < ((x), @ < A. Indukcios lépésben ugyanazt kell csindlnunk, mint
a 6.4. tétel bizonyitasaban annyi kiilonbséggel, hogy most a g, fels§ korlatot

¢(x) x a darab fiiggvényre kell venni.
O

6.9. Lemma. Ha f' < f? "szerényen" engedelmes sorozatok, és
B = Bp € Jox+\J<n, akkor létezik egy E C X kofindlis zdrt, melyre 6 € SNE =
fi 1 B=;, f; B

Bizonyitas: A f' monoton noévé kofinalis J_ szerint B-n B definiciéja szerint.
Ezért minden o < A-ra létezik B(a) < A, melyre f2 <;_, fﬂl(a). Legyen E
egy kofinalis zart halmaz, ami zart az @« — [(«)leképezésre(azaz, § € E és
a < 0 = fla) < ). Tegyik fel, hogy § € ENS. Meg fogjuk mutatni, hogy
&1 B=,_, f2 I B. Mar tudjuk, hogy f2 > fi.

Az 4llitassal ellentétben legyen C = (a € B: f}(a) < f2(a)).

Minden a € A-ra tudjuk, hogy fZ(a) = sup(f2(a) : a € cs) és ezért minden
a € C-hez rogziteni tudunk egy a, € ¢; rendszamot, melyre f2 (a) > f3(a).
Egy ilyen indexnek léteznie kell, hiszen fZ(a) = sup(fa(a) : a € c5) > fi(a).
Mivel tipes=| A |T, és | C' |<| A |, talalhatunk egy v € nacc(cs)-t, amelyik
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nagyobb, mint o, minden a € C-re. A sorozat ~y-beli koherenciaja miatt f3 (a)
> f2(a) > fi(a) minend a € C-re. De mivel § € E, létezik 3 < &, melyre
2 <us 15 C'=(eA: f2(a) < fila) < f§(a)) diszjunkt C-t6l, hiszen
aeCnC = f2(a) < f3(a) < f§ < f2(a), ami lehetetlen. Mivel C'UA\B"
meérteki", ebbsl kovetkezik, hogy C € Joy és f2 | B=,_, f} | B.

(|

Jon az utolso tétel, a pcf generatorok létezésérsl.

6.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy A C REG egy végtelen halmaz és | A |< minA.
Ekkor minden A € pcf A-ra létezik eqgy By C A halmaz, melyre Joy+ = J<x+B.

Bizonyitas:

Mivel minden A € pcfA-ra, melyre A N A véges, a tétel allitasa egyszertien
annyi, hogy AT N A= XN (AU(N)), a tétel igaz ezen A\-kra.

Tegyiik fel, hogy A € pef(A\ | A [TT) és rdgzitsiink egy stacionarius S C S,
halmazt I[\]-ban és egy C halmazt, amely ezt bizonyitja.Ezutan egy generatort
kell talalnunk, amely J_,+-t generdlja J.x-bol.

Transzfinit indukcioval ¢ <| A |f-ra definialjunk "szerényen" engedelmes f¢
sorozatokat, melyekre és a hozzajuk tartozo B; = By halmazokra igaz, hogy

oE<(<|A[f= e

o< C(<|Al*=Be ), B

Tegyiik fel, hogy ¢ <| A |t és hogy f* és B¢ = B ¢ definiélva vannak minden
£ < (-ra és kielégitik a fenti feltételeket.Az | A |T-irdnyitottsdg miatt létezik
olyan B € J.»+ halmaz, melyre B C;_, B minden { < ¢-ra. Ha B generalja
Jn+-t, készen vagyunk.

Egyé¢bként létezik B', melyre B Cios B e Jox+. A 6.7. lemma szerint
ekkor van olyan "szerényen" engedelmes f sorozat, melyre B = B 7- Legyen fe
a 6.8.tételbsl kapott sorozat, melyre f < f¢ és f¢€ < f¢ minden ¢ < (-re. Ekkor
persze By Cj_, B¢ minden £ < (-ra.

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy f¢ és B definidlva vannak minden
¢ <| A |*ra és teljesitik azt, hogy f° monoton né < szerint , Be pedig Cj_,
szerint.

Minden egyes £ < ( <| A |t rendszamparra a 6.9.lemma miatt létezik Ee o C
A kofinélis zart halmaz, melyre § € SN E¢ ¢ = f§ I Be =7_, f§ [ Be. Mivel
f¢ kofinalis, monoton névs Be \ Be-ben és ge | (B¢ \ Be) € (B¢ \ Be) , Be
definici6ja miatt létezik v < A, melyre g¢ | (B¢ \ Be) <j_, fS. Ezutén kivonva
a-t B¢ ¢-bol, kapjuk, hogy f5 | (B¢ \ Be) <., f¢ minden § < Ara és ¢ € E-re.

Legyen E = Necccpaj+Ece. Mivel | A |T< A, E kofinalis zart lesz A-ban.
Legyen 6 € SN E. Tehat minden ¢ < ¢ <| A [T-ra tudjuk, hogy

fs T Be=yoy f5 | Beés f5 | (Bc\ Be) <o, f5 | (Bc\ Be)

Minden a € A-ra a (f$(a) : ¢ <| A |*) monoton névs < szerint, mert a
(fe: ¢ <| A|T) monoton névs < szerint. Ebbél kévetkezik, hogy minden
a € A-ra létezik C, C| A |T kofinalis zart halmaz, amelyen a (fs(a): ¢ <| A |T)
halmaz vagy konstans vagy monoton névé.

Legyen C' = NgeaC,y. Mivel | A |<| A |1, C kofinalis zéart | A [T-ban.
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Véalasszunk § < p-t C-ben és ( = ((§) < p-t. Mivel 6 € E C E¢ ¢, tudjuk,
hogy f§C (a) = ff(a) minden a € Bc-re egy nullmértékd halmaz kivételével.
Egyébként pedig a (o € Be \ Be : f&(a) < f¢(a)) halmaz pozitiv mértéki.
Emiatt talalhatunk a € B. \ Be-t, melyre mindkét relacio teljesiil, azaz f§(a) <
fg(a) = f¥(a). Ez azonban lehetetlen, hiszen, mert §,(,p € C C C, és ezért

£ < Dc < pmiatt f§(a) = f5(a) = f£(a) vagy f5(a) < fs(a) < f5(a).

7. A Dowker-tér konstukcid

Legyen X% = {h € I,,51(R,, + 1) : ImVn[Rg < cfh(n) < N,,]}.

X az tgynevezett Rudin-tér, melyen a kovetkezé T topoldgia van: legye-
nek a bazisnyiltak f < g € I,,~1(X,, + 1) esetben (f,g]= {h € XE: f <h < g}.
Ismert, hogy egy normélis T5 tér pontosan akkor megszamlalhatdéan parakom-
pakt, ha zart halmazok barmely csokkens (D,, : n < w) sorozatdhoz, melyre
Nn<wDyn = 0 léteznek U,, D D,, nyilt halmazok, melyekre szinténN,, ., U,, = 0.

Legyen ezutan D,, = {h € X% : Im > n[h(m) = X,,]}.

7.1. Definici6. Egy X topologikus tér kollektiven normdlis, ha bdarmely pdron-
ként diszjunkt zdrt halmazokbol d@lls (U; : U; C Xi < i(x)) halmazhoz taldlhato
szintén diszjunkt (V; : V; C X) nyiltak rendszere, hogy V; 2 U;.

Rudin vezette be a fenti zart halmazokat [6]-ban és bizonyitotta réoluk a
kovetkezs tételt:

7.2. Tétel. 1. X kollektiven normdlis.
2. Ha U, C XT nyiltak és ha D,, C U, minden n>1 esetén N,>1U, nem
ires.

O
Ebbdl latta be Rudin (felhasznalva Dowker cikkében lévs allitasokat), hogy
X® Dowker-tér.

7.3. Lemma. Létezik olyan R, 1 rendtipusi, I1,,51X,,-ban kofindlis f = (fo:a <
N,11) fiigguénysorozat, melyre igaz, hogy minden 6 < Ryy1-re ha cf6>Rq és

f | 0-nak létezik legkisebb felsd korldtja, akkor fs egy ilyen legkisebb felsd korldt.

Bizonyitas: El6szor vegyiink egy tetszbleges N, 1 rendtipust kofinalis soro-
zatot IL,51N,-ben, g = (go:a < N,41)-t, amely a 6.10. tétel szerint létezik.
(Valojaban a 6.10. tétel szerint csak egy II,,c pN,,-beli kofinalis sorozatunk van,
de mivel B végtelen, feltehetjiik , hogy B=w.)Ezutan definialjuk f,-t a < W,4;-
re val6 transzfinit indukcidval:

o a rékovetkezd vagy megszamlalhato kofinalitési limesz, legyen f,=ggs, ahol
B € (a,Ny41) az elsS olyan rendszam, melyre gg >* f, minden v < a-ra.

o « kofinalitdsa nem megszamlalhato, g, legyen a legkisebb fels§ korlatja
az f | a=(fs : B < a)-nak, ha létezik. Egyébként definialjuk, mint az el6z6
esetben.
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Az igy kapott sorozat jo.

([l

Legyen f = (fa:a < N,i1) a fenti sorozat és valasszuk X-et a kdvetkezs
halmaznak {h € X% : 3a < R, y1[h =* fa]}.(ahol a tovabbiakban f =* g ,
f<*g,f<*g.. jelentése a tovabbiakban: {n: f(n) # g(n)},.... véges)

Mivel | {h € X® : h =* f,} |= R, minden o < R ;1-re, nyilvanvals, hogy
| X |=Roq1.

Mivel f <* szerint teljesen rendezett, minden he X-ra létezik egyértelmiien
a < Nyq1, melyre h =* f,. Ebbd] kovetkezGen X teljesen részbenrendezett <*
szerint, azaz h,k € X = [h <*kVk <*hV h =" k.

A kovetkezd allitashoz felhasznalunk egy, a legkisebb felsé korlatra vonatkozo
lemmat: Legyen f = (f,:a < R,41), mint 7.3. lemmaban.

7.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy 0 < m < k < w és legyen (a(():¢ < N,;)
szigrian monoton novd, melyre sup{a(¢):( < Ny }=0 < Ryy1. Ha (gc:¢ < R,p,)
L5 xRy, -beli < szerint monoton novd fiigguények sorozata és gc =" foc) minden
¢ < Ny, -re, akkor:

o g =sup{gc:C <Ny} € sk Ry, f |8 egy legkisebb felsé korldtja

o cfg(n)=R,, minden n > k-ra

°* 9="fs

Bizonyitas: Kovetkezik a 6.10. tétel bizonyitasabol. O

7.5. Lemma. Tegyik fel, hogy 0 < m<k < w és hogy (h¢ : { < N,,,) X pontjaibol
d@llé olyan sorozat, melyre (h¢ | (k,w) : ¢ < R,;,) ndévekvd < szerint. Legyen
g=sup{h¢ : ( < N, }. Ekkor létezik h € X, melyre h="g.

Bizonyitas: Minden ¢ < N,,-hez létezik egyértelmten «({) < N 11, melyre
he =" fa(e)- Mivel (h¢ : ¢ < R,,) monoton névs <* szerint, a (a(() : ¢ < Nyp)
szigortan monoton né. Legyen § = sup{a({) : ¢ < R,,} . A 7.4 lemmabol
tudjuk, hogy cfg(n)=N,,, minden ne (k,w)-ra és g=" fs.
Legyen he IT,,~1(R,, + 1) h(n)=N,,-nek definidlva n<k-ra és h(n)=g(n) n >
k-ra. Ekkor he X és h="* fs. Azaz he X és h=" ¢, ahogy az nekiink kellett.
0

7.6. Tétel. X zdrt altere X F-nek.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy t €clX és t € X®. Minden h €X-re legyen
E(h,t)={n>1:h(n)=t(n)}.

7.7. Lemma. Ha h <t és h € X, akkor E(h,t) véges vagy ko-véges.

Bizonyitas: Tegyiik fel a lemma allitasaval ellntétben, hogy h < ¢, h € X és
| E(h,t) |=| w\ E(h,t) |=Yg. Legyen, n > l-re

f(n)={0,ha n € E(h,t) és h(n),ha n € (wg(h,t))}

Nyilvanvaloan f < t. Ezutan belatjuk, hogy X N (f,¢] iires, ellentétben a
t € cdX feltevéssel. Ha keX és k(n)>h(n) minden n € (wg(h,t)), akkor
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kg* h Ak #* h, hiszen w \ E(h,t) végtelen és igy h<*k a trichotomia miatt.
Mivel E(h,t) végtelen és {n > 1: k(n) < h(n)} véges, létezik n € E(h,t), melyre
k(n) > h(n)=t(n) és ezért k & (f,¢].

O

Legyen W={w C w : Vf < t3h € (f,t][E(h,t) = w|}

Az el6z6 allitas szerint ha w € W, akkor w véges vagy kovéges.

7.8. Lemma. W+ ()

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy W {ires. Az el6z6 lemma szerint ez ekvivalens
azzal, hogy egy véges vagy kovéges w C w sincs W-ben. Minden véges vagy
ko-véges w-re rogzitsiink egy f, < t-t gy, hogy h € (fuw,t]NX
= E(h,t) # w. Legyen f az f,-k szuprémuma, ahol w végigfut w Osszes véges
és ko-véges részhalmazan. Mivel megszamlalhatéan sok f,, van, cft(n) > N
minden n > 1-re, amib6l f < t kovetkezik.Ha h < ¢ X-ben és w=E(h,t), akkor
h & (fu,t] ésigy h & (f,t]. Tehat (f,t)NX = 0, ellentmondasban ¢ € cl X-szel.
0
Jeloljik M,,-mel a {n > 1:cft(n) = R,,,} halmazt. (M<,, = Ui<icmM;)

7.9. Lemma. Ha létezik h € X , melyre E(h,t) kovéges, akkor t € X.
Bizonyitas: [
7.10. Lemma. Létezik h € X, melyre E(h,t) kovéges

Bizonyitas: Szintén a 7.4. lemma miatt elég egy h € X-et talalni, amelyre
E(h,t) végtelen. Legyen m a legkisebb egész, amelyre M, végtelen.Mivel
t € X, ilyen m létezik.

Legyen w € W fix. Ha w végtelen, készen vagyunk.Tehat tegyiik fel, hogy
véges és legyen k=max{ M, ,maxw}.

Minden n € Mp,-re rogzitsiink egy (77 : ( < N,;) sorozatot, melynek a
szuprémuma legyen t(n). Transzfinit indukciéval ¢ < R,,-re talalhatunk (h¢ :
¢ < X,,,) sorozatot, melyre teljesiilnek a kovetkezok:

1. he <t X-ben van és E(h¢,t)=w

2. £ < <Ny, = he | (kyw) <géshel (kw)<t](kw)

3. he(n) > ¢ Vn € (k,w) N My,-ra

¢-nél az indukcids lépésben legyen f=sup{he | (k,w) : £ < (}.Mivel minden
& < (-re E(het)=w-bdl kivetkezik, hogy he [ (k,w) < t T (k,w) és mivel
cft(n)> N,,, minden n € (k,w)-ra, kapjuk, hogy f < t. weW definici6ja miatt
talalhatunk he < t-t X-ben, melyre E(he,t)=w és he [ (k,w) > f | (k,w).
Az &altalanossag megszoritasa nélkiil valaszthatjuk he-t agy, hogy he(n) > e
minden n>k-ra M,,-ben.

A 7.4. lemmabdl tudjuk, hogy létezik heX, melyre h(n) =* sup{h¢(n): ¢ <
N, }. Azaz h(n)=t(n) véges sok n>k kivételével M,,-ben. Mivel M,, végtelen,
E(h,t) is és készen vagyunk.

O

0
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7.11. Tétel. X kollektiven normadlis.

Bizonyitas: Vilagos a 7.1. és a 7.2. tételbsl. [

Ezutan megmutatjuk, hogy X nem megszamlalhatéan parakompakt. Legyen
DX = {f € X : Im > n[f(m) = N,,]} n > 1-re.Nyilvanvalo, hogy D;Xzéart és
N DX = 0.

Amit bizonyitani szeretnénk, nyilvanvaléan kovetkezik az X F-re vonatkozo
hasonlé allitasbol és X zartsagabol. Ugyanis tegyiik fel, hogy DX C U, C X%,
hogy U,, nyilt minden n-re D, definiciéja miatt V,, = U, U (X \ X) nyilt és
tartalmazza D,-t. Rudin bizonyitasa mutatja, hogy ha D, C V,, és V,, nyilt
minden n-re, akkor létezik f € I1,-1N,, agy, hogy h € N,V,, minden h > f-re
X"%®_ben. Mivel minden ilyen f-hez létezik h € X, melyre h>f, N,~1U, N X nem
iires.

Ezt most elemi részmodelleket hasznalva fogjuk bebizonyitani.

7.12. Lemma. Ha U, C X nyilt és DnX C U,, minden n>1-re, akkor NU, nem
ures.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy U, 2 DX nyilt minden n-re és be kell latnunk,
hogy N, U, nem {ires.

Azt fogjuk belatni, hogy létezik f € I1,,51R,,, melyre igaz, hogy minden h >
f X-ben a metszethez tartozik.

Elég latni, hogy minden n > 1l-re van f,, € II,,~1X,,, melyre igaz, hogy
Vh € X[h > fn, = h € U,], hiszen f=sup{f, : 1 < n < w} pont megfelels
szamunkra.

Tegylik fel az allitassal ellentétben, hogy m>1 rogzitett esetén minden
[ € >R, esetén van hy>f X \ Uy-ban. Mivel hy € D,y,, tudjuk, hogy
h¢(n) < R,, minden n>m-re.

Egy adott f-re legyen gy= sup {h; € xR, A (m,w) C E(f', )} A szup-
rémum R, darab h, fliggvényen fut végig és a fentiekbdl kovetkezik, hogy
gr(n) <N, minden n>m-re. Az is nyilvanvalo, hogy g;(i) = N; 1 < i<m-re.

Legyen (M; : ¢ < wq) egy elemi részmodellekbdl allo6 folytonos sorozata
H(©)-nak, melyre teljesiil, hogy

of , X és f — hg, f — gy figgvények My-hoz tartoznak.

oM, szamossaga Ny és (Mg : £ < () € M¢41 minden ¢ < wi-re.

Minden ¢-ra legyen x.(n) = sup(MNX,,) minden n>1-re. Mivel | M¢ |= 8y,
X¢(n) < R,, minden n-re és ezért x¢ € II,51R,,.

X¢ € M¢ minden § < ¢ < wi-re, igy az elemiség miatt hy, és gy, is M¢-hoz
tartozik és ebb6l kovetkezGen hy,, gy, < Xc¢-

Tehat ha £ < ¢ < wy, akkor x¢ < he < x¢ < Ay, < Xu,- EDbb&l kovet-
kez6en (hy, : ¢ < wi) egy sorozat X-ben, < szerint monoton n6vs, melynek
szuprémuma X, . A 7.3. tétel szerint x,,, € X.

Legyen x olyan, melyre y' (n) = Xuw, (n) minden n>m-re és X (1) =N; 1<
i<m. Igy ¥ € DX C U, és ezért (fx | C U, valamely f < X -re, hiszen U,,
nyilt.
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Ezutan keressiink ¢ < wi-et, melyre f [ (m,w) < x¢ [ (m,w). Legyen
f=r1 (m+1)Ux¢ [ (m,w). gy definicioja miatt f < hy < gy < X és
persze hy & Up. Ez ellentmond hy € (f, x'] € Up-nek.

O
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