Kivonat

A modern villamosenergia-ellatast biztositd orszagos és nemzetkdzi halozatok rovid tava
optimalis iitemezésének eldallitasa a megbizhatd rovid tava energiaigények eldrejelzése miatt
a gyakorlatban determinisztikus programozasi feladatként tekintendd. A dolgozatban 1évo
eredményeket inspiralta a nagyméretli gyakorlati feladatok sordn szerzett tapasztalatok,
megfigyelések 0sszessége.

A vizsgalt iitemezési probléma egy tobbcélfiiggvényli globalis optimalizalasi
fliggvényvaltozos feladat, mely részfeladatként tartalmaz komoly, nagyméretii
differencidlegyenlet-rendszert is; az eredmények és a kovetkezményeik koziil kiemelendd,
hogy szép, természetes relaxacio soran kapott egészértékii programozasi modell, mint linearis
programozasi feladatok Osszessége zomében teljesen unimoduléris, s6t haldézati matrixszal
leirhato, un. aramfeladat lesz. Ez a részfeladat minden hasonlé modellben is természetesen
adododan eldfordul. A fennmaradé részfeladatok sajnos azonban bizonyitottan NP-teljesek még
a relaxalt modellben is, mivel specidlisan tartalmazzak pl. a részhalmaz-6sszeg feladatot.

Ismertetiink egy algoritmust, mely a modellbél az NP-teljes korlatozo feltételek
eltavolitdsa utan megmaradé tobbceélfiiggvényii egészértékii LP feladatra erdsen polinomiélis

idében kozel optimalis litemezést kapunk, és par példan keresztiil bemutatjuk a miikodését.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Felhasznalt matematikai alapfogalmak

1.1.1. Definicié: Egy matrixot teljesen unimoduldrisnak neveziink, ha minden négyzetes
részmatrixdnak determindnsa +1 vagy 0. Az ilyen matrixot a tovabbiakban 7U-nak nevezzik.

1.1.2. Megjegyzés: TU matrix csak =1 vagy 0 elemekbdl allhat.

1.1.3. Definicié: Adott 5":“( V,E ) iranyitott graf; pont-¢él incidenciamatrixan egy olyan
matrixot értiink, mely sorai a graf cslcsainak, oszlopai a graf éleinek felelnek meg. A
kovetkezOképp toltsiik ki a tablazatot: az i. sor és j. oszlop keresztezddésében allo matrixelem
1, ha az i. csticsba belép a . €1, -1, ha az i. cstcsba kilép a j. él, minden mas esetben zérus.

1.1.4. Definiciéo: Egy 4 matrix un. halozati matrix, ha létezik G iranyitott graf és benne
iranyitatlan értelemben feszitd F fa, ahol is a matrix sorait megfeleltetjiik F, oszlopait E(G)-
E(F) éleknek. Egy a;; matrixelemre a;;= +1, ha azj. oszlopnak megfeleld ¢; éllel kiegészitve a
fat - e; benne van a keletkezett korben és e-vel megegyezd/ellentétes irdnyitasi (negativ
pontosan akkor, ha ellentétes); a tobbi esetben 0 a matrixelem. Az A4 haldzati matrixhoz
tartoz6 G grafot (a matrixhoz tartozo) haloézati grafnak nevezziik.

1.1.5. Megjegyzés: specidlisan minden iranyitott graf incidenciamatrixa haloézati matrix, a
nem-fa élek legyenek az eredeti graf élei, €s a feszitdfa-¢lek pedig legyenek egy tetszdleges
hozzavett csicsbol a graf csticsaiba mutato élek.

1.1.6. Tétel: 7U matrix részmatrixa, transzponaltja 7U; hdlozati matrix részmatrixa
halézati matrix.

1.1.7. Megjegyzés: Hal6zati matrix transzponaltja nem feltétlen halozati matrix

1 1 1 0 0 0
mafy
0 0 -1 0 -1 -1

A halozati matrix, A" viszont nem az. A halozati graf pedig nem mas, mint egy teljes
Otcsticsu graf aciklikusan iranyitva, a feszitdfa-élek pedig a forrasbol kiinduld feszitd csillag
élei.

1.1.8. Definicio: Pivotalas egy matrix valamely a nemzérus elemén:



(2) ger™", Az(g g) — A=

S
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Specialisan haldzati matrixoknal a pivotalas szemléletes jelentése nem mas, mint egy
feszitofabeli €lt kicserélni egy nem-fa élre.

1.1.9. Tétel: A TU, illetve a halozati matrixok invariansak az alabbi miveletekre:
tetszoleges két sor/oszlop megkettdzése, tetszoleges két sor/oszlop felcserélése, tetszdleges
sor/oszlop elemenkénti negaldsa, tetszéleges sor/oszlop nullaval valé beszorzasa,
identitdsmatrix soraival/oszlopaival torténd konkatendcid, pivotdlds barmely nemnulla
elemen.

1.1.10. Tétel: Minden halozati matrix 7U. Megforditva nem igaz.

1.1.11. Megjegyzés: TU, de nem halozati matrixok, és a transzponaltjuk sem az:

1 -1 0 0 -1 11001
-1 1 -1 0 0 11100
B3|l o-1 1 -1 of,illetve(4) [1 0 1 1 0
0 0 -1 1 -1 100 1 1
-1 0 0 -1 1 11111

1.1.12. Tétel: (Ghouila-Houri, [3])

(5) AeR™" TU < Vx€[1,0 ["Ix€(+1,0|": 4x€([£1,0 |"AVi:|x|=x,

1.1.13. Megjegyzés: (5) azzal ekvivalens, hogy a matrix sorai egyenletesen 2-szinezhetok

1.1.14. Definicio: egy poliéder egész, ha minden tamaszhipersikjaval vett metszete
tartalmaz minden koordinatajaban egész pontot. Specialisan politopok, azaz korlatos
poliéderek esetén azzal ekvivalens, hogy véges sok egész pont konvex burka.

1.1.15. Tétel: minden nemdegeneralt TU matrixszal leirt egészértékii linearis programozasi
feladat polinomidében megoldhatd, ha egészértékiiek a korlatozo vektorok.

Bizonyitas: a megengedettségi halmaz egész poliéder (lasd [4]). Igy az egészértékiiségi
megkdtés elhagyhat6, az ellipszoid modszer ([2], [5]) tulajdonsdgai miatt az LP feladatot meg
tudjuk oldani polinomiddben, a kapott megengedett megoldasbol meg eld tudunk allitani egy
bazismegoldast, ami egész lesz. Q.E.D.

1.1.16. Tétel: minden halozati matrixszal leirt LP feladat ekvivalens egy aramfeladattal.
(lasd [6])

1.1.17. Kovetkezmény: halozati matrixszal leirt LP feladat erdsen polinomidében
megoldhato (egészértékli korlatozd vektorok esetén létezik egészértékii optimalis megoldas,
amit pl. specialis halozati szimplex algoritmusokkal megtalalunk (1asd [6])).

1.1.18. Tétel: Linedris korlatoz6 feltételes optimalizalasi feladat, mely célfiiggvénye egy



linedris tagbol meg véges sok linearis kifejezés abszolutértékeinek az 6sszegébdl all, atirhatd
LP feladatta; tovabba az uj feladat mérete az eredeti feladat inputja méretének polinomjaval

feliilrol korlatozhato.

Bizonyitas: frjuk fel formalisan a feladatot:

_T
C, x‘

(7.a) f(x)":echx+Z

minf(x_)

(7:0) Ax<b

Vezessiink be 11j valtozokat és korlatozo feltételeket:

T . _ _
C; Xx=z,—w,

z,20, w,=20

C kX k
(8) cu 2leR™™, Zﬁ(zl,Zz,---,zk),wg(wl,wz,---,wk),€|R

(ahol 4€R™"; ¢,c,€R”)
Ekkor a feladat az alabbi mdodon irhato le:

(9.2) min(ch-l-Zk: (z[—i-w[))

i=1

A4 0 0 <b

_Ik><k Ik><k =0

Ol P o
0 0 I >0

Lathato, hogy a (9) egy LP probléma, mérete a (7) altal meghatarozott eredeti probléma
méretének legfoljebb kvadratikus polinomjaval korlatozhato feliilrdl. Mar csak azt kell
belatni, hogy Vi: z,=0 Vw,=0 minden (x,z,w) optimélis megoldas-vektorharmas esetén.
Valoban, ha feltessziik indirekt, hogy (x,z,w) optimalis megoldas és 1étezik i index, melyre:
z>0 és w;=>0; ekkor
(xl,xz,---,xn,zl,---,zl._l,zi—min(zi,wi),ziH,---,zk,wl,---,wi_l,wi—min(zi,w,.),wm,---,wk)
is megengedett megoldas lesz, node szigorian csokkent a célfiiggvény érték, ami
ellentmondas. Ezzel belattuk, hogy (7) és (9) optimdlis megoldashalmazai ekvivalensek.
Q.E.D.

1.1.19. Tétel: Részhalmaz-6sszeg feladat NP-teljes (1asd [7]).

1.1.20. Jeldlés: Bidiagonalis matrix:



(10.2) bidiagy,(a,b)¥ .o eRrR*™

(10.b) bidiag (a,b)2bidiag_,, (a,b)

1.1.21. Jelolés: Matrixok konkatenacioit a szokasos modon egymas mellé irassal jeldljik,
viszont fontos az alabbi muvelet, az atlos konkatenacid adott A4,A4,,...,Ar nem feltétleniil

azonos méretli matrixokra nem mads, mint az Gn. 1-6sszeg, azaz:

\ 4, 0 - 0
(11) GalAid:efAlealAzeal"'@lAkd:ef O 42 0
i=1 : o

0 - 0 4,

1.1.22. Tétel: Egy halézati matrix transzponaltja pontosan akkor halozati matrix, ha a

hélozati graf sikbarajzolhato.

1.2. A menetrend-készitésrol altalaban

Elészor is tisztazandd, hogy mit is értsiink menetrend alatt: ez a villamosenergia-
optimalizalasban szokasos zsargon szerint értendd altalanositott litemezési feladat. Legyen
adott bizonyos szamu erdmi és fogyasztd, ezek egy villamosvezeték-halozatra bizonyos
kapcsolodasi pontokon illeszkednek. Feltessziik, hogy barmely két kapcsolodasi pont kdzott
tetszOleges mennyiségli aram eljuttathat6. Fontos tovabbi feltétel, hogy minden iddpillanatban
a kivett és a betaplalt 6ssz-villamosenergia nagysadga megegyezzen. Ha egy iddintervallumon
beliil a fenti feltételeket kielégitve lizemelnek az erdmiivek, akkor a kapcsolodasi pontokon
mért (eldjeles) energiaértékeket az 1d0 fliggvényeként tekintve, az igy kapott
fliggvényhalmazt (megengedett) menetrendnek nevezziik. Természetesen a megengedettségi
feltételek kozott szerepelhetnek az egyes erOmiivek és fogyasztok fizikai paraméteret,
ugymint pl. minimdlis és maximalis energialeadas/aramfelvétel, kotelezd minimalis és
maximalis lizemanyag-felhasznalds (a rendelkezésre 4all6 hasaddanyagok, fosszilis és
megujuld tlizeldanyag-forrasok, a napsiitéses ordk szdma, vizlépcsdk esetén a csapadék-, a
vizallas- ¢és arapaly-adatok, kapcsolt hdétermelés soran a kommunalis hdszolgéltatas
biztositasa, hulladékmegsemmisités, nagy(obb )teljesitményli termeld turbinak inditasainak
elokészitése, stb.) az egyes kapcsolddasi pontoktol, az id6tdl, a korabbi teljesitményértékektol

is fiiggd gradiensértékek (melyek igencsak korlatozhatjdk a hagyomanyos széntiizelési



turbindk fel- és leterhelési paramétereit). Ezen feltételek koziil majd az egyikrdl késobb
belatjuk, hogy NP-teljes konvex vagy linedris célfiiggvény esetén is.

A gyakorlatban tobbcélfiiggvényli optimalizalasi feladatként szoktdk megoldani kiilonb6z6
relaxacids eljarasok, konnyitések elvégzése utan ugy, hogy gyakran nem is Ilétezik
megengedett menetrendet reprezentdldé megoldas, ¢s a megengedettségi feltételek helyett
bilintet6- vagy akadalyfiiggvényes célfiiggvények segitségével generalnak megoldasokat,
melyek koziil azokat valasztjak ki, melyek a megengedettségi feltételeket a legkevésbé sértik
meg. A kovetkezd fejezetben formalisan is definidljuk az alapproblémat, valamint a

1.2.1. Definicié: Egy tobbcélfiiggvényli optimalizalasi (minimalizalasi) feladat egy x
megoldasat Pareto-optimumnak nevezziik, ha tetszéleges barmely masik y megoldas esetén
kivéalaszthatd olyan c(v)=c.,(v) célfliggvény, melyre c(x)<c(y). (Azaz x legalabb az egyik
célfliggvény szerint "szigoruan jobb", mint y.)

1.2.2. Megjegyzés: A Pareto-optimumok halmaza nemkonvex halmaz is lehet, mar linearis

korlatozo feltételes két célfiiggvényes optimalizalasi feladat esetén is.



2. fejezet
Modellek leirasa

2.1. Modell és relaxacio

Konvencidé: a tovabbiakban minden megszdmlalhatonal bdvebb halmazon értelmezett
fiiggvényt folytonosnak ¢és majdnem mindeniitt analitikusnak tekintiink. Legyen egy
optimalizalasi feladat a kovetkezd: adott egy véges hosszi idOtartam, véges darabszdmu
aramfogyasztd, illetve aramtermeld erémil. Ismertek az energiadrak és a villamoshdlozati,
meg az erdmiivek teljesitményeire vonatkozd korlatozo feltételek, tovabba az energiaigény,
mint az idé fiiggvénye. Mint minden gyakorlati optimalizaladsi feladat, ez is
tobbcélfiiggvényli; ilyenkor kétféle bevett szokas létezik megoldéds eldallitdsara. Az elséd
szerint a kiilonbozd célfiiggvények kupkombindcioit célfiiggvénynek tekinteni, a
kipkombinaciobdl kimaradé célfiiggvényeket minordlva/majordlva a korlatozo feltételek kozé
venni, a masodik eljaras sordn szekvencidlisan optimalizalunk a célfiiggvények adott
sorrendjei szerint akar tobb fazisban, rekurzivan is addig, amig egy Pareto-optimumot nem

def

talaltunk. Az erémiivek/fogyasztok halmazat jelolje £, k=|E

, [k<w], az idOtartamot pedig
jelolje 7', T “[0,r], (r<o) Célunk megadni egy minimalis koltségli menetrendet.
Formalisan felirva kapjuk az alabbi fliggvényegyenletet:
(12.a) minC (%(¢))

(12.b) X(t)€F
ahol C(,) skalarértékii koltségfunkcional, F2N F, megengedettségi halmaz, %(¢): T— R*
pedig az erdmiivek/fogyasztok altal megtermelt eldjeles energiaérték-vektorokba képezd
fliggvényt jelenti (, dimenzidja MW). A nemzetkozi energia-kereskedelemben elfogadott
szokas, hogy T iddtartamot diszkrét halmaznak tekintik, ekvidisztans idopontokat kijeldlve,
egyenld egymasba nem nyuld intervallumokra particiondlva; idépont helyett intervallum-
végpontokra hivatkozva. Két szomszédos id6pont tavolsdga megallapodas szerint tipikusan 1
6ra, de hasznalnak 30, 20, 15, 12, 10 és 1 perces beosztasokat is, illetve kdzéptava
iitemezéseknél tobb oras tavolsagot is szoktak alkalmazni. Ujradefinialjuk a valtozoinkat:
X(t) helyett egy (r+1)k dimenzios vektort értiink: x€R"*** (» keN* rogzitett ). Tovabba

feltehetd, hogy az altalunk vizsgalt esetekben a koltségfunkciondl linedris. A (12) eképpen az



alabbi alakura fog modosulni:
(13.2) minc" x
(13.b) x€ FSR"*!*

M¢ég ebben az esetben is reménytelen megoldani a feladatot amennyiben csak egyetlen

k
idépontunk van, k& erémuviink/fogyasztonk, és F € X O,ai} , F 2@[); | fo:b} ,
i=1

FEZF NF,, akkor ez a részhalmaz-6sszeg feladat. Azaz e specidlis esetben NP-teljes (12.b)
mint megengedettségi feladat, a 1.1.19. miatt.

Az egyik célfliggvényiink mar elkésziilt, most a korlatozo feltételeket definialjuk. Mivel
minden erdmil/fogyaszto altal leadhatd/felvehetd villamosenergia-kapacitasa korlatos, ezért:

(14) byp e <X, Sbyp .,

V e€FE, teT. Azaz a megengedettségi halmazt elmetssziik egy kompakt hipertéglaval.
Kovetkezménye az, hogy korlatos a megengedett megoldasok halmaza (ha nem iires).
A kovetkez6 korlatozo feltételnek szemléletes fizikai jelentést tulajdonitunk. Tegyiik fel, hogy
egyetlen erdmiiviink van 0sszesen, amit jeloljiink e-vel, és szilard tiizeldanyaggal miikodo,
tiizeldanyag-Orlést nem végzd blokk, amely 50, illetve 200 MW kozotti teljesitményekre
képes. A valosagban elegendden kicsiny idéegységet valasztva egy iddegységnyi id0 eltelte
alatt nem tud 50 MW-r6l 200 MW-ra ugrani, ezért az ilyen jellegli technoldgiai korlatokat is
figyelembe kell venni, ami ujabb korlatozd feltételeket jelent. A kazdn teljesitményeire

vonatkozo6 fizikai 0sszefliggés:
(15) %Tc(t)E[gLo(t),gUp(t)]

ahol —0<g,,(t|]<gplt)]<o (VIET) .  Szemléletesen ez olyasmi, mint egy
ndifferencidlegyenldtlenség”. Diszkrét esetben a szdmlalomérték szerint vett jobboldali
differenciahanyados-fiiggvényre adott korlatozas analogonjanak veendo:

(16.a) Ax, Ex, =X,

(16b) gLO,e,tSA xe,tngP,e,t
ahol Ax,, értelmes, azaz ¢ > 1, amit hallgatolagosan feltettiink.
Ismert a villamosenergia-igény, mint az i1d6 fiiggvénye. Ez folytonos esetben az alabbi

korlatozo feltételt jelenti:

(17) 2. %(t)=Dlt)

ecE

ahol D|(t): T—R fiiggvény. Diszkrét esetben az aldbbi alakot fogja Glteni:



k
(18) 2. x, =D,
e=1

Viel0,r|NZ . Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy (18) jobboldala 0;
tovabba =0 idépontban b, 0=bureo. Ez utobbi amiatt van, hogy a kezdeti erdmiivi allapotok

tobbnyire ismertek, azaz olyan, mintha egy kezdetiérték-problémat tekintenénk.

2.2. Lehetséges célfiiggvenyek

Lattuk a (13.a)-nél az egyik célfiiggvényt, ami az anyagi Osszkoltséget jellemzi. A masik
modellbeli célfiiggvényt pedig az alabbi dolog motivalta: kivételes eseteket leszamitva nem
célszerli Gigy iitemezni az energiatermeldket, hogy két, egymas utani iddpillanatban az egyik
altal a rendszerbe taplalt villamos energia szigorian nd, mig ugyanazon két idépontban egy
masiké szigortan csokken. Ezt szokds ellenszabalyozasnak nevezni. Persze kivételes
esetekben nem lehet elkeriilni, pl. amikor ugyanazon idOpontban igényndvekedés van,
tovabba kiilonb6zo okok miatt leallitja a termelést egy erémii. Ezért meg kell biintetni minden
rogzitett idépont esetén az erdmiivek egymastdl valo eltéréseit. Ez lehetséges példaul
tetszOleges valdsbol valosba képezd, a negativokon monoton csokkend, a pozitivakon

monoton novo W, ;(.) fliggvényeket felhasznélva:

(19.a) > 2 Wil xe=x,)

teT e, fEE
Ezt az otletet majd a (28)-nal aknazzuk ki. Lehetséges célfiiggvények még tetszdleges

valosbol valosba képzo Q. «(.) konvex fliggvények esetén:

Z Qe,t(xe,l)

(19.b) i

eckE

illetve

19.:) Z Qg,t(Axe,t);

ecE

Ezekkel azonban nem foglalkozunk e dolgozat keretein beliil.



3. fejezet

A modell matrixanak tulajdonsagai

3.1. Teljes unimodularitas

3.1.1. Tétel: A (13.a), (14), (16.a), (16.b) és (18) feltételek altal definialt linearis
programozasi feladat matrixa TU.

Bizonyitas (2004): A célfiiggvény elhagyhato trividlis megfontoldsokbdl (nem része a
matrixnak). Az 1.1.9. miatt a (14) korlatozo feltétel altal definialt matrix-sorokat
elhagyhatjuk, 6k invariansak a TU-sag szempontjabol. Igy elegendé csupan (16.a), (16.b), és
(18) altal definialt sorokat tekinteni a matrixban, és az 0sszefiiggd sorok eltavolitasa utan az

alabbi matrix TU-séagat kell csak igazolni:

kxr oszlop

1 ,'I, AEEEE ;I,
(20) L ( (tcl) (r+1) (jl))

@ 1 bldlag(r+1)<_l,1)

i=1

Belatjuk, hogy egyenletesen 2-sorszinezhetd, ekkor ugyanis [3] miatt 7U. Az 4 matrix két

részre bonthato:

(21.a) A=(j;)

1 1 1
Qb 4= 1 e o R VXA
1 1 1
-1 1
-1 1 0 0
-1 1
_ -1 ) (rxk)X ((r+1) k)
(2l.c) 4,= 0 . cR
-1 1 0
-1 1
0 .. 0
-1 1

10



Tekintsiik az A matrix sorainak tetszéleges S részrendszerét. Vezessiik be az aldbbi jelolést:
S, £4,NnS, S,£8\S,. Most mar csak azt kell igazolni, hogy csupan A-beli sorok és
oszlopok némelyikének negalasaval A, azon oszlopaiban szerepld egyeseket negalni lehet,
amely oszlopokban S, egyest tartalmaz ugy, hogy A tobbi eleme valtozatlan maradjon. Ez
azért jO nekiink, mert ekkor rogzitett S; esetén tetszéleges S, valasztasanal elegendd a
kivalasztott sorokat 0sszeadni, és ekkor 7U vektort kapunk. Nézziik a kdvetkezo eljarast: elsd
Iépésben kivalasztunk egy olyan j oszlopot, melyre S; nemnulla elemet tartalmaz, a; ; pedig
azon A,-beli nemnulla elem, melyre i minimalis. Masodik 1épésben 4 minden olyan j" oszlopat
negaljuk, melyre (j' mod (r+1))<(j mod(r+1)), és A minden negativ elemet tartalmazé
sorat negaljuk. Harmadik és egyben utols6 1épésben A, minden olyan i’ sorat negaljuk, melyre
(i" mod (r))<(i mod(r)). Az eljaras soran a; ; és minden vele azonos (r+1)-es maradékl
oszlop-koordinataval rendelkezd A.-beli nemzérus elemek koziil a legkisebb sorindexiiek
negalddnak, mert Oket csak egyszer negaltuk, mig a tobbi nemzérus matrixelemet paros
sokszor. Az eljarast addig folytatjuk, mig a kivant alakii nem lesz 4. Q.E.D.

3.1.2. Kovetkezmény: Az 1.1.15. miatt (13.a), (14), (16.a), (16.b) és (18) Altal
meghatarozott linedris optimalizalasi feladatnak egészértékii korlatozo vektorok esetén
egészértékili bazismegoldasa allithatod eld polinomiddben (ha 1étezik). Sajnos azonban erdsen
polinomidlis algoritmus létezésérél még egyeldre semmit sem tudunk mondani.

Fontos, lényeget nem érintd megjegyzés, hogy az idépontokat a kovetkezd tételekben
praktikus okokbol pozitiv egészeknek vessziik, azaz T¥[1,r+1]NZ . A kdvetkezd allitasbol

kovetkezik a 3.1.1. tétel, de az elébbi kordbban lett igazolva.

3.2. Hélozatisag igazolasa

3.2.1. Tétel: A (13.a), (14), (16.a), (16.b) és (18) altal definialt LP feladat matrixa hal6zati
matrix.

Bizonyitas (2006): vegyiik észre, hogy csakugy, mint 3.1.1-nél, itt is elegendd (21)-beli
matrixrol igazolni, hogy halézati. Ezt pedig hdlozati graf megkonstrualasaval latjuk be, amit a
tovibbiakban G<(V  E ) -vel jeloliink. El6szor a feszitd fat allitjuk eld. Az 4 matrix i. sorat
jelolje a.. A feszitd fank olyan lesz, hogy egyetlen, p-vel jelolt cstcs kivételével minden
pontjanak befoka 1, igy a soroknak megfeleléen a-vel nemcsak fa-élre, hanem minden

csucsra is egyértelmiien hivatkozhatunk. A feszit6 fa konstrukcioja:
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(22) V%(ai |1 siSr+1+(r*k)/\ieZ}U[p}

(23) E pis p2la 70, |1 <t<rnez|U(D arH}U{ata(a*WH] | Viezn[2.r+1 ],VeeZm[l,k]}

lathato, hogy E eszis o €Y P gyOkerl ki-fenyd, igy a gyokér kivételével valoban minden
pont be-foka 1. Mar csak A oszlopainak megfeleld6 nem-fa éleket kell megkonstrualni. A
oszlopait felsé indexbe irt koordinataval fogjuk jelolni( @' ), és ugyanezzel a jeloléssel

hivatkozunk majd a nem-fa élekre is.

—_ =

ENE s 0 Tonriri 1 Gonririn | Y e€Z0|LEL VieZr2.r|U @, TP | Veezn[LA]|U

(24.2) U{a1 a. | VeeZm[l,k]}
aa , ha t=1

(e=1)*(r+1)+1 ger [ exrt2 _ V Z k

(24b) a = ae*r+r+1p s ha f—l"+1 ec ﬂ[l, ]

a , ha 2 <t<r

exr+141 @ exr 142
Vegyiik észre, hogy barmely a' nem-fa él feszitd faba vald vételekor egyetlen, 3 vagy 4
hosszusaga kor keletkezik attol fiiggden, hogy imod (r+1)€[0,1 | vagy sem.
1 ha i<r+1 és (r+1)|(j—i)
-1 ha i>r+1 és ((i—r—=2)modr)=((j—1)mod (r+1))
1

1 ha i>r+1 és ((i—=r—=2)modr)+1 =((j—1)mod (r+1))
0 mindenmas i, j—re

(25.2) al=

A (25) ébran ellendrizhetd, hogy valoban az 4-t kapjuk vissza a haldzati grafbol. Q.E.D.

A graf dbréja, ahol a vastag, folytonos vonalak a feszit6fa-élek, a szaggatottak a nemfa-élek.

T
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A (23) abra alapjan az a; (I<i<r+2) kezdépontu, nagyobb indexii csucsba mutatd élek altal

alkotott csillagkomponensek unidja a feszitd faban: {ata—(m:}] | VtGZﬂ[Z,rH],VeEZﬂ[l,k” :
A szaggatott tartomanyban levd grafkomponens periodikusan ismétlédik, az indexeknek
megfelelden.

3.2.2. Megjegyzés: Sajnos jelenlegi ismereteink szerint TU matrixszal rendelkezé LP
feladat (egészértékil) megoldasat még nem tudjuk erdsen polinomidlisan eldallitani, hiszen [6]
6.8. lemma ¢€s az az utdni megjegyz¢Es szerint egy tetszélegesen megiranyitott teljes hatcsucst
iranyitott graf incidenciamatrixat 4-val jelolve B=A4"® A 1-6sszegként definidlva B matrix
TU, de nem halozati, sot nem is binet-matrix (lasd [6]). Ennek kovetkezménye, hogy az eddig
ismert network-LP algoritmusok nem alkalmazhatbak, vagy nem igazolhatok rajuk a kivant

komplexitési tulajdonsadgok csak 7U matrixokkal rendelkez6é LP feladatokra.

3.3. A transzponalt matrix halozatisdga

3.3.1. Tétel: Tegyiik fel, hogy »>0. Ekkor a (13.a), (14), (16.a), (16.b) és (18) altal definialt
LP feladat matrixanak transzponaltja pontosan akkor hal6zati matrix, ha k<3.

Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy £<3. Ekkor k=2 esetén:

1 0 1 0
1 : 1
0 0
0 0 1 0 - 0 1
-1 1 0 -+ 0 0 0
(26.a) A=| 0 -1 1 .
0 0 -1 1 0 0
0 0 -1 1 0
0 -1 1 :
o 0
0 0 0 0 -1 1

Negaljunk az egyik altalunk kivalasztott erdmiihdz tartozd oszlopokat. A negalas utan
kapjuk az alabbi matrixot, melynek minden soraban legfeljebb két |+1] -beli elem allhat, és
minden sorban a sorbeli nemnulla elemek kiilonb6zdok. Azaz ez nem mas, mint egy él-pont

incidenciamatrixa egy iranyitott grafnak, ami egy hal6zati matrix transzponaltja.
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1 0 -1
0 0
0 0 1 0 0 -1
-1 00 0
(26b) A= 0 -1 1 -
N
0 0 -1 1 0 0
0 0 1 -1 0 0
0 1 -1 :
Do 0
0 0 0 0 1 -1

Az k=1 eset pedig trivialis: egy egyetlen iranyitott Hamilton-utbol allo graf incidencia-
matrixa transzponaltjdnak és egy identitasnak a konkatendltja, tehat halozati is egyuttal. Mar
csak a legnehezebb eset maradt hatra.

Tekintsiik (25.b) abran talalhat6 grafot. Valasszuk az alabbi hat pontot: p, a;, a., illetve a;
tetszOleges a» -t6l kiilonb6z6 harom szomszédjat (melyeket b, ¢, illetve d jelol a
tovabbiakban). Ez egy topologikus tiltott Kuratovszkij-részgraf lesz (azaz nem rajzolhato
sikba), méghozza egy K;;. Az egyik komponens p, a;, a,; a masik értelemszertien b, c, illetve
d. A 9 ¢éIbol csak harom, a faktorizacid szerinti 6sképét kell meghatarozni, mégpedig bp, cp,
illetve dp ¢éleket. De hiszen lathato, hogy egymastol (és a masik 6, az eredeti gratban meglévo
¢ltél is) diszjunkt szaggatott nemfa-élekbdl allo uat vezet p-bél mindhdrom masik
komponensbeli csticshoz, legyen ez a harom Ut a harom ¢l faktorizalas szerinti dsképe. Ezzel
bizonyitasunkat befejeztiik, allitdsunkat igazoltuk ebben az esetben is, ugyanis ilyen hadrom
végpontjaitol eltekintve diszjunkt ut mindig lesz, ha k értéke legalabb 3.

3.3.2. Kovetkezmény: Nem alkalmazhato transzponalt matrixot inputként véve (dualis)
optimalis megoldast keresé halozati szimplex algoritmus ketténél tobb erdmiivet tartalmazo

input esetén.
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4. fejezet

Megoldasi modszerek

4.1. Egy "rossz" megoldas

A fejezet elején emlitettiik, hogy tobbcélfiiggvényli optimalizalasi feladatrol is szo6 lesz.
Bevett moddszer, hogy a megengedett megoldasok halmazat rendre elmetsszilk minden
célfiiggvény optimalis értékeinek nivohalmazaival, a célfliggvények egy elére ismert
prioritdsi sorrend szerint csokkend sorrendjében. Ipari alkalmazasoknal az elsddleges cél
mindig a koltségek minimalizalasa, ezt kovetden szoktak egyéb technikai, kornyezetvédelmi,
logisztikai stb. jellegli célfiiggvények szerint optimalizalni (az optimalis koltségli megoldasok
halmazan)

Sajnos a (13.a), (14), (16.a), (16.b) és (18) altal definidlt LP feladatra a szokdsos LP vagy
aramfeladatot megold6 algoritmusok nem szolgaltatnak minden értelemben kielégitd
megoldast. Gyakorta eldfordul, hogy a villamosenergia-rendszerbe egy haldzati csomdponton
csatlakozo6 erémiivi blokkok, gépek arképzése azonos (azaz megegyezik a (13.a) célfiiggvény
vektorban szerepld koordinatajuk), ¢és frekvenciazavarok, no meg a rossz fajlagos
tiizeldanyag-fogyasztas elkertilése végett, illetve vizlépcsOk esetén a viztarozok egyenletes
kihasznaldsa miatt célszerli kozel azonos teljesitményre {itemezni O&ket, mint azt
elorevetitettiik (19) definicidjanél, marpedig az ismert algoritmusok esetén a gyakorlatban
alkalmazhatatlan litemezéseket kapunk megoldas gyanant, mint azt az alabbi, (27) példan is
lathatjuk; keressiink egy napra iitemezést két minden paraméterében azonos erdmiire,
mindketté 50 és 100 MW kozott iitemezhetd, 75 MW-on indulnak a nap elején, az igény
minden iddpillanatban 150 MW, 1 MW energia eldallitasi koltsége 1 Ft blokkonként, Egy 6ra
alatt 1-1 megawattnyival tud megvaltozni a teljesitményiik, az iddegység egy ora.

4.1.1. Feladat:

(27.a) mm(z xe,t)
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X1, 0= X, 0= 15 (MW)
50<x,,<100(MW)
50<x,,<100(MW)
—1<x,,—x,,, =1
—1=<xy,—x,,.,=1
Xy, +x,,=150

(27.b)

A 4.1.1. feladatra kapott tipikus megoldas pl. szimplex mddszerek alkalmazasa esetén:
(27.¢) x; .= t(-1)+75 (MW) ahol j=1;2

holott ranézésre latszik, sokkal célszeriibb lenne mindkét gépet 75 MW-on lizemeltetni.
Amennyiben csak folytonos valtozéink vannak, akkor szigorGian konvex célfiiggvényt
alkalmazva e probléma kikiiszobolhetd, viszont mar két valtozé esetén is a kvadratikus
konvex vagy a tartomanyonként linearis konvex célfliggvényes globalis optimalizalasi feladat
is reményteleniil nehéz, az optimalis egészértékli megoldas tetszdlegesen messze lehet az
optimalis megoldastol, tovabba a célfiiggvény értéke globalis optimum koordinatdkban vald
kerekitése utan kapott egészértékli pontban is tetszolegesen eltérhet az optimalis egészértékii

megoldas értékétdl. Ezért mas jellegii kell legyen a masodik célfliggvénytiink.
4.2. A haromfazisu algoritmus

4.2.1. Algoritmus: Haromfazisu algoritmus (rov.: HFA)
input: (13.a), (14), (16.a), (16.b) és (18), minden paraméter egész,
kivéve a célfiiggvényt.

1. 1épés: megoldjuk {(13.a), (14), (16.a), (16.b) és (18)} rendszert.

a kapott megoldast jelolje X, tovabba legyen y < c'x

(28) ¢ x=y

r+1

O
Ce,tch',t

xe,t_xf,l‘

2.1épés  megoldjuk {(29), (14), (16.a), (16.b), (18), (28)} rendszert a 18.tételben
leirtak
alapjan. A kapott megoldast jelolje X
(30) |%|<x<|x|
3.1épés  megoldjuk {(13.a), (16.a), (16.b), (18), (30)} feladatot.
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output: x vektor.

4.2.2. Allitas: A HFA polinomidében megoldhato, egészértékii megoldast szolgaltat
(feltéve, ha (14), (16.a), (16.b) és (18) nem fires)

Bizonyitas: Trividlis, hiszen mind a 3 fazis polinomidében megoldhato, azt kell csak
meggondolni, hogy (29), (30) és (28) az input méretének polinomjaval korlatozhatod
trividlisan. A 3. 1€pésben pedig az elsé 1€épéssel megegyezd tipust feladatot oldunk meg, csak

mas korlatozé vektorokkal. Q.E.D
4.2.3. Megjegyzés: A HFA legfoljebb Z;Jxe,t_wa,tﬂ értékével tér el a mésodlagos

célfiiggvény (29) optimalis értékétol.
4.2.4. Megjegyzés: A HFA egy elméleti eljaras, a gyakorlatban relaxaciokkal csokkentik a

kerekitések okozta hibdkat, tovabba heurisztikdk alkalmazasaval jelentdsen redukaljak a
feladatok meéreteit és a futasi id6t. Nyilvanvald, hogy (28) helyett célszerlibb chSy-i-s

feltételt alkalmazni a feladattol fiiggen rogzitett €>0 pontossdgi paraméter mellett, ugyanis
igy akar belsOpontos LP-megoldé modszerek is alkalmazhatdk lesznek; a megengedettségi
halmaznak valodi alterekkel vald elmetszése utan kevésbé kellemes hasznalni az algoritmust.
Elméletben nem kell a fazisokat ciklizaltatni, &m a gyakorlatban célszerli (28)-et az elébb
kozolt moédon perturbéltatni és Gjrainditani az eljardst a mésodik fazistdl, a pontossagi
paramétert iteracionként csokkentve.

4.2.5. Jelolés: HSE un. kiegyenlitheté halmaz, ha legalabb két elemd,
YteT e, fEH esetén c. = ¢ 1 broe: = brosis bure: = bupsis EL0er = L1056 Lurer = Sups
tovabba V€T Ve€eH YV f€E\H esetén ¢, ,#C; ;.

E:E\( U H)
(31)

H kiegyen—
lithetd

Kiegyenlithetd halmaz erOmiivek/fogyasztok egy részhalmazat jeloli, méghozza azokat,
amelyek fizikai tulajdonsigai és arai megegyeznek. Ily modon (29) helyett az alabbi
célfiiggvényt, illetve korlatozo feltételt lehet alkalmazni HFA 2. 1épésében:

r+1

mind, >, |x.,—x, |
(32.a) 1=l ¢, feE
e<f

ce,tch,t
(32.b) I H kiegyenlithetd :VieT, Ve, fIcH : e<f, le, flnH=0 X, =Xp,

4.2.6. Jelolés: JcE legalabb egyelemii halmaz un. feszité erdmiivek halmaza, ha
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YteT Ve, f,h)eJXJIX(EN\J):

(33) Coi=Cr FCh, N ( (')_Ce,t_bLO,e,t:xf,t_bLO,f,t:() ) \
()_Ce,t_ bUP,e,t= )_Cf,t_bUP,f,t=0 ) )

A HFA 1. 1épése utani heurisztika a valtozok szamanak csokkentésére: mivel X ismert,
ezért meghatarozhatoak a feszitd (, azaz teljesitményeik valamelyik korlatjdn iizemeld)
erdmivek, s ezen erdmiivek teljesitményeit vegylik konstansnak az algoritmus 2. és 3.
1épésében, hiszen ezeken mar nem tudna valtoztatni a tovabbi két 1épés. Megjegyzendd, hogy

kétfazisu (haldzati) szimplex-modszerek esetén csak az algoritmus legelsd 1épésében kell elsé

fazisfeladatot megoldanunk, ez is Iényegesen konnyebbé teszi a megoldhatdsagot.

4.3. Egy hasznos heurisztika

A 4.1.1-hez hasonldéan mutatunk egy inputot, ami igazolja, hogy a Pareto-optimumaink
halmaza még ennél a modellnél sem szép. Tekintsiik a kovetkezo feladatot:

4.3.1. Feladat:

(34.a) mm(z Z xe’t)

e=11t=0

X, o=50(MW)
X, o =80(MW)
50<x,,<90(MW)
50<x,,<90(MW)
X1 X1,0=20
X=X
—11<x ;—x ,<II
—-10=<x,,—x,,<10
—20=x,,—x,,<20
—11<x,;—x,,<11

(34.b)

x1,1+x2,1=140
Xiot+x,,=120
X3t x,3,=122

A 4.3.1. feladatra kapott megoldas HFA-t alkalmazva:

50 70 70 61 24
a) x= , xeR
(35.2) x (80 70 50 61) g

Sajnos észre kell venni, hogy az eleje és a vége kozott un. ellenszabalyozas torténik, holott
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kézzel valdo probaltatas utdn konnyen taldlhatunk ellenszabdlyozast nem tartalmazo

megoldast, mely minden célfiiggvény szerint nem rosszabb, mint (35.a).

50 60 60 61 . xeR¥®
80 80 60 61

(35.b) x=(

(Vigyazat! x-et tovabbra is vektornak tekintjiik (nyolcdimenzidsnak jelen példa esetén), csak
az attekinthetdség kedvéért van matrixként abrazolva.) Fontos megjegyezni, hogy (29)
lehetséges legkisebb értéke 50 (az elsd 1épésben legalabb 30, a harmadikban legaldbb 20, a
tobbi 1épésben pedig legalabb 0), és mindkét megoldas éles a masodlagos célfiiggvény szerint
(is).

4.3.2. Definicié: Vezessiik be az alabbi korlatozo feltételt:

6a) V(x)ﬁt;f(‘Ae,tAf,,‘—AwAf’,)
V(x)=0

illetve egy vele ekvivalens (harmadlagos) célfiiggvényt (ekvivalensek feltéve, ha V(x) eléri

zérust valamilyen megengedett x-re):
(36.b) minV(x)

A (36) sajnos nemkonvex, nemlinedris vegyesvaltozds, nehezen megoldhatd korlatozo
feltételeket  hataroz meg, ¢és a vele ekvivalens, illetve hozza hasonld
célfiiggvényekkel/feltételekkel is ugyanilyen megoldasi nehézségekkel keriiliink szembe.
Konkrétan (35.a) és (35.b) a harmadlagos célfiiggvény szerint eltérnek egymastol 20-szal,
(35.b) optimalis, mig a mésik nem az. A gyakorlatban hasznosnak bizonyul az a megfigyelés,
miszerint az igények egymas utani gradienseivel megegyezd irdnyba torténd (16) tipusu
korlatokat engediink meg, az ellentétes iranyba 0-t (kivételes eset példaul akkor van, ha pl.
alulrél és feliilrél ugyanolyan teljesitménykorlatokkal rendelkezik két, egymas utani
idépontban egy blokk, ilyenkor nem szoktunk gradiens korlatokat feltenni ra az adott
idépontban.) A heurisztikat eldzetes egyszeriisitések kozott szoktuk végrehajtani, még az
algoritmus inditasa eldtt. Az alkalmazhatosag illusztracioként javitsuk meg a 4.3.1. inputot!

4.3.3. Feladat:

(37.2) mm(z Z xe’t)
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X, o=50(MW)
X, o =80(MW)
50<x,,<90(MW)
50<x,,<90(MW)
0=<x;;—x,=<20
X=X
0<x ;—x,=<II
0<x,,—x,,=10
-20=<x,,—x,,<0
0<x,;—x,,<I11
X, +x,,=140
Xiot+x,,=120
X3t Xx,3=122

(37.b)

A 4.3.3. feladatra kapott optimalis megoldas HFA-t alkalmazva (35.b).
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5. fejezet

Osszefoglalas

Az elsé fejezetben felépitettiik, Osszefoglaltuk a mar ismert és hasznalni kivant
matematikai eszkozoket. A masodik fejezetben pedig bevezettiik, megkonstrualtuk a modellt,
a harmadik fejezetben megmutattunk két bonyolultsagelméleti szempontbdl jelentds
eredményt. A tovabbiakban bemutatasra kerilt egy hdaromfazisi algoritmus, amely
megoldasaként kiegyenlitett egészértékii villamosenergia-ipari menetrendet lehet eldallitani,
tovabba a HFA az éltalunk bevezetett mddon nem iterativ, minden fazisa csak egyszer fut le és
ez esetben is pontos, j6 eredményt ad. Ezzel persze nem oldottuk meg az Aaltaldnos
menetrendkészitési problémat, hiszen belattuk rola, hogy NP-nehéz, mint altalaban a legtobb
itemezési feladat. Viszont azt itt leirt HFA bedgyazott szubrutinként hatékonyan
alkalmazhatd, amikor mint egészértékli optimalizalasi feladatként sokkal altalanosabb, még
tobb gyakorlati szempontot figyelembe vevé menetrendet akarunk eldallitani. A tipikus
valtozoszam 10 perces idopontbeosztassal egy heti intervallumra tervezve ezres nagysagrend
darabszamu erOmii/fogyasztd esetén millidos nagysagrendi, és ebbe nem szamoltuk bele a
segédvaltozokat. Ilyen méretli csupan folytonos LP probléma esetén is reménytelen
probalkozni altalanos célu megoldédsi modszerekkel a feladat mélyebb ismerete nélkiil.

Fizikai szempontbdl érdekes Osszefiiggést kaptunk: hiszen (15) alkalmazasa soran latszik,
hogy {(12.a), (12.b)} tekinthetd egy differencialegyenlet-rendszer megoldashalmazan torténd
optimalizalasnak, és szép poliéderes kombinatorikai, linearis algebrai, bonyolultsagelméleti

tulajdonsagait igazoltuk az LP-relaxacionak.
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Targymutato

1-0sszeg 5 igény 8

2-szinezhet6 3, 10 incidenciamatrix 2
aramfeladat 3 koltségfunkcional 7

atlos konkatenacio 4 kiegyenlithet6 halmaz 17
bidiagonalis matrix 4 Kuratovszkij-(rész)graf 14
egész poliéder 3 menetrend 5
ellenszabalyozas 9 Pareto-optimum 6
ellipszoid modszer 3 pivotalas 2

eldzetes egyszertisités 19 pontossagi paraméter 17
feszitd erdmiivek halmaza 17 politop 3

Ghouila-Houri tétel 3 részhalmaz-6sszeg feladat 4, 8
HFA 16 sikbarajzolhato graf 5
haloézati graf 2, 12 tobbcélfiiggvényl 5
halézati matrix 2, 11 teljesen unimodularis 2, 10
halézati szimplex algoritmus 3 TU 2, 10

haromfazisu algoritmus 16
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