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1. fejezet

Bevezetés

A Nottingham csoportot az utobbi idében egyre tobbet vizsgaljak a matematikusok, cso-
portelméleti és szamelméleti szemponthdl egyardnt. Ennek oka egyrészt az, hogy Camina
belatta, hogy minden megszamlalhatd béazist pro-p csoport beagyazhatd a Nottingham cso-
portba, tehat specidlisan minden véges p-csoport is. Masrészt a kommutator-struktiraja —
kissé leegyszertisitve viszonylag konnyen kezelhetd, ezért a csoport vizsgalhato Lie-elméleti,
illetve pusztan kombinatorikus eszkozokkel is. Tovabba a Nottingham csoport épp végtelen,
azaz minden valodi (folytonos) homomorf képe véges. Ezek a csoportok a pro-p csoportok
épitékovei, csakigy mint a véges csoportok kozott az egyszertiek. Igy a Nottingham csoport
és részcsoportjai rendkiviil fontos szerepet jatszanak pro-p csoportokkal kapcsolatos sejtések
tesztelésében.

A szamelméletben a Nottingham csoport (a tovabbiakban A) gy volt ismert, mint egy lo-
kalis test vad automorfizmusainak csoportja. A csoportelméleti kéztudatba Johnson [21] (akit
Jennings [20| cikke inspiralt) és tanitvanya, York [40] hozta be 1988-ban. Ok a nottinghami
egyetemen dolgoztak, innen ered a név. A Nottingham csoport megjelenitése mint forma-
lis hatvinysorok a kompoziciéra nézve, alkalmas volt arra, hogy a legtobb csoportelméleti
tulajdonsagot belassdk. Ezeket az eredményeket foglalom 6ssze a mésodik fejezetben.

A Hausdorff dimenzi6 fogalmat Barnea és Shalev [5], illetve Abercrombie [1] alkalmazta
elGszor algebrai struktirakra. Ez a mennyiség rendkiviil jol méri a részcsoportok méretét.
Ahogy véges csoportok esetén érdekes tudni, hogy egy adott csoportnak milyen rendi részcso-
portjai vannak, ugyanigy fontos vizsgalni egy pro-véges csoport Hausdorff spektrumét, azaz
azon 0 és 1 kozotti valos szamok halmazat, melyek elGallnak egy részcsoport Hausdorff dimen-
zibjaként. Az ugynevezett index-részcsoportok adjak az eddig ismert legtobb pontot a Not-
tingham csoport Hausdorff spektruméaban. A tovabbi pontok meghataroziasaban a Notting-
ham csoport Lie-algebraja (a tovabbiakban Lie(N)) segit: egy részcsoport Lie-algebrajanak
Hausdorff dimenzioja megegyezik a részcsoportéval. A Lie-algebra pedig sokkal konnyebben
kezelhetd, mert a Lie-szorzéson kiviil van rajta vektortér struktira is. Ez az oka annak, hogy
mig A Hausdorff spektrumara csak becsléseket tudunk, addig Lie(N)-é ismert. A maximalis
nem-nyilt részcsoportok fogalma 1j megvilagitasba helyez néhény kordbban is ismert allitast,
de a rajuk vonatkoz6 eredmények tijak. Ezek — bizonyos szempontbdl — a véges csoportok
maximalis részcsoportjainak altalanositasai.

Valojaban a maximalis nem-nyilt részcsoportokat valoszintiségi kérdések vizsgalatara ve-
zettem be. Az ebbe a témakorbe tartozo problémak tobbsége Shalevtdl [31], [32] ered. Aszimp-
totikus és valosziniiségi modszereket véges csoportok vizsgélatara is hasznélnak. Egy pro-p



(vagy altalanosabban egy pro-véges) csoporton a valoszintiségi mezG nem maés, mint az 1-re
normalt Haar-mérték. Az ezzel a témakorrel foglalkozo fejezetben Szegedy Balazs egy ered-
ményét targyalom, mely szerint a Nottingham csoportban két elem 1 valdszintiséggel szabad
részcsoportot generdl. Ennek a problémanak a ,tarssejtése”, hogy két elem 1 valoszintiséggel
nyilt részcsoportot generdl (topologikusan). Ezt egyelére nem sikeriilt bebizonyitani, de talan
a maximalis nem-nyilt részcsoportok tovabbi vizsgalata segithet a kérdés megvalaszolasaban.

Ha a Nottingham csoportra gy tekintiink, mint egy I, véges test feletti formalis Laurent-
sorok IF,((¢)) testének azon automorfizmusainak csoportjara, melyek ¢-t fixen hagyjak modulo
t2, akkor a részcsoportokat vizsgalhatjuk Galois-elméleti modszerekkel. Az ezzel foglalkozo
fejezetben kozlom Fesenko bizonyitasat Camina tételére. A modszernek fontos felhasznala-
sai vannak: a mélyen elagaz6 bovitéseket alkalmazni lehet az Abel-féle varietasok Kummer-
elméletében [8], [34]. Igy a Nottingham csoport részcsoportjainak segitségével lehet vélaszt
kapni bizonyos szidmelméleti eredetii problémékra.

Eztaton is szeretném megkoszonni témavezetémnek, Hegediis Palnak az érdekes témat, a
sok értékes megjegyzést, segitséget, illetve a p-adikus analitikus csoportokrol szolo kurzust.

1.1. Pro-véges- és pro-p csoportok

A pro-véges csoportok a véges-, a pro-p csoportok a p-csoportok altalanositasai. Ebben az
alfejezetben alapvetd tulajdonsigaikat tekintem at, melyekre sziikség lesz a késébbiekben.

1.1.1. Definicié. Egy G topologikus csoportot pro-véges csoportnak neveziink, ha kompakt,
Hausdorff, és az egységelemnek van nyilt részcsoportokbol 4ll6 kérnyezetbazisa.

1.1.2. Jeldlés. Legyen G egy tetszileges topologikus csoport! Ekkor egy H nyilt, illetve zart
részcesoportot rendre H <, G-vel, illetve H <. G-vel jel6lok. Egy N nyilt (zart) normalosztora
a jelolés N <, G (N <. G). Egy X C G halmaz lezartja X.

1.1.1. Allitas. Legyen G eqy pro-véges csoport! Ekkor igazak az aldbbi kijelentések:

(i) G minden nyilt részcsoportja zdrt, véges indexd, és tartalmaz egqy nyilt normdlosztdt.
Eqgy zart részcsoport G-ben pontosan akkor nyilt, ha véges indexi. A nyilt részcsoportok
metszete csak az eqységelembdl dll.

(ii) G egy részhalmaza pontosan akkor nyilt, ha nyilt részcsoportok szerinti mellékosztdlyok
eqyesitése.

(iii) Egy tetszdleges X C G részhalmazra

X = ﬂ XN.

NG

Ha X eqy részcsoport, akkor

X=({K:X<K<,G}.

(iv) Ha X ésY zdrt részhalmazai G-nek, akkor az XY ={zy:z € X,y € Y} halmaz is az.



(v) Legyen H egy zdrt részcsoportja G-nek! Ekkor H (az indukdlt topoldgidval) egy pro-véges
csoport. H minden nyilt részcsoportja H N K alaki, ahol K <, G.

(vi) Legyen N eqy zdrt normdloszté G-ben! FEkkor G/N (a hdnyadostér topoldgidval) egy
pro-véges csoport, €s a természetes homomorfizmus eqy nyilt és zdrt folytonos leképezés.

(vii) Egy (¢;) € G sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat, azaz ha minden
N <, G-re van olyan n = n(N), amelyre gi_lgj e N minden i,j > n-re.

Bizonyitds. Az els6 két allitashoz vegyiik észre, hogy a csoportelemekkel valé eltolas folyto-
nosséga miatt egy nyilt részcsoport minden (bal- és jobb oldali) mellékosztalya nyilt, ezért
egy nyilt részcsoport zart is, a kompaktsag miatt véges sok mellékosztaly van, és egy tet-
sz6leges elem kornyezetbézisat a nyilt részcsoportok megfelelé mellékosztalyai alkotjak. Egy
nyilt részcsoportnak véges sok konjugdltja van, ezek metszete egy véges indexti nyilt nor-
méaloszto. Vegyiik észre, hogy ebbdl az allitasbol kovetkezik, hogy a nyilt normalosztok is
kornyezetbazisat alkotjak az egységelemnek.

A (7ii)-as allitasnak elegendd az elsg felét belatni. Az hogy egy y € G elem nincs benne X
lezartjaban azzal ekvivalens, hogy van olyan N <, G nyilt norméaloszto, melyre yN N X = (),
azaz y ¢ XN.

A (iv)-es allitashoz vegyiik észre, hogy mivel G kompakt Hausdorff, ezért egy részhalmaz
zartsaga ekvivalens a kompaktsagaval. Tehat ha X és Y zart, akkor X xY C G x G kompakt,
tovabba a

GxG — G
(91,92) — G192

leképezés folytonos, tehat XY is zart, hiszen egy kompakt halmaz folytonos képe.

Az (v)-0s és a (vi)-os allitas a definicio kozvetlen kovetkezménye. A (vii)-es allitasban egy
konvergens sorozat nyilvan Cauchy. A megforditashoz legyen (g;) C G egy Cauchy-sorozat.
Ha a {g; : i € N} halmaz véges, akkor a sorozat egy elég nagy indextdl kezdve konstans,
hiszen Cauchy. Ha viszont ez a halmaz végtelen, akkor mivel G kompakt és Hausdorff, ezért
ennek a halmaznak van egy g € G torlodasi pontja. Most legyen N <, G tetsz6leges. Ekkor a
gN kornyezet a (g;) sorozat végtelen sok pontjat tartalmazza, azaz van egy olyan i > n(N),
melyre g; € gN. Node ekkor minden j > n(N)-re g; € g;N = g;N = gN, tehat g, — g, ha
1 — 0Q. O

A pro-véges csoportok egy masik definicidja az inverz limesz fogalman alapul. Ezt idézem
most fel. Irdnyitott halmazon egy (A, <) részbenrendezett halmazt értek azzal a tulajdonsag-
gal, hogy minden A, x € A esetén van egy olyan v € A, melyre v > X és v > pu. Halmazok
(vagy csoportok, gytiriik, topologikus terek) A indexelésti inverz rendszerén halmazoknak egy
(Gx)xena csaladjat értem minden A > presetén amy,: Gy — G, leképezésekkel (homomorfizmu-
sokkal, illetve folytonos fiiggvényekkel) egyiitt, melyek teljesitik a természetes kompatibilitasi
feltételeket:

T = idGA; és
ToauTw = Taw, haX>pu>w.



A lim G\ = lim(Gy) e inverz limesz az dsszes olyan (gy) ,vektor™bol allo részhalmaza (rész-
csoportja, sth.) a [],., G direkt szorzatnak, melyekre g\my, = g,, ha A > p.

Ha a G halmazok véges csoportok, akkor a diszkrét topologiaval topologikus terek is, igy
lim G egy topologikus csoport lesz.

Ha A egy adott GG csoport norméalosztoinak egy csaladja, akkor A-t rendezhetjiik a forditott
tartalmazassal. Igy egy (G/N)yea inverz rendszert kapunk a természetes G/N — G/M
(N < M) epimorfizmusokkal.

1.1.2. Allitas. Ha G egy pro-véges csoport, akkor G = im(G/N)na,q- Megforditva, véges
csoportok eqy inverz rendszerének inverz limesze eqy pro-véges csoport.

Bizonyitds. Legyen G := im(G/N)n«,c, tovabba

G — HG/N
go = (N)nac

a természetes homomorfizmus. Mivel (y_ N = 1, ezért ¢ injektiv, és az is vildgos, hogy
o

G < G. A sziirjektivitas igazolasahoz vegyiink egy (gvN) € G elemet. Ekkor a gyN
mellékosztalyok koziil barmely véges sok metszete nemiires, hiszen A-ban barmely véges sok
elemnek van fels6 korlatja. Igy
NG

mert ezek zart részhalmazok egy kompakt térben. Ha g-t ebben a metszetben valasztjuk,
akkor g = (gnNN).

Mivel kompakt Hausdorff terek kozott egy folytonos bijekcidé mindig homeomorfizmus,
ezért elég belatni, hogy ¢ folytonos. Egy M <, G nyilt normalosztéra legyen

UM) =[] ¢/Nx [T{1y< [] /N

NPM N>M NG

Ekkor a U(M) N G csoportok az egységelem egy kornyezetbazisat alkotjak G—ban, és minden
M-re U(M).™" = M, ami nyilt G-ben. Tehat ¢ folytonos.

A megforditashoz tekintsiik véges csoportok egy GG inverz rendszerét, mindegyiket a diszk-
rét topologiaval! Ekkor [[,., Gx Hausdorff, és Tyihonov tétele miatt kompakt. A szorzatto-
pologia definiciojabol kovetkezik, hogy az egységelem tetszéleges nyilt kornyezete tartalmaz

egy
US) =[] G x [[{1}

AES Aes
alakii részcsoportot valamilyen S C A véges halmazra. Tehat [], ., G egy pro-véges csoport,
ezért csak azt kell belatnunk, hogy G = m Gy egy zart részcsoport. Most legyen g €
[TGA\ G! Ekkor van egy olyan v > u € A, melyre GuTou F# G, ezért gU({v, u}) egy olyan
nyilt kérnyezete g-nek, melynek G-pal vett metszete iires. Tehat [[ G, \ G nyilt, és készen
vagyunk. O

1.1.3. Definici6é. Egy G pro-véges csoportot pro-p csoportnak neveziink, ha minden nyflt
normalosztojanak indexe p-hatvany.



A definici6 és az 1.1.2-es allitas egyszerii alkalmazasa a kovetkezd eredmény:

1.1.3. Allitas. Egy G topologikus csoport pontosan akkor pro-p csoport, ha véges p-csoportok
egy inverz limeszével topologikusan izomorf.

Generalt részcsoporton (illetve részalgebran) ezentul mindig topologikus generatumot ér-
tek, azaz a hagyomanyos generatum lezartjat kivéve néhany esetben, ahol ezt hangsilyozom.

1.1.4. Definici6. Legyen G egy végesen generalt pro-p csoport! Ekkor a P(G) = G,
P,(G) := P,_1(G)P[P,-1(G), G] filtralast G alsé centrdlis p-lancanak nevezziik.

1.1.5. Definici6. Legyen G végesen generalt pro-p csoport! Ekkor
(i) G hatvdnyteljes (powerful), ha G? > [G,G] és p > 2, vagy ha G* > [G,G] és p = 2.

(17) G egyenletesen hatvdanyteljes (uniformly powerful), vagy roviden egyenletes, ha hatvany-
teljes, és az also centralis p-lancanak P;(G)/P;1(G) (i > 1) szeletei mind egyenls, p?
rendiiek. G dimenzidja ekkor definicié szerint d.

Az egyenletes pro-p csoportok azért fontosak, illetve viszonylag konnyen kezelheték, mert
bevezethets rajtuk egy Z, feletti Lie-algebra struktira. Az Osszeadds és a Lie-szorzas a
csoportmiivelethdl kozvetleniil — és természetes modon — definidlhatd (|10] Chapter 4). A
Lie-algebra dimenzidja megegyezik az eredeti egyenletes csoport dimenziojaval.

1.1.6. Definicié. Egy pro-p csoport rangja a zart részcsoportjai minimalis generatorszama-
nak szuprémuma. Egy pro-p csoport véges rangi, ha ez a szuprémum véges.

1.1.7. Definicid. Legyen (7) egy csoportelméleti tulajdonsag. Egy G csoport virtudlisan (1),
ha van (7) tulajdonsagu véges indexii részcsoportja. Egy G topologikus csoport droklddden
(7), ha minden nyilt részcsoportja (7).

1.1.4. Tétel ([10]). Egy pro-p csoport pontosan akkor véges rangi, ha virtudlisan egyenletes.

A pro-p csoportok korében rendkiviil fontos szerepet jatszanak az tigynevezett p-adikus
analitikus csoportok. Fontos alkalmazésaik vannak a szdmelméletben. A p-adikus egészek
feletti csoportalgebrajukat (igazsag szerint csak csoportgytir, mivel Z, nem test) nevezik
Iwasawa-algebraknak. Ezek moduluselmélete mostanaban rendkiviil gyorsan fejl6dé aga az
algebranak.

1.1.8. Definicié. Egy topologikus teret n-dimenzios p-adikus analitikus sokasdgnak neve-
ziink, ha van olyan nyilt fedése, melyben a lefed6 halmazok Z; egy-egy nyilt részhalmazéval
homeomorfak, tovabbé az attérési fiiggvények p-adikus értelemben analitikusak.

1.1.9. Definicié. Egy topologikus csoportot p-adikus analitikusnak hivunk, ha van rajta egy
p-adikus analitikus sokasag struktira, és a szorzas, illetve az invertalas miivelete analitikus.

Megjegyzés: Egy p-adikus analitikus csoport nem feltétleniil pro-p csoport. Viszont igaz az
alabbi  pusztan csoportelméleti tulajdonsagaikkal valo jellemzés:

1.1.5. Tétel ([10]). Egy G topologikus csoport pontosan akkor p-adikus analitikus, ha nyilt
részcsoportként tartalmaz eqy véges rangiu pro-p csoportot.

Ez a feltétel az 1.1.4-es tétel szerint ekvivalens azzal, hogy G-nek van egy nyilt, egyenletes
pro-p részcsoportja. A p-adikus analitikus csoport dimenzidja megegyezik ezen egyenletes
részcsoport dimenziojaval.



2. fejezet

A Nottingham csoport és tulajdonsagai

2.1. A Nottingham csoport megadasa

2.1.1. Definicié. Legyen R kommutativ, egységelemes gytirt! Az

f=t (1 - iaktk> € R[[t]

alaki alaka formalis hatvanysorok halmazat a komporziciéra nézve az R Notthingam cso-
portjanak nevezziik, és N'(R)-rel jeldljiik.

Azt, hogy ez tényleg egy csoport, elGszor S. Jennings 20| latta be. Ezzel ekvivalensen
tekinthetjiik V'(R)-et gy is, mint az R([[t]] gytiri automorfizmuscsoportjanak egy részcsoport-
jat: (t)f := f, és ez mar meghatarozza R][[t]] egy folytonos automorfizmusat, amely R-et fixen
hagyja. Konnyii ellendrizni, hogy ez a leképezés csoporthomomorfizmus: (t)fg = ((t)f)g.
Szakdolgozatomban azzal a specidlis esettel foglalkozom, ha R egy F, (¢ = p/) véges test, és
kiilonosképp azzal, amikor ¢ = p prim. Legyen A(F,) az

F=Y ath €F,[t] a1 #0
k=1

alaki hatvanysorok csoportja a kompoziciora. Ekkor érvényes az alabbi tétel:

2.1.1. Tétel.
A(F,) = Aut(IF,[[t]]) = Aut(Fy () = Aut(F,((1)),

ahol Aut® a folytonos automorfizmusok csoportjdt jeloli.

Bizonyitds. Egy o gytriautomorfizmus nyilvan kiterjed a hanyadostestre:

(&) ) ()

A visszafelé iranyhoz hasznaljuk azt a tényt, hogy F,((¢))-nek csak egyetlen olyan értékelése
van, melyre nézve teljes, mégpedig a szokasos:

v (Z aktk> = —n, ha a_, #0.

k=—n



Node, ha o egy testautomorfizmus, akkor

(5) - ((5)

is egy értékelése F,((t))-nek, melyre nézve teljes, ezért v, = v, azaz o megtartja az értékelést,
tehat folytonos, és megszorithato IF,[[t]-re. O

Hasonl6an A(F,) megegyezik F,((t)) azon folytonos automorfizmusainak a csoportjaval,
melyek F,-t fixen hagyjak.
Most definialom A(F,) egy filtralasat: Legyen

Np(F) ={oc € A(F,) :0(t) —t € tkHFq[[t]]}!

Ekkor N7 = N, és N, < A(F,), hiszen megegyezik a kovetkez6 homomorfizmus magjaval:
Jelolje

A,F,) ={f:-)f = Xn:ozktk, ahol a, € F, és ag # 0}

k=1
Aut(F,[[t] /t"'F,[[t]) egy (¢ — 1)¢" '-rendii részcsoportjat, és @, a természetes vetitést:

D0 AF,) — An(Fy)

(f: t— iaktk> — <fn t— Zn:ozktk>!
k=1 k=1

Ekkor N, = Ker(®,), |A(F,) : N| = q—1 és [N, : Ny = ¢ Konnyt latni, hogy N =
im(N/N,,) egy pro-p csoport, mégpedig A(F,) (egyetlen) pro-p-Sylowja.

2.1.2. Definici6. Ha 1 # g € N, akkor létezik egy olyan n € Z* egész szam, hogy g €
N \Noj1. Ezt az n-et nevezziik g mélységének, és D(g)-vel jeloljiik. Az egységelem mélysége
0.

2.1.3. Jeldlés. Ha n € Z* és a € F,, akkor jeldlje e,[a] € N, azt az elemet, melyre
(t)en[a] = t(1 + at™)! Legyen tovabba q = p/, és F, egy bazisa F, f6l6tt v1, 72, ..., s

N (F,) agy is ismert a szamelméletben, mint F,((¢)) vad automorfizmusainak a csoportja.
Erre még visszatérek az 5. fejezetben.

2.2. Kommutator-struktiara

2.2.1. Allitas. Legyen (t)a = t(1 + Y o, axtk), és ()b = t(1 + D2 Bit?) két tetszileges
elem a Nottingham csoportbdl! Ekkor (t)[a,b] = t(1 4+ (n — Da,Bt" ™ +...).

Bizonyitds.

(tab = (t)b (1 + iak((t)b)k) =t (1 + iﬁjﬂ) 1+ iaktk (1 - iﬁjtﬂ')

n+l n—+l
(1 + Z apt® + Z Bit! + (n+ 1) t”“) (mod t"TH2F[[t]).
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Hasonléan

n—+l n—+l
(t)ba =t (1 + Z Bit! + Z apt® + (14 Dayfy t””) (mod "R, [[t]).

Legyen most s € A olyan, hogy (t)s = t(1 + (n — 1)a,,5it"™")! Ekkor

(tbas = (1)s (HZ@-( P Do)+ 0 D (0 >)

n—+l n—+l

mert,

()s) =t (1+ (n = DanBt"™™) = (mod "1, [[t]),

ha ¢ > 1. Node ekkor tetszdleges f € F,[[t]-re
(f)bas = (flab  (mod t™H2F,[]),
specialisan f = (t)a" b~ -re is:
(t)[a,b] = (H)a*brab = t(1 + (n — Do, Byt" T +..),

ahogy allitottam.
2.2.2. Kovetkezmény. Legyen a,b € N'! Ekkor

D(la,l)) = D(a)+ D(t), ha D(a) £ D(b) (mod p)

D([a,b]) > D(a)+ D(b), ha D(a) =
2.2.3. Kovetkezmény. Ha p > 2, akkor

Nn+m> ha n 7_é m (mOd p)

[Nn,./\/m] = [Nna-/\/m] = {Nn+m+l7 han=m (mod p).

D(b) (mod p).

t(1+ (n = DapAit™™) (1 + Z Bt + Z apt® + (1+1) anﬂlt""‘l) =
n+l n+l
(1 + Z Bit! + Z apt® + (1 + Danft" ™ + (n — l)anﬂlt”“) =

n+l n+l
(1 + Z Bit? + Z apt® + (n + a5 t”“) = (t)ab (mod "R [t])),

Bizonyitds. Legyen | > n+m, han % m, ésl > n+m, han =m (mod p). Ekkor van olyan

r>mnéss>m, melyre r #s, ésr+s =1 Ha a € F, tetszbleges, akkor
()[en[1], em[a]] = t(1 4+ at' + .. .),
azaz [Ny, N;,]-ben van [ mélységi, o fGegyiitthatoja elem, ezért

Novim, han#m  (mod p)
Nutme1, han=m (mod p).

[NmNm] = {

Node egy pro-véges csoportban barmely két zart részcsoport kommutatora is zart, azaz

N, No] = N, Noa).

O



2.2.1. Definici6. Egy pro-p csoportot épp végtelennek (just infinite) neveziink, ha minden
nemtrivialis zart normalosztoja nyilt, vagy ekvivalensen ha minden valédi homomorf képe
véges. Egy pro-p csoport droklddden épp végtelen (hereditarily just infinite), ha minden nyilt
részcsoportja épp végtelen.

A pro-p csoportok épitékivei az épp végtelenek, hasonld szerepet jatszanak, mint a véges
csoportok korében az egyszertiek.

2.2.4. Allitas. Legyen p > 2, és 1 # g € N tetszéleges, D(g) = n! Ekkor

W: <ngn+1>7 han7_é1 (HlOd p)
<ngn+2>7 han=1 (HlOd p),

igy mindenképpen nyilt, azaz N épp végtelen.

Bizonyitdis. Ham > n (illetven = 1 (mod p) esetén m > n+1), akkor ismételt kommutalassal
elg tudunk Aallitani g-bdl egy adott fGegyiitthatoji, m mélységl elemet. U

2.2.5. Tétel. N oroklédéen épp végtelen.

Bizonyitds. Csak p > 2-tre bizonyitom. Legyen H <, N egy tetsz6leges nyilt részcsoport!
Ekkor van olyan n € Z*, hogy N,, < H. Ha 1 # g € H, D(g) = m, akkor (g)? > N,y ion+2p—2,
hiszen ha m +n < k #Z 2m (mod p), akkor g-t egy megfelels N, -beli elemmel kommutalva
egy t — t(1 + atf + ...) alaki elemet kapunk, ha pedig m + 2n + 2p — 2 < k = 2m, akkor
kommutalhatunk két 1épésben. Tehat H minden nemtrivialis zart részcsoportja nyilt, azaz H
épp végtelen. ]

Megjegyzés: A 2 karakterisztikaju eset Hegedtis Pal |16| eredménye.

2.3. Hatvany-struktara

A Nottingham csoport hatvany-strukturajanak vizsgalatahoz bevezetek egy végtelen M(g)
matrixot minden g € N-re [40]. Mégpedig legyen M(g) = {m;;}, ahol

my; = t) egyiitthatoja (t')g-ben.

Ezt tgy is interpretalhatjuk, hogy g egy linearis transzformacioja a tIF,[[t] topologikus vek-
tortérnek, melynek (topologikus) bazisa t,t% ¢3,... Vilagos, hogy M(g) = I + U(g), ahol
I az identitas, U(g) pedig egy szigortian fels6 haromszogmatrix. Mivel char(FF,) = p, ezért
M(g?) = (I +U(9)) =1+ U(g)".

2.3.1. Lemma. Ha D(g) = n, akkor

D(¢") = np, han=0 (mod p), és
> np, han#0 (mod p).
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Bizonyitds. Legyen h € F,[[t] egy tetszdleges formalis hatvanysor, amely f6tagja
h=at/ (mod /'F,[t])
valamilyen a € F-ra! Tegyiik fel tovabba, hogy (t)g = t(1+ > - Git*)! Ekkor

00 J
hM(g) = at! (1 + Zﬁktk> = at’ + jaB,t"  (mod t"VIF[[1]), ezért
hU(g) = jap.t"" k (nmod "R [[H]), és igy
hU(g) = 5 +n)(j+2n)...(j + (p— Dn)afpt™*  (mod " HIF[[t])).
Ha ez utobbit alkalmazzuk h = t-re, akkor a kivant allitast kapjuk. ]
Megjegyzések:

1. Ha D(g) oszthato p-vel, akkor g végtelen rendd. Persze a Nottingham csoportban
vannak véges rendi elemek is, s6t, ahogy az 5. fejezetben latni fogjuk, minden véges
p-csoport beagyazhato N-be.

2. Vilagos, hogy NP < NF < N, illetve p > 2 esetén N, < Nony1 = [N, No]- Tgy N,
Frattini részcsoportja

CI)(Nn) = [Nm-/\/‘n]-/\/z = [NnaNn] = N2n+17

tehat d(N,) = (n + 1)f, azaz N,, végesen generalt minden n-re. Specialisan N = N
egy 2f generatorszamu pro-p csoport és

N = (ei[v), ealy] : 1 <0 < f).

3. Az el6z6 megjegyzés és a 2.2.1-es allitas miatt:
DN (Fys)pn) < N(Faf)ap.
4. N nem p-adikus analitikus, hiszen az el6z6 két megjegyzés szerint nem véges a rangja.
2.3.2. Tétel. Ha p pdratlan, ésn =0 (mod p), akkor NP = NF = Nop.
Bizonyitds. A 2.3.1-es lemma miatt N? < N, s6t a bizonyitasbol az is latszik, hogy
enla]f = enpla?]  (mod Npypi1).
A 2.2.4-es &llitas tétel szerint
Nop = {eal7iP : 1< i < YN < NF = NP,

hiszen N, egy végesen generalt pro-p csoport, ezért NP zart. (Martinez tétele: |10, p. 34) O

Vegyiik észre, hogy ¢? felcserélhets g-vel, tehat ha D(g) = n, akkor D(g?) = D(g) a 2.2.2-es
kovetkezmény szerint, és ezért D(gP?) > np +n, aholn = n (mod p) és 0 < n < p — 1.
Gondosabb szamolassal belathato a kévetkezd tétel |7]:

2.3.3. Tétel. Hap pdratlan, akkor NP = N¥ = Nypin, aholn =7 (mod p) és0 <7 < p—1.
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3. fejezet

A Lie-elméleti modszer és a Hausdorff
dimenzio

3.1. A Hausdorff dimenzi6 és az index-részcsoportok

3.1.1. Definici6. Egy pro-véges csoportra azt mondjuk, hogy megszamlalhato bazisu, ha az
egységelemnek létezik megszamlalhato kornyezetbazisa.

3.1.2. Definici6. Legyen G egy megszamlalhato bazisu pro-véges csoport, és {G,} egy rog-
zitett filtraldsa, D a hozza tartozd mélység! Ekkor megadhatunk egy metrikat G-n, mint
topologikus téren: ha g1, go € G, akkor tavolsaguk d(g1,g2) = 1/D(g; *g2).

Ez valoban metrika, s6t ultrametrika hiszen
1. Szimmetrikus: D(g;'g2) = D((97'92)™") = D(g5'g1)
2. d(g1,92) =0 D(g;'g2) =00 & g1 = ¢»
3. Nemcsak a haromszogegyenlGtlenség, hanem az ultrametrikus egyenlGtlenség is teljesiil:

d(g1,93) = 1/D(gy 'g3) < max(1/D(g; 'g2),1/D(g5 'g3)) = max(d(g1, g2), d(g2, g3)).

Igy G egy kompakt, teljes metrikus tér, hiszen minden Cauchy-sorozat konvergens, és a topo-
logia megegyezik G eredeti topologiajaval. Egy H C G zart részhalmaz Hausdorff dimenzidjat
értelmezhetjiik a valos fiiggvénytanbol megismert moédon. Ha H részcsoport is, akkor dimen-
zioja kiszamolhat6 az alabbi formulaval:

) ) .. Jdog|HG, : G, .. Jdog|H : HNG,|
h H)=h H)=1 f =1 f
dim(H) dimg (H) im in og |G+ Gl im in oz |G Gl

Tulajdonsagok:
1. Egy zart részcsoport Hausdorff dimenzidja tehat egy 0 és 1 kozotti valos szam.
2. Ha H; < H,, akkor hdim(H;) < hdim(Hy).

3. H pontosan akkor nyilt, ha hdim(H) = 1.
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4. Ha H véges, akkor hdim(H) = 0.

3.1.3. Definici6. Egy G pro-véges csoport Hausdorff spektruma a [0, 1] intervallum egy rész-
halmaza: hspec(G) := {hdim(H) : H <. G}.

A Nottingham csoport Hausdorff spektrumanak meghatarozasaban fontos szerepet jatszanak
az un. index-részcsoportok, melyeket Barnea és Klopsch definialt épp erre a célra |3|:

3.1.4. Definici6. Egy I C Z* részhalmazhazhoz értelmezziik

NI = {t (1 + ;at) }

zéart részhalmazat N-nek. Ha N[I] < N egy részcsoport, akkor I-t megengedett indexhal-
maznak, N'[I]-t pedig (az I-hez tartoz6) indexrészcsoportnak nevezziik.

A kovetkez6 elemi lemma a késGbbi példakban lesz fontos:

3.1.1. Lemma. Legyeni,n € Z* pozitiv egészek p-es szamrendszerbeli alakja i = > imp™
dletve n =3 nyp™! Ekkor pt (;) akkor és csak akkor, ha minden m € N-re i, > n,,.

Bizonyitds. Kozismert allitas, hogy k! primtényezGs felbontasaban p a
k k k —[k] .
p p P’ oL

kitevéon szerepel, ahol a szogletes zardjel az egészrészt jeloli. Tehét ( ) = Win)!—ban pa

SB[

J

hatvanyon szerepel. Viszont [a] + [b] < [a + b], és egyenlGség pontosan akkor 4ll fenn, ha
{a} 4+ {b} < 1 (ahol a kapcsos zarojel a tortrészt jeldli). Tehat pf (1) ekvivalens azzal, hogy
{1%} + {’;—J”} < 1 minden 7 > 1 egész szdmra. Ez pedig konnyen lathatéan ekvivalens az
allitasban szerepld feltétellel. O

3.1.2. Lemma. Legyen G eqy pro-véges csoport, és H eqy zdrt részfélcsoportja! Ekkor H
részcsoportja is G-nek.

Bizonyitds. Ha h € H, akkor lim h?"~! =h~1' € H. O

S§—00

3.1.3. Tétel. I C 7" pontosan akkor megengedett indezhalmaz, ha mindeni € I és1 <n <
i+1, ("7 #£0 (mod p)-re {i+nj:jel}C I

Bizonyitds. Egyik irdny: Ha I megengedett indexhalmaz, és i,j € I, akkor ¢;[1]e;[1] € N[1],

azaz
1+1

Bee;[1] =t + T + ¢+ )T =t 46 + E (2 + )t’*’”“ miatt
n
n=0
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(') £ 0 (mod p) esetén i +nj € I.

n

Masik irdny: Tegyiik fel, hogy I kielégiti a feltételt! Legyen H := N[I],
S :={eial:iel,acF,} CH,
és az S Altal generélt részfélcsoport

S’:z{flfg...fT:TENésmeS,halgmgr}!

Elég belatni, hogy S = H, mert részfélcsoport lezartja szintén részfélcsoport, s6t a 3.1.2-es
lemma szerint részcsoport is.

Allitas: S C H.

Bizonyitds. Mivel H zart, ezért elég belatni, hogy ScC H, s6t S C H miatt azt kell megmu-
tatni, hogy HS C H. Tehat legyen (t)h = t(1+ Y ,.;hit') € H és (t)f = t(1+at?) € S.
Ekkor

i+1 .
. . ) . 1 o
(thf =t+at’ ™ + E hi(t + )T =t 4 at/th + E h; E <Z i )a”t””]*l € H,
n
el i€l n=0

azaz az allitast belattuk.

A bizonyitasbol az is latszik, hogy (HNN,) /N1 = (SNN,) /Noga és igy HNyr [Noia =

SNnH/NnH minden n € Z"-re. Tehat H = S. O
3.1.4. Példa. Néhdny fontos index-részcsoportja a Nottingham csoportnak:

1. Ay := N[sZT], ahol s € Z;

2. B, :=NPZTU@PZ" —1)], aholr,s €T, ésr > s;

3. € :=N[p*ZT —1], ahol s € Z™;

4. D =N[{p"—1:neZ"}].

Bizonyitds. Hasznaljuk a 3.1.3-as tétel feltételét a megengedett indexhalmazokra! Ebb6l az
kénnyen latszik, hogy s és © index-részcsoport. B, ;-hez és €,-hez legyen elszor i = —1
(mod p®) és n € Z* olyan, hogy p 1 (Z’Zl)! Ekkor a 3.1.1-es lemma miatt n = 0 (mod p®),
tehat tetszéleges j-re i +nj € p°ZT —1 C p"Z*T U (p°Z* — 1), igy a 3-ast mar be is lattuk. A
2-es fennmarado részéhez legyen most ¢ = 0 (mod p")! Ekkor a 3.1.1-es lemma szerint 3 eset
van:

(1) Han =0 (mod p"), akkor i + nj =0 (mod p").

(17) Han =1 (mod p") és 7 = —1 (mod p"), akkor r > s-bdl kovetkezik, hogy i + nj =
nj=j = -1 (mod p*).

(1) Han =1 (mod p") és j =0 (mod p"), akkor i + nj =0 (mod p").
Tehat mindharom esetben i +nj € p"Z* U (p°Z* — 1), és épp ezt akartuk. O
Megjegyzések:

1. Ha s és p relativ primek, akkor 2, = 2; = N, s6t, Ag,r = A

2. Ha p | s, akkor a 2.3.1-es lemma szerint 2, torziomentes. 1. Fesenko belatta, hogy 2,
oroklédGen épp végtelen [13|. Erre még visszatérek az 5. fejezetben.
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3.2. A Nottingham csoport Lie-algebraja

3.2.1. Definici6. Legyen
= DN/ N
i=1

Ez természetes modon egy F, feletti vektortér, melynek (topologikus) generatorain megadha-
tunk egy Lie-szorzéast az alabbi moédon: Ha D(g) = 4, és D(h) = j, akkor [gNii1, hNji1] =
lg, h|Nitjr1. Az igy kapott fokszamozott Lie-algebrat nevezziik az N/ Nottingham csoport
(kongruencia filtralasra vonatkozd) diszkrét Lie-algebrdjanak. A részalgebrak miatt kényel-
mesebb lesz L(N)-et csak F,, és nem FF, feletti Lie-algebraként tekinteni.

A 2.2.1-es allitas szerint L(N(F,)) izomorf a Witt algebra pozitiv részével:

w+ Der+F @IF e;-vel,

ahol e; = t'19,, és [e;, ;] = (j — i)eir;. Egy izomorfizmust megadhatunk az alabbi modon:
LT: t(1+ at" + ... )N, — ae,.

3.2.2. Definici6. Tegyiik teljessé L(N)-et az {L"} filtralasra nézve, ahol L" = @, TF,ey,
a kapott Lie-algebrat jeloljiik Lie(N)-nel, és nevezziikk a Nottingham csoport (teljes) Lie-
algebrdjanak.

Ekkor Lie(N)-et interpretalhatjuk gy is, mint az F[[t]] pronilpotens gytir( pronilpotens
derivalasainak a pozitiv része (Der™(F,[[]])): minden u € Lie(N) felirhato u = f9, alakban,
ahol f € t2F,[[t]], és [fO:, 90 = (fO:g — gO:f)O;. Igy ezen a Lie-algebrén természetes médon
hat a Nottingham csoport: ha u € Der® (F,[[t]]) egy derivalas, és g € N'(F,), akkor

(gu)(r) == u(rg)g™".

Ez a hatas megadhato az alabbi formulaval is, és konnyii ellenérizni, hogy hii:

p(tg)
)0, 0.
( () t) 3t(tg) t-
Ebbdl az is latszik, hogy N hatésa nem tartja meg a fokszamot, de az {L"} = {[[.2, F,ei}
filtralast igen, hiszen ha u € L(N') C Lie(N) egy homogén elem, akkor g(u) = u + [LTg, u]+
magasabb foki tagok.
Most definidlom néhany természetes részalgebrajat Lie(N)-nek.

3.2.3. Definicié. Ha s € ZT, 0 <r < p*/2, és p1r, tovibba H < N, akkor legyen
Lie,(N) = HF Csis

q(s,r) = H F.en,
n=0,£r (p*)

LT(H) := (LT(h) :he H) = ﬁ(H AN N1 /N

n=1
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Megjegyzések:

1. Ha Lie(N)-et F, és nem F, feletti Lie-algebranak tekintenénk, akkor LT(H) nem feltét-
leniil lenne részalgebra.

2. LT(N,) = L™
3. Ha (s,p) = 1, akkor Lie,(N) = Lie(N).
A Hausdorff dimenzi6 fogalma anal6g modon kiterjeszthets a Lie-algebra részalgebraira is:

3.2.4. Definici6. Legyen K egy teljes Lie-algebra az K" véges kodimenzios részalgebrakbol
allo filtralasra nézve, és L < K egy zart részalgebra! Ekkor L Hausdorff dimenzidja

: . . dim((L + K™ /K"
e o

Specidlisan ha K = Lie(N), és a filtralas a szokasos L™ = [[2, F,e;, akkor

. . dim((L+ L)/ . log|(L+ L")/ L"|
hdimpse(ny = lim inf — lim inf .
P = e “dim(Lie(N) /L") neee log [Lie(N)/L"]

Az alabbi allitas Gsszekapcsolja a részalgebrak Hausdorff dimenzi6jat a részcsoportok Ha-
usdorff dimenzi6javal.

3.2.1. Allitas. Ha H < N, akkor hdimH = hdimpe ) LT(H), s6t minden n € Z*-re

log |[HN,/N,|  log |(LT(H) + L™)/L"|
log [N/N,| — log|Lie(N)/L*|

Bizonyitds. Legyen H < N egy tetszéleges zart részcsoportja a Nottingham csoportnak!
Elég belatni, hogy dim((LT(H) + L™)/L") = k esetén |HN,, : N,| = pF. Mivel (LT(H) +
L™)/L™ egy homogén elemek altal generalt részalgebra Lie(N')/L"-ben, ezért vehetjiik egy
homogén elemekbdl allo (F, feletti) bazisat. Rendezziik sorba a bazis elemeit gy, hogy a
nagyobb mélységii elem legyen hatrébb (az azonos mélységii elemeket egymas kozott barhogy
rendezhetjiik):

D(uy) < D(ug) < -+ < D(uy).
Ekkor minden 1 < i < k-ra van olyan h; € H, hogy LT(h;) = u;. Vegyiik tehat a
7: (LT(H)+ L")/L" — HN,/N,
T(Arug + Agug -+ -+ Agug) = hi\lhé\Q e hg’“./\fn

leképezést (ahol 0 < \; < p — 1), és legyen D(h)'hy? ... h*) = D(u,) < D(u4) (valojaban
ez esetben D(uy) = D(ug) = -+ = D(u,))! Ekkor

LT(hh)? .. ) = Mg + - + Ay # 0,

hiszen a nagyobb mélységii tagok nem szamitanak az LT fiiggvénynél. Ha beldtom, hogy m
kolesonosen egyértelmii, akkor kész a bizonyitas, mert |(LT(H) + L")/L"| = p*.
Injektivitds: Tegyiik fel indirekten, hogy valamely (0 < \;, ; < p —1)-re

R RN, = RYRYE L REENG
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Vegyiik azt az ellenpéldat, melyre az elsé nem nulla egyiitthato a legnagyobb indext! Node
My + 4 Ny = LT(hY hy? .. hs) = LT(RE RS2 L %) = pquy + - - - + prstis,

ezért r = s, és 1 < ¢ < r esetén A\, = p;, azaz az elsé nem nulla tagok megegyeznek, ami
ellentmondés, mert egyszeriisithetiink veliik.

Sziirjektivitdas: Tegyiik fel indirekten, hogy 7 nem sziirjektiv, és vegyiik a legnagyobb mélységii
hN,, elemet, mely nem &ll el6 képként! Ekkor LT(h) = A ttp, + Ay p1Upy i1+ + AUy, €8Y
homogén elem (LT(H) + L™)/L™ben, melyre

D(upy 1) < D(h) = D(ur,) = -+ = D(ur,) < D(try11)-

Vegyiik hry "2 ... hyl " hN-et. Ennek mélysége nagyobb, mint D(h), tehat elgall

_)‘7"2 _)\Tl >\7‘2+1 )‘k
et bV RN = B RN,

Arg+1

alakban, ahol az els6 szorzotényezs azért csak h, 2", mert egy elem elGallitasdéban nem szere-

pelhetnek kisebb mélységii elemek. Ez viszont ellentmondéas, mert h;\f e h;\fl—nel atszorozva
hN,, egy elslallitasat kapjuk. O

3.3. Nem-nyilt részcsoportok

Ebben és a kovetkezs alfejezetben legyen ¢ = p > 5 prim, és N' = N (F,)!

3.3.1. Lemma. Legyen L < Lie(N) index-részalgebra a Nottingham csoport Lie-algebrdjd-
ban. Ekkor ha L nem nyilt, akkor részalgebrdja valamely p' # p primre Liey (N')-nek, vagy
valamely 0 < r < p-re q(1,7)-nek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L £ q(1,r) semmilyen 0 < r < p egészre. Ekkor léteznek olyan
a,b € L elemek, melyekre

D(a), D(b) #0 és D(a) # +D(b) (mod p).
Legyen s = (D(a), D(b)) a mélységek legnagyobb kozos osztoja! Azt allitom, hogy ekkor

minden elég nagy m € Z egészre van L-ben ms mélységi elem. Ehhez definidlom egy pozitiv

T,z

megengedhetd particidjanak neveziink, ha az aldbbi feltételek teljesiilnek:
(7) minden b; D(a)-val vagy D(b)-vel egyenld,
(i) ha sp = S2F | by, akkor sj, # by (mod p),

(791) sy = myg.

Elgszor belatom, hogy létezik olyan M és [, hogy minden m > M-re ms-nek van egy (i)-
et és (i11)-at kielégitG particioja, melyre |u — v| < [, ahol u a D(a)-val, v pedig a D(b)-vel
egyenld b;-k szama. Mivel (D(a), D(b)) = s, ezért minden elég nagy, s-sel oszthatd szamot el
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tudunk allitani uwD(a) + vD(b) alakban, s6t, u-t D(b)-vel csokkentve (novelve), és v-t D(a)-
lu —v| < D(a) + D(b) legyen. Igy l-et valaszthatjuk D(a) + D(b)-nek.

Ha megvan ez a particioja ms-nek, akkor meg tudjuk konstrualni ms-nek egy megen-
gedhetd particiojat is. Vegyiik D(a)-knak és D(b)-knek egy sorozatat tugy, hogy (i) és (ii)
teljesiiljon, és amikor csak lehet, valasszunk D(a)-t! Ekkor minden D(b) utan kovetkezik
legalabb két D(a):

D(a), D(b), D(a), D(a), ..., D(b), D(a), D(a),. ..

Tehat korlatos sok 1épés utan épp (u — v)-vel t6bb D(a) van a sorozatban, mint D(b). Mivel
(u—w) korlatos m-tdl fiiggetleniil, ezért feltehetjiik, hogy a b;-k Gsszege kisebb, mint ms. Most
egészitsiik ki a sorozatot valtakozo D(a)-kkal és D(b)-kkel tgy, hogy kézben (ii)-t figyelmen
kiviil hagyjuk, és az Gsszeg ms legyen. Végiil cseréljiik meg a szomszédos D(a)-kat és D(b)-
ket a parokon beliil tigy, hogy (ii) teljesiiljon. Ezt megtehetjiik, hiszen ha x = D(a) vagy
x+ D(a) = D(b) (mod p), akkor z # D(b) és x + D(b) # D(a) (mod p).

Tehat van egy olyan N € N, hogy N < ms esetén ms-nek van megengedhet§ particidja.
Mivel a 2.2.1-es kovetkezmény szerint D(x) #Z D(y) esetén D([z,y]) = D(z) + D(y), ezért
L-ben van ms mélységt elem minden ilyen m-re. Most ha L £ Lie, (N') semmilyen p’ # p
primre, akkor van L-ben s-sel nem oszthatdé mélységl elem, s6t (s,p) = 1 miatt (esetleg
tovabbi kommutatorképzéssel) olyan is, aminek mélysége p-vel sem oszthato, és az elGbbi
modszer ismételt alkalmazasaval lathato, hogy minden elég nagy m-re L-ben van m mélységii
elem is, azaz L nyilt. 0

3.3.2. Kovetkezmény. Lie(N) mazimdlis nem-nyilt index-részalgebrdi pontosan a Liey (N)
és a q(1,7) alakd részalgebrdk.

Bizonyitds. A 3.3.1-es lemma bizonyitasabol az is latszik, hogy ezek a részalgebrak maximéa-
lisak a nem-nyiltak kozott. O

3.3.3. Kovetkezmény. Ha L < Lie(N) egy nem-nyilt részalgebra, akkor minden ¢ > 0-ra
létezik olyan ng € Z", melyre ng < n esetén

log (L + L")/ L 3.1
log [Lie(N)/ L Sm”‘( e )

P 2
Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.3.1-es lemmat, és vegyiik észre, hogy

. log|(Liey,(N)+ L™) /L™ 1 1
1 4 =——0< -, é
et log |Lie(N)/L"| q = @
i losla(t, )+ L7)/L"| 3
n—oo  log|Lie(N)/L"| P

O

3.3.4. Kovetkezmény. Legyen H < N eqgy nem-nyilt részcsoportja a Notthingam csoport-
nak! Ekkor minden ¢ > 0 pozitiv szdmra létezik olyan ng € Z*, melyre ng < n esetén

log | HN,, /N, | < max (3 1) .

log [N /NG| b 93
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Bizonyitds. Legyen H Lie-algebraja LT(H)! Ekkor LT(H) < Lie(N) egy nem-nyilt részal-
gebra, tehat a 3.3.3-as kovetkezmény és a 3.2.1-es allitas szerint ha n elég nagy, akkor

log |HN, /N,|  log |(LT(H) + L")/ L"| (§ 1)
log|[N/N,| — log|Lie(N)/L"| <max | - +¢, 5 )

ahogy allitottam. O

3.3.5. Tétel. A Nottingham csoport minden nem-nyilt részcsoportja benne van eqy maximd-
lis nem-nyilt részcsoportban.

Bizonyitds. Legyen H < N egy nem-nyilt részcsoportja a Notthingam csoportnak! Ekkor H

Hausdorff dimenzi6ja hdimH < max(%, %), s6t, minden ngy(e) < n pozitiv egész szamra
log |HN,,/N,,| 3 1
O8I/ Wnl  phax (2 4 ¢, =
log IN/N,| — p 2

a 3.3.4-es kovetkezmény szerint. Alkalmazzuk a Zorn-lemmét a H-t tartalmaz6 nem-nyilt
részcsoportokral Azt kell ellendrizni, hogy ha {H;|i € I} egy felszallo lanca (H-t tartalmazo)
nem-nyilt részcsoportoknak, akkor U;c; H; is egy nem-nyilt részcsoport. Ez a feltétel teljesiil,
hiszen U;c; H; trividlisan részcsoport, és

log | HiN,, /N | (§ 1)
log [N/ < max » + €,

2
minden ng < n pozitiv egészre és ¢ € I-re, tehit

log |(UZeIHz)Nn/Nn| <§ l)
log N/ < max » +¢€,

2
is teljesiil, azaz U;cr H; sem lehet nyilt, mert a Hausdorff dimenzidja

log |(User Hi )Ny /N, < max (§ l) < 1.

hdi ierH;) = liminf
m(UierH) = lm f == TV

Y

3.3.6. Allitas. Minden mazimdlis nem-nyilt részcsoport megeqyezik a normalizdtordval.

Bizonyitds. Legyen H < N egy maximélis nem-nyilt részcsoport! Ekkor nyilvan H < Ny (H),
tehat ha H # Ny(H), akkor H maximalitasa miatt Ny(H) nyilt lenne. De N 6rokldGen
épp végtelen (2.2.5-0s tétel), ezért Ny (H) is épp végtelen, ami azt jelenti, hogy minden zart
normalosztoja — specidlisan H is — nyilt. O

3.3.7. Tétel ([6]). Ha p > 5, akkor N (F,) alsé rangja 2, azaz N (F,)-ben van az egysége-
lemnek két elemmel (de eggyel nem) generdlt részcsoportokbol dllo kornyezetbdzisa.

Bizonyitds. Mivel N,, nem kommutativ, ezért A alsé rangja nagyobb, mint 1. Ha H egy
nyilt részcsoportja N -nek, akkor H > N,, valamilyen p | n-re. Ekkor H > (e, 11, €,12). Node
LT({ent1, €nt2)) nyilt a 3.3.1-es lemma miatt, hiszen (n + 1,7+ 2) = 1, és sem nullaval, sem
egymassal, sem egymas ellentettjével nem kongruensek modulo p, tehat LT({e,11, €,+2)) nincs
benne egyik maximalis nem-nyilt részalgebraban sem. Igy (€nt1, €ni2) is nyilt. U
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Megjegyzések:

1. Ha p = 3, akkor q(1,r) = Lie(N), ezért nem maximalis részalgebra. Viszont a 3.4.1-es
tétel bizonyitasaban levé gondolatmenet miikédik, tehat minden nem-nyilt részalgebra
részalgebrdja Lie™ (N)-nek, Lie™ (N)-nek, vagy valamely p’ # 3 primre és 0 < r < p/-re
Lie, (N)-nek ahol

Liet(N) := H Fse;,
1=0,1 (3)
Lie”(N) := H Fse;, illetve
1=0,—1 (3)
Liey (N) = H Fse;.
3p'|i vagy
3ti=r (p')

Ezek a maximalis nem-nyilt részalgebrak, igy a 3.3.3-as és a 3.3.4-es kovetkezmény
érvényben marad, csak max <% + €, %) helyett (% + 8)—nal.

2. A 3.3.5-0s tétel minden kitétel nélkiil érvényes p = 3-ra is.

3. A Nottingham csoport also rangja p = 2 és 3 esetén is 2 [17]. A p = 3 eset igazolasahoz
(€nt1,eny2) helyett {e,y1,g)-t kell tekinteni, ahol D(g) = n + 2 és D(g3) = 3n + 8
(Hegedtis Pal). Ilyen g létezik a 2.3.3-as tétel szerint.

3.4. A Hausdorff spektrum becslése

3.4.1. Tétel. A Nottingham csoport Lie-algebrdjinak Hausdorff spektruma:

hspecLie(N) = {0, 2] U {2} U {% (s € Z*}.

Bizonyitds. Eqyik irdny: hspecLie(N) 2 [0, %} U {%} U {% 1S € Z+}.
3
P

tetsz6leges, és J = I U (pZ*™ + 1), akkor

Lie(M)[I] = []F,e:. illetve
Lie(NM)[J] = HIFpej

jeJ

index-részalgebrai Lie(N)-nek, hiszen két tetszleges modulo p kongruens mélységii homogén
elem Lie-szorzata 0 (specialisan Lie(N)[I] kommutativ Lie-algebra), egyébként pedig a mély-
ség Osszeadodik, ezért a szorzas nem vezet ki Lie(N)[J]-b6l sem. Ha I-t megfelelGen valaszt-
juk, akkor hdimLie(N)[I] tetszdleges [0, H—beli, hdimLie(N)[J] pedig tetszsleges [%, %}—beli
lehet.
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Masik irdny: hspecLie(N) C [O, ﬂ U {%} U {% 18 € Z+}.
Elég index-részalgebrakra belatni az allitast, mert ha L; < Lie(N) tetsz6leges, akkor minden
Ly-beli elem helyett a legkisebb foki nem-0 homogén részét véve egy L < Lie(N) index-
részalgebrat kapunk. Viszont ha egy L zart index-részalgebra nem nyilt (azaz hdimL < 1),
akkor a 3.3.1-es lemma szerint részalgebraja valamilyen p’ # p primre Lie, (N)-nek, vagy
valamely 0 < r < p-re q(1, 7)-nek.
1. eset: L < Liey(N). Legyen s az a legnagyobb egsz szam, melyre (s,p) = 1 és L < Lieg(N).
Ekkor mivel Lieg(NV) = Lie(N) és s vilasztasa miatt nincs olyan p” # p, melyre L <
Lieyrs(N), ezért a 3.3.1-es lemmat ismét alkalmazva azt kapjuk, hogy vagy L <, Lie, (N) és igy
hdimL = %, vagy L < Lie,(N) Nq(1,7) Valamllyen 0 < r < pre, azaz hdimL < 3 <2 < =
2. eset: L <q(1,r). Tegyiik fel, hogy hdimZL > 1—7 Ha belatom, hogy ez esetben hdlmL %
akkor kész a tétel bizonyitasa. Ehhez vegyiik észre, hogy L-ben kell lennie modulo p 0-val,
r-rel, és (—r)-rel kongruens mélységii elemnek is, mert elég nagy n-re

log |(L + L™)/L"| log |(L + L*)/LF¥| 2

> Jim inf o2
log |Lie(N)/L"| — s log |Lie(N)/L¥| c p’

tehat az L-beli mélységek nem lehetnek csak kétféle modulo p mellékosztalybol. Sét,
hdim (L N Lie(N)[pZ*]) = hdim(L N Lie(N)[pN + r]) = hdim(L N Lie(N)[pZ* — r]),

mert ha
ug € LN Lie(N)[pZ*],

u, € LNLie(N)[pN+r], és
u_, € LNLie(N)[pZ* —r], akkor

[u., L N Lie(N)[pZ*]] < LN Lie(N)[pN+ r]
[w,, L N Lie(N [pZ+ r]] € LnNLie(N)[pZ™);
[u_r, LN Lie(N)[pZ*]] C LnNLieWN)[pZ* —r]
[u_, L N Lie(N pN +r]] € LnNLieWN)pZT]

Masrészt mint vektorterek

q(1,7) = Lie(N)[pZ"] @ Lie(N)[pN + r] & Lie(N)[pZ™ — ], és igy
L = LnNLieWN)[pZ") @& LN Lie(N)[pN +r] & L N Lie(N)[pZ" — r], tehat
hdimZL = hdim(L N Lie(N)[pZ*]) + hdim(L N Lie(N)[pN + r]) +
+ hdim(L N Lie(N)[pZ* — r]) = 3hdim (L N Lie(N)[pZ*]).
Ha LNLie(N)[pZ*]-ben az elemek mélységének legnagyobb kozos osztoja p-nél nagyobb lenne,
akkor hdimZ = 3hdim(L N Lie(N)[pZ*]) < 32% < % lenne, ami ellentmondés, azaz léteznek
olyan u((]l), . ,u(()r) € LNLie(N)[pZ*] homogén elemek, melyek mélységének legnagyobb kozds
osztoja: (D(u(()l)), cee D(u(()r))> = p. Ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy p-vel
(4)
)

oszthato egész szam eldall 3% n;D(ug’) alakban alkalmas n; € N szamokkal. Node

[u(()j)’ LN Lie(N) [pN + 7’] C LN Lie(N) [pN + T]
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miatt igy minden elég nagy, p-vel osztva r maradékot ado n egész szamra ismételt kommu-
talassal kaphatunk egy n mélységti (homogén) elemet L N Lie(N)[pN + r]-ben. Ebbdl pedig
latszik, hogy hdimL = 3hdim(L N Lie(N)[pN + 7]) = 2, és épp ezt kellett bizonyitani. O

p’

—_

3.4.2. Koévetkezmény. hspecN C [0, %} U {%} U {— RS Z*}.

Bizonyitds. Ha H <. N, akkor LT(H) < Lie(N) egy index-részalgebra, melyre hdimH =
hdimLT(H). O

»

A Nottingham csoport spektruméanak masik iranyta becsléséhez részcsoportokat kell konstru-
alni. Az index-részcsoportok tobbé-kevésbé megfelelnek erre a célra:

3.4.3. Tétel (Barnea és Klopsch, [3]). Tetszdleges ¢ € [ ,%] -re van olyan H < & <N

indez-részesoport, melynek Hausdorff dimenzidja hdimH c. Tovdbba hdim2l, = %, €s

hdim®,,, = L + L.

P p
Igy [O, %D] U {# + # T8 € Z+} U{% 15 € Z+} C hspecN. Tehat hianyzik még — néhany

pont kivételével — az <%, %) intervallum, és a % pont. Ha egy H részcsoport Hausdorff dimen-

zioja ebbe a hidnyzo halmazba esik, akkor hdimLT(H) is, és a 3.4.1-es tétel bizonyitasahol
konnyen lathat6, hogy ekkor LT(H) < q(1,7) valamilyen 0 < r < p-re. Ezen Lie-algebrak
vizsgalataval jutott Ershov a kovetkezd eredményre:

3.4.4. Tétel (Ershov, [11]). Legyen Q(s,r) < N az a részcsoportja a Nottingham csoport-
nak, ami a
Llatm +b
ct"+d
alaki elemekbdl dll, ahol a,b,c,d € F,[[tP"]] formdlis hatvinysorok, melyek konstans tagjaira
teljesiil, hogy ag = dy =1 és by = 0. Ekkor Q(s,r) teljesiti az aldbbi tulajdonsdgokat:

(1) Q(s,r) = Stabp(q(s,7)) = {p € N 1 ¢(q(s,7)) = q(s,7)}.
(17) LT(Q(s,r)) =q(s, ).

Bizonyitds. ElGszor ellendrizziik, hogy Q(s,r) részcsoport:

at” 1/7‘
{/aﬂr + by o {/altT th s - ﬁ + by _ o (ayar + byer )t + (ahby + byda)
Cot™ + dy ct” 4+ dy - utth gl (chay + dyer )t + (chby + dbdy)’

c1t”+dy

ahol a, = ag o {/ Z:::Isi’ stb. Mivel ay € F,[[t?"]], ezért az o w € F,[[t?"] minden w € F[[t]-re,

tehat Q(s,r) egy félcsoport. Ugyanakkor zart is, tehat a 3.1.2-es lemma miatt Q(s,r) < N.
Most megmutatjuk, hogy @ < K, ahol K = Stabar(q(s,r)):

(at’“—i—b)(i‘f‘l)/’“
ct”+d

o (§/542)
B at” +b (+1)/r+1-1/r (ctT+d)2 5 _
- \etr+d t=1ad —be) ©

Llat™ +b at” +b

; — T t’i-‘rl —
ct’“+d(€) ctr—i-d( %)

8t:

(atr +b i/r+1 - 9
(ct” + d)i/r=Tad — be "
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hiszen o' =V = =d = 0. Most ha i = kp* — r, akkor

.lat™ +b
ct” +d

(e;) = (ct" + d)2 " R0y,

ahol R € F,[[t”"]]. A jobb oldal viszont

> At"Or = > Aujien

n=1,1+r1—r (p%) n=0,£r (p*)

alaki, azaz eleme q(s,r)-nek. Az i = kp® és az i = kp® + r esetek hasonloan kezelhetdk.
Most azt allitom, hogy LT(Q(s,r)) > q(s,r). Ez vilagos, hiszen

LT <\T/t’“ + t'fpS) = %ekps_r, LT (¢ (1+"")) = eppe,

t 1
LT <W) = ;ekps_,_T.

Végiil belatjuk, hogy q(s,r) > LT(K). Vegyiink ugyanis egy tetszéleges ¢ € K-t, és
legyen u = LT¢! Mivel tetszdleges homogén x € Lie(N)-re ¢(z) = x + [u, x]+magasabb foku
tagok, ezért [u,q(s,r)] C q(s,r), és igy u € q(s,r), mert q(s,r) nyilvin megegyezik a norma-
lizatoraval. Tehat LT(K) < q(s,r). Igy azt kaptuk, hogy LT(K) < q(s,r) < LT(Q(s,7)), és
Q(s,r) < K. Ezekbdl pedig kovetkezik a tétel allitasa. O

3.4.5. Kovetkezmény.

1 3 3 1= 1 11~ 2 3 1~
R R o M e (H R R O
p 2p p s)er 2 P) o p p 5 ) o
Bizonyitds. A hianyzo két pont: hdimQ(1,r) = 5’—7, illetve mivel Ay = N, ezért vehetjiik
ennél az izomorfizmusnal a Q(1,r)-nek megfelels Qy(1,r) részesoportot, melynek Hausdorff
dimenzi6ja hdimQs(1,7) = hdimp2A, - hdime, Qs(1,7) = 1 - % = 2%. O
Megjegyzés: Ez az eddig ismert legjobb eredmény a Nottingham csoport Hausdorff spekt-

ruméara. Az G), %) intervallum betdltésére esetleg alkalmas lehet tovabbi stabilizatorok meg-

hatarozasa. Az csak véletlen, hogy a fenti esetben Q(s,r) megegyezik a Lie-algebraja stabi-
lizatoraval. Konjugalt részcsoportok Lie-algebraja példaul azonos, hiszen a konjugalas nem
valtoztat az elemek f6tagjan, de a Lie-algebranak legfeljebb egyik konjugalt lehet csak a
stabilizatora, s6t altalaban egyik sem. Az alabbi példa mutatja, hogy egy részalgebra stabi-
lizatoranak Lie-algebraja nem feltétleniil egyezik meg az eredeti részalgebraval:

3.4.6. Példa. Legyen p, < Lie(N) a modulo p r-rel kongruens mélységid homogén elemek
dltal kifeszitett (kommutativ) részalgebra:

p, = H Fpe;!
)

i=r (p
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Ekkor p,. stabilizdtora:

.1+ tPa 4
Staby(p,) = <t T a,be F[[tP] ¢, ha 1l <r <p—1, illetve

StabN(po) = le.
Tovdbbd LT (Stabpar(p1)) = I TFpei, tehdt LT (Staba(p1)) # p1.

1=0,1 (p)
Bizonyitds. Vizsgaljuk meg, hogy egy adott ¢ € N elem hova viszi t*710, = e;-t. A 3.2-es

alfejezetben taldlhato képlet szerint:

g(ti+lat) o ((t)gy-H

a((t)g)

El6szor legyen 1 < r < p — 1. Ekkor ¢ = kp + r valasztéassal ha g stabilizalja p,-et, akkor

((t)g)kp+T+1 — tkp—l—r—i—l

1+Pf(t?
a((Dg) (L1
alaku, ahol f € F,[[t] tetszdleges. Ezt atrendezve
1 a(t)g) . . )
(1 4 g0 f (7)) = ((t)g)’fp+7"+1’ és integralva
_r _r
— P
tkp-i—?“(l + tpf(tp)) ((t)g)kp+r + h(t )7

hiszen ha egy formaélis hatvanysor derivaltja 0, akkor h(t?) alakba irhat6. Mivel r # 0
(mod p), ezért leoszthatunk vele. Ha r-edik gyokot vonunk és felhaszniljuk, hogy ((t)g)*”
csak p-vel oszthato kitevGji tagokat tartalmaz, akkor (¢)g-nek épp egy kivant elGallitasat

kapjuk. Méasrészt ha (t)g = y/ iiﬁz, akkor kénnyti szamolas mutatja, hogy

((t)g)kp+T+1 _gr+1 kp P r+1 P
e = (007 #7a) € R[]

Mivel r = 1 esetén nem kell gyckot vonni, ezért konnyt ellenérizni, hogy a stabilizatorban
csak nullaval és eggyel kongruens mélységii tagok szerepelnek.

A masodik allitashoz legyen (t)g = t(1+ 3272 a;t’)! Az el6z6ekhez hasonloan azt kapjuk,
hogy g pontosan akkor stabilizalja po-t, ha

(t)g

/((t)g)
1+ Z Cthj = (1 + Z(] + 1)Cthj> h(tp)a

j=1

€ tF,[t"], azaz ha

ahol h € IF,[[t]. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy g & A,! Most ha k az a legkisebb
p-vel nem oszthato szam, melyre a;, # 0, akkor a két oldalt Gsszehasonlitva azt kapjuk,
hogy ar, = (k + 1)ag, ami ellentmondas. A visszafelé irdny — miszerint 2, stabilizalja po-t —
trivialis. O
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Megjegyzések:
1. Konnyt igazolni, hogy ez a stabilizator r = p — 1 esetén nem maés, mint B, ;.

2. A bizonyitasbol lathato, hogy a stabilizitor nem valtozik, ha p, helyett p, N L"-et
vessziik.

A kovetkez6 példara az 5.5-0s alfejezetben lesz sziikség:

3.4.7. Példa. Az egydimenzids homogén részalgebrdk stabilizdtora:

{t”léna:aEFp[[t]]}, han#0 (mod p)

StabN(Fpen) = { . -
{id}, han=0 (mod p).

Bizonyitds. Legyen el6szor n £ 0 (mod p)! Ekkor egy (t)g € N elem pontosan akkor stabili-
zélja Fpe,-et, ha

((H)g)™*!
a((t)g)

"o, =e, = ge,= 0;, és atrendezve

1
at == 6tt—n

Az el6z6 példahoz hasonloan integralva és atrendezve a kivant allitast kapjuk.
Ha n = 0 (mod p), akkor tegyiik fel, hogy egy adott (t)g = (1 + > i, gxt*) € N elem
stabilizalja F,e,-et! Ekkor

o np+1
tnp-i—l <1 + Z gktk)

tnp—l—l k=1

, és atrendezve

k=1

LS (ke gt = <1 + ngtk) <1 + ngtkp)
k=1 k=1 k=1
> kgtt = (1 +) gktk> ((1 +) gktkp> - 1)
k=1 k=1 k=1

Ez pedig azt jelenti, hogy az utolsé egyenletben mindkét oldal 0, azaz (t)g = t, mert a bal
oldalon nincsen p-vel oszthato foku tag, a jobb oldalon viszont a legkisebb foku tag p-vel
oszthato foku. O

Megjegyzés: A fenti két példa allitdsa igaz marad, ha F,-t mindeniitt egy masik p-karakte-
risztikdju véges testre, F,-ra cseréljiik.
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4. fejezet

Valoszintiségi kérdések

4.1. A val6szintiségi mezd

4.1.1. Definici6. Legyen G egy pro-véges csoport! Ekkor G Borel halmazain megadhatunk
egy eltolasinvarians valoszintiségi mértéket, mégpedig a normalt Haar-mértéket. Egy részhal-
maz mértéke nem mas, mint a nyilt normalosztok szerinti faktorokban levd képei mértékének a
limesze. A faktorokon a mérték pedig a norméalt szamlaloé mérték, hiszen azok véges halmazok.

Specialisan a Nottingham csoporton az igy megadott val$zintiségi mérték olyan, hogy
(t)g minden egyiitthatoja egymastol fiiggetleniil minden F,-beli értéket % valoszintiséggel vesz
fel. Az ebben a fejezetben vizsgalt kérdéseket A. Shalev vetette fel [32]. Egy adott G pro-
véges csoport esetén jeloljiik Q(G, k)-val azt a valoszintiséget, hogy k véletlen elem G-ben
nyilt részcsoportot general. Mann |27] belatta, hogy Q(G, k) = 1 valamilyen k-ra, ha G-ben
a részcsoportndvekedés polinomidlis. Ez utobbi feltétel pro-p csoportokra azzal ekvivalens,
hogy a csoport p-adikus analitikus [10|, ezért egy p-adikus analitikus csoportban elég sok
(rogzitett szami) elem 1 valoszintiséggel nyilt részesoportot general. A megforditds méar nem
igaz: SL}(F,[t])) ellenpélda [4], ahol ez a csoport SLy(F,[[t]]) els6 kongruencia részcsoportja,
tehat modulo My(tF,[t]) az identitassal kongruens matrixokbol all.

4.1.1. Tétel (Barnea és Larsen, [4]). Legyen G eqy egyszeresen dsszefiiggd egyszert al-
gebrai csoport eqy F' p-karakterisztikaji nem-arkhimédeszi lokdlis test folott. Ha p > 5, és T’
egy kompakt, nyilt részcsoportja G(F)-nek, akkor Q(T',2) = 1.

Ez az eredmény felfoghato ugy is, mint Dixon sejtésének (ami azota mar tétel) a lokalis
testekre vonatkozd analogonja, mely szerint két véletlen eleme egy egyszerti csoportnak 1-hez
tarto valosziniiséggel generalja az egész csoportot, ha a csoport rendje tart végtelenhez (lasd:
9], [22], [26]). Tgy természetes a kérdés, hogy vajon a Nottingham csoportban két (vagy esetleg
tobb) véletlen elem nyilt részcsoportot generéal-e. Ezt eddig nem sikeriilt megvalaszolnom, de
esetleg a maximalis nem-nyilt részcsoportok tovabbi vizsgalata segithet. Ugyanis ha sikertilne
(konjugalt osztaly erejéig) osztélyozni a maximalis nem-nyilt részcsoportokat, akkor (ha —
ahogy sejthetd  csak megszamlalhato sok osztéaly van), akkor elég lenne megvizsgélni, hogy
két elem mekkora valoszintiséggel esik egy adott maximaélis nem-nyilt részcsoport ugyanazon
konjugaltjaba.

26



4.2. Szabad részcsoportok

Ebben az alfejezetben azt fogom belatni, hogy 2 véletlen elem N-ben 1 valoszintiséggel
egy (absztrakt) szabad csoportot general. Itt természetesen nem topologikus generatumot
értek, hiszen a szabad csoport nem pro-p csoport. Ez Szegedy Balazs eredménye [33], az 6
bizonyitasat kozlom. Az egyszeriiség kedvéért legyen ¢ = p prim!

4.2.1. Lemma. Ha g € N és h € N,,, akkor

(t)g thg =t + 7@);?(;)9(;)9 (mod t*"2F,[[t])).
(

Bizonyitds. Legyen f = g 'hg! Ekkor (t)hg = (t)gf. Node felirva a Taylor-formulat:

gt+(f() =1)) = g(t) + (f(t) = )g'(t) + O((f(t) — 1)?), és mas jelolessel
Hgf = g+ () f —1)d((t)g) (mod t"**F,[¢t])).

Ezt atrendezve épp az allitast kapjuk. ]

4.2.1. Definicié. Ha A egy elemi Abel (nem feltétleniil véges) p-csoport, melyen hat egy G
csoport, akkor ez a hatas kiterjed az FF,G csoportalgebrara, és ezért tekinthetjiik A-t mint
F,G feletti modulust. Ezen a nyelven u = Zle A;g; hatasa A-n:

k
vY = E Aiv7e.
i=1

A siirtiségi tétel kovetkezménye a kovetkezd allitas (|28], Chapter IV, (15.7) Theorem, p. 155):

4.2.2. Allitas. Legyen X eqy metrikus tér, és P, particidinak eqy sorozata igy, hogy P, Borel
halmazokbdl dll, P, egy finomitisa P,_i-nek, és P, halmazainak az dtmérdje legfeljebb d,,, ahol
d,, tart 0-hoz. Ekkor minden E C X Borel halmazra, és minden véges p Borel mértékre

ENH, . .
lim u = 1 majdnem minden x € E-re,
n—oo  u(Hy,)
ahol x € H,, € P,.
Ezt alkalmazva kapjuk, hogy

4.2.3. Kovetkezmény. Legyen G eqy pro-p csoport a G, filtrdlissal, E C G eqy Borel hal-
maz, és p a (normdlt) Haar-mérték! Ekkor majdnem minden x € E-re

E
lim 7M( NaGh)

=1
nooo fu(xGh)

Megjegyzés: Majdnem minden x € E azt jelenti, hogy a kivételek halmaza nulla mértéki.
Ha p(E) = 0, akkor az allitds nem mond semmit. Az eredményt csak abban a formaban
fogom hasznélni, hogy ha p(FE) # 0, akkor létezik ilyen x.
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4.2.4. Lemma. Legyen G egy pro-p csoport, G; és M; nyilt normdlosztdi (i € Z1), melyekre
az alabbi négy dllitds teljesiil:

(1) A G; sorozat G egy filtrdldsa,

(17) G; > M; minden i € Z*-ra,

a csoportelemek képei linedrisan fiiggetlenck minden k € Z" -ra az aldbbi természetes
leképezéseknél:

)
)

(1ii) a G;/M; faktorok elemi Abel p-csoportok minden i € Z*-ra,
)

(1v

G — EIlde (@ GZ/MZ)
i=k
g — ((Wr Vg1, - ) = (V000 -)).

Ekkor G két véletlen eleme 1 valdsziniséggel szabad részcsoportot generdl (absztrakt mddon).

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy az F(z,y) szabad csoport egy tetszéleges w szavara a
w(a,b) = 1 egyenlet 0 valosziniiséggel teljesiil G-ben. Ezt indirekten bizonyitom: tegyiik fel
az allitassal ellentétben, hogy van egy olyan w € F'(x,y), melyre pu({(a,b) : w(a,b) =1, a,b €
G}) >0, de u({(a,b) : s(a,b) =1, a,b € G}) > 0 minden s w-nél révidebb nemtrivialis szora.
(Itt p a G x G csoport Haar-mértékét jeloli.) Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy a w sz6 z-szel kezd6dik. Legyen

H:={(a,b):w(a,b) =1, a,beG}\ |J {(ab):s(a,b)=1, abeG},

0<i(s)<l(w)

ahol az [ fiiggvény a (redukalt) szavak hosszat jeloli. Mivel p(H) > 0, ezért a 4.2.3-as kovet-
kezmény szerint van egy olyan (c,d) € H elem és egy pozitiv egész k tigy, hogy

w(cG; x dG;) D

minden ¢ > k-ra.
Legyen v € G;/M; tetsz6leges! Megszorozhatjuk c-t és d-t tetszéleges G;/M,; faktorcso-
portbeli elemekkel, és az eredmény szintén G;/M;-beli lesz. Konnyi szamolas mutatja, hogy

w(cv, d) = w(c, d)pMorr2et e (mod M),

ahol A = £1, és a g; elemek ugy kaphatok, hogy w részszavaiba helyettesitjiik c-t és d-t (lasd
4.2.1-es definicio). Ezek a részszavak w szerkezetétdl fiiggnek. Példaul, ha w = zyx~lyyz,
akkor
-1 -1
w(cv,d) = w(c,d)p'~¢ detdedde (mod M;).
Jeloljiik a
Mg+ Xege + -+ Ngr € F,G

elemet u-vall Mivel s(c,d) # 1 semmilyen 0 < I(s) < [(w) szora, ezért a g; elemek kiilonbo-
zGek. Hasznélva, hogy w x-szel kezdGdik, azt kapjuk, hogy ¢t > 1, és igy v # 0. A lemma
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utolso feltétele garantalja, hogy van egy olyan ko > k egész szam, melyre u természetes hatésa
G,/ My,-n nem a nulla leképezés. Ebbdl kovetkezik, hogy a

(28 Gk2/Mk2 X GkQ/Mk2 - GkQ/Mk2

o(vy,v9) = w(e, d)_lw(cvl, dvg)

[F,-lineéris leképezés nem tiinik el mindenhol. Node ekkor a magja legalabb p indexii részcso-

port, azaz
M(H n (Csz X de’z)) <

1
N(CGkQ X de2) p
Ez pedig ellentmondas. O

4.2.5. Tétel. Két véletlen elem N (F,)-ben 1 wvaldsziniséggel szabad részcsoportot generdl
(absztrakt mddon).

Bizonyitds. A 4.2.4-es lemmat alkalmazzuk G = N, G; = N, illetve M; = N1 valasztassal.
A 2.2.3-as kovetkezmény és a 2.3.1-es lemma miatt vilagos, hogy az els6 harom feltétel teljesiil.
Tegyiik fel, hogy egy 0 # u € F,N elem nulla leképezést indukil a N;/Ns;;; faktorokon
minden ¢ > k-ra! Specialisan ekkor u a hatasnal a t(1 + t*) + Moy 1 € N;/Naiyq alaki elemet
t + Noiyq-be képezi minden i > k esetén. Trjuk u-t

w=MAgi+ Aago+ -+ NGy

forméban, ahol g;-k kiilonb6z6 csoportelemek, és \; € F,! A 4.2.1-es lemmat alkalmazva
kapjuk az alabbi egyenletet:

+1\u — ) )Z_+1 = mo 2i+2 minden ¢ -ra
(t + 1) t+Z)\Jat(() )_t( d t¥*+2F,[[¢])) minden i > k-ra.

Vezessiik be a p; 1= e I, [[t]) jelolést! Azt kapjuk, hogy

GGy
Z pi((t)g) ™ =0 (mod t**?F,[[t]) minden i > k-ra.

Jj=1

Most legyen s > 0 rogzitett természetes szam, tovabbé legyen ¢ = p® + s — 1 > k olyan, hogy
p* > s — 1. Ezzel a jel6léssel

oEiluj«t) Zuy G =3 (9, (D) (mod 2R [4]).
Mivel (£)g; = ¢ (mod £2F,[f]), ezért (()g;)*" = t*° (mod 2"F,[[f]). Tehét
0 = iﬂj«%w (mod £°F, [t]), é
0 = ﬁ;uj«tm)s (mod #°F, 1],
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Node ez minden elég nagy p®-ra teljesiil rogzitett s > 0 mellett, ami azt jelenti, hogy
0= Zuj((t)gj)s minden s > O-ra.
j=1

Ezt s = 0,1,...,n — l-re alkalmazva (Ay,..., \,)W = 0, ahol W & F,((¢))"*"™ az az n X n-
es Vandermonde matrix, melynek elemei W;; = ((t)g;)""'. Ez viszont ellentmondés, mert
det(W) # 0, hiszen a g; elemek kiilénbozGek, és (A, ..., A,) nem nulla vektor az F,((t)) test
feletti n dimenzios vektortérben. O

Megjegyzés: Abért Miklos [2] belatta a 4.2.5-6s tétel analogonjat pro-véges facsoportokra
(branch groups).

4.2.6. Kovetkezmény. A Nottingham csoport tartalmaz eqy két elemmel generdlt siri sza-
bad részcsoportot.

Bizonyitds. Mivel N (F,) topologikusan generalhato két elemmel, mégpedig (t)g = ¢t(1+t)-vel
és (t)h = t(1+12)-tel, ezért két véletlen elem % > ( valoszintiséggel stirt részcsoportot
general NV (F,)-ben. Alkalmazva a 4.2.5-0s tételt készen vagyunk. O
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5. fejezet

Szamelmeéleti kapcsolatok

A Nottingham csoport a szamelméletben tigy ismert, mint az F,((¢)) test ugynevezett vad
automorfizmusainak csoportja. Az eldgazasi csoportok vizsgalataban fontos szerepet jatszik,
mert minden lokalis test — melynek maradékteste IF, — tetszéleges teljesen elagaz6 bovitésésé-
nek Galois csoportja beagyazhato N (F,)-be a normdk teste nevii funktor segitségével, feltéve,
hogy az elagazasi részcsoportok nyiltak a teljes Galois csoportban. Az ezzel a tulajdonsaggal
rendelkezé testbévitéseket nevezik aritmetikailag pro-véges bévitéseknek. Ebben a fejezetben
a Nottingham csoport szamelméleti és csoportelméleti tulajdonsagainak kapcsolatat igyek-
szem bemutatni.

5.1. Lokalis testek

Ebben az alfejezetben felidézek néhany alapvetd fogalmat lokalis testekkel kapcsolatban.

5.1.1. Definici6. Legyen F' egy test, és v: F* — Z egy a multiplikativ csoportbol az egész
szamokba meng sziirjektiv homomorfizmus, melyre v(a+ 3) > min(v(«), v(3)) minden «, § €
F*-ra! Tovabba legyen v(0) := oo! Ekkor v-t F' diszkrét értékelésének, F-et pedig diszkréten
értékelt testnek hivjuk (discrete valuation field). Az egészek gyirije O := {a € F : v(a) > 0}
és a mazximdlis idedl M = {a € F : v(a) > 0}. F topologikus test az M-adikus topoléogiaval,
melyben M hatvanyai alkotjak a 0 egy kornyezetbazisat. Egy F' diszkréten értékelt testet
teljesnek hivunk (complete discrete valuation field), ha teljes az M-adikus topologiara nézve.

Be lehet latni, hogy egy teljes, diszkréten értékelt testnek az értékelése egyértelmiien meg
van hatarozva (lasd [14] Exercise 6 Section 2 Chapter II), tehat vp-fel, Op-fel, illetve M p-fel
jeloljiik rendre az értékelést, az egészek gytrijét, illetve a maximalis idealt. Az Op/Mp
faktortestet az ' maradéktestének nevezziik. Mindig feltessziik, hogy a maradéktest egy p-
karakterisztikaju tokéletes test. Egy teljes, diszkréten értékelt testet, melynek maradékteste
véges, lokdlis testnek hivunk. A maximalis ideal egy m = 7 generatorat F primelemének
nevezziik.

Jelolje v,(n) a p kitevGjét egy n egész szam primtényezds felbontasaban. Erre az értékelésre
nézve Q teljessé tettje a p-adikus szamok teste, Q,. Egy F p-karakterisztikaju véges test feletti
racionalis tortfiiggvények F(t) testének teljessé tettje a v(a,t™ + magasabb foku tagok) = n
(a, # 0) értékelésre nézve F((t)), a ,véges farka” formalis Laurent-sorok teste. Ez a két példa
a legfontosabb osztalya a lokélis testeknek.
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Igazsag szerint lényegében csak ez a két példa létezik. Nulla karakterisztikiban min-
den lokalis test Q,-nek véges bdvitése. Ugyanakkor pozitiv karakterisztikiban egy lokalis
test izomorf F((t))-vel, ahol F a véges maradéktest. Altaldban tp := t-vel jeldljiik egy F
p-karakterisztikaja lokalis test primelemét.

Ha L egy véges bévitése az F' teljes, diszkréten értékelt testnek, akkor vp egyértelmiien
kiterjed L egy vy diszkrét értékelésévé, melyre nézve L teljes (lasd [14] Section 2 Chapter
IT). Persze ezt gy kell érteni, hogy UL}F képe Z = vp(mp)Z < Z = v (L*). Az e(L/F) =
vp(mp) szamot az L/F bovités eldgazdsi indexének (ramification index) nevezziik. A kg
maradéktest azonosithato ki egy résztestével. A kp/kp bévités fokat inerciafoknak (inertia
degree) vagy maradékfoknak (residue degree) hivjuk, és f(L/F)-fel jeloljiik. Ekkor, ha Ny /g
a normaleképezés, akkor f(L/F) = vp(Np/p(7L)), és e(L/F)f(L/F) = (L : F), az eredeti
bévités foka.

Legyen F egy teljes, diszkréten értékelt test! Az e(F) := vp(p) véges vagy végtelen
szamot F' abszolit eldgazdsi indexének (absolute ramification index) nevezziik. Egy véges L/ F
béviteést eldgazdasmentesnek (unramified) hivunk, ha e(L/F) = 1. Ez azt jelenti, hogy egy mp
primelem a b&vebb testben is prim marad. A maésik extrém esetben amikor f(L/F) =1
azt mondjuk, hogy az L/F bévités teljesen eldgazd (totally ramified). Ez pontosan akkor all
fenn, ha Ny, p(7z) prim F-ben.

Rogzitsiik most F-nek egy F; szepardbilis lezartjat! F' Osszes elagazasmentes Fi-beli bG-
vitésének a kompoziciojat F"-et F maximalis elaigazdsmentes bovitésének hivjuk. Ez egy
diszkréten értékelt test, melynek maradékteste izomorf kp szeparabilis lezartjaval. Egy L/F
szeparabilis bovités esetén az L N F testet L/F inerciarésztestének (inertia subfield) nevez-
ziikk. Egy L/F (akar végtelen) szeparabilis bévités — definicid szerint — eldgazdsmentes, illetve
teljesen eldgazd, ha az inerciarészteste megegyezik rendre L-lel, illetve F-fel. Ha L/F teljesen
elagazo, akkor L = F(my), és Op-et generaljak mint Op-modulust a {7} : 0 < j < e(L/F)}
elemek, azaz O = Op[ny]. Az inerciarésztestet pedig azonosithatjuk az x? — x polinom F
feletti felbontasi testével, ahol g = p/ /).

Ur = Uy p-fel jeloljiik az Op gytiri egységeinek csoportjat. (Ezt gyakran F' egységcso-
portjanak is hivjak.) Ezen megadhatunk egy U; r := 1 + 7.O0r (i > 1) filtralast. Ezek az
egységelem egy kornyezetbazisat alkotjak Uy p-ben az F' altal indukalt topologiara nézve. Az
izomorfizmus tételek alkalmazasaval adodik az alabbi allitas:

5.1.1. Allitas. Uy p = lim Uy p/U; p, tovdbbd

. AP
s ha v =0, illetve

Ui p/Uiis p =
o/ Uir {k;, hai>1.

Tehdt az egységcsoport az Uy g pro-p csoport véges bivitése.

A kovetkezd lemma meghatarozza az Uy g csoportok also centralis p-lancat (lasd 1.1.4-
es definicio), ha a karakterisztika nulla, és N elég nagy. Mivel Uy p kommutativ, ezért az
also centralis p-lanc meghatarozasihoz elég megvizsgalni a p-edik hatvanyra emelés hatasat a
csoporton:

5.1.2. Lemma ([29]). Legyen n > 1! Ekkor

(1) Han <e(F)/(p—1) vagy F karakterisztikdja p, akkor U? < U,,.
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) Han > e(F)/(p—1) és F karakterisztikdaja nulla, akkor az x — xP eqy izomorfizmust
(47)
definidl U, -b6l Uy 4 e(r)-Te.

(iii) Ha N > e(F)/(p —1) és F karakterisztikdja nulla, akkor Ppi1(Un) = Unyne(r)-

Bizonyitds. Legyen F primeleme m = 7p, és 1 + zn" € U,! Ekkor

p—1
P\ . o
L4an™P =1+ (7)™ + 227"
(14 z7™) iﬂ(@)zw 2P

Ha charF' = p, akkor készen vagyunk, hiszen a kozéps6 tagok eltiinnek. Legyen a tovabbiakban
tehdt charF' = 0! Ekkor vp ((?)2'n™) > e(F) + ni és vp(zP7") > np.

(i) Ebben az esetben (p — 1)n < e(F) és igy vp ((7)2'7™) > (p — 1)n + n = np, azaz
UP < Upp.

(i) Azt akarjuk belatni, hogy ha pn > n + e(F), akkor minden y = 1 + ax"+(") ¢
Un+e(r)-re egyértelmien létezik egy x = 1 + zn" € U, az 2P = y tulajdonsaggal. Ebben az
esethen pzm™ hatarozza meg (1 4 z7™)P viselkedését. Mivel charF' = 0, ezért p-t felirhatjuk
p = 7°Ep alakban, ahol b egy egység. Valasszuk tehat zi-et gy, hogy z,b = a legyen, és
x1 =1+ 217" € U,. Ezt megtehetjiik, hiszen b egység. Ekkor y; := yx;” € Un+te(ry+1- Ezt
folytatva mindig taldlhatunk egy olyan x;,; € U, j-et, melyre y; ; 1= ijj_f_’l € Unye(F)4j+1-
Tehat x := H;’il xj € U, valasztéssal y = 2P, és a szorzat konvergens I teljessége miatt.

A (di7)-as allitds mar indukcioval konnyen kovetkezik a (ii)-esbdl. O

5.1.3. Kovetkezmény. Nulla karakterisztikiban N > e(F)/(p—1) esetén Uy egy egyenletes
pro-p csoport, melynek dimenzidja

log, |Uy : Unye(r)| = log, |k:F\e(F) = deg(F/Q,).

Igy, mivel Uy kommutativ, Uy = deg(F/Qp).

Megjegyzés: Porzitiv karakterisztikdban ez nincs igy. Az Uy = 1 + ¢ - F[[t]] csoport még csak
nem is végesen generalt, hiszen Frattini-részcsoportja ®(Uy) = UV [Uy, Uy] = Uy = 1 + tPTF[[t?]
nem véges indexti.

5.2. Az elagazasi részcsoportok

Legyen L/F lokalis testeknek egy Galois-bévitése, és G := Gal(L/F) a Galois csoport!
Ebben az alfejezetben definidlok egy természetes filtralast G-n, melyet David Hilbert és ta-
nitvanyai vezettek be koriilbeliil 90 évvel ezel6tt. Legyen o € G. Ekkor minden n > 0-ra a o
testautomorfizmus indukal egy gytriautomorfizmust:

On: Op/(Mp)"™ — Op/(Myp)"H,

mert, ahogy a 2.1.1-es tétel bizonyitdsabol lathato, egy lokélis test minden automorfizmusa
folytonos, s6t megtartja az értékelést. Tehat vannak o +— o, homomorfizmusaink G-bdl az
Or/(Mp)" ! gyiiriik automorfizmuscsoportjaba.
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5.2.1. Definici6. Jeloljiikk G[n]-nel a ¢ — o, homomorfizmus magjat:
Gin]:={0c€G:o(x)=2 (mod (M)"") minden z € Or-re}.

A GIn] (n > 1) csoportokat az alsd szdmozdsi eldgazdsi csoportoknak (ramification groups in
the lower numbering) hivjuk. Ezt a definiciot kiterjeszthetjiik valos szamokra is:

Glz] ={c € G:vy(o(a) —a) > x4+ 1 minden a € Op-re}.

Ekkor G[z| megegyezik G[i]-vel, ahol i a legkisebb olyan egész szam, melyre i > z. A G[1]
csoport az L/F bévités vad automorfizmusainak csoportja (group of wild automorphisms).

Ez a filtralas természetesen nemcsak a G csoporttol fiigg, hanem az L testtdl is. El6fordul-
hat, hogy a G csoport kiilonb6z6 bévitések Galois-csoportjaként is elGall, és ezek kiilonbo6zé
filtralast indukalnak.

5.2.1. Allitas.
(i) A G[n| sorozat normdlosztokbol dll, melyekre G[—1] = G, és G[m] = 1 elég nagy m-re.
(i1) G[0] = Gal(L/Fy), ahol Fy az L/F bdvités inerciarészteste.
(11i)) Hao F C M C L és H = Gal(L/M), akkor H[n] = H N G[n].
(iv) Minden n > 0-ra a 0 — (o(7L)/7L)Uni1.1 leképezés egy injektiv
Gnl/Gn+1] = Un/Unt1.L
homomorfizmust indukdl.

Bizonyitds. (i) Ha o # 1, akkor van olyan = € Op, amelyre o(x) # z, és ezért elég nagy m-re
o(z) #z (mod (Mp)"), azaz o ¢ G[m]. Mivel G véges, ezért elég nagy m-re G[m] = 1. A
masik két allitas nyilvanvalo.

(17) Jelolje Fy maradéktestét ky! Ekkor kommutativ az alabbi diagram:

Gal(L/F) —*— Gal(ky/kr)
/| |
Gal(Fy/F) —2— Gal(ko/kr).
A vizszintes leképezéseket a o — o0g indukélja. Ez értelmes, hiszen oy fixen hagyja kg-et.

A fiiggsleges leképezések pedig legyenek a megszoritasok. Mivel L/Fy teljesen elagazo, ezért

. . R . . F(L/F) . o
k;, = ko, és v izomorfizmus. Tovabba Fy nem més, mint az x? — x polinom felbontasi

teste F' felett, igy ¢ is izomorfizmus (lasd [18| Proposition 2.11). Tehéat
G[0] = Ker(a) = Ker(8) = Gal(L/ Fy).

(i13) Ez vilagos G[n| definiciojabol.
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(1v) Legyen 7 egy tetsz6leges primeleme L-nek. Ekkor o € G[n]-bdl kivetkezik, hogy
o(mr ! =1 (mod M?}), azaz o(m)n~ ' € U, . Méasrészt ha m; egy masik primelem, akkor
mry ! egység, ezért o(m)rt = o(m)w; ' (mod U,y r). Tehat a

¢0:Gn| — U,r/Uns1z
o — o(mr ' (mod U,yi1)

leképezés joldefinialt. Tovabba ha 7 prim, akkor o(m) is az, ezért ¢ homomorfizmus:

oro2(m)m " = (o1(02(m))(oa(m)) ") (oo (m)m ).
Masrészt ¢ magja
Ker(p) ={c € Gn]:o(r) =n (mod M}"") minden 7 primre} = G[n + 1],
mert primek szorzatainak hanyadosaként minden egész elem elgall (a nulla kivételével). [

Ezt az allitast a 5.1.2-es lemmaval Gsszevetve G = Gal(L/F') csoportelméleti tulajdonsa-
gair6l kapunk informéciot:

5.2.2. Kovetkezmény.
(i) G/G|0] egy f(L/F)-rendi ciklikus csoport.
(i) G[0]/G[1] szintén ciklikus, és rendje osztja (pf@&/F) —1)-et.

(i1i)) Ha n > 1, akkor G[n|/Gln + 1] egy elemi Abel p-csoport, melynek rangja legfeljebb
f(L/F).

(iv) G feloldhato.

Ahhoz, hogy az elagazasi részcsoportokat végtelen Galois-bgvitésekre is értelmezni tudjuk,
egy uj filtralast kell tekinteniink (vagyis ugyanezt a filtralast egy masik szamozassal). A
5.2.1-es allitas (ii7)-as pontjaban lattuk, hogy G[n] jol viselkedik a részcsoportokra torténd
megszoritaskor. Viszont faktorcsoportok esetén nem ez a helyzet. Altalaban ha H <1 G egy
normaloszto6, akkor (G/H)[n| # G[n|H/H.

Probaljuk meg illusztralni a problémat! Tegyiik fel, hogy van egy L/K Galois-bévitésiink
egy E normalis kozbiilsé testtel, és a Galois-csoportok: Gal(L/K) = G, Gal(L/FE) = H illetve
Gal(E/K) = G/H. Azt a specialis esetet fogjuk tekintetni, amikor a testek L = F,((¢1)),
E =TF,((tg)) és K =F,((tx)). Legyen ¢ € G! Ekkor

o(ty) =t + Z cith
>4 ()

valamilyen iz (p) > 1 egész szamra, melyre ¢;; (,) # 0. Ez a szam hatarozza meg, hogy a ¢
automorfizmus melyik eldgazasi csoportban van benne: ¢ € Glir(p) — 1], de € > 0 esetén
v & Glir(v) — 1+ ¢€|. Viszont a megszoritott hatas E primelemén lehet ettdl kiilonboz6:

olete) =te+ Y ditl.

i>ip(elB)
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Tegyiik fel most, hogy L/FE egy p-edfoku ciklikus szeparabilis b6vités! Ekkor ¢g-t kifejezhetjiik
tr-lel az alabbi modon:

tp = Zaitip ahol a; € F), és a, # 0. (5.1)

1=p

Jobban megeérthetjiik iy (@) és ig(p|r) kapcsolatat, ha osszehasonlitjuk a ¢(tg)-re kapott
kétféle kifejezést. Kezdjiik elGszor azzal a specialis esettel, amikor ¢ = g, a H = Gal(L/FE)
ciklikus csoport generatora. Ebben az esetben ig(g|g) = ig(idg) = oo.

5.2.2. Definici6. Legyen L/E egy Galois-b6vités egy H = (g) p-edrendi ciklikus Galois-
csoporttal. Ekkor az s(L/FE) := i5(g) — 1 szamot az L/E bévités eldgazdsi toréspontjanak
(ramification break) nevezziik.

Az elnevezés abbol a ténybdl szarmazik, hogy ez az a pont, ahol az elagazasi filtralas
megtorik: H[s(L/E)| = H, viszont H[s(L/E) + ] = 1 tetszéleges pozitiv e-ra. Ez egy fontos
szam.

5.2.3. Lemma. Legyen a, az elséd nem nulla eqyitthaté az (5.1)-es kifejezésben, melyre u # 0
(mod p). Ekkor uw=s(L/E)(p—1) + p.

Bizonyitdas. ElGszor vegyiik észre, hogy létezik ilyen u, hiszen egyébként tp p-edik hatvany
lenne L-ben, ami azt jelenti, hogy az L/E bovités nem lenne szeparabilis. Mivel g(tg) = tg,
ezért (5.1)-bdl azt kapjuk, hogy

Z athL =g (Z aﬂfi) = Zai tL + Z Cjt]['/
i=p i=p i=p )

Jj>ir(g

Végezziik el a jobb oldalon az i-edik hatvanyra emelést, és vegyiink el mindkét oldalbol

Zfip a;tt -t. Mivel a karakterisztika p, ezért

0= apciL(g)tZziL(g) + uauciL(g)tlL‘_ltiLL(g) + (magasabb foku tagok).

Mivel apc;, () # 0 és ua,c;, (g 7 0, ezért a két fenti tagnak ki kell ejtenie egymast, igy fokaik
megyeznek: u = (iy(g) — 1)(p—1)+p=s(L/E)(p—1) +p. O

Hasznélva ezt a kapcsolatot u és s(L/E) kozott, most mar meg tudjuk hatarozni iz (p)-t
in(p|le) és s(L/E) segitségével. A jelolés egyszertisitése végett legyen s := s(L/FE), if, :=
iL((p), illetve ZE = ZE((,O‘E)'

5.2.4. Lemma.
(i) Haig — 1 <s, akkor iy = ig.

(11)) Haig —1>s ésip —1#s, akkorip —1=s+p(ig —1—s).
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Bizonyitds. Ahogy az el6z6 lemmaban, tekintsiik p(tg) kifejezését:

D aith + > d; (Z agﬁi) = tp+ Y dit}
i=p i=p

J2iE
e

1=p

— Zai <tL + ZC[ti) .

i=p I>ig,

Ismét eltiintetjiik az egyezd Z;ﬁp a;t; tagokat mindkét oldalrol, és a maradékot Gsszehason-

litjuk. A bal oldalon az elsé tag diEaptﬁiE. A jobb oldalon két lehetséges tag jon szamitasba:
apciLtiiL és aut%_luciLtiLL. Tehat vagy pip = min(pip,u—1+iy) vagy pip, = u—1+1ip < pig.
Mivel az el6z6 lemma szerint u — 1 = (p — 1)(s + 1), ezért négy esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: piy <u—1+1i5. Ekkor iy —1 < s ésig =15. Ebben az estben igp — 1 < s.

2. eset: pip >u—1+1,. Ekkor i, — 1 > s és

pig=u—1+ip=pP—-1)(s+1)+ir >p(s+1).

Ebbdl kovetkezik, hogy i, — 1= s+ p(ig —1 — ) és hogy ig — 1 > s.

3. eset: pif, = u — 141 < pPlg. Ekkor iy — 1 =5 és ip > 17, tehat ip — 1 > s.

4. eset: piy =u— 141, = pig. Ebben az esetben i1p — 1 =i, — 1 =s.

A lemma allitasa kovetkezik, mert az (i)-es feltevés csak az els§ esetben, a (ii)-es feltevés
pedig csak a masodik esetben all fenn. O

Megjegyzés: Ha s = i, —1 és a két tag, apcz-LtiiL és aut%_luciLtiLL kiejti egymast (a fenti bizo-
nyitas harmadik esete), akkor a kovetkeztetés valojaban hamis, hiszen i nagyobb értéket vesz
fel, mint ami a lemma allitasaban szerepel. Példaul, ha ¢ a generatora a Gal(L/FE) ciklikus
csoportnak, akkor s(L/E) = i1(p) definici6 szerint, ugyanakkor ¢|g = 1 miatt ig(p|g) = 0.

Az ip(p)—1 kifejezés megmondja, hogy ¢ melyik tagjaban van a filtralasnak. Tehat ha van
egy E/K Galois-bovitésiink, akkor értelmezhetiink egy fiiggvényt, mely megmondja, hogyan
valtozik a filtralas szamozasa, amikor attériink £/ K-rol L/K-ra, ahol L egy p-edfoku teljesen
elagaz6 bovitése E-nek:

x, haxz < s(L/E)

)= {s(L/E> +p(w = s(L/E)), ha © > s(L/E).

A 5.2.4-es lemma épp azt allitja, hogy ha G = Gal(L/K), H = Gal(L/FE), G/H = Gal(E/K)
és |H| = p, akkor

(G/H)[z] = Glhy/s(x)|H/H.
Vegyiik észre, hogy a hp,p fiiggvény derivéltja épp az elagazési toréspontban nem folytonos.
Ez is indokolja az elnevezést.
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Ezt altalanosithatjuk lokalis testek tetszdleges Galois-bovitésére. Elgszor legyen (L : E) =
[ prim!
x, ha L/E elagazéasmentes, egyébként
lx, ha (I,p) =1
x,hax <s(L/E)ésl=p
s(L/E)+p(x —s(L/E)), hax > s(L/E)ésl=p
Egy tetsz6leges L/ K Galois-bévitésre vegyiink egy normalis kozbiilss testekbdl allo
L=FE,>FE, 1> -->F >FE =K

tornyot, melyre E;/FE; 1 primfoku ciklikus bévités, és legyen

hL/E('r) =

hL/K = hL/Em_1 © hEm_l/Em_Q ©--+0 hEl/K!
Ezt megtehetjiik, hiszen Gal(L/F) feloldhato a 5.2.2-es kivetkezmény szerint. Ezt a
hL/F . [—1,00) — [—1,00)

fiiggvényt nevezziik a bévités Hasse-Herbrand fiigguényének. Be lehet latni, hogy a definicid
nem fiigg a kozbiilsG testek valasztasatol, szakaszonként linearis és szigortian monoton né. Ez
utobbi két allitas trivialis a definiciobol, az els6hoz viszont a Hasse-Herbrand fiiggvénynek
a normaleképezéssel valo kapcsolatat kell megvizsgalni (lasd [14] Chapter III. Section 3).
Tovabba

5.2.5. Tétel (Herbrand, [14]). Legyenek L > E > K lokdlis testek gy, hogy mindegyik
bévités Galois, és G := Gal(L/K), illetve H := Gal(L/E)! Ekkor
(G/H)lhg/k(z)] = Glhek(x)| H/H.

Vegyiik észre, hogy az allitas implicite tartalmazza azt a tényt, hogy iy (¢) — 1 = s(L/E)
esetén  melyet kizartunk az 5.2.4-es lemmaban  van olyan ¢ € G, melyre ¥|p = ¢|p és
ir(¢) # s(L/E) és igy az el6z6 lemma miatt iy (¢)) — 1 = hy p(ip(y|g) — 1). Példaul amikor
@ a generatora a ciklikus bévitésnek, akkor ¢ = 1 vehetd.

Hasznalva ezt a fiiggvényt atszamozhatjuk az elagazasi részcsoportokat tigy, hogy megma-
radjanak hanyadosra val6 attéréskor:

5.2.3. Definici6. Legyen G az L/K bdévités Galois-csoportja!l Ekkor a felsd szdmozdsi eld-
gazasi csoportokat az alabbi mdédon értelmezziik:

G(x) = Glhyx(z)).

5.2.6. Allitas. Legyen H < G normdloszté a G Galois-csoportban. Ekkor (G/H)(z) =
G(x)H/H.

Az alabbi kovetkezmény a definiciébol kozvetleniil levezethetd:

5.2.7. Kovetkezmény. A Hasse-Herbrand fiigguény baloldali derivdltja |G(0) : G(z)|, jobb
oldali derivdltja pedig szintén |G(0) : G(x)|, ha hp x(x) nem egész, és |G[0] : Glhr k() + 1],
ha hyk(x) egész.

Megjegyzés: A Hasse-Herbrand fliggvényt tgy is lehet definialni, mint a

T g
oL/ (T) = /0 |G[0] = G[1]]

fiiggvény inverze.
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5.3. Végtelen Galois-bévitések

Eddig véges testhovitésekkel foglalkoztunk. Most tekintsiink egy L/K végtelen Galois-
bévitést, és irjuk fel L-et véges bévitések L = J,.; K; egyesitéseként. Ezt tetszéleges algebrai
bévités esetén megtehetjiik. A Gal(L/K) Galois-csoportot egy pro-véges csoportnak definial-
juk: Gal(L/K) := lim Gal(K;/K). Az 6sszekots leképzések a természetes faktorleképezések.
Ha ugy akarjuk értelmezni az eldgazési részcsoportokat egy ilyen végtelen Galois-bgvitésre,
mint a véges részbdivitések elagazasi részcsoportjainak inverz limesze, akkor sziikségiink van
arra, hogy ezek az elagazési részcsoportok megmaradjanak a faktorleképezéseknél. Ezen a
modon tehat csak fels§ szamozasia elagazési csoportokat tudunk értelmezni.

5.3.1. Definici6. Legyen L/K egy végtelen Galois-bdvitése a K lokalis testnek, és a Galois-
csoport G := Gal(L/K). Ekkor egy w € [—1,00) valos szamra a felsG szamozast elagazasi
részcsoportja G-nek

Gw) = lim Gal(K,/K)(w),
ahol L = J,.; K a véges részbdvitések egyesitése.

Megjegyzés: Ha L végtelen algebrai bévitése a K lokalis testnek, akkor L-re kiterjeszthetd
K értékelése egy vy : L* — Q homomorfizmussal, melyre UL‘K =vg: K* — 7. Tehat ez az
értékelés nem lesz feltétleniil diszkrét, és L nem is lesz teljes az indukalt topologiaval. Viszont
az egészek gytrtdjét, és annak maximalis idaljat, tovibba a maradéktestet hasonloképpen
értelmezhetjiikk: O :={z € L :vp(x) > 0}, My :={x € L:vr(z) > 0}, és kg, := O/ M.
Tovabba L Hensel-féle test lesz  mely altalanositja a teljes, diszkréten értékelt test fogalmét:
Ha f(x), go(x), ho(x) € Op[z] olyan egész egyiitthatos polinomok, melyek fGegyiitthatoja 1,
és f(x) = go(x)ho(z) (mod My|x]), akkor 1éteznek olyan 1-fGegyiitthatos, egész egyiitthatos
g, h polinomok, melyekre f(z) = g(x)h(z), g(z) = go(x) (mod My[z]) és h(x) = ho(z)
(mod M [z]).

5.3.1. Allitas. Ha G;(w)-vel jeldljiik Gal(K;/K)(w) dsképét G-ben, akkor
G(w) =) Gi(w).
iel
i G — Gal(K;/K)
leképezések is sziirjektivek, tovabba ;(G(w)) = Gal(K;/K)(w). Tehat G;(w) = G(w)Ker(y;),
és igy a 1.1.1-es allitas miatt
G(w) = G(w) =[] G(w)Ker(p:) = ) Gi(w),
iel iel

hiszen G(w) kompakt halmazok inverzlimesze, tehat kompakt, és mivel egy pro-véges csoport
Hausdorff tér, ezért zart is. O

5.3.2. Definici6. Az L/K bovités felsd eldgazasi toréspontjainak (upper ramification breaks)
B(L/K) halmaza azon z raciondlis szamokbol all, melyekre van egy olyan véges M /K rész-
bévitése L/K-nak, melyre

Gal(M/K)(x +¢) # Gal(M/K)(x)

39



tetszoleges € > 0 esetén. Az L/K bévités vad automorfizmusai a Gal(L/K)(1)-beli automor-
fizmusok.

Megjegyzés: Ez a definicio kiilonbozik az eldgazdsi téréspontok szokasos definiciojatol: azon
z-ek halmaza, melyekre Gal(L/K)(x + ¢) # Gal(L/K)(x) tetszGleges ¢ > 0-ra. Ezek épp a
felsG elagazasi toréspontok, és csokkend sorozataik limeszei |23].

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy adott ¢ > 0-ra Gal(L/K)(xz + ¢€) # Gal(L/K)(z) ekvivalens
azzal, hogy valamely K; véges részbévitésre Gal(K;/K)(z + ¢) # Gal(K;/K)(z). O

5.3.3. Definici6. Egy L/F Galois-bovitést mélyen eligazonak (deeply ramified) neveziink,
ha a felsg elagazasi toréspontjainak halmaza nem korlatos. A bévités aritmetikailag pro-véges
(arithmetically profinite), ha a Gal(L/F')(z) fels6 elagazasi csoportok nyiltak Gal(L/F)-ben.

Megjegyzés: A mélyen elagazd bovitéseket szamos matematikus (t6bbek kozott Tate és
Iwasawa) munkaja tette hiressé. Coates és Greenberg [8] belatta, hogy ezek a bdvitések jo
altalanositasai a Z,-bévitéseknek. Specialisan Tate eredményeit [34| is ki lehet terjeszteni, és
alkalmazni lehet Abel-féle varietasok Kummer-elméletében.

5.3.2. Allitas. Egy L/F Galois-bévités pontosan akkor mélyen eldgazd, ha tetszdleges x-re
a Gal(L/F)(x) eligazdsi részcsoport nemtrividlis.

Bizonyitds. Ha Gal(L/F)(zx) trivialis valamilyen z-re, akkor x fels§ korlatja a toréspontok
halmazéanak. Megforditva tegyiik fel, hogy van egy ilyen x korlat. Ekkor Gal(L/F)(y) =
Gal(L/F)(x) minden y > z-re. De minden N nyilt normalosztora Gal(L/F)(y)N = N
elég nagy y-ra, ami azt jelenti, hogy Gal(L/F)(x)N = N minden N <, Gal(L/F)-re, tehat
Gal(L/F)(z) = 1. O

5.3.3. Kovetkezmény. Egy aritmetikailag pro-véges bovités mélyen eldgazo.
5.3.4. Allitas. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) L/F aritmetikailag pro-véges;

(ii) L/F inerciarészteste véges foki F felett és minden x-re a hyyp(x) sorozatnak van ha-
tarértéke, ha M az L/F wvéges részbdvitésin fut végig.

Bizonyitds. Jeloljiik G := Gal(L/F)-fel a Galois-csoportot. ElGszor is vegyiik észre, hogy
L/F inerciateste pontosan akkor véges foku F felett, ha (G : G(0)) véges (azaz G(0) nyilt),
hiszen G(0) = G|0] fixteste épp az inerciarésztest az 5.2.1-es allitas miatt.

Egyik irdny: (it) = (7). Elég belatni, hogy G(z) nyilt G(0)-ban. Az 5.2.7-es kiovetkezmény
szerint hy/p(z) grafikonjanak meredeksége mindig egész szam, mert valamilyen elagazasi
részcsoport indexe. Irjuk fel L-et L; véges foku kozbiilsg testek felszallo inidjaként! Mivel
hr,/r(z)-nek van hatarértéke, ezért tetszéleges a > O-ra van olyan j egész, hogy hg,/r, (bal
vagy jobb oldali) derivaltja minden x < hp, p(a) ési > j esetén 1. Tehét hy,/r grafikonjanak
a alatti része nem véltozik. Tehét hp, p(x) = hz, p(2) minden i > j-re és v < a-ra. Most ha
G, (z)-szel jeloljiik Gal(L;/F)(x) 6sképét, akkor G(z) = (| Gi(x), és a 5.2.7-es kivetkezmény
szerint G;(r) indexe G(0)-ban élland6 (mégpedig hr,,r bal oldali derivéltja z-ben). Tehat
mivel G(0) véges indexii, ezért G(z) is, ami azt jelenti, hogy L/F aritmetikailag pro-véges.
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Masik irdny: (i) = (#). Ha G(a) nyilt valamilyen a-ra, akkor valamilyen j egész szamra
Gi(z) = G(r) minden i > j és < a esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy hy,/r; derivaltja 1
minden z < hr, p(a)-ra. Tehat hp p(v) = hy,p(x), ha i > j és x < a, ezért hr,/p(z)-nek
van hatarértéke. 0

5.3.4. Definicié. Ilymoddon értelmezhetjiik egy L/F aritmetikailag pro-véges hovités Hasse-
Herbrand fiiggvényét:

hipp(x) == lim hyp(x),
ahol M a véges foku kozbiils testeken fut végig. Tovabba az alsd szamozdsi eldgazdsi rész-
csoportok:

Gal(L/F)[2] := Gal(L/F)(h}} ().

5.3.5. Kovetkezmény. Ha L/F aritmetikailag pro-véges, akkor a toréspontok diszkrét hal-
mazt alkotnak.

Bizonyitds. Tetszéleges a > 0-ra az a alatti toéréspontok pontosan az L;/F véges bovités
toréspontjai, hiszen hp,/p grafikonja a alatt megegyezik hp  r grafikonjaval. Tehat a (0, a)
intervallum csak véges sok toréspontot tartalmaz, azaz a toréspontok halmaza diszkrét. [

5.3.6. Kovetkezmény. Ha L/F egy aritmetikailag pro-véges bévités, akkor a p-hez relativ
prim foki részbévitések eqyesitése véges foki F' felett, specidlisan Gal(L/F) virtudlisan pro-p
cS0port.

Bizonyitds. Lattuk, hogy az Fy inerciarésztest véges foku F' felett. Ha |M : Fy| relativ prim
p-hez, akkor hyp(x) > hayr(x) = |M @ Folz, mert L/Fy teljesen elagazo. Node hy/p(x)
korlatos, tehat készen vagyunk. O

A kovetkez6 lemma és allitas Camina tételének bizonyitasdban jatszik fontos szerepet, mely
szerint minden megszamlalhato bazist pro-p csoport bedgyazhatod a Nottingham csoportba.

5.3.7. Lemma. Legyen L = |J,o,F,((t;) p-karakterisztikdji lokdlis testek egy tornya gy,
hogy mindeqyik kozbilsd test p-edfoki teljesen eldgazd bovitése az eldzének. Ha az s; :=
s(Fp((tix1))/Fp((t:)) eldgazdsi téréspontok egy névekvd sorozatot alkotnak, akkor a felsd eldga-
zdsi toréspontok halmaza

B(L/Fp((tl))) = {81 + (82 — sl)p_l + -+ (Si — Si_l)p_(i_l) ) Z 1} .
Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy ezek toréspontok. Legyen G; := Gal(F,((ti41))/F,((t1))) és
helyettesitsiink o = s; + (53 — s1)p~ "+ -+ (8; — 5,_1)p Vet a
Gi(x)Gi—l/Gi—l = Gi[hIFp((ti+1))/IFp((t1))(x)]Gi—l/Gi—l
(Gi/Gim1) [P, () /7o () (2)]
(Gi/Gi1)[si

egyenletbe! Mivel s; az elagazasi toréspontja F,((t;11))/F,((t1))-nek, ezért G;(2)Gi-1 = G;,
de minden ¢ > O-ra G;(x + €)G;—1 = G,_1, azaz x € B(L/F,((t1))). Visszafel¢ alkalmazva az
érvelést lathatjuk, hogy mas téréspont nincs. O

5.3.8. Allitas. Legyen L mint az eldzd lemmdban. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:
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(i) L/F,((t1)) aritmetikailag pro-véges;
(1) L/F,((t1)) mélyen eldgazd;
(iii) 51+ (sg—s1)p~ L+ + (si—s1)p~ Y — 00, ha i — oo.

Bizonyitds. Az el6z6 lemma miatt (ii) és (iii) ekvivalencidja trividlis, az 5.3.3-as kovetkez-
mény szerint pedig (7)-bél kovetkezik (iz). Tovabba

ey () /5, () (51 (52— s1)p~  + -+ (s, — 8,_0)p U ) =55 < s

€ T, (1) /() () = 2, ha < osio Tehdt g, o)/, (0) (€) = Piy(25)/7(01) (%) minden @ <
s1+(s2—s1)p 4+ (sj—sj_1)p U™ és i > jore, azaz hy, (1) F, (1) (T)-nek van hatarértéke,
ha o < sup B(L/F,((t1))). O

A kovetkezd Fontaine-t6l és Wintenbergertdl ([15] és [37]) szarmazo konstrukeio ravilagit
az aritmetikailag pro-véges bévitések és a Nottingham csoport kapcsolatara. Ha L > M; >
M, > F, ahol M; és M, véges bovitések, akkor az Ny, /a, normaleképezés ad egy My-bol M-
ba mend homomorfizmust. Ekkor értelmezhetjiik a multiplikativ csoportok inverz limeszét:

N(L/F)* = lim M",

ahol M a véges részbivitéseken fut végig, az Gsszekots leképezések pedig a normaleképezé-
sek. Ha L/F aritmetikailag pro-véges, akkor az N(L/F)*-ot nullaval kiegészitve, a kapott
halmazon megadhatunk egy Gsszeadést is, amellyel N(L/F) := N(L/F)* U {0} test lesz:

5.3.5. Definici6. Legyen a = (ap) és b = (by) (an, by € M*) két normakompatibilis
sorozat N(L/F)*-ban! Ekkor a szorzast N(L/F)*-on komponensenként definialjuk: a-b =
(arbar). A két elem Gsszege pedig legyen (aar) + (bar) := (car), ahol ¢y := limg Ng/p(ap +
bg), és E az L/M bovités véges foku kozbiilss testein fut végig. Ttt megengedjiik a (0y)
normakompatibilis sorozatot is.

Az Osszeadas definicioja azon alapul, hogy egyre feljebb végezziik el a miiveletet, és aztan
levetitjiik a kisebb résztestekre. Ez az egyenletes pro-p csoportokon definialt Gsszeadésra
emlékeztet, ahol

g+ h:= lim (g"" hP" )",

n—oo

ha g és h a G egyenletes pro-p csoport két eleme.
5.3.9. Tétel. Legyen L/F egy aritmetikailag pro-véges bévités!

(1) Ekkor az igy definidlt N(L/F) := N(L/F)*U{0} egy teljes, diszkréten értékelt p-karakte-
risztikdju test a vy ((apnr)) = vk (ax) értékeléssel, ahol K egy olyan véges részbévités, mely
tartalmazza L/F inerciarésztestét. N(L/F) maradékteste izomorf L maradéktestével, és
tn = (mar) egy primelem, ha (mar) egy primekbdl dllé normakompatibilis sorozat. Ilymddon
az N(L/F) test izomorf az L maradékteste feletti formdlis Laurent-sorok testével.

(2) Ha L/F még teljesen eldgazd bévités, melynek minden véges részbdvitése p-hatvdany foki,
akkor L minden T F-automorfizmusihoz hozzdrendelhetiink eqy o vad automorfizmusdt
a normdk testének: o((my)) = (7mp). A T+ o leképezés a Gal(L/F) Galois csoport
bedgyazisa N(L/F) vad automorfizmusainak csoportjiba.
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5.3.6. Definicio. Az igy kapott testet nevezziik az L/F bévitéshez tartozo normdk testének
(field of norms).

A bizonyitas az alabbi két (technikai) lemman mualik ([14] Chapter III):

5.3.10. Lemma. Legyen L/F véges szepardbilis bovités. Ekkor e € Of esetén
hi/r (UF(NL/F(s) — 1)) > wvp(e —1),

ésha o€ L, B €F elemekre vi,(a — 3) > 0, akkor
hiye (ve(Npp(a) = B)) > vi(a = 3).

5.3.11. Lemma. Legyen M'/M eqy teljesen elagazd p-hatviny foki bovités! Ekkor

(p—1)g(M'/M)

omr (N jae (e + B) = Napryna (@) — Nagyne () = .

a, B € Oyp-re. Ha o € Oy, akkor létezik olyan B € Oy, melyre

UM (NM//M(6> - Oé)) > (p — 1)qp(M /M)>

ahol q(M'/M) :=sup{z > 0 : hyp () = x}.

Az 5.3.9-es tétel bizonyitdsa. Az 5.3.4-es allitas és az 5.3.6-0s kdvetkezmény miatt az allitast
elég belatni teljesen elagazo bévitésekre, melyeknek minden részbévitése p-hatvany foka. Ek-
kor L-et felirhatjuk L = |J;°, L; alakban, ahol L;_y >, L;, és Ly = F', tovabba ha («ay,) egy
normakompatibilis sorozat, akkor mivel a b&vitések teljesen elagaz6ak minden i, € N-
re vr,(ar,) = vr,(ag;). Eloszor belatjuk, hogy az dsszeadas joldefinidlt, azaz rogzitett j-re
az Nip,/r,(ar, + Br;) sorozat konvergens. Eldszor tegyiik fel, hogy ar, Br € Op! Ekkor az
5.3.11-es lemma miatt ha ¢ > k, akkor

N, (op, + Br,) = ag, + B, (mod M%’Z% (5.2)

ahol a, = (p — 1)q(L/Lx)/p < (p — 1)q(Li/Ly)/p. Masrészt a Hasse-Herbrand fiiggvény
korlatossaga miatt ap — oo, ha k — oo, és igy ¢ > k > j esetén az 5.3.10-es lemma miatt

vr, (Np,yi,(or, + Br,) — Npyo, (o, + 6r,)) > hz,j/L]- (ag) > hz/le(ak%

azaz az Np,/L, (ap, + Br,) sorozat Cauchy, tehat konvergens. Az altalanos esethez elGszor
konstruadlunk egy primekbdl all6 normakompatibilis sorozatot. Legyen k egy olyan index,
melyre a;, > 1, és g, € Ly egy primelem. Ekkor az 5.3.11-es lemma alapjan tudunk egy
olyan v, € L; sorozatot konstrualni, melyre

ULi(NLi+1/Li(7Li+1) - 7Li) > ;.
Igy indukciéval és alkalmazva (5.2)-t azt kapjuk, hogy
ULi(NLj/Li(Pij) - IYLZ) > a;, ha j > > k.

43



Ezért az 5.3.10-es és az 5.3.11-es lemma miatt
e, (Niy/e,(ve,) = Nege,(ve)) 2 bl (@) > heyr, ()

minden j > ¢ > s > k-ra. Mivel hE/ILS
lim; .o Np,/r,(7r;) hatérérték, és ha j < k-ra 0p; := N, /1,0r,-t vessziik. akkor egy (0r,) €
N(L/F) elemet kapunk, melyre vy ((dr,)) = 1.

Most mivel egész elemekre méar tudjuk, hogy az Osszeadast definidlo hatarérték létezik,
ezért egy tetszbleges (o, ), (Br,) € N(L/F) par esetén leoszthatunk (dz,) megfeleld, mondjuk
min(vy ((ar,)), vy ((5r,)))-edik hatvanyaval, és azt kapjuk, hogy az 6sszeadés ezeken az eleme-
ken is értelmes. A kommutativitas, az asszociativitas, és a disztributivitas nyilvanvalo, tehat
N(L/F) test, melynek vy egy diszkrét értékelése. Tovabba mivel 1 = (1;,), ezért p = (ay,),
ahol

(a;) — o0, ha i — oo, tehat létezik a 0, :=

ap, = lim Np,/,(p) = lim p™™1 =0,

j—o00 Jj—00

tehat charN(L/F) = p.
A teljességhez vegyiink egy A = (a(er_) € N(L/F)) Cauchy-sorozatot. Feltehetjiik, hogy
vy (A™) > 0. A Cauchy tulajdonsag azt jelenti, hogy van olyan n;, melyre

o, (o) —af?)

> a;, ha n,m > n;.
Alkalmazva (5.2)-t azt kapjuk, hogy

vLi(NLj/Li(a(LZj)) — Oz(eri)) > a;.
Az 5.3.10-es és az 5.3.11-es lemma miatt

vi, (N, (o)) = Ni . (af)) > b}y (a;) — oo,

hai > j — oo. Igy o) :=lim; .o Ny, 1, (a(Lii))—t véve egy olyan A" = (/) € N(L/F) elemet
kapunk, melyre A’ = lim A,

Mivel UN((aLi)) = ’UF(OéF), ezért ON(L/F)/MN(L/F) = OF/MF = OL/ML, hiszen L/F—
6l feltettiik, hogy teljesen elagazo.

Végezetiil a

Gal(L/F) — AutN(L/F)

T > O

homomorfizmus nyilvan injektiv. Node a (2)-es esetben Gal(L/F) egy pro-p csoport, és
AutN(L/F) pro-p része pedig épp a vad automorfizmusok csoportja. a

A definicidébol kozvetleniil kovetkezik az aldbbi allitas:

5.3.12. Allitas.

(1) Egy aritmetikailag pro-véges bévités minden végtelen részbdvitése is aritmetikailag pro-
VEgeES.
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(2) Ha eqy M/K végtelen Galois-bévitésnek van olyan L/K aritmetikailag pro-véges részbd-
vitése, melyre (M : L) < oo, akkor M/K is aritmetikailag pro-véges.

Megjegyzés: Az aritmetikailag pro-véges bgvitések fogalmat — komolyabb testelméleti eszko-
z0kkel lehet altalanositani szeparabilis (nem feltétleniil Galois-) bévitésekre, és igaz marad
a (2)-es allitas a kovetkezs forméban is: Ha az L/F Galois-bovités aritmetikailag pro-véges,
akkor L tetszGleges véges szeparéabilis M bévitésére M /K is aritmetikailag pro-véges.

5.3.7. Definici6. Ha L/F aritmetikailag pro-véges, és K egy Galois-bévitése L-nek, ak-
kor N(K,L/F) legyen az Gsszes olyan N(E/F) kompozicidja, ahol E/F végigfut K/F azon
Galois részbovitésein, melyekre (E : L) < co. A W normdk teste funktor egy L/F aritmeti-
kailag pro-véges bévitéshez hozzarendeli N(L/F')-et, és L minden K Galois-bévitéséhez pedig
N(K,L/F)-et, és Gal(K/L) = Gal(N(K,L/F)/N(L/F)) < Gal(N(K/F)/N(L/F))-et.

5.4. N aritmetikailag pro-véges részcsoportjai

Legyen L/F egy aritmetikailag pro-véges bévités, melyre L maradékteste k;, = F, véges
test. Ekkor a normak teste vad automorfizmusainak csoportja épp a N (F,) Nottingham
csoport. Tehat egy teljesen elagazd aritmetikailag pro-véges pro-p-bdévités Galois-csoportja
a Nottingham csoportba agyazodik be a ,normak teste” funktor altal. Erdekes tudni, hogy
a Gal(L/F)(z) fels6 elagazasi részcsoportok hova képzédnek ennél a bedgyazasnal. Az N
részcsoportok analogok az als6 szdmozasi elagazési részcsoportokhoz, ezért természetes a
kovetkezd definicio:

5.4.1. Definici6é. Ha G <. N egy zart részcsoport, akkor legyen G; := GNN és G, := Gpp!
Bevezetjiik a kovetkezd fliggvényt:

@ = [ e
e . 0 ‘G:Gy|‘

Ekkor G-t a Nottingham csoport egy aritmetikailag pro-véges részesoportjanak nevezziik, ha,
ha lim ¢g(x) = +00. Ebben az esetben legyen ¢ (z) a ¢g(x) fiiggvény inverze, és G(z) :=
r— 00

Gyo(x)- A Vg (z) fiiggvény szakadasi pontjait hivjuk a G részcsoport felsd toréspontjainak.
5.4.1. Allitas. Legyen L/F egy teljesen eldgazo aritmetikailag pro-véges pro-p-bévités, és

jeloljiik G-vel a Gal(L/F) Galois-csoport képét N -ben. FEkkor minden z-re a Gal(L/F)(x)
csoport képe G(x).

Bizonyitds. Irjuk fel elgszor L-et véges Galois-bovitések L = UZ.21 L; felszallo uniojaként! Elég
belatni, hogy tetszdleges n egész szamra a Gal(L/F')[n] als6 elagazasi csoport G,,-re képzddik,
hiszen ekkor Gal(L/F) = Gal(L/F)[0] miatt

1 ’ dy ody
hyp(z) = = —.

o |Gal(L/F): Gal(L/F)lyll  Jo |G : Gyl
Ez pedig nyilvanvalo, mert o € Gal(L/F)[n] pontosan akkor all fenn, ha elég nagy i-re
o|p, € Gal(L;/F)[n], azaz ha o; € Op,-re vy, (co; — ;) > n+1. Node ez pedig épp azt jelenti,
hogy vy ((0a;) — (o)) = lim vp(Ny, p(oa; — o)) = lim vy (oo; — ;) > n 4+ 1, azaz a o-hoz

tartoz6 7 benne van N,,-ben. O
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5.4.2. Allitas. Legyen G eqy aritmetikailag pro-véges részcsoportia N -nek! Ekkor G Haus-
dorff dimenzidja hdimG = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy ¢ := hdimG > 0. Ekkor van egy olyan
0<e<&ésegy N e€Z', melyre minden n > N egész szam esetén

log |G : G| 1og|GN, : N,

= >¢€
(n—1)logp log [NV : NV,,|
Tehat
lim pg(z) = lim e
T—00 r—o0 J |G : Gy|
= lim 2”: !
n—o0 £ |G : Gy
_ Zp—log|G:Gk\
k=1
N-1 [e%¢)
< Zp—log\G:Gk\ + Zp—(k—l)slogp
k=1 k=N
< 0Q.
Ez pedig ellentmondas. U

Felvet6dik a kérdés, hogy N mely aritmetikailag pro-véges részcsoportjai allnak elé a
normdk teste funktor képeként. Wintenberger belatta a kovetkezGt:

5.4.3. Tétel (Wintenberger, [36]). Minden G < N kommutativ részcsoportra van olyan
L/F aritmetikailag pro-véges bovités, melyre W (Gal(L/F)) = G.

Megjegyzés: Specidlisan minden Abel-féle részcsoport aritmetikailag pro-véges, és 0 Haus-
dorff dimenzios.

5.4.4. Tétel (C. Leedham-Green, A. Weiss [6]). Minden véges p-csoport bedgyazhato az
N Nottingham csoportba.

Bizonyitds. Az allitast elég belatni N' = N (F,)-re, hiszen ha ¢ = p/, akkor N(F,) < N (F,).
Legyen H egy véges p-csoport! Ekkor E. Witt eredménye [38] [39] szerint létezik egy teljesen
elagazd K bévitése F,((¢))-nek, melyre H = Gal(K/F,((t))). Mivel a bévités teljesen elagazo,
ezért K = F,((t). Tehat H izomorf Aut(F,((t)) = A(F,) egy részcsoportjival. Es igy
|A(F,) : N(F,)| = p — 1 miatt H izomorf N'(F,) egy részcsoportjaval. O

5.4.5. Koévetkezmény ([6]). N nem linedris semmilyen test felett sem.

Bizonyitds. Ez az el6z6 tételbsl kovetkezik, hiszen rogzitett dimenzidban egy feloldhato line-
aris csoport feloldhat6 hossza korlatos |35]. O
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Az 5.4.4-as tételt szeretnénk altalanositani megszamlalhatd bazisa pro-p csoportokra. A
megfelel6 Galois-elméleti eredmény a rendelkezésre all. Vegyiink ugyanis egy G megszam-
lalhaté béazisi pro-p csoportot. Ekkor feltehetjiik, hogy G = lim Gj, ahol (G;)ien véges
p-csoportok egy inverz rendszere, melyben a leképezések epimorfizmusok, és minden i-re a
Giy1 — G, epimorfizmusok magja p-elemid. Legyen F':=TF,((¢))! Tegyiik fel, hogy valamilyen
i-re talalunk egy K;/F teljesen elagazo bovitést, melyre G; = Gal(K;/F'). Ekkor Twasawa [19]
eredménye szerint a G;;1 csoportot elGallithatjuk egy teljesen elagazd K, 1/F bévités Galois-
csoportjaként, ahol F' < K; < K44, és a Gal(K,41/F) — Gal(K;/F) megszoritas megegyezik
a megadott G;,; — G, leképezéssel. Igy egy L = U K; testet konstrualhatunk rekurzivan,
melyre Gal(L/F') = lim Gal(K;/F) = G. Ha L = F,((t)) lenne, akkor G < Aut(L) miatt G
egy beagyazasat kapnank a Nottingham csoportba. De L altalaban nem lokalis test, és nem is
diszkrét az értékelése. Viszont ha el tudnank érni, hogy L/F aritmetikailag pro-véges legyen,
akkor G-t be tudnank agyazni a normék teste vad automorfizmusainak csoportjaba, ami épp
az N (F,) Nottingham csoport. Ez az Gtlete Fesenko bizonyitasanak Camina tételére.

Jeloljiik a megfelel6 elagazasi toréspontokat

S; = S(KZ‘+1/KZ')—V6“

Ekkor az 5.3.8-as allitas fényében csak azt kell elérni, hogy ezen s; szamok elég gyorsan
nGjenek. Sziikségiink lesz a kévetkezd kozismert allitésra:

5.4.6. Allitas. Minden p-edfoki L/K Galois-bévitése egy p-karakterisztikaji K testnek Artin-
Schreier bévités, azaz K(() alakba irhatd, ahol B az

—r—«
irreducibilis polinom gyoke valamilyen o € K esetén.

Bizonyitds. Legyen o € Gal(L/K) a bévités Galois-csoportjanak generatoreleme. Ekkor L
az [F,Gal(L/K) csoportalgebra feletti modulus természetes modon, és a csoportalgebraban
(0 —1)?» = 0P —1=0. Méasrészt v € L esetén v € K pontosan akkor, ha (o — 1)y = 0. Tehat
van olyan v € L, melyre (60 — 1)y #0, de (0 —1)>y =0, azaz 0 # § = (0 — 1)y € K. Ekkor
a (0 :=~/0 € L elemre 03 = + 1. Ebbdl latszik, hogy [ minimalpolinomja invaridnsan
marad, ha az x valtoz6 helyére x + 1-et helyettesitiink. Konnyi ellenérizni, hogy ekkor a
miniméalpolinom a kivant alaku. U

Tehat ha K; méar megvan, akkor K, = K;((3) alaki, ahol f? — = a € K;. Most tegyiik
fel, hogy ¢ € F, és E = K;(/31), ahol 57 — 1 = a + ¢. Ekkor minden 7 € Gal(K;;/F)-hez
hozzéarendelhetjiik E/F-nek egy 7" automorfizmusat, melyre 7 K, €8

60— 0 =10 — P =€ K,

hiszen ha o-val jeloljiik a Gal(E/K;) generatorat, akkor o € Z(Gal(K;;1/F)) centrumelem
(ugyanis p-csoportban p-edrendd normalosztot general), ezért

o(tB—=0)=10B—-0B=7(B+1)—(B+1)=78-0,

/
K, =T
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azaz 70 — [0 € K;. A kapott 7/ valoban automorfizmusa E-nek F' felett, mert

(B —B) = (7B —TH
= (B +78=0) = (b +78~P)
= =B+ (TB)—m6-(8"-0)
= a+c+T K, +¢C
= 7(a+c).

/
KO — Q=T

Tehat kommutativ az alabbi diagram,

Gal(E/F) ——  Gal(K;,/F)

N /
Qal(K;/F)

azaz K; 1-et E = K;((1)-re cserélve ugyanannak a bedgyazasi probléméanak a megoldasat
kapjuk. Igy annyi szabadsdgunk van, hogy a-hoz hozzdadhatunk egy c € F,((t)) alaptestbeli
elemet. Latni fogjuk, hogy ilymodon el is érhetd, hogy az elagazési toréspontok tetszélegesen
nagyok legyenek. Jeloljiik ¢;-vel K; primelemét, O;-vel az egészeinek a gytirtjét, és v;-vel az
értékelését, melyre v;(t;) = 1!

5.4.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy K;11 = K;((1), ahol 81 a Y — 01 = an € K; egyenlet
megolddsa. Ekkor ha v;(aq) < 0 és nem oszthatd p-vel, akkor a K;.1/K; bévités teljesen
eldgazo, tovabbd eldgazdsi toréspontja s; = —v;(ayq).

Bizonyitds. Mivel 8 — ) = «ay, ezért v;(1) = —n/p, ha kiterjesztjiik az értékelést, és v;(a;) =
n. Mivel n és p relativ primek, ezért a bévités teljesen eldgazo. Tovabba léteznek olyan
b,d € 7 egész szamok, melyekre bp — dn = 1. Vegyiik t;, := 3%2-t! Ekkor v;(t;41) = 1/p és
K1 =F,((tit1)). Feltehetjiik, hogy Gal(K;11/K;) = (o), ahol o3y = 1 + 1, igy

otis1 = o(Bit)
= (B+ 1)dt§’
= tipn+dtign/Bi 4+ + ti+1/ﬂf'

Most v;(tiy1/64) = vi(tiv1) + an/p = (an + 1)/p mindegyik szobanforgd a-ra. Mivel d # 0
(mod p), ezért v;(ot;y1 — tiv1) = (n+1)/p, ami épp azt jelenti, hogy s; = n. O

Ha azt szeretnénk, hogy s; minél nagyobb legyen, akkor tigy tiinhet, hogy c-t csak meg kell
valasztani olyannak, aminek minél nagyobb abszolutértéki negativ értékelése van. Azonban
ha v;(c) < v;(a), akkor v;(a) = vi(a + ¢) = v;(c), ami pedig oszthato K;/F fokaval, hiszen a
bévites teljesen elagazo. Specidlisan v;(a;) = 0 (mod p), és igy az el6z6 lemma nem alkalmaz-
hato. Tehat ennél tigyesebbnek kell lenniink. Legyen p(x) := 2P —z! Ekkor az 5.4.7-es lemma
bizonyitasabol latszik, hogy a K(f) bévitésben ha p(vy) € K valamilyen v € K(f3) \ K-ra,
akkor v = kB3 + ¢ alaki, ahol k € F,, illetve § € K, hiszen ez esetben oy — v € F,. Igy az
(F — K; beagyazas altal indukalt)

F/o(F) — K;/p(K;)
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homomorfizmus magja véges dimenzios I, f6lott, és ezért az
F/o(F) — Ki/(p(K;) +1;0;)

leképezés sem a 0 leképezés. Tehat talalhatunk egy olyan ¢ € F-et, amely nincs p(KZ-)%—tl-_k(’)z-—
ben. Egy ilyen c elem felirhatd az alabbi 6sszeg alakban:

5.4.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy c € F, de c & o(K;)+t7"0;! Ekkor létezik olyan x, 2 € K;,
melyre
c=p(z)+z, ésptu(x) < —k.

Bizonyitds. Mivel v;(c) oszthato p-vel, ezért
c= C—zmti_pn + C—Zm+1ti_pn+1 o= @(C—pnti_n) +y

valamely v;(y) > v;(c)-re. Ezt folytathatjuk, amig v;(y) negativ és oszthato p-vel. Tehat
¢ = p(z)+x olyan z, z € K; elemekkel, melyekre v;(z) > 0, vagy v;(z) negativ és relativ prim
p-hez. Node ¢ ¢ p(K;) 4+ t;*0O;, tehat a masodik eset all fenn, és p tv;(z) < —k. O

Tegyiik fel most, hogy elértiik a K;;; = K;(() szintet, ahol 8 — 3 = o € K;. Legyen
k > —v;(«) egy nagy pozitiv egész, valasszunk egy ¢ € F'\ (p(KZ) + ti_k(’)i) elemet, és legyen
B a B — B1 = a+ c egyenlet megoldésa! Legyen tovabba x, 2z mint az el6z8 lemmaban, és
Ba := 1 — z! Ekkor 35 — B2 = a+ z, ahol v;(a + z) = v;(z) < —k, és K;(f2) = K;(f1). Az
5.4.7-es lemma szerint

S; = S(Kz(ﬁl)/Kz) = S(Kz(ﬂg)/Kz) = —UZ'(Oé + l’) > k.

Tehat K,;yq-et K;(01)-gyel helyettesitve elérhetjiik, hogy s; = s(K;11/K;) tetszdlegesen
nagy legyen. Specialisan konstrualhatunk egy olyan (K;) testbévitéssorozatot, melyre

s+ (s2—s)p "+ (85— si)p Y
szigorian monoton néve tart végtelenhez. A 5.3.8-as lemma alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

5.4.9. Tétel. Ha G egy megszdmldlhatd bazisi pro-p csoport, akkor F,((t))-nek van olyan L
aritmetikailag pro-véges bévitése, melyre G = Gal(L/F,((t))).

Ennek kovetkezménye a {6 eredmény ebben a fejezetben:

5.4.10. Tétel (Camina, [6]). Minden megszimldlhato bazisi pro-p csoport izomorf az N (F,)
Nottingham csoport eqy részcsoportjaval.

Fesenko bizonyitdsa. Alkalmazzuk a W funktort az aritmetikailag pro-véges L/F bdgvitésre.
Az 5.3.9-es tétel szerint ez egy G — N (F,) beagyazast ad. O

Megjegyzés: Camina eredeti bizonyitasa szintén Galois-elméleti jellegti volt, de nem hasz-
nalta a normék teste funktort. Val6jaban mindkét konstrukcié olyan részcsoportokat ad,
melyek benne vannak a Nottingham csoport torzi6janak lezartjaban.
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5.5. p-edrendi elemek

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy minden véges p-csoport bedgyazhatd a Nottingham cso-
portba, de az a bizonyitas nem explicit: p? rendd elemre nem is ismert explicit példa. Viszont
Klopsch [24] osztéalyozta a p-edrendii elemeket konjugalt osztaly erejéig. Az 6 masodik bi-
zonyitasdnak modszerét kovetem. Vegyiik észre elGszor, hogy a Nottingham csoportban egy
torzibelem mélysége mindig relativ prim p-hez a 2.3.1-es lemma miatt.

5.5.1. Lemma. Legyen (t)f,(t)g € N(F,) két p-edrendd elem a Nottingham csoportban,
melyre

) = 1 (1+ijtf) A0
=k
(t)g =t (1 +Zgjtj) y 9n 7é 0.

Ekkor f és g pontosan akkor konjugdltak, ha n =k és fr = g,.

Bizonyitds. Az egyik irdny trividlis: ha f és g konjugaltak, akkor persze k = n, és fr = g,.
A maésik irdnyhoz legyen

00 = t(1+3 0. e aro
j=k

két p-edrendd elem, Hy := (f), illetve Hy := (g), tovabba K; := Fix(H;) < F,((%)) a fix-
testek (i = 1,2)! Ekkor a F,((¢))/K; bovitések Galois bévitések, melyek Galois-csoportja
Gal(F,((t))/K;) = H;. Tehat ahhoz, hogy az f és a g elemek konjugaltak, elég belatni, hogy
van olyan o € N (F,), melyre K10 = K, mert ez épp azt jelenti, hogy o 'Hio = Hy. Az
5.4.6-os allitas miatt a F,((t))/K; bvités egy 2P —x — ; alakd polinom gydkével valo béviteés,
ahol «; € K;. Tovabba feltehetjiik, hogy p 1 vk, () < 0, mert a;-t megvaltoztatva tetszéleges
©(K;)-beli elemmel ugyanazt a bévitést kapjuk, és minden pozitiv értékelést elem benne van
o(K;)-ben, tovabba minden negativ, p-vel oszthaté mélységii elemmel van p-vel nem oszthatd
mélységii, modulo p(K;) kongruens elem. Ekkor a definicio és az 5.4.7-es lemma szerint az
F,((t)/ K és az F ((t))/ K2 bévités elagazasi toréspontja megegyezik, azaz:

—vi, () = s(Fy((1))/ K1) = D(f) = k = D(g) = s(Fg((1))/ K3) = —vi,(02).

Most legyen 3; € F,((t)) az 2P — z = «; egyenlet (egyik) gyoke (i = 1,2)! Ekkor

vk, (1) (i) = vr, () () /p = puk,(ow) /p = —k.
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Tehat ha 3y = >0, ait’, és Bo = >0, bit' a két hatvanysor alak, akkor

o0 o0 [ee] l
a+ Y at = fif=> at (1 + fjtj> , illetve
j=k

l=—k l=—k
00 00 00 !
Co + Z bltl = ﬂgg = Z bltl <1 + Zgjtj> s ahol
l=—k l=—k ji=k

0 # c1,¢0 € F, < F,. Végezziik el az [-edik hatvanyra emeléseket (ahol kell, ott recipro-
kot is vegyiink), vonjuk ki mindkét egyenlet mindkét oldalabol az egyezd Gsszeadandokat,
és hasonlitsuk Ossze a konstans tagokat! Ekkor azt kapjuk, hogy ¢ = —a_pkfy, illetve
¢y = —b_rkgr. Mivel p 1 k és fr. = g, ezért azt kapjuk, hogy Z%}’: € F,, és igy [o-t lecse-
rélve egy egészszam-szorosara elérhetjiik, hogy a_p = b_; legyen. Vegyiik észre, hogy a —k
értékelést elemeken a k-adik gySkvonas elvégezhetd (és Fy-beli k-adik egységgyck szorzotol
eltekintve egyértelmt), tehit van olyan gydk, melyre (3;/a_j)~V/* € (1 + tF,[t]). Tovabba
mivel ¢(1 + ¢F,[[t]))-n tranzitivan hat a Nottingham csoport, ezért van olyan o € N, melyre
(B1/a_) V* o = (Ba)a_y) Yk, és igy Bio = Ba, s6t a0 = ay. Ebbdl viszont kévetkezik, hogy
K0 = Ky, mert csak azt kell ellenérizni, hogy K valamelyik primeleme K5 valamelyik prime-
lemébe megy o-nal. Ezen primelemeknek megfelel példaul o illetve oy valamelyik —1/k-adik
hatvanya, hiszen p 1 k és v, (o) = —k (i = 1,2) miatt a k-adik gydkvonas elvégezhets ezeken
az elemeken. O

Most mar osztalyozni tudjuk a p-edrendii elemeket:

5.5.2. Tétel. A Nottingham csoport p-edrendi elemeinek konjugdlt osztdlyai reprezentdalha-

tok a
1
OF(n,\) =ty
(OF () =11

alaki elemekkel, aholp{n € Z* és A € .

Bizonyitds. Konnyt ellenérizni, hogy ezek valoban p-edrendi elemek, tovabbé, hogy
(t)F(n,\) = t(1 + nAt" + magasabb foku tagok),
ezért a lemma miatt készen vagyunk. O

5.5.3. Kovetkezmény. Minden p-edrendd elem stabilizdl eqy eqydimenzios részalgebrdt

Lie(N)-ben.

Bizonyitds. Az allitast elég belatni az F'(n, \) alaka elemekre. A 3.4.7-es példa szerint viszont
F(n, \) stabilizalja (e, )-et. O
5.6. Tovabbi szimelméleti kapcsolatok

Camina munkajanak egy kovetkezménye, hogy minden végesen generalt pro-p csoport
elgéllithato egy aritmetikailag pro-véges bovités Galois-csoportjaként, ha a karakterisztika p.
Tovabba Sen eredménye a kiovetkezs:
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5.6.1. Tétel (Sen, [30]). Egy 0-karakterisztikdju lokdlis test olyan teljesen eldgazd bévitése,
melynek Galois-csoportja p-adikus analitikus, mindig aritmetikailag pro-véges.

Sokaig ez volt az egyetlen eredmény 0 karakterisztikiban. Megoldatlan volt, hogy létezik-
e olyan aritmetikailag pro-véges, vagy akar csak mélyen eldgaz6 bévités, mely nem p-adikus
analitikus, illetve nincs is végtelen p-adikus analitikus faktora (ami elegendd volna ahhoz,
hogy a bévités mélyen elagazé legyen). Fesenko [12| adott egy példat nem p-adikus analitikus
aritmetikailag pro-véges bévitésre, bar ennek a példanak vannak p-adikus analitikus faktorai.

Mivel ahogy Coates és Greenberg [8] leirta a mélyen elagazo b6vitéseknek szép Kummer-
elmélete van, ezért felvet6dott az alabbi kérdés:

5.6.2. Probléma (Coates és Greenberg). Van-e olyan teljesen és mélyen eldigazé L/F
bévités, melyre F egy véges bovitése Q,-nek, és Gal(L/F)-nek nincsenek végtelen p-adikus
analitikus faktorai?

Fesenko [13] belatta, hogy a 3.1.4-es példaban értelmezett 2, < N részcsoport ¢ = p”
esetén (is) 6roklgdden épp végtelen, tovabba

5.6.3. Tétel (Fesenko, [13]). Legyen q = p" > p, és F egy legaldbb q-adfoki véges eldga-
zdsmentes bovitése Q,-nek. Ekkor van olyan L/F teljesen eldgazd aritmetikailag pro-véges
— specidlisan mélyen eldgazo — Galois bovités, melynek Galois-csoportja U, és tetszdleges
F < M < K < L kézbiilsd testekre Gal(K /M) nem p-adikus analitikus, ha (M : F) < 0o és
K /M egy végtelen Galois-bévités.

Megjegyzés: Mivel 2, < N Hausdorff dimenzioja hdim2, = 1/q > 0, ezért az 5.4.2-es
allitas szerint W(Gal(L/F)) # 2, viszont W (Gal(L/F)) = 2,, azaz ez a csoport a normak
teste funktor altal egy maésik, vele izomorf csoportra képzsdik.
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