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1. fejezetBevezetésA Nottingham 
soportot az utóbbi id®ben egyre többet vizsgálják a matematikusok, 
so-portelméleti és számelméleti szempontból egyaránt. Ennek oka egyrészt az, hogy Caminabelátta, hogy minden megszámlálható bázisú pro-p 
soport beágyazható a Nottingham 
so-portba, tehát spe
iálisan minden véges p-
soport is. Másrészt a kommutátor-struktúrája �kissé leegyszer¶sítve � viszonylag könnyen kezelhet®, ezért a 
soport vizsgálható Lie-elméleti,illetve pusztán kombinatorikus eszközökkel is. Továbbá a Nottingham 
soport épp végtelen,azaz minden valódi (folytonos) homomorf képe véges. Ezek a 
soportok a pro-p 
soportoképít®kövei, 
sakúgy mint a véges 
soportok között az egyszer¶ek. Így a Nottingham 
soportés rész
soportjai rendkívül fontos szerepet játszanak pro-p 
soportokkal kap
solatos sejtésektesztelésében.A számelméletben a Nottingham 
soport (a továbbiakban N ) úgy volt ismert, mint egy lo-kális test vad automor�zmusainak 
soportja. A 
soportelméleti köztudatba Johnson [21℄ (akitJennings [20℄ 
ikke inspirált) és tanítványa, York [40℄ hozta be 1988-ban. �k a nottinghamiegyetemen dolgoztak, innen ered a név. A Nottingham 
soport megjelenítése mint formá-lis hatványsorok a kompozí
ióra nézve, alkalmas volt arra, hogy a legtöbb 
soportelméletitulajdonságot belássák. Ezeket az eredményeket foglalom össze a második fejezetben.A Hausdor� dimenzió fogalmát Barnea és Shalev [5℄, illetve Aber
rombie [1℄ alkalmaztael®ször algebrai struktúrákra. Ez a mennyiség rendkívül jól méri a rész
soportok méretét.Ahogy véges 
soportok esetén érdekes tudni, hogy egy adott 
soportnak milyen rend¶ rész
so-portjai vannak, ugyanúgy fontos vizsgálni egy pro-véges 
soport Hausdor� spektrumát, azazazon 0 és 1 közötti valós számok halmazát, melyek el®állnak egy rész
soport Hausdor� dimen-ziójaként. Az úgynevezett index-rész
soportok adják az eddig ismert legtöbb pontot a Not-tingham 
soport Hausdor� spektrumában. A további pontok meghatározásában a Notting-ham 
soport Lie-algebrája (a továbbiakban Lie(N )) segít: egy rész
soport Lie-algebrájánakHausdor� dimenziója megegyezik a rész
soportéval. A Lie-algebra pedig sokkal könnyebbenkezelhet®, mert a Lie-szorzáson kívül van rajta vektortér struktúra is. Ez az oka annak, hogymíg N Hausdor� spektrumára 
sak be
sléseket tudunk, addig Lie(N )-é ismert. A maximálisnem-nyílt rész
soportok fogalma új megvilágításba helyez néhány korábban is ismert állítást,de a rájuk vonatkozó eredmények újak. Ezek � bizonyos szempontból � a véges 
soportokmaximális rész
soportjainak általánosításai.Valójában a maximális nem-nyílt rész
soportokat valószín¶ségi kérdések vizsgálatára ve-zettem be. Az ebbe a témakörbe tartozó problémák többsége Shalevt®l [31℄, [32℄ ered. Aszimp-totikus és valószín¶ségi módszereket véges 
soportok vizsgálatára is használnak. Egy pro-p2



(vagy általánosabban egy pro-véges) 
soporton a valószín¶ségi mez® nem más, mint az 1-renormált Haar-mérték. Az ezzel a témakörrel foglalkozó fejezetben Szegedy Balázs egy ered-ményét tárgyalom, mely szerint a Nottingham 
soportban két elem 1 valószín¶séggel szabadrész
soportot generál. Ennek a problémának a �társsejtése�, hogy két elem 1 valószín¶séggelnyílt rész
soportot generál (topologikusan). Ezt egyel®re nem sikerült bebizonyítani, de talána maximális nem-nyílt rész
soportok további vizsgálata segíthet a kérdés megválaszolásában.Ha a Nottingham 
soportra úgy tekintünk, mint egy Fq véges test feletti formális Laurent-sorok Fq((t)) testének azon automor�zmusainak 
soportjára, melyek t-t �xen hagyják modulo
t2, akkor a rész
soportokat vizsgálhatjuk Galois-elméleti módszerekkel. Az ezzel foglalkozófejezetben közlöm Fesenko bizonyítását Camina tételére. A módszernek fontos felhasználá-sai vannak: a mélyen elágazó b®vítéseket alkalmazni lehet az Abel-féle varietások Kummer-elméletében [8℄, [34℄. Így a Nottingham 
soport rész
soportjainak segítségével lehet választkapni bizonyos számelméleti eredet¶ problémákra.Ezúton is szeretném megköszönni témavezet®mnek, Heged¶s Pálnak az érdekes témát, asok értékes megjegyzést, segítséget, illetve a p-adikus analitikus 
soportokról szóló kurzust.1.1. Pro-véges- és pro-p 
soportokA pro-véges 
soportok a véges-, a pro-p 
soportok a p-
soportok általánosításai. Ebben azalfejezetben alapvet® tulajdonságaikat tekintem át, melyekre szükség lesz a kés®bbiekben.1.1.1. De�ní
ió. Egy G topologikus 
soportot pro-véges 
soportnak nevezünk, ha kompakt,Hausdor�, és az egységelemnek van nyílt rész
soportokból álló környezetbázisa.1.1.2. Jelölés. Legyen G egy tetsz®leges topologikus 
soport! Ekkor egy H nyílt, illetve zártrész
soportot rendre H ≤o G-vel, illetveH ≤c G-vel jelölök. Egy N nyílt (zárt) normálosztóraa jelölés N ⊳o G (N ⊳c G). Egy X ⊆ G halmaz lezártja X.1.1.1. Állítás. Legyen G egy pro-véges 
soport! Ekkor igazak az alábbi kijelentések:(i) G minden nyílt rész
soportja zárt, véges index¶, és tartalmaz egy nyílt normálosztót.Egy zárt rész
soport G-ben pontosan akkor nyílt, ha véges index¶. A nyílt rész
soportokmetszete 
sak az egységelemb®l áll.(ii) G egy részhalmaza pontosan akkor nyílt, ha nyílt rész
soportok szerinti mellékosztályokegyesítése.(iii) Egy tetsz®leges X ⊆ G részhalmazra

X =
⋂

N⊳oG

XN.Ha X egy rész
soport, akkor
X =

⋂

{K : X ≤ K ≤o G}.(iv) Ha X és Y zárt részhalmazai G-nek, akkor az XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y } halmaz is az.3



(v) Legyen H egy zárt rész
soportja G-nek! Ekkor H (az indukált topológiával) egy pro-véges
soport. H minden nyílt rész
soportja H ∩K alakú, ahol K ≤o G.(vi) Legyen N egy zárt normálosztó G-ben! Ekkor G/N (a hányadostér topológiával) egypro-véges 
soport, és a természetes homomor�zmus egy nyílt és zárt folytonos leképezés.(vii) Egy (gi) ⊆ G sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cau
hy-sorozat, azaz ha minden
N ⊳o G-re van olyan n = n(N), amelyre g−1

i gj ∈ N minden i, j ≥ n-re.Bizonyítás. Az els® két állításhoz vegyük észre, hogy a 
soportelemekkel való eltolás folyto-nossága miatt egy nyílt rész
soport minden (bal- és jobb oldali) mellékosztálya nyílt, ezértegy nyílt rész
soport zárt is, a kompaktság miatt véges sok mellékosztály van, és egy tet-sz®leges elem környezetbázisát a nyílt rész
soportok megfelel® mellékosztályai alkotják. Egynyílt rész
soportnak véges sok konjugáltja van, ezek metszete egy véges index¶ nyílt nor-málosztó. Vegyük észre, hogy ebb®l az állításból következik, hogy a nyílt normálosztók iskörnyezetbázisát alkotják az egységelemnek.A (iii)-as állításnak elegend® az els® felét belátni. Az hogy egy y ∈ G elem nin
s benne Xlezártjában azzal ekvivalens, hogy van olyan N ⊳o G nyílt normálosztó, melyre yN ∩X = ∅,azaz y /∈ XN .A (iv)-es állításhoz vegyük észre, hogy mivel G kompakt Hausdor�, ezért egy részhalmazzártsága ekvivalens a kompaktságával. Tehát ha X és Y zárt, akkor X×Y ⊆ G×G kompakt,továbbá a
G×G −→ G

(g1, g2) 7−→ g1g2leképezés folytonos, tehát XY is zárt, hiszen egy kompakt halmaz folytonos képe.Az (v)-ös és a (vi)-os állítás a de�ní
ió közvetlen következménye. A (vii)-es állításban egykonvergens sorozat nyilván Cau
hy. A megfordításhoz legyen (gi) ⊆ G egy Cau
hy-sorozat.Ha a {gi : i ∈ N} halmaz véges, akkor a sorozat egy elég nagy indext®l kezdve konstans,hiszen Cau
hy. Ha viszont ez a halmaz végtelen, akkor mivel G kompakt és Hausdor�, ezértennek a halmaznak van egy g ∈ G torlódási pontja. Most legyen N ⊳oG tetsz®leges. Ekkor a
gN környezet a (gi) sorozat végtelen sok pontját tartalmazza, azaz van egy olyan i ≥ n(N),melyre gi ∈ gN . Node ekkor minden j ≥ n(N)-re gj ∈ gjN = giN = gN , tehát gi → g, ha
i→∞.A pro-véges 
soportok egy másik de�ní
iója az inverz limesz fogalmán alapul. Ezt idézemmost fel. Irányított halmazon egy (Λ,≤) részbenrendezett halmazt értek azzal a tulajdonság-gal, hogy minden λ, µ ∈ Λ esetén van egy olyan ν ∈ Λ, melyre ν ≥ λ és ν ≥ µ. Halmazok(vagy 
soportok, gy¶r¶k, topologikus terek) Λ indexelés¶ inverz rendszerén halmazoknak egy
(Gλ)λ∈Λ 
saládját értem minden λ ≥ µ esetén a πλµ : Gλ → Gµ leképezésekkel (homomor�zmu-sokkal, illetve folytonos függvényekkel) együtt, melyek teljesítik a természetes kompatibilitásifeltételeket:

πλλ = idGλ
, és

πλµπµν = πλν , ha λ ≥ µ ≥ ν.4



A lim←−Gλ = lim←−(Gλ)λ∈Λ inverz limesz az összes olyan (gλ) �vektor�-ból álló részhalmaza (rész-
soportja, stb.) a ∏λ∈ΛGλ direkt szorzatnak, melyekre gλπλµ = gµ, ha λ ≥ µ.Ha a Gλ halmazok véges 
soportok, akkor a diszkrét topológiával topologikus terek is, így
lim←−Gλ egy topologikus 
soport lesz.Ha Λ egy adottG 
soport normálosztóinak egy 
saládja, akkor Λ-t rendezhetjük a forditotttartalmazással. Így egy (G/N)N∈Λ inverz rendszert kapunk a természetes G/N → G/M(N ≤M) epimor�zmusokkal.1.1.2. Állítás. Ha G egy pro-véges 
soport, akkor G ∼= lim←−(G/N)N⊳oG. Megfordítva, véges
soportok egy inverz rendszerének inverz limesze egy pro-véges 
soport.Bizonyítás. Legyen Ĝ := lim←−(G/N)N⊳oG, továbbá

ι : G →
∏

G/N

gι = (gN)N⊳oGa természetes homomor�zmus. Mivel ⋂N⊳oG
N = 1, ezért ι injektív, és az is világos, hogy

Gι ≤ Ĝ. A szürjektivitás igazolásához vegyünk egy (gNN) ∈ Ĝ elemet. Ekkor a gNNmellékosztályok közül bármely véges sok metszete nemüres, hiszen Λ-ban bármely véges sokelemnek van fels® korlátja. Így
⋂

N⊳oG

gNN 6= ∅,mert ezek zárt részhalmazok egy kompakt térben. Ha g-t ebben a metszetben választjuk,akkor gι = (gNN).Mivel kompakt Hausdor� terek között egy folytonos bijek
ió mindig homeomor�zmus,ezért elég belátni, hogy ι folytonos. Egy M ⊳o G nyílt normálosztóra legyen
U(M) :=

∏

N 6≥M

G/N ×
∏

N≥M

{1} ≤
∏

N⊳oG

G/N !Ekkor a U(M) ∩ Ĝ 
soportok az egységelem egy környezetbázisát alkotják Ĝ-ban, és minden
M-re U(M)ι−1 = M , ami nyílt G-ben. Tehát ι folytonos.A megfordításhoz tekintsük véges 
soportok egy Gλ inverz rendszerét, mindegyiket a diszk-rét topológiával! Ekkor ∏λ∈ΛGλ Hausdor�, és Tyihonov tétele miatt kompakt. A szorzatto-pológia de�ní
iójából következik, hogy az egységelem tetsz®leges nyílt környezete tartalmazegy

U(S) :=
∏

λ/∈S

Gλ ×
∏

λ∈S

{1}alakú rész
soportot valamilyen S ⊂ Λ véges halmazra. Tehát ∏λ∈ΛGλ egy pro-véges 
soport,ezért 
sak azt kell belátnunk, hogy Ĝ := lim←−Gλ egy zárt rész
soport. Most legyen g ∈
∏

Gλ \ Ĝ! Ekkor van egy olyan ν > µ ∈ Λ, melyre gνπνµ 6= gµ, ezért gU({ν, µ}) egy olyannyílt környezete g-nek, melynek Ĝ-pal vett metszete üres. Tehát ∏Gλ \ Ĝ nyílt, és készenvagyunk.1.1.3. De�ní
ió. Egy G pro-véges 
soportot pro-p 
soportnak nevezünk, ha minden nyíltnormálosztójának indexe p-hatvány. 5



A de�ní
ió és az 1.1.2-es állítás egyszer¶ alkalmazása a következ® eredmény:1.1.3. Állítás. Egy G topologikus 
soport pontosan akkor pro-p 
soport, ha véges p-
soportokegy inverz limeszével topologikusan izomorf.Generált rész
soporton (illetve részalgebrán) ezentúl mindig topologikus generátumot ér-tek, azaz a hagyományos generátum lezártját � kivéve néhány esetben, ahol ezt hangsúlyozom.1.1.4. De�ní
ió. Legyen G egy végesen generált pro-p 
soport! Ekkor a P1(G) := G,
Pn(G) := Pn−1(G)p[Pn−1(G), G] �ltrálást G alsó 
entrális p-lán
ának nevezzük.1.1.5. De�ní
ió. Legyen G végesen generált pro-p 
soport! Ekkor

(i) G hatványteljes (powerful), ha Gp ≥ [G,G] és p > 2, vagy ha G4 ≥ [G,G] és p = 2.
(ii) G egyenletesen hatványteljes (uniformly powerful), vagy röviden egyenletes, ha hatvány-teljes, és az alsó 
entrális p-lán
ának Pi(G)/Pi+1(G) (i ≥ 1) szeletei mind egyenl®, pdrend¶ek. G dimenziója ekkor de�ní
ió szerint d.Az egyenletes pro-p 
soportok azért fontosak, illetve viszonylag könnyen kezelhet®k, mertbevezethet® rajtuk egy Zp feletti Lie-algebra struktúra. Az összeadás és a Lie-szorzás a
soportm¶veletb®l közvetlenül � és természetes módon � de�niálható ([10℄ Chapter 4). ALie-algebra dimenziója megegyezik az eredeti egyenletes 
soport dimenziójával.1.1.6. De�ní
ió. Egy pro-p 
soport rang ja a zárt rész
soportjai minimális generátorszámá-nak szuprémuma. Egy pro-p 
soport véges rangú, ha ez a szuprémum véges.1.1.7. De�ní
ió. Legyen (τ) egy 
soportelméleti tulajdonság. EgyG 
soport virtuálisan (τ),ha van (τ) tulajdonságú véges index¶ rész
soportja. Egy G topologikus 
soport örökl®d®en

(τ), ha minden nyílt rész
soportja (τ).1.1.4. Tétel ([10℄). Egy pro-p 
soport pontosan akkor véges rangú, ha virtuálisan egyenletes.A pro-p 
soportok körében rendkívül fontos szerepet játszanak az úgynevezett p-adikusanalitikus 
soportok. Fontos alkalmazásaik vannak a számelméletben. A p-adikus egészekfeletti 
soportalgebrájukat (igazság szerint 
sak 
soportgy¶r¶, mivel Zp nem test) nevezikIwasawa-algebráknak. Ezek moduluselmélete mostanában rendkívül gyorsan fejl®d® ága azalgebrának.1.1.8. De�ní
ió. Egy topologikus teret n-dimenziós p-adikus analitikus sokaságnak neve-zünk, ha van olyan nyílt fedése, melyben a lefed® halmazok Zn
p egy-egy nyílt részhalmazávalhomeomorfak, továbbá az áttérési függvények p-adikus értelemben analitikusak.1.1.9. De�ní
ió. Egy topologikus 
soportot p-adikus analitikusnak hívunk, ha van rajta egy

p-adikus analitikus sokaság struktúra, és a szorzás, illetve az invertálás m¶velete analitikus.Megjegyzés: Egy p-adikus analitikus 
soport nem feltétlenül pro-p 
soport. Viszont igaz azalábbi � pusztán 
soportelméleti tulajdonságaikkal való � jellemzés:1.1.5. Tétel ([10℄). Egy G topologikus 
soport pontosan akkor p-adikus analitikus, ha nyíltrész
soportként tartalmaz egy véges rangú pro-p 
soportot.Ez a feltétel az 1.1.4-es tétel szerint ekvivalens azzal, hogy G-nek van egy nyílt, egyenletespro-p rész
soportja. A p-adikus analitikus 
soport dimenziója megegyezik ezen egyenletesrész
soport dimenziójával. 6



2. fejezetA Nottingham 
soport és tulajdonságai
2.1. A Nottingham 
soport megadása2.1.1. De�ní
ió. Legyen R kommutatív, egységelemes gy¶r¶! Az

f = t

(

1 +

∞
∑

k=1

αkt
k

)

∈ R[[t]]alakú alakú formális hatványsorok halmazát a kompozí
ióra nézve az R Notthingam 
so-portjának nevezzük, és N (R)-rel jelöljük.Azt, hogy ez tényleg egy 
soport, el®ször S. Jennings [20℄ látta be. Ezzel ekvivalensentekinthetjük N (R)-et úgy is, mint az R[[t]] gy¶r¶ automor�zmus
soportjának egy rész
soport-ját: (t)f := f , és ez már meghatározza R[[t]] egy folytonos automor�zmusát, amely R-et �xenhagyja. Könny¶ ellen®rizni, hogy ez a leképezés 
soporthomomor�zmus: (t)fg = ((t)f)g.Szakdolgozatomban azzal a spe
iális esettel foglalkozom, ha R egy Fq (q = pf) véges test, éskülönösképp azzal, amikor q = p prím. Legyen A(Fq) az
f =

∞
∑

k=1

αkt
k ∈ Fq[[t]] α1 6= 0alakú hatványsorok 
soportja a kompozí
ióra. Ekkor érvényes az alábbi tétel:2.1.1. Tétel.

A(Fp) ∼= Aut(Fp[[t]]) ∼= Autc(Fp((t))) ∼= Aut(Fp((t))),ahol Autc a folytonos automor�zmusok 
soportját jelöli.Bizonyítás. Egy σ gy¶r¶automor�zmus nyilván kiterjed a hányadostestre:
σ





(

∞
∑

k=0

αkt
k

)−1


 =

(

σ

(

∞
∑

k=0

αkt
k

))−1

.A visszafelé irányhoz használjuk azt a tényt, hogy Fp((t))-nek 
sak egyetlen olyan értékelésevan, melyre nézve teljes, mégpedig a szokásos:
v

(

∞
∑

k=−n

αkt
k

)

= −n, ha α−n 6= 0.7



Node, ha σ egy testautomor�zmus, akkor
vσ

(

∞
∑

k=−n

αkt
k

)

:= v

(

σ

(

∞
∑

k=−n

αkt
k

))is egy értékelése Fp((t))-nek, melyre nézve teljes, ezért vσ = v, azaz σ megtartja az értékelést,tehát folytonos, és megszorítható Fp[[t]]-re.Hasonlóan A(Fq) megegyezik Fq((t)) azon folytonos automor�zmusainak a 
soportjával,melyek Fq-t �xen hagyják.Most de�niálom A(Fq) egy �ltrálását: Legyen
Nk(Fq) = {σ ∈ A(Fq) : σ(t)− t ∈ tk+1Fq[[t]]}!Ekkor N1 = N , és Nn ⊳ A(Fq), hiszen megegyezik a következ® homomor�zmus magjával:Jelölje

An(Fq) := {f : (t)f =

n
∑

k=1

αkt
k, ahol αk ∈ Fq és α1 6= 0}

Aut(Fq[[t]]/tn+1Fq[[t]]) egy (q − 1)qn−1-rend¶ rész
soportját, és Φn a természetes vetítést:
Φn : A(Fq) −→ An(Fq)

(

f : t 7→
∞
∑

k=1

αkt
k

)

7−→
(

fn : t 7→
n
∑

k=1

αkt
k

)

!Ekkor Nn = Ker(Φn), |A(Fq) : N| = q − 1 és |Nn : Nn+1| = q. Könny¶ látni, hogy N =
lim←−(N /Nn) egy pro-p 
soport, mégpedig A(Fq) (egyetlen) pro-p-Sylowja.2.1.2. De�ní
ió. Ha 1 6= g ∈ N , akkor létezik egy olyan n ∈ Z+ egész szám, hogy g ∈
Nn\Nn+1. Ezt az n-et nevezzük g mélységének, és D(g)-vel jelöljük. Az egységelem mélysége
∞.2.1.3. Jelölés. Ha n ∈ Z+ és α ∈ Fq, akkor jelölje en[α] ∈ Nn azt az elemet, melyre
(t)en[α] = t(1 + αtn)! Legyen továbbá q = pf , és Fq egy bázisa Fp fölött γ1, γ2, . . . , γf .
N (Fq) úgy is ismert a számelméletben, mint Fq((t)) vad automor�zmusainak a 
soportja.Erre még visszatérek az 5. fejezetben.2.2. Kommutátor-struktúra2.2.1. Állítás. Legyen (t)a = t(1 +

∑∞
k=n αkt

k), és (t)b = t(1 +
∑∞

j=l βjt
j) két tetsz®legeselem a Nottingham 
soportból! Ekkor (t)[a, b] = t(1 + (n− l)αnβltn+l + . . . ).Bizonyítás.

(t)ab = (t)b

(

1 +

∞
∑

k=n

αk((t)b)
k

)

= t

(

1 +

∞
∑

j=l

βjt
j

)



1 +

∞
∑

k=n

αkt
k

(

1 +

∞
∑

j=l

βjt
j

)k


 ≡

≡ t

(

1 +

n+l
∑

k=n

αkt
k +

n+l
∑

j=l

βjt
j + (n+ 1)αnβlt

n+l

)

(mod tn+l+2Fq[[t]]).8



Hasonlóan
(t)ba ≡ t

(

1 +

n+l
∑

j=l

βjt
j +

n+l
∑

k=n

αkt
k + (l + 1)αnβlt

n+l

)

(mod tn+l+2Fq[[t]]).Legyen most s ∈ N olyan, hogy (t)s = t(1 + (n− l)αnβltn+l)! Ekkor
(t)bas ≡ (t)s

(

1 +

n+l
∑

j=l

βj((t)s)
j +

n+l
∑

k=n

αk((t)s)
k + (l + 1)αnβl((t)s)

n+l

)

≡

≡ t
(

1 + (n− l)αnβltn+l
)

(

1 +
n+l
∑

j=l

βjt
j +

n+l
∑

k=n

αkt
k + (l + 1)αnβlt

n+l

)

≡

≡ t

(

1 +
n+l
∑

j=l

βjt
j +

n+l
∑

k=n

αkt
k + (l + 1)αnβlt

n+l + (n− l)αnβltn+l

)

≡

≡ t

(

1 +

n+l
∑

j=l

βjt
j +

n+l
∑

k=n

αkt
k + (n + 1)αnβlt

n+l

)

≡ (t)ab (mod tn+l+2Fq[[t]]),mert
((t)s)i = ti

(

1 + (n− l)αnβltn+l
)i ≡ ti (mod tn+l+1Fq[[t]]),ha i ≥ 1. Node ekkor tetsz®leges f ∈ Fq[[t]]-re

(f)bas ≡ (f)ab (mod tn+l+2Fq[[t]]),spe
iálisan f = (t)a−1b−1-re is:
(t)[a, b] = (t)a−1b−1ab = t(1 + (n− l)αnβltn+l + . . . ),ahogy állítottam.2.2.2. Következmény. Legyen a, b ∈ N ! Ekkor
D([a, b]) = D(a) +D(b), ha D(a) 6≡ D(b) (mod p)

D([a, b]) > D(a) +D(b), ha D(a) ≡ D(b) (mod p).2.2.3. Következmény. Ha p > 2, akkor
[Nn,Nm] = [Nn,Nm] =

{

Nn+m, ha n 6≡ m (mod p)

Nn+m+1, ha n ≡ m (mod p).Bizonyítás. Legyen l ≥ n+m, ha n 6≡ m, és l > n+m, ha n ≡ m (mod p). Ekkor van olyan
r ≥ n és s ≥ m, melyre r 6≡ s, és r + s = l. Ha α ∈ Fq tetsz®leges, akkor

(t)[en[1], em[α]] = t(1 + αtl + . . . ),azaz [Nn,Nm]-ben van l mélység¶, α f®együtthatójú elem, ezért
[Nn,Nm] =

{

Nn+m, ha n 6≡ m (mod p)

Nn+m+1, ha n ≡ m (mod p).Node egy pro-véges 
soportban bármely két zárt rész
soport kommutátora is zárt, azaz
[Nn,Nm] = [Nn,Nm]. 9



2.2.1. De�ní
ió. Egy pro-p 
soportot épp végtelennek (just in�nite) nevezünk, ha mindennemtriviális zárt normálosztója nyílt, vagy ekvivalensen ha minden valódi homomorf képevéges. Egy pro-p 
soport örökl®d®en épp végtelen (hereditarily just in�nite), ha minden nyíltrész
soportja épp végtelen.A pro-p 
soportok épít®kövei az épp végtelenek, hasonló szerepet játszanak, mint a véges
soportok körében az egyszer¶ek.2.2.4. Állítás. Legyen p > 2, és 1 6= g ∈ N tetsz®leges, D(g) = n! Ekkor
〈g〉N =

{

〈g,Nn+1〉, ha n 6≡ 1 (mod p)

〈g,Nn+2〉, ha n ≡ 1 (mod p),így mindenképpen nyílt, azaz N épp végtelen.Bizonyítás. Ham > n (illetve n ≡ 1 (mod p) eseténm > n+1), akkor ismételt kommutálássalel® tudunk állítani g-b®l egy adott f®együtthatójú, m mélység¶ elemet.2.2.5. Tétel. N örökl®d®en épp végtelen.Bizonyítás. Csak p > 2-re bizonyítom. Legyen H ≤o N egy tetsz®leges nyílt rész
soport!Ekkor van olyan n ∈ Z+, hogy Nn ≤ H . Ha 1 6= g ∈ H , D(g) = m, akkor 〈g〉H ≥ Nm+2n+2p−2,hiszen ha m + n ≤ k 6≡ 2m (mod p), akkor g-t egy megfelel® Nn-beli elemmel kommutálvaegy t 7→ t(1 + αtk + . . . ) alakú elemet kapunk, ha pedig m + 2n + 2p − 2 ≤ k ≡ 2m, akkorkommutálhatunk két lépésben. Tehát H minden nemtriviális zárt rész
soportja nyílt, azaz Hépp végtelen.Megjegyzés: A 2 karakterisztikájú eset Heged¶s Pál [16℄ eredménye.2.3. Hatvány-struktúraA Nottingham 
soport hatvány-struktúrájának vizsgálatához bevezetek egy végtelenM(g)mátrixot minden g ∈ N -re [40℄. Mégpedig legyen M(g) = {mij}, ahol
mij = tj együtthatója (ti)g-ben.Ezt úgy is interpretálhatjuk, hogy g egy lineáris transzformá
iója a tFp[[t]] topologikus vek-tortérnek, melynek (topologikus) bázisa t, t2, t3, . . . Világos, hogy M(g) = I + U(g), ahol

I az identitás, U(g) pedig egy szigorúan fels® háromszögmátrix. Mivel char(Fq) = p, ezért
M(gp) = (I + U(g))p = I + U(g)p.2.3.1. Lemma. Ha D(g) = n, akkor

D(gp) = np, ha n ≡ 0 (mod p), és
> np, ha n 6≡ 0 (mod p).

10



Bizonyítás. Legyen h ∈ Fq[[t]] egy tetsz®leges formális hatványsor, amely f®tagja
h ≡ αtj (mod tj+1Fq[[t]])valamilyen α ∈ Fq-ra! Tegyük fel továbbá, hogy (t)g = t(1 +

∑∞
k=n βkt

k)! Ekkor
hM(g) ≡ αtj

(

1 +
∞
∑

k=n

βkt
k

)j

≡ αtj + jαβnt
n+j (mod tn+j+1Fq[[t]]), ezért

hU(g) ≡ jαβnt
n+j (mod tn+j+1Fq[[t]]), és így

hU(g)p ≡ j(j + n)(j + 2n) . . . (j + (p− 1)n)αβpnt
pn+j (mod tpn+j+1Fq[[t]]).Ha ez utóbbit alkalmazzuk h = t-re, akkor a kívánt állítást kapjuk.Megjegyzések:1. Ha D(g) osztható p-vel, akkor g végtelen rend¶. Persze a Nottingham 
soportbanvannak véges rend¶ elemek is, s®t, ahogy az 5. fejezetben látni fogjuk, minden véges

p-
soport beágyazható N -be.2. Világos, hogy N p
n ≤ N p

n ≤ Nnp illetve p > 2 esetén Nnp ≤ N2n+1 = [Nn,Nn]. Így NnFrattini rész
soportja
Φ(Nn) = [Nn,Nn]N p

n = [Nn,Nn] = N2n+1,tehát d(Nn) = (n + 1)f , azaz Nn végesen generált minden n-re. Spe
iálisan N = N1egy 2f generátorszámú pro-p 
soport és
N = 〈e1[γi], e2[γi] : 1 ≤ i ≤ f〉.3. Az el®z® megjegyzés és a 2.2.1-es állítás miatt:

Φ(N (F2f )n) ≤ N (F2f )2n.4. N nem p-adikus analitikus, hiszen az el®z® két megjegyzés szerint nem véges a rangja.2.3.2. Tétel. Ha p páratlan, és n ≡ 0 (mod p), akkor N p
n = N p

n = Nnp.Bizonyítás. A 2.3.1-es lemma miatt N p
n ≤ Nnp, s®t a bizonyításból az is látszik, hogy

en[α]p ≡ enp[α
p] (mod Nnp+1).A 2.2.4-es állítás tétel szerint

Nnp = 〈en[γi]p : 1 ≤ i ≤ f〉N ≤ N p
n = N p

n ,hiszen Nn egy végesen generált pro-p 
soport, ezért N p
n zárt. (Martinez tétele: [10℄, p. 34)Vegyük észre, hogy gp fel
serélhet® g-vel, tehát ha D(g) = n, akkor D(gp) ≡ D(g) a 2.2.2-eskövetkezmény szerint, és ezért D(gp) ≥ np + n̄, ahol n ≡ n̄ (mod p) és 0 ≤ n̄ ≤ p − 1.Gondosabb számolással belátható a következ® tétel [7℄:2.3.3. Tétel. Ha p páratlan, akkor N p

n = N p
n = Nnp+n̄, ahol n ≡ n̄ (mod p) és 0 ≤ n̄ ≤ p−1.11



3. fejezetA Lie-elméleti módszer és a Hausdor�dimenzió
3.1. A Hausdor� dimenzió és az index-rész
soportok3.1.1. De�ní
ió. Egy pro-véges 
soportra azt mondjuk, hogy megszámlálható bázisú, ha azegységelemnek létezik megszámlálható környezetbázisa.3.1.2. De�ní
ió. Legyen G egy megszámlálható bázisú pro-véges 
soport, és {Gn} egy rög-zített �ltrálása, D a hozzá tartozó mélység! Ekkor megadhatunk egy metrikát G-n, minttopologikus téren: ha g1, g2 ∈ G, akkor távolságuk d(g1, g2) = 1/D(g−1

1 g2).Ez valóban metrika, s®t ultrametrika hiszen1. Szimmetrikus: D(g−1
1 g2) = D((g−1

1 g2)
−1) = D(g−1

2 g1)2. d(g1, g2) = 0⇔ D(g−1
1 g2) =∞⇔ g1 = g23. Nem
sak a háromszögegyenl®tlenség, hanem az ultrametrikus egyenl®tlenség is teljesül:

d(g1, g3) = 1/D(g−1
1 g3) ≤ max(1/D(g−1

1 g2), 1/D(g−1
2 g3)) = max(d(g1, g2), d(g2, g3)).Így G egy kompakt, teljes metrikus tér, hiszen minden Cau
hy-sorozat konvergens, és a topo-lógia megegyezik G eredeti topológiájával. Egy H ⊆ G zárt részhalmaz Hausdor� dimenziójátértelmezhetjük a valós függvénytanból megismert módon. Ha H rész
soport is, akkor dimen-ziója kiszámolható az alábbi formulával:

hdim(H) = hdimG(H) = lim inf
n→∞

log |HGn : Gn|
log |G : Gn|

= lim inf
n→∞

log |H : H ∩Gn|
log |G : Gn|

.Tulajdonságok:1. Egy zárt rész
soport Hausdor� dimenziója tehát egy 0 és 1 közötti valós szám.2. Ha H1 ≤ H2, akkor hdim(H1) ≤ hdim(H2).3. H pontosan akkor nyílt, ha hdim(H) = 1.12



4. Ha H véges, akkor hdim(H) = 0.3.1.3. De�ní
ió. Egy G pro-véges 
soport Hausdor� spektruma a [0, 1] intervallum egy rész-halmaza: hspec(G) := {hdim(H) : H ≤c G}.A Nottingham 
soport Hausdor� spektrumának meghatározásában fontos szerepet játszanakaz ún. index-rész
soportok, melyeket Barnea és Klops
h de�niált épp erre a 
élra [3℄:3.1.4. De�ní
ió. Egy I ⊆ Z+ részhalmazhazhoz értelmezzük
N [I] :=

{

t

(

1 +
∑

i∈I

ait
i

)}zárt részhalmazát N -nek. Ha N [I] ≤ N egy rész
soport, akkor I-t megengedett indexhal-maznak, N [I]-t pedig (az I-hez tartozó) indexrész
soportnak nevezzük.A következ® elemi lemma a kés®bbi példákban lesz fontos:3.1.1. Lemma. Legyen i, n ∈ Z+ pozitív egészek p-es számrendszerbeli alakja i =
∑∞

m=0 imp
milletve n =

∑∞
m=0 nmp

m! Ekkor p ∤
(

i
n

) akkor és 
sak akkor, ha minden m ∈ N-re im ≥ nm.Bizonyítás. Közismert állítás, hogy k! prímtényez®s felbontásában p a
[

k

p

]

+

[

k

p2

]

+ · · ·+
[

k

pj

]

+ · · · =
∞
∑

j=1

[

k

pj

] -edikkitev®n szerepel, ahol a szögletes zárójel az egészrészt jelöli. Tehát ( i
n

)

= i!
n!(i−n)!

-ban p a
∞
∑

j=1

([

i

pj

]

−
[

n

pj

]

−
[

i− n
pj

]) -edikhatványon szerepel. Viszont [a] + [b] ≤ [a + b], és egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha
{a} + {b} < 1 (ahol a kap
sos zárójel a törtrészt jelöli). Tehát p ∤

(

i
n

) ekvivalens azzal, hogy
{

n
pj

}

+
{

i−n
pj

}

< 1 minden j ≥ 1 egész számra. Ez pedig könnyen láthatóan ekvivalens azállításban szerepl® feltétellel.3.1.2. Lemma. Legyen G egy pro-véges 
soport, és H egy zárt részfél
soportja! Ekkor Hrész
soportja is G-nek.Bizonyítás. Ha h ∈ H , akkor lim
s→∞

hp
s−1 = h−1 ∈ H .3.1.3. Tétel. I ⊆ Z+ pontosan akkor megengedett indexhalmaz, ha minden i ∈ I és 1 ≤ n ≤

i+ 1, (i+1
n

)

6≡ 0 (mod p)-re {i+ nj : j ∈ I} ⊆ I.Bizonyítás. Egyik irány: Ha I megengedett indexhalmaz, és i, j ∈ I, akkor ei[1]ej[1] ∈ N [I],azaz
(t)ei[1]ej [1] = t+ tj+1 + (t+ tj+1)i+1 = t+ tj+1 +

i+1
∑

n=0

(

i+ 1

n

)

ti+nj+1 miatt13



(

i+1
n

)

6≡ 0 (mod p) esetén i+ nj ∈ I.Másik irány: Tegyük fel, hogy I kielégíti a feltételt! Legyen H := N [I],
S := {ei[a] : i ∈ I, a ∈ Fq} ⊆ H,és az S által generált részfél
soport

Ŝ := {f1f2 . . . fr : r ∈ N és fm ∈ S, ha 1 ≤ m ≤ r}!Elég belátni, hogy Ŝ = H , mert részfél
soport lezártja szintén részfél
soport, s®t a 3.1.2-eslemma szerint rész
soport is.Állítás: Ŝ ⊆ H .Bizonyítás. Mivel H zárt, ezért elég belátni, hogy Ŝ ⊆ H , s®t S ⊆ H miatt azt kell megmu-tatni, hogy HS ⊆ H . Tehát legyen (t)h = t(1 +
∑

i∈I hit
i) ∈ H és (t)f = t(1 + atj) ∈ S.Ekkor

(t)hf = t+ atj+1 +
∑

i∈I

hi(t+ tj+1)i+1 = t+ atj+1 +
∑

i∈I

hi

i+1
∑

n=0

(

i+ 1

n

)

anti+nj+1 ∈ H,azaz az állítást beláttuk.A bizonyításból az is látszik, hogy (H∩Nn)/Nn+1 = (Ŝ∩Nn)/Nn+1 és ígyHNn+1/Nn+1 =

ŜNn+1/Nn+1 minden n ∈ Z+-re. Tehát H = Ŝ.3.1.4. Példa. Néhány fontos index-rész
soportja a Nottingham 
soportnak:
1. As := N [sZ+], ahol s ∈ Z+;
2. Br,s := N [prZ+ ∪ (psZ+ − 1)], ahol r, s ∈ Z+, és r ≥ s;
3. Cs := N [psZ+ − 1], ahol s ∈ Z+;
4. D := N [{pn − 1 : n ∈ Z+}].Bizonyítás. Használjuk a 3.1.3-as tétel feltételét a megengedett indexhalmazokra! Ebb®l azkönnyen látszik, hogy As és D index-rész
soport. Br,s-hez és Cs-hez legyen el®szor i ≡ −1
(mod ps) és n ∈ Z+ olyan, hogy p ∤

(

i+1
n

)! Ekkor a 3.1.1-es lemma miatt n ≡ 0 (mod ps),tehát tetsz®leges j-re i+ nj ∈ psZ+ − 1 ⊆ prZ+ ∪ (psZ+ − 1), így a 3-ast már be is láttuk. A2-es fennmaradó részéhez legyen most i ≡ 0 (mod pr)! Ekkor a 3.1.1-es lemma szerint 3 esetvan:
(i) Ha n ≡ 0 (mod pr), akkor i+ nj ≡ 0 (mod pr).

(ii) Ha n ≡ 1 (mod pr) és j ≡ −1 (mod pr), akkor r ≥ s-b®l következik, hogy i + nj ≡
nj ≡ j ≡ −1 (mod ps).

(iii) Ha n ≡ 1 (mod pr) és j ≡ 0 (mod pr), akkor i+ nj ≡ 0 (mod pr).Tehát mindhárom esetben i+ nj ∈ prZ+ ∪ (psZ+ − 1), és épp ezt akartuk.Megjegyzések:1. Ha s és p relatív prímek, akkor As
∼= A1 = N , s®t, Aspr ∼= Apr .2. Ha p | s, akkor a 2.3.1-es lemma szerint As torziómentes. I. Fesenko belátta, hogy Aprörökl®d®en épp végtelen [13℄. Erre még visszatérek az 5. fejezetben.14



3.2. A Nottingham 
soport Lie-algebrája3.2.1. De�ní
ió. Legyen
L(N ) :=

∞
⊕

i=1

Ni/Ni+1!Ez természetes módon egy Fq feletti vektortér, melynek (topologikus) generátorain megadha-tunk egy Lie-szorzást az alábbi módon: Ha D(g) = i, és D(h) = j, akkor [gNi+1, hNj+1] :=
[g, h]Ni+j+1. Az így kapott fokszámozott Lie-algebrát nevezzük az N Nottingham 
soport(kongruen
ia �ltrálásra vonatkozó) diszkrét Lie-algebrájának. A részalgebrák miatt kényel-mesebb lesz L(N )-et 
sak Fp, és nem Fq feletti Lie-algebraként tekinteni.A 2.2.1-es állítás szerint L(N (Fq)) izomorf a Witt algebra pozitív részével:

W+ = Der+Fq[t] =

∞
⊕

i=1

Fqei-vel,ahol ei = ti+1∂t, és [ei, ej ] = (j − i)ei+j . Egy izomor�zmust megadhatunk az alábbi módon:LT : t(1 + αtn + . . . )Nn 7→ αen.3.2.2. De�ní
ió. Tegyük teljessé L(N )-et az {Ln} �ltrálásra nézve, ahol Ln =
⊕∞

k=n Fqek,a kapott Lie-algebrát jelöljük Lie(N )-nel, és nevezzük a Nottingham 
soport (teljes) Lie-algebrájának.Ekkor Lie(N )-et interpretálhatjuk úgy is, mint az Fq[[t]] pronilpotens gy¶r¶ pronilpotensderiválásainak a pozitív része (Der+(Fq[[t]])): minden u ∈ Lie(N ) felírható u = f∂t alakban,ahol f ∈ t2Fq[[t]], és [f∂t, g∂t] = (f∂tg − g∂tf)∂t. Így ezen a Lie-algebrán természetes módonhat a Nottingham 
soport: ha u ∈ Der+(Fq[[t]]) egy deriválás, és g ∈ N (Fq), akkor
(gu)(r) := u(rg)g−1.Ez a hatás megadható az alábbi formulával is, és könny¶ ellen®rizni, hogy h¶:
g(p(t)∂t) =

p(tg)

∂t(tg)
∂t.Ebb®l az is látszik, hogy N hatása nem tartja meg a fokszámot, de az {Ln} = {∏∞

i=n Fqei}�ltrálást igen, hiszen ha u ∈ L(N ) ⊂ Lie(N ) egy homogén elem, akkor g(u) = u+ [LTg, u]+magasabb fokú tagok.Most de�niálom néhány természetes részalgebráját Lie(N )-nek.3.2.3. De�ní
ió. Ha s ∈ Z+, 0 < r < ps/2, és p ∤ r, továbbá H ≤ N , akkor legyen
Lies(N ) :=

∞
∏

i=1

Fqesi,

q(s, r) :=
∏

n≡0,±r (ps)

Fqen,

LT(H) := 〈LT(h) : h ∈ H〉 =

∞
∏

n=1

(H ∩ Nn)Nn+1/Nn+1!15



Megjegyzések:1. Ha Lie(N )-et Fq és nem Fp feletti Lie-algebrának tekintenénk, akkor LT(H) nem feltét-lenül lenne részalgebra.2. LT(Nn) = Ln.3. Ha (s, p) = 1, akkor Lies(N ) ∼= Lie(N ).A Hausdor� dimenzió fogalma analóg módon kiterjeszthet® a Lie-algebra részalgebráira is:3.2.4. De�ní
ió. Legyen K egy teljes Lie-algebra az Kn véges kodimenziós részalgebrákbólálló �ltrálásra nézve, és L ≤ K egy zárt részalgebra! Ekkor L Hausdor� dimenziója
hdimL = hdimKL := lim inf

n→∞

dim((L+Kn)/Kn)

dim(K/Kn)
.Spe
iálisan ha K = Lie(N ), és a �ltrálás a szokásos Ln =

∏∞
i=n Fqei, akkor

hdimLie(N ) = lim inf
n→∞

dim((L+ Ln)/Ln)

dim(Lie(N )/Ln)
= lim inf

n→∞

log |(L+ Ln)/Ln|
log |Lie(N )/Ln| .Az alábbi állítás összekap
solja a részalgebrák Hausdor� dimenzióját a rész
soportok Ha-usdor� dimenziójával.3.2.1. Állítás. Ha H ≤ N , akkor hdimH = hdimLie(N )LT(H), s®t minden n ∈ Z+-re

log |HNn/Nn|
log |N /Nn|

=
log |(LT(H) + Ln)/Ln|

log |Lie(N )/Ln| .Bizonyítás. Legyen H ≤ N egy tetsz®leges zárt rész
soportja a Nottingham 
soportnak!Elég belátni, hogy dim((LT(H) + Ln)/Ln) = k esetén |HNn : Nn| = pk. Mivel (LT(H) +
Ln)/Ln egy homogén elemek által generált részalgebra Lie(N )/Ln-ben, ezért vehetjük egyhomogén elemekb®l álló (Fp feletti) bázisát. Rendezzük sorba a bázis elemeit úgy, hogy anagyobb mélység¶ elem legyen hátrébb (az azonos mélység¶ elemeket egymás között bárhogyrendezhetjük):

D(u1) ≤ D(u2) ≤ · · · ≤ D(uk).Ekkor minden 1 ≤ i ≤ k-ra van olyan hi ∈ H , hogy LT(hi) = ui. Vegyük tehát a
π : (LT(H) + Ln)/Ln −→ HNn/Nn

π(λ1u1 + λ2u2 · · ·+ λkuk) = hλ1
1 h

λ2
2 . . . hλk

k Nnleképezést (ahol 0 ≤ λi ≤ p − 1), és legyen D(hλ1
1 h

λ2
2 . . . hλk

k ) = D(ur) < D(ur+1) (valójábanez esetben D(u1) = D(u2) = · · · = D(ur))! Ekkor
LT(hλ1

1 h
λ2
2 . . . hλk

k ) = λ1u1 + · · ·+ λrur 6= 0,hiszen a nagyobb mélység¶ tagok nem számítanak az LT függvénynél. Ha belátom, hogy πköl
sönösen egyértelm¶, akkor kész a bizonyítás, mert |(LT(H) + Ln)/Ln| = pk.Injektivitás: Tegyük fel indirekten, hogy valamely (0 ≤ λi, µj ≤ p− 1)-re
hλ1

1 h
λ2
2 . . . hλk

k Nn = hµ1

1 h
µ2

2 . . . hµk

k Nn!16



Vegyük azt az ellenpéldát, melyre az els® nem nulla együttható a legnagyobb index¶! Node
λ1u1 + · · ·+ λrur = LT(hλ1

1 h
λ2
2 . . . hλk

k ) = LT(hµ1

1 h
µ2

2 . . . hµk

k ) = µ1u1 + · · ·+ µsus,ezért r = s, és 1 ≤ i ≤ r esetén λi = µi, azaz az els® nem nulla tagok megegyeznek, amiellentmondás, mert egyszer¶síthetünk velük.Szürjektivitás: Tegyük fel indirekten, hogy π nem szürjektív, és vegyük a legnagyobb mélység¶
hNn elemet, mely nem áll el® képként! Ekkor LT(h) = λr1ur1 + λr1+1ur1+1 + · · ·+ λr2ur2 egyhomogén elem (LT(H) + Ln)/Ln-ben, melyre

D(ur1−1) < D(h) = D(ur1) = · · · = D(ur2) < D(ur2+1).Vegyük h−λr2
r2 . . . h

−λr1
r1 hNn-et. Ennek mélysége nagyobb, mint D(h), tehát el®áll

h
−λr2
r2 . . . h

−λr1
r1 hNn = h

λr2+1

r2+1 . . . h
λk
k Nnalakban, ahol az els® szorzótényez® azért 
sak hλr2+1

r2+1 , mert egy elem el®állításában nem szere-pelhetnek kisebb mélység¶ elemek. Ez viszont ellentmondás, mert hλr2
r2 . . . h

λr1
r1 -nel átszorozva

hNn egy el®lállítását kapjuk.3.3. Nem-nyílt rész
soportokEbben és a következ® alfejezetben legyen q = p ≥ 5 prím, és N = N (Fp)!3.3.1. Lemma. Legyen L ≤ Lie(N ) index-részalgebra a Nottingham 
soport Lie-algebrájá-ban. Ekkor ha L nem nyílt, akkor részalgebrája valamely p′ 6= p prímre Liep′(N )-nek, vagyvalamely 0 < r < p-re q(1, r)-nek.Bizonyítás. Tegyük fel, hogy L � q(1, r) semmilyen 0 < r < p egészre. Ekkor léteznek olyan
a, b ∈ L elemek, melyekre

D(a), D(b) 6≡ 0 és D(a) 6≡ ±D(b) (mod p).Legyen s = (D(a), D(b)) a mélységek legnagyobb közös osztója! Azt állítom, hogy ekkorminden elég nagy m ∈ Z egészre van L-ben ms mélység¶ elem. Ehhez de�niálom egy pozitívegész szám megengedhet® partí
ióját. Egy {bi}ti=1 sorozatot m0 ∈ Z+ pozitív egész számmegengedhet® partí
iójának nevezünk, ha az alábbi feltételek teljesülnek:
(i) minden bi D(a)-val vagy D(b)-vel egyenl®,

(ii) ha sk =
∑k

i=1 bi, akkor sk 6≡ bk+1 (mod p),
(iii) st = m0.El®ször belátom, hogy létezik olyan M és l, hogy minden m > M-re ms-nek van egy (i)-et és (iii)-at kielégít® partí
iója, melyre |u − v| ≤ l, ahol u a D(a)-val, v pedig a D(b)-velegyenl® bi-k száma. Mivel (D(a), D(b)) = s, ezért minden elég nagy, s-sel osztható számot el®17



tudunk állítani uD(a) + vD(b) alakban, s®t, u-t D(b)-vel 
sökkentve (növelve), és v-t D(a)-val növelve (
sökkentve) ugyanannak a számnak a partí
ióját kapjuk, tehát elérhet®, hogy
|u− v| ≤ D(a) +D(b) legyen. Így l-et választhatjuk D(a) +D(b)-nek.Ha megvan ez a partí
iója ms-nek, akkor meg tudjuk konstruálni ms-nek egy megen-gedhet® partí
ióját is. Vegyük D(a)-knak és D(b)-knek egy sorozatát úgy, hogy (i) és (ii)teljesüljön, és amikor 
sak lehet, válasszunk D(a)-t! Ekkor minden D(b) után következiklegalább két D(a):

D(a), D(b), D(a), D(a), . . . , D(b), D(a), D(a), . . .Tehát korlátos sok lépés után épp (u− v)-vel több D(a) van a sorozatban, mint D(b). Mivel
(u−v) korlátosm-t®l függetlenül, ezért feltehetjük, hogy a bi-k összege kisebb, mintms. Mostegészítsük ki a sorozatot váltakozó D(a)-kkal és D(b)-kkel úgy, hogy közben (ii)-t �gyelmenkívül hagyjuk, és az összeg ms legyen. Végül 
seréljük meg a szomszédos D(a)-kat és D(b)-ket a párokon belül úgy, hogy (ii) teljesüljön. Ezt megtehetjük, hiszen ha x ≡ D(a) vagy
x+D(a) ≡ D(b) (mod p), akkor x 6≡ D(b) és x+D(b) 6≡ D(a) (mod p).Tehát van egy olyan N ∈ N, hogy N < ms esetén ms-nek van megengedhet® partí
iója.Mivel a 2.2.1-es következmény szerint D(x) 6≡ D(y) esetén D([x, y]) = D(x) + D(y), ezért
L-ben van ms mélység¶ elem minden ilyen m-re. Most ha L � Liep′(N ) semmilyen p′ 6= pprímre, akkor van L-ben s-sel nem osztható mélység¶ elem, s®t (s, p) = 1 miatt (esetlegtovábbi kommutátorképzéssel) olyan is, aminek mélysége p-vel sem osztható, és az el®bbimódszer ismételt alkalmazásával látható, hogy minden elég nagy m-re L-ben van m mélység¶elem is, azaz L nyílt.3.3.2. Következmény. Lie(N ) maximális nem-nyílt index-részalgebrái pontosan a Liep′(N )és a q(1, r) alakú részalgebrák.Bizonyítás. A 3.3.1-es lemma bizonyításából az is látszik, hogy ezek a részalgebrák maximá-lisak a nem-nyíltak között.3.3.3. Következmény. Ha L ≤ Lie(N ) egy nem-nyílt részalgebra, akkor minden ε > 0-ralétezik olyan n0 ∈ Z+, melyre n0 < n esetén

log |(L+ Ln)/Ln|
log |Lie(N )/Ln| ≤ max

(

3

p
+ ε,

1

2

)

.Bizonyítás. Alkalmazzuk a 3.3.1-es lemmát, és vegyük észre, hogy
lim
n→∞

log |(Liep′(N ) + Ln)/Ln|
log |Lie(N )/Ln| =

1

q
− 0 ≤ 1

2
, és

lim
n→∞

log |(q(1, r) + Ln)/Ln|
log |Lie(N )/Ln| =

3

p
.3.3.4. Következmény. Legyen H ≤ N egy nem-nyílt rész
soportja a Notthingam 
soport-nak! Ekkor minden ε > 0 pozitív számra létezik olyan n0 ∈ Z+, melyre n0 < n esetén

log |HNn/Nn|
log |N /Nn|

≤ max

(

3

p
+ ε,

1

2

)

.18



Bizonyítás. Legyen H Lie-algebrája LT(H)! Ekkor LT(H) ≤ Lie(N ) egy nem-nyílt részal-gebra, tehát a 3.3.3-as következmény és a 3.2.1-es állítás szerint ha n elég nagy, akkor
log |HNn/Nn|
log |N /Nn|

=
log |(LT(H) + Ln)/Ln|

log |Lie(N )/Ln| ≤ max

(

3

p
+ ε,

1

2

)

,ahogy állítottam.3.3.5. Tétel. A Nottingham 
soport minden nem-nyílt rész
soportja benne van egy maximá-lis nem-nyílt rész
soportban.Bizonyítás. Legyen H ≤ N egy nem-nyílt rész
soportja a Notthingam 
soportnak! Ekkor HHausdor� dimenziója hdimH ≤ max(3
p
, 1

2
), s®t, minden n0(ε) < n pozitív egész számra

log |HNn/Nn|
log |N /Nn|

≤ max

(

3

p
+ ε,

1

2

)a 3.3.4-es következmény szerint. Alkalmazzuk a Zorn-lemmát a H-t tartalmazó nem-nyíltrész
soportokra! Azt kell ellen®rizni, hogy ha {Hi|i ∈ I} egy felszálló lán
a (H-t tartalmazó)nem-nyílt rész
soportoknak, akkor ∪i∈IHi is egy nem-nyílt rész
soport. Ez a feltétel teljesül,hiszen ∪i∈IHi triviálisan rész
soport, és
log |HiNn/Nn|

log |N /Nn|
≤ max

(

3

p
+ ε,

1

2

)minden n0 < n pozitív egészre és i ∈ I-re, tehát
log |(∪i∈IHi)Nn/Nn|

log |N /Nn|
≤ max

(

3

p
+ ε,

1

2

)is teljesül, azaz ∪i∈IHi sem lehet nyílt, mert a Hausdor� dimenziója
hdim(∪i∈IHi) = lim inf

n→∞

log |(∪i∈IHi)Nn/Nn|
log |N /Nn|

≤ max

(

3

p
,
1

2

)

< 1.3.3.6. Állítás. Minden maximális nem-nyílt rész
soport megegyezik a normalizátorával.Bizonyítás. Legyen H < N egy maximális nem-nyílt rész
soport! Ekkor nyilvánH ≤ NN (H),tehát ha H 6= NN (H), akkor H maximalitása miatt NN (H) nyílt lenne. De N örökl®d®enépp végtelen (2.2.5-ös tétel), ezért NN (H) is épp végtelen, ami azt jelenti, hogy minden zártnormálosztója � spe
iálisan H is � nyílt.3.3.7. Tétel ([6℄). Ha p ≥ 5, akkor N (Fp) alsó rangja 2, azaz N (Fp)-ben van az egysége-lemnek két elemmel (de eggyel nem) generált rész
soportokból álló környezetbázisa.Bizonyítás. Mivel Nn nem kommutatív, ezért N alsó rangja nagyobb, mint 1. Ha H egynyílt rész
soportja N -nek, akkor H ≥ Nn valamilyen p | n-re. Ekkor H ≥ 〈en+1, en+2〉. Node
LT(〈en+1, en+2〉) nyílt a 3.3.1-es lemma miatt, hiszen (n+ 1, n+ 2) = 1, és sem nullával, semegymással, sem egymás ellentettjével nem kongruensek modulo p, tehát LT(〈en+1, en+2〉) nin
sbenne egyik maximális nem-nyílt részalgebrában sem. Így 〈en+1, en+2〉 is nyílt.19



Megjegyzések:1. Ha p = 3, akkor q(1, r) = Lie(N ), ezért nem maximális részalgebra. Viszont a 3.4.1-estétel bizonyításában lev® gondolatmenet m¶ködik, tehát minden nem-nyílt részalgebrarészalgebrája Lie+(N )-nek, Lie−(N )-nek, vagy valamely p′ 6= 3 prímre és 0 ≤ r < p′-re
Liep′,r(N )-nek ahol

Lie+(N ) :=
∏

i≡0,1 (3)

F3ei,

Lie−(N ) :=
∏

i≡0,−1 (3)

F3ei, illetve
Liep′,r(N ) :=

∏

3p′|i vagy
3∤i≡r (p′)

F3ei.Ezek a maximális nem-nyílt részalgebrák, így a 3.3.3-as és a 3.3.4-es következményérvényben marad, 
sak max
(

3
p

+ ε, 1
2

) helyett (2
3

+ ε
)-nal.2. A 3.3.5-ös tétel minden kitétel nélkül érvényes p = 3-ra is.3. A Nottingham 
soport alsó rangja p = 2 és 3 esetén is 2 [17℄. A p = 3 eset igazolásához

〈en+1, en+2〉 helyett 〈en+1, g〉-t kell tekinteni, ahol D(g) = n + 2 és D(g3) = 3n + 8(Heged¶s Pál). Ilyen g létezik a 2.3.3-as tétel szerint.3.4. A Hausdor� spektrum be
slése3.4.1. Tétel. A Nottingham 
soport Lie-algebrájának Hausdor� spektruma:
hspecLie(N ) =

[

0,
2

p

]

∪
{

3

p

}

∪
{

1

s
: s ∈ Z+

}

.Bizonyítás. Egyik irány: hspecLie(N ) ⊇
[

0, 2
p

]

∪
{

3
p

}

∪
{

1
s

: s ∈ Z+
}.A de�ní
ióból nyilvánvaló, hogy hdimLies(N ) = 1

s
és hdimq(1, r) = 3

p
. Másrészt ha I ⊆ pZ+tetsz®leges, és J = I ∪ (pZ+ + 1), akkor

Lie(N )[I] :=
∏

i∈I

Fpei, illetve
Lie(N )[J ] :=

∏

j∈J

Fpejindex-részalgebrái Lie(N )-nek, hiszen két tetsz®leges modulo p kongruens mélység¶ homogénelem Lie-szorzata 0 (spe
iálisan Lie(N )[I] kommutatív Lie-algebra), egyébként pedig a mély-ség összeadódik, ezért a szorzás nem vezet ki Lie(N )[J ]-b®l sem. Ha I-t megfelel®en választ-juk, akkor hdimLie(N )[I] tetsz®leges [0, 1
p

]-beli, hdimLie(N )[J ] pedig tetsz®leges [1
p
, 2
p

]-belilehet. 20



Másik irány: hspecLie(N ) ⊆
[

0, 2
p

]

∪
{

3
p

}

∪
{

1
s

: s ∈ Z+
}.Elég index-részalgebrákra belátni az állítást, mert ha L1 ≤ Lie(N ) tetsz®leges, akkor minden

L1-beli elem helyett a legkisebb fokú nem-0 homogén részét véve egy L ≤ Lie(N ) index-részalgebrát kapunk. Viszont ha egy L zárt index-részalgebra nem nyílt (azaz hdimL < 1),akkor a 3.3.1-es lemma szerint részalgebrája valamilyen p′ 6= p prímre Liep′(N )-nek, vagyvalamely 0 < r < p-re q(1, r)-nek.1. eset: L ≤ Liep′(N ). Legyen s az a legnagyobb eg±z szám, melyre (s, p) = 1 és L ≤ Lies(N ).Ekkor mivel Lies(N ) ∼= Lie(N ) és s választása miatt nin
s olyan p′′ 6= p, melyre L ≤
Liep′′s(N ), ezért a 3.3.1-es lemmát ismét alkalmazva azt kapjuk, hogy vagy L ≤o Lies(N ) és így
hdimL = 1

s
, vagy L ≤ Lies(N ) ∩ q(1, r) valamilyen 0 < r < p-re, azaz hdimL ≤ 3

ps
≤ 3

2p
< 2

p
.2. eset: L ≤ q(1, r). Tegyük fel, hogy hdimL > 2

p
. Ha belátom, hogy ez esetben hdimL = 3

p
,akkor kész a tétel bizonyítása. Ehhez vegyük észre, hogy L-ben kell lennie modulo p 0-val,

r-rel, és (−r)-rel kongruens mélység¶ elemnek is, mert elég nagy n-re
log |(L+ Ln)/Ln|
log |Lie(N )/Ln| ≥ lim inf

k→∞

log |(L+ Lk)/Lk|
log |Lie(N )/Lk| − ε >

2

p
,tehát az L-beli mélységek nem lehetnek 
sak kétféle modulo p mellékosztályból. S®t,

hdim(L ∩ Lie(N )[pZ+]) = hdim(L ∩ Lie(N )[pN + r]) = hdim(L ∩ Lie(N )[pZ+ − r]),mert ha
u0 ∈ L ∩ Lie(N )[pZ+],

ur ∈ L ∩ Lie(N )[pN + r], és
u−r ∈ L ∩ Lie(N )[pZ+ − r], akkor

[

ur, L ∩ Lie(N )[pZ+]
]

⊆ L ∩ Lie(N )[pN + r];
[

ur, L ∩ Lie(N )[pZ+ − r]
]

⊆ L ∩ Lie(N )[pZ+];
[

u−r, L ∩ Lie(N )[pZ+]
]

⊆ L ∩ Lie(N )[pZ+ − r];
[

u−r, L ∩ Lie(N )[pN + r]
]

⊆ L ∩ Lie(N )[pZ+].Másrészt mint vektorterek
q(1, r) = Lie(N )[pZ+]⊕ Lie(N )[pN + r]⊕ Lie(N )[pZ+ − r], és így

L = L ∩ Lie(N )[pZ+]⊕ L ∩ Lie(N )[pN + r]⊕ L ∩ Lie(N )[pZ+ − r], tehát
hdimL = hdim(L ∩ Lie(N )[pZ+]) + hdim(L ∩ Lie(N )[pN + r]) +

+ hdim(L ∩ Lie(N )[pZ+ − r]) = 3hdim(L ∩ Lie(N )[pZ+]).Ha L∩Lie(N )[pZ+]-ben az elemek mélységének legnagyobb közös osztója p-nél nagyobb lenne,akkor hdimL = 3hdim(L ∩ Lie(N )[pZ+]) ≤ 3 1
2p
< 2

p
lenne, ami ellentmondás, azaz léteznekolyan u(1)

0 , . . . , u
(r)
0 ∈ L∩Lie(N )[pZ+] homogén elemek, melyek mélységének legnagyobb közösosztója: (D(u

(1)
0 ), . . . , D(u

(r)
0 )
)

= p. Ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy p-velosztható egész szám el®áll∑r
j=1 njD(u

(j)
0 ) alakban alkalmas nj ∈ N számokkal. Node

[

u
(j)
0 , L ∩ Lie(N )[pN + r]

]

⊆ L ∩ Lie(N )[pN + r]21



miatt így minden elég nagy, p-vel osztva r maradékot adó n egész számra ismételt kommu-tálással kaphatunk egy n mélység¶ (homogén) elemet L ∩ Lie(N )[pN + r]-ben. Ebb®l pediglátszik, hogy hdimL = 3hdim(L ∩ Lie(N )[pN + r]) = 3
p
, és épp ezt kellett bizonyítani.3.4.2. Következmény. hspecN ⊆

[

0, 2
p

]

∪
{

3
p

}

∪
{

1
s

: s ∈ Z+
}.Bizonyítás. Ha H ≤c N , akkor LT(H) ≤ Lie(N ) egy index-részalgebra, melyre hdimH =

hdimLT(H).A Nottingham 
soport spektrumának másik irányú be
sléséhez rész
soportokat kell konstru-álni. Az index-rész
soportok többé-kevésbé megfelelnek erre a 
élra:3.4.3. Tétel (Barnea és Klops
h, [3℄). Tetsz®leges c ∈ [0, 1
p

]-re van olyan H ≤ C1 ≤ Nindex-rész
soport, melynek Hausdor� dimenziója hdimH = c. Továbbá hdimAs = 1
s
, és

hdimBr,s = 1
pr + 1

ps .Így [0, 1
p

]

∪
{

1
pr + 1

ps : r, s ∈ Z+
}

∪
{

1
s

: s ∈ Z+
}

⊆ hspecN . Tehát hiányzik még � néhánypont kivételével � az (1
p
, 2
p

) intervallum, és a 3
p
pont. Ha egy H rész
soport Hausdor� dimen-ziója ebbe a hiányzó halmazba esik, akkor hdimLT(H) is, és a 3.4.1-es tétel bizonyításábólkönnyen látható, hogy ekkor LT(H) ≤ q(1, r) valamilyen 0 < r < p-re. Ezen Lie-algebrákvizsgálatával jutott Ershov a következ® eredményre:3.4.4. Tétel (Ershov, [11℄). Legyen Q(s, r) ≤ N az a rész
soportja a Nottingham 
soport-nak, ami a

t 7→ r

√

atr + b

ctr + dalakú elemekb®l áll, ahol a, b, c, d ∈ Fp[[tp
s
]] formális hatványsorok, melyek konstans tagjairateljesül, hogy a0 = d0 = 1 és b0 = 0. Ekkor Q(s, r) teljesíti az alábbi tulajdonságokat:

(i) Q(s, r) = StabN (q(s, r)) = {ϕ ∈ N : ϕ(q(s, r)) = q(s, r)}.
(ii) LT(Q(s, r)) = q(s, r).Bizonyítás. El®ször ellen®rizzük, hogy Q(s, r) rész
soport:

r

√

a2tr + b2
c2tr + d2

◦ r

√

a1tr + b1
c1tr + d1

=

(

a′2 · a1t
r+b1

c1tr+d1
+ b′2

c′2 · a1t
r+b1

c1tr+d1
+ d′2

)1/r

= r

√

(a′2a1 + b′2c1)t
r + (a′2b1 + b′2d1)

(c′2a1 + d′2c1)t
r + (c′2b1 + d′2d1)

,ahol a′2 = a2 ◦ r

√

a1tr+b1
c1tr+d1

, stb. Mivel a2 ∈ Fp[[tp
s
]], ezért a2 ◦ w ∈ Fp[[tp

s
]] minden w ∈ Fp[[t]]-re,tehát Q(s, r) egy fél
soport. Ugyanakkor zárt is, tehát a 3.1.2-es lemma miatt Q(s, r) ≤ N .Most megmutatjuk, hogy Q ≤ K, ahol K = StabN (q(s, r)):

r

√

atr + b

ctr + d
(ei) =

r

√

atr + b

ctr + d
(ti+1∂t) =

(

atr+b
ctr+d

)(i+1)/r

∂t

(

r

√

atr+b
ctr+d

) ∂t =

=

(

atr + b

ctr + d

)(i+1)/r+1−1/r
(ctr + d)2

tr−1(ad− bc)∂t =

=
(atr + b)i/r+1

(ctr + d)i/r−1

t1−r

ad− bc∂t,22



hiszen a′ = b′ = c′ = d′ = 0. Most ha i = kps − r, akkor
r

√

atr + b

ctr + d
(ei) = (ctr + d)2 · t1−r · R · ∂t,ahol R ∈ Fp[[tp

s
]]. A jobb oldal viszont

∑

n≡1,1+r,1−r (ps)

λnt
n∂t =

∑

n≡0,±r (ps)

λn+1enalakú, azaz eleme q(s, r)-nek. Az i = kps és az i = kps + r esetek hasonlóan kezelhet®k.Most azt állítom, hogy LT(Q(s, r)) ≥ q(s, r). Ez világos, hiszen
LT
(

r
√

tr + tkps

)

=
1

r
ekps−r, LT

(

t
(

1 + tkp
s))

= ekps,

LT

(

t
r
√

1− tkps+r

)

=
1

r
ekps+r.Végül belátjuk, hogy q(s, r) ≥ LT(K). Vegyünk ugyanis egy tetsz®leges ϕ ∈ K-t, éslegyen u = LTϕ! Mivel tetsz®leges homogén x ∈ Lie(N )-re ϕ(x) = x+ [u, x]+magasabb fokútagok, ezért [u, q(s, r)] ⊆ q(s, r), és így u ∈ q(s, r), mert q(s, r) nyilván megegyezik a norma-lizátorával. Tehát LT(K) ≤ q(s, r). Így azt kaptuk, hogy LT(K) ≤ q(s, r) ≤ LT(Q(s, r)), és

Q(s, r) ≤ K. Ezekb®l pedig következik a tétel állítása.3.4.5. Következmény.
[

0,
1

p

]

∪
{

3

2p

}

∪
{

3

p

}

∪
{

1

s

}∞

s=1

∪
{

1

p
+

1

pr

}∞

r=1

⊆ hspecN ⊆
[

0,
2

p

]

∪
{

3

p

}

∪
{

1

s

}∞

s=1

.Bizonyítás. A hiányzó két pont: hdimQ(1, r) = 3
p
, illetve mivel A2

∼= N , ezért vehetjükennél az izomor�zmusnál a Q(1, r)-nek megfelel® Q2(1, r) rész
soportot, melynek Hausdor�dimenziója hdimQ2(1, r) = hdimNA2 · hdimA2Q2(1, r) = 1
2
· 3
p

= 3
2p
.Megjegyzés: Ez az eddig ismert legjobb eredmény a Nottingham 
soport Hausdor� spekt-rumára. Az (1

p
, 2
p

) intervallum betöltésére esetleg alkalmas lehet további stabilizátorok meg-határozása. Az 
sak véletlen, hogy a fenti esetben Q(s, r) megegyezik a Lie-algebrája stabi-lizátorával. Konjugált rész
soportok Lie-algebrája például azonos, hiszen a konjugálás nemváltoztat az elemek f®tagján, de a Lie-algebrának legfeljebb egyik konjugált lehet 
sak astabilizátora, s®t általában egyik sem. Az alábbi példa mutatja, hogy egy részalgebra stabi-lizátorának Lie-algebrája nem feltétlenül egyezik meg az eredeti részalgebrával:3.4.6. Példa. Legyen pr ≤ Lie(N ) a modulo p r-rel kongruens mélység¶ homogén elemekáltal kifeszített (kommutatív) részalgebra:
pr :=

∏

i≡r (p)

Fpei!
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Ekkor pr stabilizátora:
StabN (pr) =

{

t r

√

1 + tpa

1 + trb
: a, b ∈ Fp[[t

p]]

} , ha 1 ≤ r ≤ p− 1, illetve
StabN (p0) = Ap.Továbbá LT(StabN (p1)) =

∏

i≡0,1 (p)

Fpei, tehát LT(StabN (p1)) 6= p1.Bizonyítás. Vizsgáljuk meg, hogy egy adott g ∈ N elem hová viszi ti+1∂t = ei-t. A 3.2-esalfejezetben található képlet szerint:
g(ti+1∂t) =

((t)g)i+1

∂t((t)g)
.El®ször legyen 1 ≤ r ≤ p− 1. Ekkor i = kp+ r választással ha g stabilizálja pr-et, akkor

((t)g)kp+r+1

∂t((t)g)
= tkp+r+1(1 + tpf(tp))alakú, ahol f ∈ Fp[[t]] tetsz®leges. Ezt átrendezve

1

tkp+r+1(1 + tpf(tp))
=

∂t((t)g)

((t)g)kp+r+1
, és integrálva

−r
tkp+r(1 + tpf(tp))

=
−r

((t)g)kp+r
+ h(tp),hiszen ha egy formális hatványsor deriváltja 0, akkor h(tp) alakba írható. Mivel r 6≡ 0

(mod p), ezért leoszthatunk vele. Ha r-edik gyököt vonunk és felhasználjuk, hogy ((t)g)kp
sak p-vel osztható kitev®j¶ tagokat tartalmaz, akkor (t)g-nek épp egy kívánt el®állításátkapjuk. Másrészt ha (t)g = r

√

1+tpa
1+trb

, akkor könny¶ számolás mutatja, hogy
((t)g)kp+r+1

∂t((t)g)
= tr+1((t)g)kp(1 + tpa) ∈ tr+1Fp[[t

p]].Mivel r = 1 esetén nem kell gyököt vonni, ezért könny¶ ellen®rizni, hogy a stabilizátorban
sak nullával és eggyel kongruens mélység¶ tagok szerepelnek.A második állításhoz legyen (t)g = t(1+
∑∞

j=1 ajt
j)! Az el®z®ekhez hasonlóan azt kapjuk,hogy g pontosan akkor stabilizálja p0-t, ha

(t)g

∂t((t)g)
∈ tFp[[t

p]], azaz ha
1 +

∞
∑

j=1

ajt
j =

(

1 +
∞
∑

j=1

(j + 1)ajt
j

)

h(tp),ahol h ∈ Fp[[t]]. Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy g 6∈ Ap! Most ha k az a legkisebb
p-vel nem osztható szám, melyre ak 6= 0, akkor a két oldalt összehasonlítva azt kapjuk,hogy ak = (k + 1)ak, ami ellentmondás. A visszafelé irány � miszerint Ap stabilizálja p0-t �triviális. 24



Megjegyzések:1. Könny¶ igazolni, hogy ez a stabilizátor r = p− 1 esetén nem más, mint B1,1.2. A bizonyításból látható, hogy a stabilizátor nem változik, ha pr helyett pr ∩ Ln-etvesszük.A következ® példára az 5.5-ös alfejezetben lesz szükség:3.4.7. Példa. Az egydimenziós homogén részalgebrák stabilizátora:
StabN (Fpen) =

{
{

t n

√

1
1+tna

: a ∈ Fp[[t]]
}

, ha n 6≡ 0 (mod p)

{id}, ha n ≡ 0 (mod p).Bizonyítás. Legyen el®ször n 6≡ 0 (mod p)! Ekkor egy (t)g ∈ N elem pontosan akkor stabili-zálja Fpen-et, ha
tn+1∂t = en = gen =

((t)g)n+1

∂t((t)g)
∂t, és átrendezve

∂t
1

((t)g)n
= ∂t

1

tn
.Az el®z® példához hasonlóan integrálva és átrendezve a kívánt állítást kapjuk.Ha n ≡ 0 (mod p), akkor tegyük fel, hogy egy adott (t)g = t(1 +

∑∞
i=1 gkt

k) ∈ N elemstabilizálja Fpen-et! Ekkor
tnp+1 =

tnp+1

(

1 +
∞
∑

k=1

gkt
k

)np+1

1 +
∞
∑

k=1

(k + 1)gktk
, és átrendezve

1 +
∞
∑

k=1

(k + 1)gkt
k =

(

1 +
∞
∑

k=1

gkt
k

)(

1 +
∞
∑

k=1

gkt
kp

)n

∞
∑

k=1

kgkt
k =

(

1 +

∞
∑

k=1

gkt
k

)((

1 +

∞
∑

k=1

gkt
kp

)n

− 1

)Ez pedig azt jelenti, hogy az utolsó egyenletben mindkét oldal 0, azaz (t)g = t, mert a baloldalon nin
sen p-vel osztható fokú tag, a jobb oldalon viszont a legkisebb fokú tag p-velosztható fokú.Megjegyzés: A fenti két példa állítása igaz marad, ha Fp-t mindenütt egy másik p-karakte-risztikájú véges testre, Fq-ra 
seréljük.
25



4. fejezetValószín¶ségi kérdések
4.1. A valószín¶ségi mez®4.1.1. De�ní
ió. Legyen G egy pro-véges 
soport! Ekkor G Borel halmazain megadhatunkegy eltolásinvariáns valószín¶ségi mértéket, mégpedig a normált Haar-mértéket. Egy részhal-maz mértéke nem más, mint a nyílt normálosztók szerinti faktorokban lev® képei mértékének alimesze. A faktorokon a mérték pedig a normált számláló mérték, hiszen azok véges halmazok.Spe
iálisan a Nottingham 
soporton az így megadott val±zín¶ségi mérték olyan, hogy
(t)g minden együtthatója egymástól függetlenül minden Fq-beli értéket 1

q
valószín¶séggel veszfel. Az ebben a fejezetben vizsgált kérdéseket A. Shalev vetette fel [32℄. Egy adott G pro-véges 
soport esetén jelöljük Q(G, k)-val azt a valószín¶séget, hogy k véletlen elem G-bennyílt rész
soportot generál. Mann [27℄ belátta, hogy Q(G, k) = 1 valamilyen k-ra, ha G-bena rész
soportnövekedés polinomiális. Ez utóbbi feltétel pro-p 
soportokra azzal ekvivalens,hogy a 
soport p-adikus analitikus [10℄, ezért egy p-adikus analitikus 
soportban elég sok(rögzített számú) elem 1 valószín¶séggel nyílt rész
soportot generál. A megfordítás már nemigaz: SL1

d(Fp[[t]]) ellenpélda [4℄, ahol ez a 
soport SLd(Fp[[t]]) els® kongruen
ia rész
soportja,tehát modulo Md(tFp[[t]]) az identitással kongruens mátrixokból áll.4.1.1. Tétel (Barnea és Larsen, [4℄). Legyen G egy egyszeresen összefügg® egyszer¶ al-gebrai 
soport egy F p-karakterisztikájú nem-arkhimédeszi lokális test fölött. Ha p ≥ 5, és Γegy kompakt, nyílt rész
soportja G(F )-nek, akkor Q(Γ, 2) = 1.Ez az eredmény felfogható úgy is, mint Dixon sejtésének (ami azóta már tétel) a lokálistestekre vonatkozó analogonja, mely szerint két véletlen eleme egy egyszer¶ 
soportnak 1-heztartó valószín¶séggel generálja az egész 
soportot, ha a 
soport rendje tart végtelenhez (lásd:[9℄, [22℄, [26℄). Így természetes a kérdés, hogy vajon a Nottingham 
soportban két (vagy esetlegtöbb) véletlen elem nyílt rész
soportot generál-e. Ezt eddig nem sikerült megválaszolnom, deesetleg a maximális nem-nyílt rész
soportok további vizsgálata segíthet. Ugyanis ha sikerülne(konjugált osztály erejéig) osztályozni a maximális nem-nyílt rész
soportokat, akkor (ha �ahogy sejthet® � 
sak megszámlálható sok osztály van), akkor elég lenne megvizsgálni, hogykét elem mekkora valószín¶séggel esik egy adott maximális nem-nyílt rész
soport ugyanazonkonjugáltjába. 26



4.2. Szabad rész
soportokEbben az alfejezetben azt fogom belátni, hogy 2 véletlen elem N -ben 1 valószín¶séggelegy (absztrakt) szabad 
soportot generál. Itt természetesen nem topologikus generátumotértek, hiszen a szabad 
soport nem pro-p 
soport. Ez Szegedy Balázs eredménye [33℄, az ®bizonyítását közlöm. Az egyszer¶ség kedvéért legyen q = p prím!4.2.1. Lemma. Ha g ∈ N és h ∈ Nn, akkor
(t)g−1hg ≡ t+

(t)hg − (t)g

∂t((t)g)
(mod t2n+2Fp[[t]]).Bizonyítás. Legyen f = g−1hg! Ekkor (t)hg = (t)gf . Node felírva a Taylor-formulát:

g(t+ (f(t)− t)) = g(t) + (f(t)− t)g′(t) + O((f(t)− t)2), és más jelöléssel
(t)gf ≡ (t)g + ((t)f − t)∂t((t)g) (mod t2n+2Fq[[t]]).Ezt átrendezve épp az állítást kapjuk.4.2.1. De�ní
ió. Ha A egy elemi Abel (nem feltétlenül véges) p-
soport, melyen hat egy G
soport, akkor ez a hatás kiterjed az FpG 
soportalgebrára, és ezért tekinthetjük A-t mint

FpG feletti modulust. Ezen a nyelven u =
∑k

i=1 λigi hatása A-n:
vu =

k
∑

i=1

λiv
gi.A s¶r¶ségi tétel következménye a következ® állítás ([28℄, Chapter IV, (15.7) Theorem, p. 155):4.2.2. Állítás. Legyen X egy metrikus tér, és Pn partí
ióinak egy sorozata úgy, hogy Pn Borelhalmazokból áll, Pn egy �nomítása Pn−1-nek, és Pn halmazainak az átmér®je legfeljebb dn, ahol

dn tart 0-hoz. Ekkor minden E ⊂ X Borel halmazra, és minden véges µ Borel mértékre
lim
n→∞

µ(E ∩Hn)

µ(Hn)
= 1 majdnem minden x ∈ E-re,ahol x ∈ Hn ∈ Pn.Ezt alkalmazva kapjuk, hogy4.2.3. Következmény. Legyen G egy pro-p 
soport a Gn �ltrálással, E ⊆ G egy Borel hal-maz, és µ a (normált) Haar-mérték! Ekkor majdnem minden x ∈ E-re

lim
n→∞

µ(E ∩ xGn)

µ(xGn)
= 1.Megjegyzés: Majdnem minden x ∈ E azt jelenti, hogy a kivételek halmaza nulla mérték¶.Ha µ(E) = 0, akkor az állítás nem mond semmit. Az eredményt 
sak abban a formábanfogom használni, hogy ha µ(E) 6= 0, akkor létezik ilyen x.27



4.2.4. Lemma. Legyen G egy pro-p 
soport, Gi és Mi nyílt normálosztói (i ∈ Z+), melyekreaz alábbi négy állítás teljesül:
(i) A Gi sorozat G egy �ltrálása,

(ii) Gi > Mi minden i ∈ Z+-ra,
(iii) a Gi/Mi faktorok elemi Abel p-
soportok minden i ∈ Z+-ra,
(iv) a 
soportelemek képei lineárisan függetlenek minden k ∈ Z+-ra az alábbi természetesleképezéseknél:

G −→ EndFp

(

∞
⊕

i=k

Gi/Mi

)

g 7−→ ((vk, vk+1, . . . ) 7→ (vgk, v
g
k+1, . . . )).Ekkor G két véletlen eleme 1 valószín¶séggel szabad rész
soportot generál (absztrakt módon).Bizonyítás. Elég megmutatni, hogy az F (x, y) szabad 
soport egy tetsz®leges w szavára a

w(a, b) = 1 egyenlet 0 valószín¶séggel teljesül G-ben. Ezt indirekten bizonyítom: tegyük felaz állítással ellentétben, hogy van egy olyan w ∈ F (x, y), melyre µ({(a, b) : w(a, b) = 1, a, b ∈
G}) > 0, de µ({(a, b) : s(a, b) = 1, a, b ∈ G}) > 0 minden s w-nél rövidebb nemtriviális szóra.(Itt µ a G×G 
soport Haar-mértékét jelöli.) Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük,hogy a w szó x-szel kezd®dik. Legyen

H := {(a, b) : w(a, b) = 1, a, b ∈ G} \
⋃

0<l(s)<l(w)

{(a, b) : s(a, b) = 1, a, b ∈ G},ahol az l függvény a (redukált) szavak hosszát jelöli. Mivel µ(H) > 0, ezért a 4.2.3-as követ-kezmény szerint van egy olyan (c, d) ∈ H elem és egy pozitív egész k úgy, hogy
µ(H ∩ (cGi × dGi))

µ(cGi × dGi)
>

1

pminden i ≥ k-ra.Legyen v ∈ Gi/Mi tetsz®leges! Megszorozhatjuk c-t és d-t tetsz®leges Gi/Mi faktor
so-portbeli elemekkel, és az eredmény szintén Gi/Mi-beli lesz. Könny¶ számolás mutatja, hogy
w(cv, d) ≡ w(c, d)vλ1g1+λ2g2+···+λtgt (mod Mi),ahol λ = ±1, és a gi elemek úgy kaphatók, hogy w részszavaiba helyettesítjük c-t és d-t (lásd4.2.1-es de�ní
ió). Ezek a részszavak w szerkezetét®l függnek. Például, ha w = xyx−1yyx,akkor
w(cv, d) ≡ w(c, d)v1−c−1ddc+dc−1ddc (mod Mi).Jelöljük a

λ1g1 + λ2g2 + · · ·+ λtgt ∈ FpGelemet u-val! Mivel s(c, d) 6= 1 semmilyen 0 < l(s) < l(w) szóra, ezért a gi elemek különbö-z®ek. Használva, hogy w x-szel kezd®dik, azt kapjuk, hogy t ≥ 1, és így u 6= 0. A lemma28



utolsó feltétele garantálja, hogy van egy olyan k2 ≥ k egész szám, melyre u természetes hatása
Gk2/Mk2-n nem a nulla leképezés. Ebb®l következik, hogy a

ϕ : Gk2/Mk2 ×Gk2/Mk2 −→ Gk2/Mk2

ϕ(v1, v2) = w(c, d)−1w(cv1, dv2)

Fp-lineáris leképezés nem t¶nik el mindenhol. Node ekkor a magja legalább p index¶ rész
so-port, azaz
µ(H ∩ (cGk2 × dGk2))

µ(cGk2 × dGk2)
≤ 1

p
.Ez pedig ellentmondás.4.2.5. Tétel. Két véletlen elem N (Fp)-ben 1 valószín¶séggel szabad rész
soportot generál(absztrakt módon).Bizonyítás. A 4.2.4-es lemmát alkalmazzuk G = N , Gi = Ni, illetveMi = N2i+1 választással.A 2.2.3-as következmény és a 2.3.1-es lemma miatt világos, hogy az els® három feltétel teljesül.Tegyük fel, hogy egy 0 6= u ∈ FpN elem nulla leképezést indukál a Ni/N2i+1 faktorokonminden i ≥ k-ra! Spe
iálisan ekkor u a hatásnál a t(1 + ti) +N2i+1 ∈ Ni/N2i+1 alakú elemet

t+N2i+1-be képezi minden i ≥ k esetén. Írjuk u-t
u = λ1g1 + λ2g2 + · · ·+ λtgtformában, ahol gi-k különböz® 
soportelemek, és λi ∈ Fp! A 4.2.1-es lemmát alkalmazvakapjuk az alábbi egyenletet:

(t+ ti+1)u ≡ t+

n
∑

j=1

λj
((t)gj)

i+1

∂t((t)gj)
≡ t (mod t2i+2Fp[[t]]) minden i ≥ k-ra.Vezessük be a µj :=

λj

∂t((t)gj )
∈ Fp[[t]] jelölést! Azt kapjuk, hogy

n
∑

j=1

µj((t)gj)
i+1 ≡ 0 (mod t2i+2Fp[[t]]) minden i ≥ k-ra.Most legyen s ≥ 0 rögzített természetes szám, továbbá legyen i = pα + s− 1 ≥ k olyan, hogy

pα ≥ s− 1. Ezzel a jelöléssel
0 ≡

n
∑

j=1

µj((t)gj)
i+1 ≡

n
∑

j=1

µj((t)gj)
pα+s ≡

n
∑

j=1

µj((t)gj)
s((t)gj)

pα

(mod t2i+2Fp[[t]]).Mivel (t)gj ≡ t (mod t2Fp[[t]]), ezért ((t)gj)
pα ≡ tp

α
(mod t2p

α
Fp[[t]]). Tehát

0 ≡
n
∑

j=1

µj((t)gj)
stp

α

(mod t2p
α

Fp[[t]]), és
0 ≡

n
∑

j=1

µj((t)gj)
s (mod tp

α

Fp[[t]]).29



Node ez minden elég nagy pα-ra teljesül rögzített s ≥ 0 mellett, ami azt jelenti, hogy
0 =

n
∑

j=1

µj((t)gj)
s minden s ≥ 0-ra.Ezt s = 0, 1, . . . , n − 1-re alkalmazva (λ1, . . . , λn)W = 0, ahol W ∈ Fp((t))n×n az az n × n-es Vandermonde mátrix, melynek elemei Wji = ((t)gj)

i−1. Ez viszont ellentmondás, mert
det(W ) 6= 0, hiszen a gj elemek különböz®ek, és (λ1, . . . , λn) nem nulla vektor az Fp((t)) testfeletti n dimenziós vektortérben.Megjegyzés: Abért Miklós [2℄ belátta a 4.2.5-ös tétel analogonját pro-véges fa
soportokra(bran
h groups).4.2.6. Következmény. A Nottingham 
soport tartalmaz egy két elemmel generált s¶r¶ sza-bad rész
soportot.Bizonyítás. Mivel N (Fp) topologikusan generálható két elemmel, mégpedig (t)g = t(1+ t)-velés (t)h = t(1+t2)-tel, ezért két véletlen elem (p2−1)(p−1)

p3
> 0 valószín¶séggel s¶r¶ rész
soportotgenerál N (Fp)-ben. Alkalmazva a 4.2.5-ös tételt készen vagyunk.
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5. fejezetSzámelméleti kap
solatokA Nottingham 
soport a számelméletben úgy ismert, mint az Fp((t)) test úgynevezett vadautomor�zmusainak 
soportja. Az elágazási 
soportok vizsgálatában fontos szerepet játszik,mert minden lokális test � melynek maradékteste Fp � tetsz®leges teljesen elágazó b®vítésésé-nek Galois 
soportja beágyazható N (Fp)-be a normák teste nev¶ funktor segítségével, feltéve,hogy az elágazási rész
soportok nyíltak a teljes Galois 
soportban. Az ezzel a tulajdonsággalrendelkez® testb®vítéseket nevezik aritmetikailag pro-véges b®vítéseknek. Ebben a fejezetbena Nottingham 
soport számelméleti és 
soportelméleti tulajdonságainak kap
solatát igyek-szem bemutatni.5.1. Lokális testekEbben az alfejezetben felidézek néhány alapvet® fogalmat lokális testekkel kap
solatban.5.1.1. De�ní
ió. Legyen F egy test, és v : F ∗ → Z egy a multiplikatív 
soportból az egészszámokba men® szürjektív homomor�zmus, melyre v(α+β) ≥ min(v(α), v(β)) minden α, β ∈
F ∗-ra! Továbbá legyen v(0) := ∞! Ekkor v-t F diszkrét értékelésének, F -et pedig diszkrétenértékelt testnek hívjuk (dis
rete valuation �eld). Az egészek gy¶r¶je O := {α ∈ F : v(α) ≥ 0}és a maximális ideál M := {α ∈ F : v(α) > 0}. F topologikus test azM-adikus topológiával,melyben M hatványai alkotják a 0 egy környezetbázisát. Egy F diszkréten értékelt testetteljesnek hívunk (
omplete dis
rete valuation �eld), ha teljes azM-adikus topológiára nézve.Be lehet látni, hogy egy teljes, diszkréten értékelt testnek az értékelése egyértelm¶en megvan határozva (lásd [14℄ Exer
ise 6 Se
tion 2 Chapter II), tehát vF -fel, OF -fel, illetveMF -feljelöljük rendre az értékelést, az egészek gy¶r¶jét, illetve a maximális ideált. Az OF/MFfaktortestet az F maradéktestének nevezzük. Mindig feltesszük, hogy a maradéktest egy p-karakterisztikájú tökéletes test. Egy teljes, diszkréten értékelt testet, melynek maradéktestevéges, lokális testnek hívunk. A maximális ideál egy π = πF generátorát F prímeleméneknevezzük.Jelölje vp(n) a p kitev®jét egy n egész szám prímtényez®s felbontásában. Erre az értékelésrenézve Q teljessé tettje a p-adikus számok teste, Qp. Egy F p-karakterisztikájú véges test felettira
ionális törtfüggvények F(t) testének teljessé tettje a v(antn + magasabb fokú tagok) = n(an 6= 0) értékelésre nézve F((t)), a �véges farkú� formális Laurent-sorok teste. Ez a két példaa legfontosabb osztálya a lokális testeknek. 31



Igazság szerint lényegében 
sak ez a két példa létezik. Nulla karakterisztikában min-den lokális test Qp-nek véges b®vítése. Ugyanakkor pozitív karakterisztikában egy lokálistest izomorf F((t))-vel, ahol F a véges maradéktest. Általában tF := t-vel jelöljük egy F
p-karakterisztikájú lokális test prímelemét.Ha L egy véges b®vítése az F teljes, diszkréten értékelt testnek, akkor vF egyértelm¶enkiterjed L egy vL diszkrét értékelésévé, melyre nézve L teljes (lásd [14℄ Se
tion 2 ChapterII). Persze ezt úgy kell érteni, hogy vL∣∣F képe Z ∼= vL(πF )Z ≤ Z = vL(L

∗). Az e(L/F ) :=
vL(πF ) számot az L/F b®vítés elágazási indexének (rami�
ation index) nevezzük. A kFmaradéktest azonosítható kL egy résztestével. A kL/kF b®vítés fokát iner
iafoknak (inertiadegree) vagy maradékfoknak (residue degree) hívjuk, és f(L/F )-fel jelöljük. Ekkor, ha NL/Fa normaleképezés, akkor f(L/F ) = vF (NL/F (πL)), és e(L/F )f(L/F ) = (L : F ), az eredetib®vítés foka.Legyen F egy teljes, diszkréten értékelt test! Az e(F ) := vF (p) véges vagy végtelenszámot F abszolút elágazási indexének (absolute rami�
ation index) nevezzük. Egy véges L/Fb®vítést elágazásmentesnek (unrami�ed) hívunk, ha e(L/F ) = 1. Ez azt jelenti, hogy egy πFprímelem a b®vebb testben is prím marad. A másik extrém esetben � amikor f(L/F ) = 1 �azt mondjuk, hogy az L/F b®vítés teljesen elágazó (totally rami�ed). Ez pontosan akkor állfenn, ha NL/F (πL) prím F -ben.Rögzítsük most F -nek egy Fs szeparábilis lezártját! F összes elágazásmentes Fs-beli b®-vítésének a kompozí
ióját � F ur-et � F maximális elágazásmentes b®vítésének hívjuk. Ez egydiszkréten értékelt test, melynek maradékteste izomorf kF szeparábilis lezártjával. Egy L/Fszeparábilis b®vítés esetén az L ∩ F̃ testet L/F iner
iarésztestének (inertia sub�eld) nevez-zük. Egy L/F (akár végtelen) szeparábilis b®vítés � de�ní
ió szerint � elágazásmentes, illetveteljesen elágazó, ha az iner
iarészteste megegyezik rendre L-lel, illetve F -fel. Ha L/F teljesenelágazó, akkor L = F (πL), és OL-et generálják mint OF -modulust a {πjL : 0 ≤ j ≤ e(L/F )}elemek, azaz OL = OF [πL]. Az iner
iarésztestet pedig azonosíthatjuk az xq − x polinom Ffeletti felbontási testével, ahol q = pf(L/F ).

UF = U0,F -fel jelöljük az OF gy¶r¶ egységeinek 
soportját. (Ezt gyakran F egység
so-portjának is hívják.) Ezen megadhatunk egy Ui,F := 1 + πiFOF (i ≥ 1) �ltrálást. Ezek azegységelem egy környezetbázisát alkotják U0,F -ben az F által indukált topológiára nézve. Azizomor�zmus tételek alkalmazásával adódik az alábbi állítás:5.1.1. Állítás. U0,F = lim←−U0,F/Ui,F , továbbá
Ui,F/Ui+1,F

∼=
{

k∗F , ha i = 0, illetve
k+
F , ha i ≥ 1.Tehát az egység
soport az U1,F pro-p 
soport véges b®vítése.A következ® lemma meghatározza az UN,F 
soportok alsó 
entrális p-lán
át (lásd 1.1.4-es de�ní
ió), ha a karakterisztika nulla, és N elég nagy. Mivel UN,F kommutatív, ezért azalsó 
entrális p-lán
 meghatározásához elég megvizsgálni a p-edik hatványra emelés hatását a
soporton:5.1.2. Lemma ([29℄). Legyen n ≥ 1! Ekkor

(i) Ha n ≤ e(F )/(p− 1) vagy F karakterisztikája p, akkor Up
n ≤ Unp.32



(ii) Ha n > e(F )/(p − 1) és F karakterisztikája nulla, akkor az x 7→ xp egy izomor�zmustde�niál Un-b®l Un+e(F )-re.
(iii) Ha N > e(F )/(p− 1) és F karakterisztikája nulla, akkor Pn+1(UN ) = UN+ne(F ).Bizonyítás. Legyen F prímeleme π = πF , és 1 + zπn ∈ Un! Ekkor

(1 + zπn)p = 1 +

p−1
∑

i=1

(

p

i

)

ziπni + zpπnp.Ha charF = p, akkor készen vagyunk, hiszen a középs® tagok elt¶nnek. Legyen a továbbiakbantehát charF = 0! Ekkor vF ((pi)ziπni) ≥ e(F ) + ni és vF (zpπnp) ≥ np.
(i) Ebben az esetben (p − 1)n ≤ e(F ) és így vF ((pi)ziπni) ≥ (p − 1)n + n = np, azaz

Up
n ≤ Unp.

(ii) Azt akarjuk belátni, hogy ha pn > n + e(F ), akkor minden y = 1 + aπn+e(F ) ∈
Un+e(F )-re egyértelm¶en létezik egy x = 1 + zπn ∈ Un az xp = y tulajdonsággal. Ebben azesetben pzπn határozza meg (1 + zπn)p viselkedését. Mivel charF = 0, ezért p-t felírhatjuk
p = πe(F )b alakban, ahol b egy egység. Válasszuk tehát z1-et úgy, hogy z1b = a legyen, és
x1 := 1 + z1π

n ∈ Un. Ezt megtehetjük, hiszen b egység. Ekkor y1 := yx−p1 ∈ Un+e(F )+1. Eztfolytatva mindig találhatunk egy olyan xj+1 ∈ Un+j-et, melyre yj+1 := yjx
−p
j+1 ∈ Un+e(F )+j+1.Tehát x :=

∏∞
j=1 xj ∈ Un választással y = xp, és a szorzat konvergens F teljessége miatt.A (iii)-as állítás már induk
ióval könnyen következik a (ii)-esb®l.5.1.3. Következmény. Nulla karakterisztikában N > e(F )/(p−1) esetén UN egy egyenletespro-p 
soport, melynek dimenziója

logp |UN : UN+e(F )| = logp |kF |e(F ) = deg(F/Qp).Így, mivel UN kommutatív, UN ∼= Zdeg(F/Qp)
p .Megjegyzés: Pozitív karakterisztikában ez nin
s így. Az U1 = 1 + t · F[[t]] 
soport még 
saknem is végesen generált, hiszen Frattini-rész
soportja Φ(U1) = Up

1 [U1, U1] = Up
1 = 1 + tpF[[tp]]nem véges index¶.5.2. Az elágazási rész
soportokLegyen L/F lokális testeknek egy Galois-b®vítése, és G := Gal(L/F ) a Galois 
soport!Ebben az alfejezetben de�niálok egy természetes �ltrálást G-n, melyet David Hilbert és ta-nitványai vezettek be körülbelül 90 évvel ezel®tt. Legyen σ ∈ G. Ekkor minden n ≥ 0-ra a σtestautomor�zmus indukál egy gy¶r¶automor�zmust:

σn : OL/(ML)
n+1 → OL/(ML)

n+1,mert, ahogy a 2.1.1-es tétel bizonyításából látható, egy lokális test minden automor�zmusafolytonos, s®t megtartja az értékelést. Tehát vannak σ 7→ σn homomor�zmusaink G-b®l az
OL/(ML)

n+1 gy¶r¶k automor�zmus
soportjába.33



5.2.1. De�ní
ió. Jelöljük G[n]-nel a σ 7→ σn homomor�zmus magját:
G[n] :=

{

σ ∈ G : σ(x) ≡ x (mod (ML)
n+1) minden x ∈ OL-re} .A G[n] (n ≥ 1) 
soportokat az alsó számozású elágazási 
soportoknak (rami�
ation groups inthe lower numbering) hívjuk. Ezt a de�ní
iót kiterjeszthetjük valós számokra is:

G[x] := {σ ∈ G : vL(σ(α)− α) ≥ x+ 1 minden α ∈ OL-re}.Ekkor G[x] megegyezik G[i]-vel, ahol i a legkisebb olyan egész szám, melyre i ≥ x. A G[1]
soport az L/F b®vítés vad automor�zmusainak 
soportja (group of wild automorphisms).Ez a �ltrálás természetesen nem
sak a G 
soporttól függ, hanem az L testt®l is. El®fordul-hat, hogy a G 
soport különböz® b®vítések Galois-
soportjaként is el®áll, és ezek különböz®�ltrálást indukálnak.5.2.1. Állítás.(i) A G[n] sorozat normálosztókból áll, melyekre G[−1] = G, és G[m] = 1 elég nagy m-re.(ii) G[0] = Gal(L/F0), ahol F0 az L/F b®vítés iner
iarészteste.(iii) Ha F ⊂M ⊂ L és H = Gal(L/M), akkor H [n] = H ∩G[n].(iv) Minden n ≥ 0-ra a σ 7→ (σ(πL)/πL)Un+1,L leképezés egy injektív
G[n]/G[n + 1]→ Un,L/Un+1,Lhomomor�zmust indukál.Bizonyítás. (i) Ha σ 6= 1, akkor van olyan x ∈ OL, amelyre σ(x) 6= x, és ezért elég nagy m-re

σ(x) 6≡ x (mod (ML)
n+1), azaz σ /∈ G[m]. Mivel G véges, ezért elég nagy m-re G[m] = 1. Amásik két állítás nyilvánvaló.

(ii) Jelölje F0 maradéktestét k0! Ekkor kommutatív az alábbi diagram:
Gal(L/F )

α−−−→ Gal(kL/kF )

β





y

γ





y

Gal(F0/F )
δ−−−→ Gal(k0/kF ).A vízszintes leképezéseket a σ 7→ σ0 indukálja. Ez értelmes, hiszen σ0 �xen hagyja kF -et.A függ®leges leképezések pedig legyenek a megszorítások. Mivel L/F0 teljesen elágazó, ezért

kL = k0, és γ izomor�zmus. Továbbá F0 nem más, mint az xpf(L/F ) − x polinom felbontásiteste F felett, így δ is izomor�zmus (lásd [18℄ Proposition 2.11). Tehát
G[0] = Ker(α) = Ker(β) = Gal(L/F0).

(iii) Ez világos G[n] de�ní
iójából. 34



(iv) Legyen π egy tetsz®leges prímeleme L-nek. Ekkor σ ∈ G[n]-b®l következik, hogy
σ(π)π−1 ≡ 1 (modMn

L), azaz σ(π)π−1 ∈ Un,L. Másrészt ha π1 egy másik prímelem, akkor
ππ−1

1 egység, ezért σ(π)π−1 ≡ σ(π1)π
−1
1 (mod Un+1,L). Tehát a

ϕ : G[n] −→ Un,L/Un+1,L

σ 7−→ σ(π)π−1 (mod Un+1,L)leképezés jólde�niált. Továbbá ha π prím, akkor σ(π) is az, ezért ϕ homomor�zmus:
σ1σ2(π)π−1 =

(

σ1(σ2(π))(σ2(π))−1
) (

σ2(π)π−1
)

.Másrészt ϕ magja
Ker(ϕ) =

{

σ ∈ G[n] : σ(π) ≡ π (modMn+1
L ) minden π prímre} = G[n + 1],mert prímek szorzatainak hányadosaként minden egész elem el®áll (a nulla kivételével).Ezt az állítást a 5.1.2-es lemmával összevetve G = Gal(L/F ) 
soportelméleti tulajdonsá-gairól kapunk informá
iót:5.2.2. Következmény.(i) G/G[0] egy f(L/F )-rend¶ 
iklikus 
soport.(ii) G[0]/G[1] szintén 
iklikus, és rendje osztja (pf(L/F ) − 1)-et.(iii) Ha n ≥ 1, akkor G[n]/G[n + 1] egy elemi Abel p-
soport, melynek rangja legfeljebb

f(L/F ).(iv) G feloldható.Ahhoz, hogy az elágazási rész
soportokat végtelen Galois-b®vítésekre is értelmezni tudjuk,egy új �ltrálást kell tekintenünk (vagyis ugyanezt a �ltrálást egy másik számozással). A5.2.1-es állítás (iii)-as pontjában láttuk, hogy G[n] jól viselkedik a rész
soportokra történ®megszorításkor. Viszont faktor
soportok esetén nem ez a helyzet. Általában ha H ⊳ G egynormálosztó, akkor (G/H)[n] 6= G[n]H/H .Próbáljuk meg illusztrálni a problémát! Tegyük fel, hogy van egy L/K Galois-b®vítésünkegy E normális közbüls® testtel, és a Galois-
soportok: Gal(L/K) = G, Gal(L/E) = H illetve
Gal(E/K) = G/H . Azt a spe
iális esetet fogjuk tekintetni, amikor a testek L = Fp((tL)),
E = Fp((tE)) és K = Fp((tK)). Legyen ϕ ∈ G! Ekkor

ϕ(tL) = tL +
∑

i≥iL(ϕ)

cit
i
Lvalamilyen iL(ϕ) ≥ 1 egész számra, melyre ciL(ϕ) 6= 0. Ez a szám határozza meg, hogy a ϕautomor�zmus melyik elágazási 
soportban van benne: ϕ ∈ G[iL(ϕ) − 1], de ε > 0 esetén

ϕ /∈ G[iL(ϕ)− 1 + ε]. Viszont a megszorított hatás E prímelemén lehet ett®l különböz®:
ϕ|E(tE) = tE +

∑

i≥iE(ϕ|E)

dit
i
E .35



Tegyük fel most, hogy L/E egy p-edfokú 
iklikus szeparábilis b®vítés! Ekkor tE-t kifejezhetjük
tL-lel az alábbi módon:

tE =

∞
∑

i=p

ait
i
L, ahol ai ∈ Fp, és ap 6= 0. (5.1)Jobban megérthetjük iL(ϕ) és iE(ϕ|E) kap
solatát, ha összehasonlítjuk a ϕ(tE)-re kapottkétféle kifejezést. Kezdjük el®ször azzal a spe
iális esettel, amikor ϕ = g, a H = Gal(L/E)
iklikus 
soport generátora. Ebben az esetben iE(g|E) = iE(idE) =∞.5.2.2. De�ní
ió. Legyen L/E egy Galois-b®vítés egy H = 〈g〉 p-edrend¶ 
iklikus Galois-
soporttal. Ekkor az s(L/E) := iL(g) − 1 számot az L/E b®vítés elágazási töréspontjának(rami�
ation break) nevezzük.Az elnevezés abból a tényb®l származik, hogy ez az a pont, ahol az elágazási �ltrálásmegtörik: H [s(L/E)] = H , viszont H [s(L/E) + ε] = 1 tetsz®leges pozitív ε-ra. Ez egy fontosszám.5.2.3. Lemma. Legyen au az els® nem nulla együttható az (5.1)-es kifejezésben, melyre u 6≡ 0

(mod p). Ekkor u = s(L/E)(p− 1) + p.Bizonyítás. El®ször vegyük észre, hogy létezik ilyen u, hiszen egyébként tE p-edik hatványlenne L-ben, ami azt jelenti, hogy az L/E b®vítés nem lenne szeparábilis. Mivel g(tE) = tE ,ezért (5.1)-b®l azt kapjuk, hogy
∞
∑

i=p

ait
i
L = g

(

∞
∑

i=p

ait
i
L

)

=
∞
∑

i=p

ai



tL +
∑

j≥iL(g)

cjt
j
L





i

.Végezzük el a jobb oldalon az i-edik hatványra emelést, és vegyünk el mindkét oldalból
∑∞

i=p ait
i
L-t. Mivel a karakterisztika p, ezért

0 = apciL(g)t
piL(g)
L + uauciL(g)t

u−1
L t

iL(g)
L + (magasabb fokú tagok).Mivel apciL(g) 6= 0 és uauciL(g) 6= 0, ezért a két fenti tagnak ki kell ejtenie egymást, így fokaikmegyeznek: u = (iL(g)− 1)(p− 1) + p = s(L/E)(p− 1) + p.Használva ezt a kap
solatot u és s(L/E) között, most már meg tudjuk határozni iL(ϕ)-t

iE(ϕ|E) és s(L/E) segítségével. A jelölés egyszer¶sítése végett legyen s := s(L/E), iL :=
iL(ϕ), illetve iE := iE(ϕ|E)!5.2.4. Lemma.(i) Ha iE − 1 < s, akkor iL = iE.(ii) Ha iE − 1 ≥ s és iL − 1 6= s, akkor iL − 1 = s+ p(iE − 1− s).
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Bizonyítás. Ahogy az el®z® lemmában, tekintsük ϕ(tE) kifejezését:
∞
∑

i=p

ait
i
L +

∑

j≥iE

dj

(

∞
∑

i=p

ait
i
L

)j

= tE +
∑

j≥iE

djt
j
E

= ϕ(tE)

= ϕ

(

∞
∑

i=p

ait
i
L

)

=

∞
∑

i=p

ai

(

tL +
∑

l≥iL

clt
l
L

)i

.Ismét eltüntetjük az egyez® ∑∞
i=p ait

i
L tagokat mindkét oldalról, és a maradékot összehason-lítjuk. A bal oldalon az els® tag diEaptpiEL . A jobb oldalon két lehetséges tag jön számításba:

apciLt
piL
L és autu−1

L uciLt
iL
L . Tehát vagy piE = min(piL, u− 1 + iL) vagy piL = u− 1 + iL ≤ piE .Mivel az el®z® lemma szerint u− 1 = (p− 1)(s+ 1), ezért négy esetet különböztetünk meg:1. eset: piL < u− 1 + iL. Ekkor iL − 1 < s és iE = iL. Ebben az estben iE − 1 < s.2. eset: piL > u− 1 + iL. Ekkor iL − 1 > s és

piE = u− 1 + iL = (p− 1)(s+ 1) + iL > p(s+ 1).Ebb®l következik, hogy iL − 1 = s+ p(iE − 1− s) és hogy iE − 1 > s.3. eset: piL = u− 1 + iL < piE . Ekkor iL − 1 = s és iE ≥ iL, tehát iE − 1 ≥ s.4. eset: piL = u− 1 + iL = piE . Ebben az esetben iE − 1 = iL − 1 = s.A lemma állítása következik, mert az (i)-es feltevés 
sak az els® esetben, a (ii)-es feltevéspedig 
sak a második esetben áll fenn.Megjegyzés: Ha s = iL−1 és a két tag, apciLtpiLL és autu−1
L uciLt

iL
L kiejti egymást (a fenti bizo-nyítás harmadik esete), akkor a következtetés valójában hamis, hiszen iE nagyobb értéket veszfel, mint ami a lemma állításában szerepel. Például, ha ϕ a generátora a Gal(L/E) 
iklikus
soportnak, akkor s(L/E) = iL(ϕ) de�ní
ió szerint, ugyanakkor ϕ|E = 1 miatt iE(ϕ|E) =∞.Az iL(ϕ)−1 kifejezés megmondja, hogy ϕmelyik tagjában van a �ltrálásnak. Tehát ha vanegy E/K Galois-b®vítésünk, akkor értelmezhetünk egy függvényt, mely megmondja, hogyanváltozik a �ltrálás számozása, amikor áttérünk E/K-ról L/K-ra, ahol L egy p-edfokú teljesenelágazó b®vítése E-nek:

hL/E(x) :=

{

x, ha x ≤ s(L/E)

s(L/E) + p(x− s(L/E)), ha x > s(L/E).A 5.2.4-es lemma épp azt állítja, hogy ha G = Gal(L/K), H = Gal(L/E), G/H = Gal(E/K)és |H| = p, akkor
(G/H)[x] = G[hL/E(x)]H/H.Vegyük észre, hogy a hL/E függvény deriváltja épp az elágazási töréspontban nem folytonos.Ez is indokolja az elnevezést. 37



Ezt általánosíthatjuk lokális testek tetsz®leges Galois-b®vítésére. El®ször legyen (L : E) =
l prím!

hL/E(x) :=



















x, ha L/E elágazásmentes, egyébként
lx, ha (l, p) = 1

x, ha x ≤ s(L/E) és l = p

s(L/E) + p(x− s(L/E)), ha x > s(L/E) és l = p.Egy tetsz®leges L/K Galois-b®vítésre vegyünk egy normális közbüls® testekb®l álló
L = Em > Em−1 > · · · > E1 > E0 = Ktornyot, melyre Ei/Ei−1 prímfokú 
iklikus b®vítés, és legyen

hL/K := hL/Em−1
◦ hEm−1/Em−2

◦ · · · ◦ hE1/K !Ezt megtehetjük, hiszen Gal(L/F ) feloldható a 5.2.2-es következmény szerint. Ezt a
hL/F : [−1,∞)→ [−1,∞)függvényt nevezzük a b®vítés Hasse-Herbrand függvényének. Be lehet látni, hogy a de�ní
iónem függ a közbüls® testek választásától, szakaszonként lineáris és szigorúan monoton n®. Ezutóbbi két állítás triviális a de�ni
ióból, az els®höz viszont a Hasse-Herbrand függvényneka normaleképezéssel való kap
solatát kell megvizsgálni (lásd [14℄ Chapter III. Se
tion 3).Továbbá5.2.5. Tétel (Herbrand, [14℄). Legyenek L ≥ E ≥ K lokális testek úgy, hogy mindegyikb®vítés Galois, és G := Gal(L/K), illetve H := Gal(L/E)! Ekkor

(G/H)[hE/K(x)] = G[hL/K(x)]H/H.Vegyük észre, hogy az állítás impli
ite tartalmazza azt a tényt, hogy iL(ϕ)− 1 = s(L/E)esetén � melyet kizártunk az 5.2.4-es lemmában � van olyan ψ ∈ G, melyre ψ|E = ϕ|E és
iL(ψ) 6= s(L/E) és így az el®z® lemma miatt iL(ψ)− 1 = hL/E(iE(ψ|E)− 1). Például amikor
ϕ a generátora a 
iklikus b®vítésnek, akkor ψ = 1 vehet®.Használva ezt a függvényt átszámozhatjuk az elágazási rész
soportokat úgy, hogy megma-radjanak hányadosra való áttéréskor:5.2.3. De�ní
ió. Legyen G az L/K b®vítés Galois-
soportja! Ekkor a fels® számozású elá-gazási 
soportokat az alábbi módon értelmezzük:

G(x) := G[hL/K(x)].5.2.6. Állítás. Legyen H ⊳ G normálosztó a G Galois-
soportban. Ekkor (G/H)(x) =
G(x)H/H.Az alábbi következmény a de�ní
ióból közvetlenül levezethet®:5.2.7. Következmény. A Hasse-Herbrand függvény baloldali deriváltja |G(0) : G(x)|, jobboldali deriváltja pedig szintén |G(0) : G(x)|, ha hL/K(x) nem egész, és |G[0] : G[hL/K(x)+ 1]|,ha hL/K(x) egész.Megjegyzés: A Hasse-Herbrand függvényt úgy is lehet de�niálni, mint a

ϕL/K(x) :=

∫ x

0

dt

|G[0] : G[t]|függvény inverze. 38



5.3. Végtelen Galois-b®vítésekEddig véges testb®vítésekkel foglalkoztunk. Most tekintsünk egy L/K végtelen Galois-b®vítést, és írjuk fel L-et véges b®vítések L =
⋃

i∈I Ki egyesítéseként. Ezt tetsz®leges algebraib®vítés esetén megtehetjük. A Gal(L/K) Galois-
soportot egy pro-véges 
soportnak de�niál-juk: Gal(L/K) := lim←−Gal(Ki/K). Az összeköt® leképzések a természetes faktorleképezések.Ha úgy akarjuk értelmezni az elágazási rész
soportokat egy ilyen végtelen Galois-b®vítésre,mint a véges részb®vítések elágazási rész
soportjainak inverz limesze, akkor szükségünk vanarra, hogy ezek az elágazási rész
soportok megmaradjanak a faktorleképezéseknél. Ezen amódon tehát 
sak fels® számozású elágazási 
soportokat tudunk értelmezni.5.3.1. De�ní
ió. Legyen L/K egy végtelen Galois-b®vítése a K lokális testnek, és a Galois-
soport G := Gal(L/K). Ekkor egy w ∈ [−1,∞) valós számra a fels® számozású elágazásirész
soportja G-nek
G(w) = lim←−Gal(Ki/K)(w),ahol L =

⋃

i∈I Ki a véges részb®vítések egyesítése.Megjegyzés: Ha L végtelen algebrai b®vítése a K lokális testnek, akkor L-re kiterjeszthet®
K értékelése egy vL : L∗ → Q homomor�zmussal, melyre vL∣∣K = vK : K∗ → Z. Tehát ez azértékelés nem lesz feltétlenül diszkrét, és L nem is lesz teljes az indukált topológiával. Viszontaz egészek gy¶r¶jét, és annak maximális idálját, továbbá a maradéktestet hasonlóképpenértelmezhetjük: OL := {x ∈ L : vL(x) ≥ 0},ML := {x ∈ L : vL(x) > 0}, és kL := OL/ML.Továbbá L Hensel-féle test lesz � mely általánosítja a teljes, diszkréten értékelt test fogalmát:Ha f(x), g0(x), h0(x) ∈ OL[x] olyan egész együtthatós polinomok, melyek f®együtthatója 1,és f(x) ≡ g0(x)h0(x) (modML[x]), akkor léteznek olyan 1-f®együtthatós, egész együtthatós
g, h polinomok, melyekre f(x) = g(x)h(x), g(x) ≡ g0(x) (modML[x]) és h(x) ≡ h0(x)
(mod ML[x]).5.3.1. Állítás. Ha Gi(w)-vel jelöljük Gal(Ki/K)(w) ®sképét G-ben, akkor

G(w) =
⋂

i∈I

Gi(w).Bizonyítás. Mivel az inverz-limesz de�ní
iójában a leképezések szürjektívek, ezért a
ϕi : G→ Gal(Ki/K)leképezések is szürjektívek, továbbá ϕi(G(w)) = Gal(Ki/K)(w). TehátGi(w) = G(w)Ker(ϕi),és így a 1.1.1-es állítás miatt

G(w) = G(w) =
⋂

i∈I

G(w)Ker(ϕi) =
⋂

i∈I

Gi(w),hiszen G(w) kompakt halmazok inverzlimesze, tehát kompakt, és mivel egy pro-véges 
soportHausdor� tér, ezért zárt is.5.3.2. De�ní
ió. Az L/K b®vítés fels® elágazási töréspontjainak (upper rami�
ation breaks)
B(L/K) halmaza azon x ra
ionális számokból áll, melyekre van egy olyan véges M/K rész-b®vítése L/K-nak, melyre

Gal(M/K)(x+ ε) 6= Gal(M/K)(x)39



tetsz®leges ε > 0 esetén. Az L/K b®vítés vad automor�zmusai a Gal(L/K)(1)-beli automor-�zmusok.Megjegyzés: Ez a de�ní
ió különbözik az elágazási töréspontok szokásos de�ní
iójától: azon
x-ek halmaza, melyekre Gal(L/K)(x + ε) 6= Gal(L/K)(x) tetsz®leges ε > 0-ra. Ezek épp afels® elágazási töréspontok, és 
sökken® sorozataik limeszei [23℄.Bizonyítás. Vegyük észre, hogy adott ε > 0-ra Gal(L/K)(x + ε) 6= Gal(L/K)(x) ekvivalensazzal, hogy valamely Ki véges részb®vítésre Gal(Ki/K)(x+ ε) 6= Gal(Ki/K)(x).5.3.3. De�ní
ió. Egy L/F Galois-b®vítést mélyen elágazónak (deeply rami�ed) nevezünk,ha a fels® elágazási töréspontjainak halmaza nem korlátos. A b®vítés aritmetikailag pro-véges(arithmeti
ally pro�nite), ha a Gal(L/F )(x) fels® elágazási 
soportok nyíltak Gal(L/F )-ben.Megjegyzés: A mélyen elágazó b®vítéseket számos matematikus (többek között Tate ésIwasawa) munkája tette híressé. Coates és Greenberg [8℄ belátta, hogy ezek a b®vítések jóáltalánosításai a Zp-b®vítéseknek. Spe
iálisan Tate eredményeit [34℄ is ki lehet terjeszteni, ésalkalmazni lehet Abel-féle varietások Kummer-elméletében.5.3.2. Állítás. Egy L/F Galois-b®vítés pontosan akkor mélyen elágazó, ha tetsz®leges x-rea Gal(L/F )(x) elágazási rész
soport nemtriviális.Bizonyítás. Ha Gal(L/F )(x) triviális valamilyen x-re, akkor x fels® korlátja a töréspontokhalmazának. Megfordítva tegyük fel, hogy van egy ilyen x korlát. Ekkor Gal(L/F )(y) =
Gal(L/F )(x) minden y ≥ x-re. De minden N nyílt normálosztóra Gal(L/F )(y)N = Nelég nagy y-ra, ami azt jelenti, hogy Gal(L/F )(x)N = N minden N ⊳o Gal(L/F )-re, tehát
Gal(L/F )(x) = 1.5.3.3. Következmény. Egy aritmetikailag pro-véges b®vítés mélyen elágazó.5.3.4. Állítás. A következ®k ekvivalensek:(i) L/F aritmetikailag pro-véges;(ii) L/F iner
iarészteste véges fokú F felett és minden x-re a hM/F (x) sorozatnak van ha-tárértéke, ha M az L/F véges részb®vítésin fut végig.Bizonyítás. Jelöljük G := Gal(L/F )-fel a Galois-
soportot. El®ször is vegyük észre, hogy
L/F iner
iateste pontosan akkor véges fokú F felett, ha (G : G(0)) véges (azaz G(0) nyílt),hiszen G(0) = G[0] �xteste épp az iner
iarésztest az 5.2.1-es állítás miatt.Egyik irány: (ii) ⇒ (i). Elég belátni, hogy G(x) nyílt G(0)-ban. Az 5.2.7-es következményszerint hM/F (x) gra�konjának meredeksége mindig egész szám, mert valamilyen elágazásirész
soport indexe. Írjuk fel L-et Li véges fokú közbüls® testek felszálló úniójaként! Mivel
hLi/F (x)-nek van határértéke, ezért tetsz®leges a > 0-ra van olyan j egész, hogy hLi/Lj

(balvagy jobb oldali) deriváltja minden x < hLj/F (a) és i > j esetén 1. Tehát hLi/F gra�konjának
a alatti része nem változik. Tehát hLi/F (x) = hLj/F (x) minden i > j-re és x < a-ra. Most ha
Gi(x)-szel jelöljük Gal(Li/F )(x) ®sképét, akkor G(x) =

⋂

Gi(x), és a 5.2.7-es következményszerint Gi(x) indexe G(0)-ban állandó (mégpedig hLj/F bal oldali deriváltja x-ben). Tehátmivel G(0) véges index¶, ezért G(x) is, ami azt jelenti, hogy L/F aritmetikailag pro-véges.40



Másik irány: (i) ⇒ (ii). Ha G(a) nyílt valamilyen a-ra, akkor valamilyen j egész számra
Gi(x) = G(x) minden i > j és x < a esetén. Ebb®l következik, hogy hLi/Lj

deriváltja 1minden x < hLj/F (a)-ra. Tehát hLi/F (x) = hLj/F (x), ha i > j és x < a, ezért hLi/F (x)-nekvan határértéke.5.3.4. De�ní
ió. Ilymódon értelmezhetjük egy L/F aritmetikailag pro-véges b®vítés Hasse-Herbrand függvényét:
hL/F (x) := limhM/F (x),ahol M a véges fokú közbüls® testeken fut végig. Továbbá az alsó számozású elágazási rész-
soportok:

Gal(L/F )[x] := Gal(L/F )(h−1
L/F (x)).5.3.5. Következmény. Ha L/F aritmetikailag pro-véges, akkor a töréspontok diszkrét hal-mazt alkotnak.Bizonyítás. Tetsz®leges a > 0-ra az a alatti töréspontok pontosan az Lj/F véges b®vítéstöréspontjai, hiszen hLi/F gra�konja a alatt megegyezik hLj/F gra�konjával. Tehát a (0, a)intervallum 
sak véges sok töréspontot tartalmaz, azaz a töréspontok halmaza diszkrét.5.3.6. Következmény. Ha L/F egy aritmetikailag pro-véges b®vítés, akkor a p-hez relatívprím fokú részb®vítések egyesítése véges fokú F felett, spe
iálisan Gal(L/F ) virtuálisan pro-p
soport.Bizonyítás. Láttuk, hogy az F0 iner
iarésztest véges fokú F felett. Ha |M : F0| relatív prím

p-hez, akkor hM/F (x) ≥ hM/F0(x) = |M : F0|x, mert L/F0 teljesen elágazó. Node hM/F (x)korlátos, tehát készen vagyunk.A következ® lemma és állítás Camina tételének bizonyításában játszik fontos szerepet, melyszerint minden megszámlálható bázisú pro-p 
soport beágyazható a Nottingham 
soportba.5.3.7. Lemma. Legyen L =
⋃

i≥1 Fp((ti)) p-karakterisztikájú lokális testek egy tornya úgy,hogy mindegyik közbüls® test p-edfokú teljesen elágazó b®vítése az el®z®nek. Ha az si :=
s(Fp((ti+1))/Fp((ti))) elágazási töréspontok egy növekv® sorozatot alkotnak, akkor a fels® elága-zási töréspontok halmaza

B(L/Fp((t1))) =
{

s1 + (s2 − s1)p
−1 + · · ·+ (si − si−1)p

−(i−1) : i ≥ 1
}

.Bizonyítás. El®ször belátjuk, hogy ezek töréspontok. Legyen Gi := Gal(Fp((ti+1))/Fp((t1))) éshelyettesítsünk x = s1 + (s2 − s1)p
−1 + · · ·+ (si − si−1)p

−(i−1)-et a
Gi(x)Gi−1/Gi−1 = Gi[hFp((ti+1))/Fp((t1))(x)]Gi−1/Gi−1

= (Gi/Gi−1)[hFp((ti))/Fp((t1))(x)]

= (Gi/Gi−1)[si]egyenletbe! Mivel si az elágazási töréspontja Fp((ti+1))/Fp((t1))-nek, ezért Gi(x)Gi−1 = Gi,de minden ε > 0-ra Gi(x + ε)Gi−1 = Gi−1, azaz x ∈ B(L/Fp((t1))). Visszafelé alkalmazva azérvelést láthatjuk, hogy más töréspont nin
s.5.3.8. Állítás. Legyen L mint az el®z® lemmában. Ekkor a következ®k ekvivalensek:41



(i) L/Fp((t1)) aritmetikailag pro-véges;(ii) L/Fp((t1)) mélyen elágazó;(iii) s1 + (s2 − s1)p
−1 + · · ·+ (si − si−1)p

−(i−1) →∞, ha i→∞.Bizonyítás. Az el®z® lemma miatt (ii) és (iii) ekvivalen
iája triviális, az 5.3.3-as következ-mény szerint pedig (i)-b®l következik (ii). Továbbá
hFp((tj ))/Fp((t1))(s1 + (s2 − s1)p

−1 + · · ·+ (sj − sj−1)p
−(j−1)) = sj ≤ siés hFp((ti+1))/Fp((ti))(x) = x, ha x < si. Tehát hFp((ti))/Fp((t1))(x) = hFp((tj ))/Fp((t1))(x) minden x <

s1+(s2−s1)p
−1+ · · ·+(sj−sj−1)p

−(j−1) és i ≥ j-re, azaz hFp((ti))/Fp((t1))(x)-nek van határértéke,ha x < supB(L/Fp((t1))).A következ® Fontaine-t®l és Wintenbergert®l ([15℄ és [37℄) származó konstruk
ió rávilágítaz aritmetikailag pro-véges b®vítések és a Nottingham 
soport kap
solatára. Ha L ≥ M1 ≥
M2 ≥ F , aholM1 ésM2 véges b®vítések, akkor az NM1/M2 normaleképezés ad egyM∗

1 -bólM∗
2 -ba men® homomor�zmust. Ekkor értelmezhetjük a multiplikatív 
soportok inverz limeszét:

N(L/F )∗ := lim←−M
∗,ahol M a véges részb®vítéseken fut végig, az összeköt® leképezések pedig a normaleképezé-sek. Ha L/F aritmetikailag pro-véges, akkor az N(L/F )∗-ot nullával kiegészítve, a kapotthalmazon megadhatunk egy összeadást is, amellyel N(L/F ) := N(L/F )∗ ∪ {0} test lesz:5.3.5. De�ní
ió. Legyen a = (aM) és b = (bM) (aM , bM ∈ M∗) két normakompatibilissorozat N(L/F )∗-ban! Ekkor a szorzást N(L/F )∗-on komponensenként de�niáljuk: a · b =

(aMbM). A két elem összege pedig legyen (aM ) + (bM ) := (cM), ahol cM := limE NE/M(aE +
bE), és E az L/M b®vítés véges fokú közbüls® testein fut végig. Itt megengedjük a (0M)normakompatibilis sorozatot is.Az összeadás de�ní
iója azon alapul, hogy egyre feljebb végezzük el a m¶veletet, és aztánlevetítjük a kisebb résztestekre. Ez az egyenletes pro-p 
soportokon de�niált összeadásraemlékeztet, ahol

g + h := lim
n→∞

(gp
n

hp
n

)p
−n

,ha g és h a G egyenletes pro-p 
soport két eleme.5.3.9. Tétel. Legyen L/F egy aritmetikailag pro-véges b®vítés!
(1) Ekkor az így de�niált N(L/F ) := N(L/F )∗ ∪{0} egy teljes, diszkréten értékelt p-karakte-risztikájú test a vN((aM)) := vK(aK) értékeléssel, ahol K egy olyan véges részb®vítés, melytartalmazza L/F iner
iarésztestét. N(L/F ) maradékteste izomorf L maradéktestével, és

tN = (πM) egy prímelem, ha (πM) egy prímekb®l álló normakompatibilis sorozat. Ilymódonaz N(L/F ) test izomorf az L maradékteste feletti formális Laurent-sorok testével.
(2) Ha L/F még teljesen elágazó b®vítés, melynek minden véges részb®vítése p-hatvány fokú,akkor L minden τ F -automor�zmusához hozzárendelhetünk egy σ vad automor�zmusáta normák testének: σ((πM)) := (τπM ). A τ 7→ σ leképezés a Gal(L/F ) Galois 
soportbeágyazása N(L/F ) vad automor�zmusainak 
soportjába.42



5.3.6. De�ní
ió. Az így kapott testet nevezzük az L/F b®vítéshez tartozó normák testének(�eld of norms).A bizonyítás az alábbi két (te
hnikai) lemmán múlik ([14℄ Chapter III):5.3.10. Lemma. Legyen L/F véges szeparábilis b®vítés. Ekkor ε ∈ OL esetén
hL/F

(

vF (NL/F (ε)− 1)
)

≥ vL(ε− 1),és ha α ∈ L, β ∈ F elemekre vL(α− β) > 0, akkor
hL/F

(

vF (NL/F (α)− β)
)

≥ vL(α− β).5.3.11. Lemma. Legyen M ′/M egy teljesen elágazó p-hatvány fokú b®vítés! Ekkor
vM
(

NM ′/M (α + β)−NM ′/M (α)−NM ′/M (β)
)

≥ (p− 1)q(M ′/M)

p

α, β ∈ OM ′-re. Ha α ∈ OM , akkor létezik olyan β ∈ OM ′, melyre
vM
(

NM ′/M(β)− α)
)

≥ (p− 1)q(M ′/M)

p
,ahol q(M ′/M) := sup{x ≥ 0 : hM ′/M (x) = x}.Az 5.3.9-es tétel bizonyítása. Az 5.3.4-es állítás és az 5.3.6-os következmény miatt az állítástelég belátni teljesen elágazó b®vítésekre, melyeknek minden részb®vítése p-hatvány fokú. Ek-kor L-et felírhatjuk L =

⋃∞
i=0 Li alakban, ahol Li−1 ≥p Li, és L0 = F , továbbá ha (αLi

) egynormakompatibilis sorozat, akkor � mivel a b®vítések teljesen elágazóak � minden i, j ∈ N-re vLi
(αLi

) = vLj
(αLj

). El®ször belátjuk, hogy az összeadás jólde�niált, azaz rögzített j-reaz NLi/Lj
(αLi

+ βLi
) sorozat konvergens. El®ször tegyük fel, hogy αF , βF ∈ OF ! Ekkor az5.3.11-es lemma miatt ha i ≥ k, akkor
NLi/Lk

(αLi
+ βLi

) ≡ αLk
+ βLk

(modMak
Lk

), (5.2)ahol ak = (p − 1)q(L/Lk)/p ≤ (p − 1)q(Li/Lk)/p. Másrészt a Hasse-Herbrand függvénykorlátossága miatt ak →∞, ha k →∞, és így i ≥ k ≥ j esetén az 5.3.10-es lemma miatt
vLj

(

NLi/Lj
(αLi

+ βLi
)−NLk/Lj

(αLk
+ βLk

)
)

≥ h−1
Lk/Lj

(ak) ≥ h−1
L/Lj

(ak),azaz az NLi/Lj
(αLi

+ βLi
) sorozat Cau
hy, tehát konvergens. Az általános esethez el®szörkonstruálunk egy prímekb®l álló normakompatibilis sorozatot. Legyen k egy olyan index,melyre ak > 1, és γLk
∈ Lk egy prímelem. Ekkor az 5.3.11-es lemma alapján tudunk egyolyan γLi

∈ Li sorozatot konstruálni, melyre
vLi

(NLi+1/Li
(γLi+1

)− γLi
) ≥ ai.Így induk
ióval és alkalmazva (5.2)-t azt kapjuk, hogy

vLi
(NLj/Li

(γLj
)− γLi

) ≥ ai, ha j ≥ i ≥ k.43



Ezért az 5.3.10-es és az 5.3.11-es lemma miatt
vLs(NLj/Ls(γLj

)−NLi/Ls(γLi
)) ≥ h−1

Li/Ls
(ai) ≥ hL/Ls(ai)minden j ≥ i ≥ s ≥ k-ra. Mivel h−1

L/Ls
(ai) → ∞, ha i → ∞, tehát létezik a δLs :=

limi→∞NLi/Ls(γLi
) határérték, és ha j < k-ra δLj

:= NLk/Lj
δLk

-t vesszük. akkor egy (δLi
) ∈

N(L/F ) elemet kapunk, melyre vN ((δLi
)) = 1.Most mivel egész elemekre már tudjuk, hogy az összeadást de�niáló határérték létezik,ezért egy tetsz®leges (αLi

), (βLi
) ∈ N(L/F ) pár esetén leoszthatunk (δLi

) megfelel®, mondjuk
min(vN((αLi

)), vN((βLi
)))-edik hatványával, és azt kapjuk, hogy az összeadás ezeken az eleme-ken is értelmes. A kommutativitás, az asszo
iativitás, és a disztributivitás nyilvánvaló, tehát

N(L/F ) test, melynek vN egy diszkrét értékelése. Továbbá mivel 1 = (1Li
), ezért p = (αLi

),ahol
αLi

= lim
j→∞

NLj/Li
(p) = lim

j→∞
p|Lj :Li| = 0,tehát charN(L/F ) = p.A teljességhez vegyünk egy A(n) = (α

(n)
Li
∈ N(L/F )) Cau
hy-sorozatot. Feltehetjük, hogy

vN (A(n)) ≥ 0. A Cau
hy tulajdonság azt jelenti, hogy van olyan ni, melyre
vLi

(α
(n)
Li
− α(m)

Li
) ≥ ai, ha n,m ≥ ni.Alkalmazva (5.2)-t azt kapjuk, hogy

vLi
(NLj/Li

(α
(nj)
Lj

)− α(ni)
Li

) ≥ ai.Az 5.3.10-es és az 5.3.11-es lemma miatt
vLs(NLi/Ls(α

(ni)
Li

)−NLj/Ls(α
(nj)
Lj

)) ≥ h−1
L/Ls

(ai)→∞,ha i ≥ j →∞. Így α′
Ls

:= limi→∞NLi/Ls(α
(ni)
Li

)-t véve egy olyan A′ = (α′
Li

) ∈ N(L/F ) elemetkapunk, melyre A′ = limA(n).Mivel vN ((αLi
)) = vF (αF ), ezért ON(L/F )/MN(L/F )

∼= OF/MF
∼= OL/ML, hiszen L/F -r®l feltettük, hogy teljesen elágazó.Végezetül a

Gal(L/F ) −→ AutN(L/F )

τ 7−→ σhomomor�zmus nyilván injektív. Node a (2)-es esetben Gal(L/F ) egy pro-p 
soport, és
AutN(L/F ) pro-p része pedig épp a vad automor�zmusok 
soportja.A de�ní
ióból közvetlenül következik az alábbi állítás:5.3.12. Állítás.
(1) Egy aritmetikailag pro-véges b®vítés minden végtelen részb®vítése is aritmetikailag pro-véges. 44



(2) Ha egy M/K végtelen Galois-b®vítésnek van olyan L/K aritmetikailag pro-véges részb®-vítése, melyre (M : L) <∞, akkor M/K is aritmetikailag pro-véges.Megjegyzés: Az aritmetikailag pro-véges b®vítések fogalmát � komolyabb testelméleti eszkö-zökkel � lehet általánosítani szeparábilis (nem feltétlenül Galois-) b®vítésekre, és igaz marada (2)-es állítás a következ® formában is: Ha az L/F Galois-b®vítés aritmetikailag pro-véges,akkor L tetsz®leges véges szeparábilis M b®vítésére M/K is aritmetikailag pro-véges.5.3.7. De�ní
ió. Ha L/F aritmetikailag pro-véges, és K egy Galois-b®vítése L-nek, ak-kor N(K,L/F ) legyen az összes olyan N(E/F ) kompozí
iója, ahol E/F végigfut K/F azonGalois részb®vítésein, melyekre (E : L) < ∞. A W normák teste funktor egy L/F aritmeti-kailag pro-véges b®vítéshez hozzárendeli N(L/F )-et, és L minden K Galois-b®vítéséhez pedig
N(K,L/F )-et, és Gal(K/L) ∼= Gal(N(K,L/F )/N(L/F )) ≤ Gal(N(K/F )/N(L/F ))-et.5.4. N aritmetikailag pro-véges rész
soportjaiLegyen L/F egy aritmetikailag pro-véges b®vítés, melyre L maradékteste kL = Fq végestest. Ekkor a normák teste vad automor�zmusainak 
soportja épp a N (Fq) Nottingham
soport. Tehát egy teljesen elágazó aritmetikailag pro-véges pro-p-b®vítés Galois-
soportjaa Nottingham 
soportba ágyazódik be a �normák teste� funktor által. Érdekes tudni, hogya Gal(L/F )(x) fels® elágazási rész
soportok hová képz®dnek ennél a beágyazásnál. Az Nirész
soportok analógok az alsó számozású elágazási rész
soportokhoz, ezért természetes akövetkez® de�ní
ió:5.4.1. De�ní
ió. Ha G ≤c N egy zárt rész
soport, akkor legyen Gi := G∩Ni és Gy := G⌈y⌉!Bevezetjük a következ® függvényt:

ϕG(x) :=

∫ x

0

dy

|G : Gy|
.Ekkor G-t a Nottingham 
soport egy aritmetikailag pro-véges rész
soportjának nevezzük, ha,ha lim

x→∞
ϕG(x) = +∞. Ebben az esetben legyen ψG(x) a ϕG(x) függvény inverze, és G(x) :=

GψG(x). A ψG(x) függvény szakadási pontjait hívjuk a G rész
soport fels® töréspontjainak.5.4.1. Állítás. Legyen L/F egy teljesen elágazó aritmetikailag pro-véges pro-p-b®vítés, ésjelöljük G-vel a Gal(L/F ) Galois-
soport képét N -ben. Ekkor minden x-re a Gal(L/F )(x)
soport képe G(x).Bizonyítás. Írjuk fel el®ször L-et véges Galois-b®vítések L =
⋃

i≥1 Li felszálló uniójaként! Elégbelátni, hogy tetsz®leges n egész számra a Gal(L/F )[n] alsó elágazási 
soport Gn-re képz®dik,hiszen ekkor Gal(L/F ) = Gal(L/F )[0] miatt
h−1
L/F (x) =

∫ x

0

dy

|Gal(L/F ) : Gal(L/F )[y]| =
∫ x

0

dy

|G : Gy|
.Ez pedig nyilvánvaló, mert σ ∈ Gal(L/F )[n] pontosan akkor áll fenn, ha elég nagy i-re

σ|Li
∈ Gal(Li/F )[n], azaz ha αi ∈ OLi

-re vLi
(σαi−αi) ≥ n+1. Node ez pedig épp azt jelenti,hogy vN ((σαi)− (αi)) = lim

i→∞
vF (NLi/F (σαi − αi)) = lim

i→∞
vL(σαi − αi) ≥ n + 1, azaz a σ-hoztartozó τ benne van Nn-ben. 45



5.4.2. Állítás. Legyen G egy aritmetikailag pro-véges rész
soportja N -nek! Ekkor G Haus-dor� dimenziója hdimG = 0.Bizonyítás. Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy ξ := hdimG > 0. Ekkor van egy olyan
0 < ε < ξ és egy N ∈ Z+, melyre minden n ≥ N egész szám esetén

log |G : Gn|
(n− 1) log p

=
log |GNn : Nn|
log |N : Nn|

> ε.Tehát
lim
x→∞

ϕG(x) = lim
x→∞

∫ x

0

dy

|G : Gy|

= lim
n→∞

n
∑

k=1

1

|G : Gk|

=

∞
∑

k=1

p− log |G:Gk|

≤
N−1
∑

k=1

p− log |G:Gk| +
∞
∑

k=N

p−(k−1)ε log p

< ∞.Ez pedig ellentmondás.Felvet®dik a kérdés, hogy N mely aritmetikailag pro-véges rész
soportjai állnak el® anormák teste funktor képeként. Wintenberger belátta a következ®t:5.4.3. Tétel (Wintenberger, [36℄). Minden G ≤ N kommutatív rész
soportra van olyan
L/F aritmetikailag pro-véges b®vítés, melyre W (Gal(L/F )) = G.Megjegyzés: Spe
iálisan minden Abel-féle rész
soport aritmetikailag pro-véges, és 0 Haus-dor� dimenziós.5.4.4. Tétel (C. Leedham-Green, A. Weiss [6℄). Minden véges p-
soport beágyazható az
N Nottingham 
soportba.Bizonyítás. Az állítást elég belátni N = N (Fp)-re, hiszen ha q = pf , akkor N (Fq) ≤ N (Fp).Legyen H egy véges p-
soport! Ekkor E. Witt eredménye [38℄ [39℄ szerint létezik egy teljesenelágazó K b®vítése Fp((t))-nek, melyre H ∼= Gal(K/Fp((t))). Mivel a b®vítés teljesen elágazó,ezért K ∼= Fp((t)). Tehát H izomorf Aut(Fp((t))) ∼= A(Fp) egy rész
soportjával. És így
|A(Fp) : N (Fp)| = p− 1 miatt H izomorf N (Fp) egy rész
soportjával.5.4.5. Következmény ([6℄). N nem lineáris semmilyen test felett sem.Bizonyítás. Ez az el®z® tételb®l következik, hiszen rögzített dimenzióban egy feloldható line-áris 
soport feloldható hossza korlátos [35℄.
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Az 5.4.4-as tételt szeretnénk általánosítani megszámlálható bázisú pro-p 
soportokra. Amegfelel® Galois-elméleti eredmény a rendelkezésre áll. Vegyünk ugyanis egy G megszám-lálható bázisú pro-p 
soportot. Ekkor feltehetjük, hogy G = lim←−Gi, ahol (Gi)i∈N véges
p-
soportok egy inverz rendszere, melyben a leképezések epimor�zmusok, és minden i-re a
Gi+1 → Gi epimor�zmusok magja p-elem¶. Legyen F := Fp((t))! Tegyük fel, hogy valamilyen
i-re találunk egy Ki/F teljesen elágazó b®vítést, melyre Gi

∼= Gal(Ki/F ). Ekkor Iwasawa [19℄eredménye szerint a Gi+1 
soportot el®állíthatjuk egy teljesen elágazó Ki+1/F b®vítés Galois-
soportjaként, ahol F ≤ Ki ≤ Ki+1, és a Gal(Ki+1/F )→ Gal(Ki/F ) megszorítás megegyezika megadott Gi+1 → Gi leképezéssel. Így egy L =
⋃

Ki testet konstruálhatunk rekurzívan,melyre Gal(L/F ) = lim←−Gal(Ki/F ) = G. Ha L ∼= Fp((t)) lenne, akkor G ≤ Aut(L) miatt Gegy beágyazását kapnánk a Nottingham 
soportba. De L általában nem lokális test, és nem isdiszkrét az értékelése. Viszont ha el tudnánk érni, hogy L/F aritmetikailag pro-véges legyen,akkor G-t be tudnánk ágyazni a normák teste vad automor�zmusainak 
soportjába, ami éppaz N (Fp) Nottingham 
soport. Ez az ötlete Fesenko bizonyításának Camina tételére.Jelöljük a megfelel® elágazási töréspontokat
si := s(Ki+1/Ki)-vel!Ekkor az 5.3.8-as állítás fényében 
sak azt kell elérni, hogy ezen si számok elég gyorsann®jenek. Szükségünk lesz a következ® közismert állításra:5.4.6. Állítás. Minden p-edfokú L/K Galois-b®vítése egy p-karakterisztikájúK testnek Artin-S
hreier b®vítés, azaz K(β) alakba írható, ahol β az

xp − x− αirredu
ibilis polinom gyöke valamilyen α ∈ K esetén.Bizonyítás. Legyen σ ∈ Gal(L/K) a b®vítés Galois-
soportjának generátoreleme. Ekkor Laz FpGal(L/K) 
soportalgebra feletti modulus természetes módon, és a 
soportalgebrában
(σ− 1)p = σp− 1 = 0. Másrészt γ ∈ L esetén γ ∈ K pontosan akkor, ha (σ− 1)γ = 0. Tehátvan olyan γ ∈ L, melyre (σ − 1)γ 6= 0, de (σ − 1)2γ = 0, azaz 0 6= δ = (σ − 1)γ ∈ K. Ekkora β := γ/δ ∈ L elemre σβ = β + 1. Ebb®l látszik, hogy β minimálpolinomja invariánsanmarad, ha az x változó helyére x + 1-et helyettesítünk. Könny¶ ellen®rizni, hogy ekkor aminimálpolinom a kívánt alakú.Tehát ha Ki már megvan, akkor Ki+1 = Ki(β) alakú, ahol βp−β = α ∈ Ki. Most tegyükfel, hogy c ∈ F , és E = Ki(β1), ahol βp1 − β1 = α + c. Ekkor minden τ ∈ Gal(Ki+1/F )-hezhozzárendelhetjük E/F -nek egy τ ′ automor�zmusát, melyre τ |Ki

= τ ′|Ki
és

τβ − β = τ ′β1 − β1 =∈ Ki,hiszen ha σ-val jelöljük a Gal(E/Ki) generátorát, akkor σ ∈ Z(Gal(Ki+1/F )) 
entrumelem(ugyanis p-
soportban p-edrend¶ normálosztót generál), ezért
σ(τβ − β) = τσβ − σβ = τ(β + 1)− (β + 1) = τβ − β,47



azaz τβ − β ∈ Ki. A kapott τ ′ valóban automor�zmusa E-nek F felett, mert
τ ′(βp1 − β1) = (τ ′β1)

p − τ ′β1

= (β1 + τβ − β)p − (β1 + τβ − β)

= βp1 − β1 + (τβ)p − τβ − (βp − β)

= α + c+ τ |Ki
α− α = τ ′|Ki

α + c

= τ ′(α + c).Tehát kommutatív az alábbi diagram,
Gal(E/F )

≃−−−→ Gal(Ki+1/F )

ց ւ
Gal(Ki/F )azaz Ki+1-et E = Ki(β1)-re 
serélve ugyanannak a beágyazási problémának a megoldásátkapjuk. Így annyi szabadságunk van, hogy α-hoz hozzáadhatunk egy c ∈ Fp((t)) alaptestbelielemet. Látni fogjuk, hogy ilymódon el is érhet®, hogy az elágazási töréspontok tetsz®legesennagyok legyenek. Jelöljük ti-vel Ki prímelemét, Oi-vel az egészeinek a gy¶r¶jét, és vi-vel azértékelését, melyre vi(ti) = 1!5.4.7. Lemma. Tegyük fel, hogy Ki+1 = Ki(β1), ahol β1 a βp1 − β1 = α1 ∈ Ki egyenletmegoldása. Ekkor ha vi(α1) < 0 és nem osztható p-vel, akkor a Ki+1/Ki b®vítés teljesenelágazó, továbbá elágazási töréspontja si = −vi(α1).Bizonyítás. Mivel βp1−β1 = α1, ezért vi(β1) = −n/p, ha kiterjesztjük az értékelést, és vi(α1) =

n. Mivel n és p relatív prímek, ezért a b®vítés teljesen elágazó. Továbbá léteznek olyan
b, d ∈ Z egész számok, melyekre bp− dn = 1. Vegyük ti+1 := βd1 t

b
i -t! Ekkor vi(ti+1) = 1/p és

Ki+1 = Fp((ti+1)). Feltehetjük, hogy Gal(Ki+1/Ki) = 〈σ〉, ahol σβ1 = β1 + 1, így
σti+1 = σ(βd1 t

b
i)

= (β1 + 1)dtbi
= ti+1 + dti+1/β1 + · · ·+ ti+1/β

d
1 .Most vi(ti+1/β

a
1 ) = vi(ti+1) + an/p = (an + 1)/p mindegyik szóbanforgó a-ra. Mivel d 6≡ 0

(mod p), ezért vi(σti+1 − ti+1) = (n+ 1)/p, ami épp azt jelenti, hogy si = n.Ha azt szeretnénk, hogy si minél nagyobb legyen, akkor úgy t¶nhet, hogy c-t 
sak meg kellválasztani olyannak, aminek minél nagyobb abszolútérték¶ negatív értékelése van. Azonbanha vi(c) < vi(α), akkor vi(α1) = vi(α+ c) = vi(c), ami pedig osztható Ki/F fokával, hiszen ab®vítés teljesen elágazó. Spe
iálisan vi(α1) ≡ 0 (mod p), és így az el®z® lemma nem alkalmaz-ható. Tehát ennél ügyesebbnek kell lennünk. Legyen ℘(x) := xp−x! Ekkor az 5.4.7-es lemmabizonyításából látszik, hogy a K(β) b®vítésben ha ℘(γ) ∈ K valamilyen γ ∈ K(β) \ K-ra,akkor γ = kβ + δ alakú, ahol k ∈ Fp, illetve δ ∈ K, hiszen ez esetben σγ − γ ∈ Fp. Így az(F →֒ Ki beágyazás által indukált)
F/℘(F )→ Ki/℘(Ki)48



homomor�zmus magja véges dimenziós Fp fölött, és ezért az
F/℘(F )→ Ki/(℘(Ki) + t−ki Oi)leképezés sem a 0 leképezés. Tehát találhatunk egy olyan c ∈ F -et, amely nin
s ℘(Ki)+t

−k
i Oi-ben. Egy ilyen c elem felírható az alábbi összeg alakban:5.4.8. Lemma. Tegyük fel, hogy c ∈ F , de c /∈ ℘(Ki)+ t−ki Oi! Ekkor létezik olyan x, z ∈ Ki,melyre

c = ℘(z) + x, és p ∤ vi(x) < −k.Bizonyítás. Mivel vi(c) osztható p-vel, ezért
c = c−pnt

−pn
i + c−pn+1t

−pn+1
i + · · · = ℘(c−pnt

−n
i ) + yvalamely vi(y) > vi(c)-re. Ezt folytathatjuk, amíg vi(y) negatív és osztható p-vel. Tehát

c = ℘(z)+x olyan x, z ∈ Ki elemekkel, melyekre vi(x) ≥ 0, vagy vi(x) negatív és relatív prím
p-hez. Node c /∈ ℘(Ki) + t−ki Oi, tehát a második eset áll fenn, és p ∤ vi(x) < −k.Tegyük fel most, hogy elértük a Ki+1 = Ki(β) szintet, ahol βp − β = α ∈ Ki. Legyen
k ≥ −vi(α) egy nagy pozitív egész, válasszunk egy c ∈ F \ (℘(Ki) + t−ki Oi

) elemet, és legyen
β1 a βp1 − β1 = α + c egyenlet megoldása! Legyen továbbá x, z mint az el®z® lemmában, és
β2 := β1 − z! Ekkor βp2 − β2 = α + x, ahol vi(α + x) = vi(x) < −k, és Ki(β2) = Ki(β1). Az5.4.7-es lemma szerint

si = s(Ki(β1)/Ki) = s(Ki(β2)/Ki) = −vi(α + x) > k.Tehát Ki+1-et Ki(β1)-gyel helyettesítve elérhetjük, hogy si = s(Ki+1/Ki) tetsz®legesennagy legyen. Spe
iálisan konstruálhatunk egy olyan (Ki) testb®vítéssorozatot, melyre
s1 + (s2 − s1)p

−1 + · · ·+ (si − si−1)p
−(i−1)szigorúan monoton n®ve tart végtelenhez. A 5.3.8-as lemma alkalmazásával azt kapjuk, hogy5.4.9. Tétel. Ha G egy megszámlálható bázisú pro-p 
soport, akkor Fp((t))-nek van olyan Laritmetikailag pro-véges b®vítése, melyre G ∼= Gal(L/Fp((t))).Ennek következménye a f® eredmény ebben a fejezetben:5.4.10. Tétel (Camina, [6℄). Minden megszámlálható bázisú pro-p 
soport izomorf azN (Fp)Nottingham 
soport egy rész
soportjával.Fesenko bizonyítása. Alkalmazzuk a W funktort az aritmetikailag pro-véges L/F b®vítésre.Az 5.3.9-es tétel szerint ez egy G →֒ N (Fp) beágyazást ad.Megjegyzés: Camina eredeti bizonyítása szintén Galois-elméleti jelleg¶ volt, de nem hasz-nálta a normák teste funktort. Valójában mindkét konstruk
ió olyan rész
soportokat ad,melyek benne vannak a Nottingham 
soport torziójának lezártjában.49



5.5. p-edrend¶ elemekAz el®z® fejezetben láttuk, hogy minden véges p-
soport beágyazható a Nottingham 
so-portba, de az a bizonyítás nem expli
it: p2 rend¶ elemre nem is ismert expli
it példa. ViszontKlops
h [24℄ osztályozta a p-edrend¶ elemeket konjugált osztály erejéig. Az ® második bi-zonyításának módszerét követem. Vegyük észre el®ször, hogy a Nottingham 
soportban egytorzióelem mélysége mindig relatív prím p-hez a 2.3.1-es lemma miatt.5.5.1. Lemma. Legyen (t)f, (t)g ∈ N (Fq) két p-edrend¶ elem a Nottingham 
soportban,melyre
(t)f = t

(

1 +
∞
∑

j=k

fjt
j

)

, fk 6= 0

(t)g = t

(

1 +
∞
∑

j=n

gjt
j

)

, gn 6= 0.Ekkor f és g pontosan akkor konjugáltak, ha n = k és fk = gn.Bizonyítás. Az egyik irány triviális: ha f és g konjugáltak, akkor persze k = n, és fk = gn.A másik irányhoz legyen
(t)f := t

(

1 +
∞
∑

j=k

fjt
j

)

,

(t)g := t

(

1 +

∞
∑

j=k

gjt
j

)

, fk = gk 6= 0két p-edrend¶ elem, H1 := 〈f〉, illetve H2 := 〈g〉, továbbá Ki := Fix(Hi) ≤ Fq((t)) a �x-testek (i = 1, 2)! Ekkor a Fq((t))/Ki b®vítések Galois b®vítések, melyek Galois-
soportja
Gal(Fq((t))/Ki) = Hi. Tehát ahhoz, hogy az f és a g elemek konjugáltak, elég belátni, hogyvan olyan σ ∈ N (Fq), melyre K1σ = K2, mert ez épp azt jelenti, hogy σ−1H1σ = H2. Az5.4.6-os állítás miatt a Fq((t))/Ki b®vítés egy xp−x−αi alakú polinom gyökével való b®vítés,ahol αi ∈ Ki. Továbbá feltehetjük, hogy p ∤ vKi

(αi) < 0, mert αi-t megváltoztatva tetsz®leges
℘(Ki)-beli elemmel ugyanazt a b®vítést kapjuk, és minden pozitív értékelés¶ elem benne van
℘(Ki)-ben, továbbá minden negatív, p-vel osztható mélység¶ elemmel van p-vel nem oszthatómélység¶, modulo ℘(Ki) kongruens elem. Ekkor a de�ní
ió és az 5.4.7-es lemma szerint az
Fq((t))/K1 és az Fq((t))/K2 b®vítés elágazási töréspontja megegyezik, azaz:

−vK1(α1) = s(Fq((t))/K1) = D(f) = k = D(g) = s(Fq((t))/K2) = −vK2(α2).Most legyen βi ∈ Fq((t)) az xp − x = αi egyenlet (egyik) gyöke (i = 1, 2)! Ekkor
vFq((t))(βi) = vFq((t))(αi)/p = pvKi

(αi)/p = −k.

50



Tehát ha β1 =
∑∞

l=−k alt
l, és β2 =

∑∞
l=−k blt

l a két hatványsor alak, akkor
c1 +

∞
∑

l=−k

alt
l = β1f =

∞
∑

l=−k

alt
l

(

1 +
∞
∑

j=k

fjt
j

)l , illetve
c2 +

∞
∑

l=−k

blt
l = β2g =

∞
∑

l=−k

blt
l

(

1 +

∞
∑

j=k

gjt
j

)l , ahol
0 6= c1, c2 ∈ Fp ≤ Fq. Végezzük el az l-edik hatványra emeléseket (ahol kell, ott re
ipro-kot is vegyünk), vonjuk ki mindkét egyenlet mindkét oldalából az egyez® összeadandókat,és hasonlítsuk össze a konstans tagokat! Ekkor azt kapjuk, hogy c1 = −a−kkfk, illetve
c2 = −b−kkgk. Mivel p ∤ k és fk = gk, ezért azt kapjuk, hogy a−k

b−k
∈ Fp, és így β2-t le
se-rélve egy egészszám-szorosára elérhetjük, hogy a−k = b−k legyen. Vegyük észre, hogy a −kértékelés¶ elemeken a k-adik gyökvonás elvégezhet® (és Fq-beli k-adik egységgyök szorzótóleltekintve egyértelm¶), tehát van olyan gyök, melyre (βi/a−k)

−1/k ∈ t(1 + tFq[[t]]). Továbbámivel t(1 + tFq[[t]])-n tranzitívan hat a Nottingham 
soport, ezért van olyan σ ∈ N , melyre
(β1/a−k)

−1/kσ = (β2/a−k)
−1/k, és így β1σ = β2, s®t α1σ = α2. Ebb®l viszont következik, hogy

K1σ = K2, mert 
sak azt kell ellen®rizni, hogy K1 valamelyik prímelemeK2 valamelyik príme-lemébe megy σ-nál. Ezen prímelemeknek megfelel például α1 illetve α2 valamelyik −1/k-adikhatványa, hiszen p ∤ k és vKi
(αi) = −k (i = 1, 2) miatt a k-adik gyökvonás elvégezhet® ezekenaz elemeken.Most már osztályozni tudjuk a p-edrend¶ elemeket:5.5.2. Tétel. A Nottingham 
soport p-edrend¶ elemeinek konjugált osztályai reprezentálha-tók a

(t)F (n, λ) := t n

√

1

1− λtnalakú elemekkel, ahol p ∤ n ∈ Z+ és λ ∈ Fq.Bizonyítás. Könny¶ ellen®rizni, hogy ezek valóban p-edrend¶ elemek, továbbá, hogy
(t)F (n, λ) = t(1 + nλtn + magasabb fokú tagok),ezért a lemma miatt készen vagyunk.5.5.3. Következmény. Minden p-edrend¶ elem stabilizál egy egydimenziós részalgebrát

Lie(N )-ben.Bizonyítás. Az állítást elég belátni az F (n, λ) alakú elemekre. A 3.4.7-es példa szerint viszont
F (n, λ) stabilizálja 〈en〉-et.5.6. További számelméleti kap
solatokCamina munkájának egy következménye, hogy minden végesen generált pro-p 
soportel®állítható egy aritmetikailag pro-véges b®vítés Galois-
soportjaként, ha a karakterisztika p.Továbbá Sen eredménye a következ®: 51



5.6.1. Tétel (Sen, [30℄). Egy 0-karakterisztikájú lokális test olyan teljesen elágazó b®vítése,melynek Galois-
soportja p-adikus analitikus, mindig aritmetikailag pro-véges.Sokáig ez volt az egyetlen eredmény 0 karakterisztikában. Megoldatlan volt, hogy létezik-e olyan aritmetikailag pro-véges, vagy akár 
sak mélyen elágazó b®vítés, mely nem p-adikusanalitikus, illetve nin
s is végtelen p-adikus analitikus faktora (ami elegend® volna ahhoz,hogy a b®vítés mélyen elágazó legyen). Fesenko [12℄ adott egy példát nem p-adikus analitikusaritmetikailag pro-véges b®vítésre, bár ennek a példának vannak p-adikus analitikus faktorai.Mivel � ahogy Coates és Greenberg [8℄ leírta � a mélyen elágazó b®vítéseknek szép Kummer-elmélete van, ezért felvet®dött az alábbi kérdés:5.6.2. Probléma (Coates és Greenberg). Van-e olyan teljesen és mélyen elágazó L/Fb®vítés, melyre F egy véges b®vítése Qp-nek, és Gal(L/F )-nek nin
senek végtelen p-adikusanalitikus faktorai?Fesenko [13℄ belátta, hogy a 3.1.4-es példában értelmezett Aq ≤ N rész
soport q = presetén (is) örökl®d®en épp végtelen, továbbá5.6.3. Tétel (Fesenko, [13℄). Legyen q = pr > p, és F egy legalább q-adfokú véges elága-zásmentes b®vítése Qp-nek. Ekkor van olyan L/F teljesen elágazó aritmetikailag pro-véges� spe
iálisan mélyen elágazó � Galois b®vítés, melynek Galois-
soportja Aq, és tetsz®leges
F ≤ M ≤ K ≤ L közbüls® testekre Gal(K/M) nem p-adikus analitikus, ha (M : F ) < ∞ és
K/M egy végtelen Galois-b®vítés.Megjegyzés: Mivel Aq ≤ N Hausdor� dimenziója hdimAq = 1/q > 0, ezért az 5.4.2-esállítás szerint W (Gal(L/F )) 6= Aq, viszont W (Gal(L/F )) ∼= Aq, azaz ez a 
soport a normákteste funktor által egy másik, vele izomorf 
soportra képz®dik.
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