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El6sz6

Ebben a dolgozatban masodrendi parabolikus parcialis differencidlegyenletek rendszereivel fog-
lalkozunk. Ezen beliil olyan rendszerekkel, melyekben az egyiitthato fiiggvények funkcionéalisan is
fliggenek az ismeretlen fliggvényektdl. Ilyen tipust egyenletek példaul olyan diffizids folyamatok-
ban fordulhatnak el6, melyekben a diffuzios egyiitthaté nemlokalis mennyiségektdl is fiigg.

A fenti tipust egyenletekkel kapcsolatos elméleti eredményeket tartalmaz a [6] cikk. Jelen dol-
gozat célja a cikk eredményeinek rendszerekre valé kiterjesztése, kibGvitése.

Igazoljuk gyenge megoldés létezését, specidlis esetben az egyértelmiségét. Ezt kdvetSen belatjuk
[0, 00)-beli megoldas(ok) létezését, korlatossagit, és megvizsgaljuk a végtelenbeli viselkedésiiket.

Az egzisztenciat J. Berkovits és V. Mustonen [3] cikkének {6 tétele fogja biztositani. A tétel
a monoton tipusid, pontosabban a pszeudomonoton operatorok elméletéhez szorosan kapcsolédik.
Pszeudomonoton operatorokrol szl F. E. Browder [4] cikke, amelyet mi is targyalni fogunk.

Gyenge megoldéas 1étezését elGszor olyan nemlinedris rendszerekre igazoljuk, amelyek nem tar-
talmaznak funkcionélis fliggést, majd ezt az eredményt alkalmazzuk a funkcionélisan fiiggé rend-
szerekre.

A fentieken kiviil nagy hangsulyt fektetiink az absztrakt tételekhez kapcsolédo konkrét példak
bemutatasara.

A hivatkozéisok egyszertsitése érdekében a dolgozat elején Osszefoglaltuk a késGbbiekben hasz-
nélt fogalmakat és tételeket. A dolgozatban hasznalt jelolések magyarazata vagy itt talalhato, vagy
pedig a 2.3.1 szakasz Jelolések c. részében.

Ezaton mondok koszonetet Simon Laszlonak a batoritasaért és a téméban nyudjtott értékes

segitségéért.



1. fejezet

Felhasznalt 1smeretek

A parcialis differencidlegyenletek elméleti targyalasa elképzelhetetlen az analizis és funkcionala-
nalizis megfelels tételeinek alkalmazésa nélkiil. Ezért ebben a részben (nagyrészt) bizonyités nélkiil
osszefoglaljuk azon tételeket, illetve Gsszefliggéseket, amelyekre sziikségiink lesz a késGbbi fejezetek-
ben. Ezen beliil is altaldban csak azokra tériink ki, amelyek esetleg nem szerepelnek a tananyagban,
vagy amelyeket a megszokottdl eltéren hasznilunk. Kiilon hivatkozas nélkiil hasznaljuk viszont a

tObbi, itt nem emlitett (a tananyagban eléforduld) fogalmat.

1.1. Egyenlétlenségek
1.1. Allitas. (haromszdg-egyenlStlenség) Legyen ay,aq,. .., a, € R*. Ekkor
lar + az + -+ - + an| < ar| + |az| + - - + |an]-

Py

1.2. Allitas. Legyen ay,as,...,a, € R¥ és s > 0 valds szam. Ekkor

(1.1) lar + az + - 4+ anl® < 0¥ (Jar|® + |az]® + -+ + |an|®) .
1.3. Allitas. Legyenek a1, as,...,a, nemnegativ valds szémok és s > 0 valds szdm. Ekkor
(1.2) ai +a3+---+a;, < (a1 +ax+---+ay)’.

1.4. Allitas. (Young-egyenlStlenség) Legyenek p, q véges konjugdlt kitevik, azaz 1 < p,q < oo
1 1
és —+ — = 1. Ekkor a > 0, b > 0 esetén
P q
aP b

ab< — 4+ —.
p q

1.5. Kévetkezmény. (e-egyenl6tlenség) Legyen € > 0, ekkor az el6z6 dllitds feltételei mellett

ePaP b?

ab < .
-Dp glq

1.6. Allitas. Legyen c tetszdleges, b # 0 és s > 0 walds szdm. Ekkor

. Sdr > s,
(1.3) / |c + 7b| dT_ZS( gy - |b]

Bizonyitas. Két esetet kiilonboztetiink meg. ElGszor tegyiik fel, hogy ¢ és ¢+ b kiilonb6z6 elGjeld.
Az altaldnossig megszoritisa nélkiil feltehets, hogy ¢ < 0 és ¢ + b > 0 (igy sziikségképpen b > 0).



Ekkor a [0,1] intervallumot ¢ 4+ 7b elGjele szerint két részre bonthatjuk, és azokon kiilén-kiilon
elvégezhetjiik az integralast, majd a kapott eredményt alulrél becsiilhetjiik az (1.1) egyenl6tlenség

segitségével:

1 —£ 1 -4 1
/ |c+7'b|sd7'=/ |c+7'b|sd7'+/ |c+7'b|sd7':/ (—C—Tb)sdT+/ (c+7b)’dr =
0 0 — 0 _

<
b

_ [_M]go+ [w]_ g (o ) >

b(s+1) |, _ b(s+1) s+1) -
2-s o1 1
>_= - =—— . |p|%.
s et dT =y

A masik esetben tegyiik fel, hogy ¢ és ¢ + b azonos elGjeld. Ekkor a [0, 1] intervallumon ¢+ 7b nem

valt elGjelet, igy

1 1 e+t 1 1
S > S — s — . S > - . 8.
/ |e + 7b|° dr _/ |7b|* dr = |b] percl P} [b° > Gt D) |b]
0 0 =0

Mindkeét esetben érvényes a bizonyitando alsé becslés, készen vagyunk. Annyit még érdemes meg-

jegyezniink, hogy a becslés éles, hiszen ¢ = —g esetén egyenl@ség all fenn.

1.2. LP-terek, Szoboljev-terek, szorzatterek

A Szoboljev-terek, és ebbdl kovetkezGen az LP-terek hasznalata elengedhetetlen lesz késébbi
munkankban. Mivel egyenletek rendszereivel fogunk foglalkozni, ezért vilagos, hogy a terek szor-
zatterein kell dolgoznunk. A kés@bbi vizsgalodés sordn kényelmesebb lesz szdmunkra, ha ezeket
nem a megszokott normakkal latjuk el. Ebben a szakaszban el6szor bevezetjiik ezen Gj normaékat,
majd emlékeztetiink néhany alapvets Osszefiiggésre ebbsl a témakdrbsl. Ezen beliil is csak azon
specialis esetekre, melyeket ténylegesen alkalmazni fogunk. Tovabbi részleteket illetGen lasd példaul
az [1] monografit.

A tovabbiakban legyen n > 1 rogzitett egész szam, és jelolje A az n-dimenzioés Lebesgue-
mértéket. Mivel e szakaszban mindig ezt a mértéket hasznaljuk, ezért az integralokban elhagyjuk
a dA jelet.

1.7. Definicié. Legyen 1 < p < oo és @ C R® A-mérhet6 halmaz. Ekkor LP(Q) jeloli azon
u: @ = R (Lebesgue-)mérhets fliggvények halmazat, melyekre

1
oy = ( / |u|") < co.
Q

1.8. Definicié. Legyen 1 < p < oo és 2 C R™ korlatos tartomany, melynek pereme folytonosan
differencialhaté6. Jelolje D; az z; valtozé szerinti disztribuciés értelemben vett parcidlis derivalas

operétorat, tovabba legyen D = (Dy,..., D,), azaz Du = (Dyu,...,Dyu) a gradiensvektor. Ekkor
WhP(Q) := {u € LP(Q): Diu € LP(Q), 1 <i < n},

melyet az alabbi norméval latunk el:

1
p
lullwsiay = ([ [+ Dur])
Q

Jelolje tovabba W, P () azon u € WhP(9) fiiggvények halmazat, melyekre u|sq = 0 (nyom érte-
lemben). Ekkor W, ?() zart linedris altere a W'P(f) térnek.



A tovabbiakban a W1?(Q2) térben mindig a fenti normat hasznaljuk.

1.9. Megjegyzés. Az irodalomban inkabb a

1
n P
llullwrr@) = (/Q [Iulp +Z|Diu|p]>
=1

norma hasznalatos, de az (1.1) és (1.2) egyenlGtlenségek segitségével konnyen lathato, hogy a két

norma ekvivalens.
1.10. Allitas. Ha 1 < p < oo, akkor a WP (Q) tér reflexiv.

Az LP és WP terek kapcsolatardl szol a kovetkezs tétel.

1.11. Tétel. Legyen Q C R™ korldtos tartomdny, melynek pereme folytonosan differencidlhatd, és
legyen 1 < p < co. Ekkor a W1P(Q) — LP(Q) bedgyazds kompakt.

A kovetkezGkben definialjuk a fenti terek direktszorzatait.
1.12. Definicié. Legyen 1 < p < oo valés, N > 1 egész szam és ) C R" tartoméany. Ekkor

(LP(Q))N jeloli azon u = (u™, ..., uM): O — RY mérhets fiiggvények halmazat, melyekre u®) €

LP(Q) minden 1 <1 < N egész szam esetén. Vezessiik be a téren a kdvetkezs normat:

1
[ ( / |u|")
Q

Konnyen lathato (az (1.1) és (1.2) egyenl6tlenségek segitségével), hogy a fenti norma ekvivalens
1

N P

a legtobbszor hasznalt (Z ||u(l)||’2p(m> norméval, igy minden, a szorzatterekre ismert allitas
=1

érvényben marad. Specialisan p = 2 esetén (L?(Q))" Hilbert-tér a kdvetkezs skalarszorzattal:

N
(U,U)(LZ(Q))N = Z/ u(l)v(l).
=179

1.13. Definicié. Legyen 1 < p < oo valés, N > 1 egész szam és ) C R" tartoméany. Ekkor
(WHP(Q)N jeloli azon v = (u,..., u™): Q — RN mérhets fiiggvények halmazat, melyekre

u® € WHP(Q) minden 1 < < N egész szadm esetén. A téren a kovetkezé normat vezetjiik be:

1
[ ( /Q ul? + |Du|p) ,
ahol Du = (Dyu™, ..., Diu™) ... Du®, ... D,u™).

1.14. Allitas. Ha 1 < p < oo, akkor (W'P(Q))N reflexiv tér.

1.15. Allitas. Legyen Q C R" korldtos tartomdny, melynek pereme folytonosan differencidlhatd,
és legyen 1 < p < 0o. Ekkor a (WYP(Q))N — (LP(Q))N bedgyazdis kompakt.

1.3. Ekviintegralhato fliggvények

A késtbbi tételek bizonyitasaiban sziikségilink lesz egy kevésbé ismert konvergenciatételre. Eh-
hez el6szor be kell vezetniink az ekviintegralhatosag fogalmat. A tovabbiakban legyen 2 C R™
A-mérhet6 halmaz, ahol (az el6z6 résznek megfelelen) A az n dimenzios Lebesgue-mérték, vala-
mint legyen 1 < p < oo valés szam.



1.16. Definicié. Legyen (fi)ren fliggvénysorozat LP(f2)-ban. Tegyiik fel, hogy minden ¢ > 0
esetén létezik A. C Q véges mértékid halmaz és §(¢) > 0 gy, hogy minden k € N-re

(1.4) /Q A<

valamint tetszSleges A(S) < d(g) mérhet6 halmazra

[inp<e.

Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozat ekviintegrdlhaté LP(2)-ban.

1.17. Megjegyzés. Ha  korlatos, akkor (1.4) az A. = Q valasztassal nyilvanvaloan teljesiil, igy
ekkor ez a feltétel elhagyhato.

1.18. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni az alabbi trividlisan ad6dé észrevételt, melyet késGbb hi-
vatkozas nélkil hasznalunk. Ha (fx) és (gx) LP(Q)-beli sorozatok, melyekre |f| < |gx| minden
k-ra, és (gr) ekviintegralhato LP(2)-ban, akkor (f) is ekviintegralhato LP(2)-ban.

1.19. Allitas. Ha az (f) sorozat konvergens LP(Q) normdban, akkor ekviintegrdlhatd.

1.20. Tétel. (Vitali) Tegyik fel, hogy az (fi) sorozat ekviintegrdlhaté LP(Q2)-ban és fi, — f majd-
nem mindenitt Q-ban. Ekkor fi, — f LP(Q) normdban is.

Az el6z6eken kiviil hasznalni fogjuk az alabbi, Riesz Frigyest6l szarmazo kivalasztasi tételt is.

1.21. Lemma. (Riesz) Legyen (fi) Cauchy-sorozat LP(Q)-ban. Ekkor létezik olyan (fi,) C (f1)

részsorozat és f € LP(Q), melyekre fr = f majdnem mindeniitt Q-ban.

1.22. Kévetkezmény. Tegyiik fel, hogy fr — f LP(Q)-ban. Ekkor létezik (fi,) C (fi) részsorozat,

melyre fk — f majdnem mindenditt Q-ban.

1.23. Megjegyzés. A fenti definicioban, illetve allitdsokban nyilvdn semmi szerepe nem volt annnak,

hogy éppen a Lebesgue-féle mértékteret hasznaltuk.

1.4. Gyenge konvergencia

Hérom allitasra lesz sziikségiink ebbdl a témakorbdl.

1.24. Allitas. Normdlt térben minden gyengén konvergens sorozat korldtos. Ha X Banach-tér,

akkor minden X*-beli gyenge* konvergens sorozat korldtos.

1.25. Allitas. Reflexiv Banach-térben (specidlisan Hilbert-térben) minden korldtos sorozatnak van

gyengén konvergens részsorozata.
1.26. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X normdlt térben x, — x gyengén. Ekkor

[|lz||x <liminf ||z x.
k—o0



1.5. Specialis operatorok

Legyen X reflexiv Banach-tér, a dualisat jelolje X*. Egy z* € X* esetén hasznaljuk az (z*,-) =

x*(-) jelolést.
1.27. Definicié. Tekintsiink egy T: X D D(T) — X* operatort. Ekkor
e T korldtos, ha (X-beli) korlatos halmazt (X*-beli) korlatos halmazba képez.

o T hemifolytonos, ha tetszoleges u, v, w € X esetén a R 3 A — (T'(u — \v),w) € X leképezés

folytonos.

o T demifolytonos, ha minden (uy) C D(T) sorozatra, melyre up, — u € D(T) X-ben, kvet-
kezik, hogy T'(ur) — T'(u) gyengén X*-ban.

e T monoton, ha (T'(u) — T'(v),u — v) > 0 minden u,v € D(T') esetén. Ha itt egyenlGség csak

u = v esetén 4ll fenn, akkor T' szigordan monoton.

o T mazximdlisan monoton, ha monoton, tovibba ha v € X és b € X*, melyekre minden v € X
esetén (b— T'(v),u —v) > 0, akkor T'(u) = b.

e T pszeudomonoton, ha minden (uy) C D(T) sorozatra, melyre ur, — u gyengén X-ben és
lim sup(T (ug,), ux, — u) < 0, kovetkezik, hogy lLim (T(ug),ur —u) = 0 és T(ux) — T(u)
k—oo k—o0

gyengén X *-ban.

T
o T koercitiv, ha lim (T (u),u) =
oo Tullx

1.28. Megjegyzés. Ha T linearis monoton operator, akkor a monotonitas ekvivalens a (T'(u),u) > 0
feltétellel.

A nem id6fiiggs feladatok korében alapvets fontossaga az alabbi megoldhatosagi tétel.

1.29. Tétel. Legyen X reflexiv Banach-tér. Tegyiik fel, hogy o T: X — X* operdtor korldtos,
hemifolytonos, pszeudomonoton és koercitiv. Ekkor minden v € X* esetén létezik u € X, melyre
T (u) = v.

Az egyértelmi megoldhatdsagrol szol a kovetkezs tétel.

1.30. Tétel. Legyen X reflexiv Banach-tér. Tegyiik fel, hogy a T: X — X* operdtor korldtos,
hemifolytonos, szigorian monoton és koercitiv. Ekkor minden v € X* esetén egyértelmien létezik

u € X, melyre T(u) = v.

Az idofiiggs (evolucios) feladatok korében S = L 4+ T alakd operatorok keriilnek els, ahol
L: X D D(L) — X* stirtin definialt, zart, maximélisan monoton, linearis operator, és a T: X —
X* operator pszeudomonton D(L)-re nézve.

1.31. Definicié. A T operator pszeudomonoton D(L)-re nézve, ha minden (u) C D(L) sorozatra,

melyre up, — u gyengén X-ben, L(ug) — L(u) gyengén X*-ban és lim sup(T'(ug), ur — u) < 0,
k—oo
kovetkezik, hogy klim (T (ug),ur, —u) =0 és T(u) — T(u) gyengén X*-ban.
—00

lesz bizonyitasainkban.

1.32. Lemma. (,részsorozatos triikk”)



a) AT operdtor demifolytonos, ha minden (uy) C D(T) sorozatra, melyre ur, — u € D(T) X -ben,
létezik (@) C (ux) részsorozat gy, hogy T (i) — T(u) gyengén X*-ban.

b) AT operdtor pszeudomonoton D(L)-re nézve, ha minden (ur) C D(L) sorozatra, melyre up — u
gyengén X -ben, L(uy) = L{u) gyengén X*-ban és lim sup(T (uy), up—u) < 0, létezik (ay) C (ug)
részsorozat 1ugy, hogy kIEEJT(f““)’ Up —u) =0 és Tk(g:; — T'(u) gyengén X*-ban.

Bizonyitas. Csak az a) részt igazoljuk, a masik teljesen hasonlé médon megy. Indirekt tegyiik

fel, hogy teljesiil a feltétel, de T' nem demifolytonos. Ekkor létezik € > 0,v € X és (ug) C D(T)

sorozat, melyekre ur, — u € D(T) X-ben és (T (ux) — T(u),v) > e. Ekkor viszont (ug)-nak nincs

olyan (@) részsorozata, melyre a T (ar) — T (u) gyenge konvergencia fennéllna. Vagyis az indirekt

feltevésiink helytelen volt.

Az id6fiiggs feladatok korében az alabbi tétel (14sd [3]-ban) lesz a megoldas létezésének kulcsa.

1.33. Tétel. Legyen X reflexiv Banach-tér és L: X D D(L) — X* sirin definidlt, zdrt, mazimd-
lisan momnoton, linedris operdtor, tovdbbd legyen T: X — X* korldtos, demifolytonos, koercitiv és
pszeudomonoton D(L)-re nézve. Ekkor (L +T)(D(L)) = X*.

1.6. Az LP(0,7;V) terek

Roviden bevezetjiik az id6fiiggs (evolucits) egyenletek absztrakt targyalasmodjat. Mivel a mi
célunk nem az elmélet felépitése, hanem inkabb annak alkalmazéasa, ezért a most kovetkezd sza-
kaszban nem bizonyitjuk a kimondott allitasokat. A részletek, illetve bizonyitasok kimeritGen meg-
talalhatok példaul a [10] konyvben.

1.34. Definicié. Legyen V' Banach-tér, tovabba 1 < p < 00 és 0 < T < oo. Ekkor LP(0,T;V)

T
azon u: (0,T) — V mérhets fliggvények halmaza, melyekre / [lu(@®)|]3 dt < oco.
0

1.35. Allitas. Az LP(0,T;V) tér teljes normdlt tér az aldbbi normdval:

T P
lullzeo,m;v) = (/0 ||u(t)||§’,dt> .

1.36. Allitas. Legyen V reflexiv Banach-tér és p, q véges konjugdlt kitevdk. Ekkor az L*(0,T;V)
tér reflexiv, melynek dudlisa L1(0,T;V*), mégpedig a kévetkezd megfeleltetéssel: a v € L1(0,T;V*)
funkciondl u € LP(0,T;V) helyen felvett értéke

[, u] = /0 (w(8), u(t) dt.

A tovabbiakban az LP(0,T;V) terek targyalasdban mindig {w,-) (esetleg (w,-)y, ha tobb térrel is
dolgozunk) jeldli a w € V*, és [v,-] av € L1(0,T;V*) funkcionalokat.

Legyen V Banach-tér és H (valos) Hibert-tér. Tegyiik fel, hogy V' C H, V siirti H-ban és a
V — H beagyazas folytonos. Jeldlje || - ||y a V-beli normét és (-,-)r a H-beli skalarszorzatot.
Ekkor egy tetszbleges f € H elemnek megfeleltethetiink egy F' € V* elemet az alabbi méddon:
(F,-y :== (f,")m- Mivel V stird H-ban, azért ez visszafelé is igaz, vagyis egy F € V* funkcional
egyértelmiien meghatarozza az f € H elemet. Ilyen médon egy bijekcidt létesithetiink H és V* egy

részhalmaza kozott, és igy H C V*. S6t, az is vilagos, hogy ezzel a B — V* bedgyazas folytonos.

1.37. Definicié. A V C H C V* harmast evolicids hdrmasnak nevezziik.



1.38. Definicié. Legyenu € LP(0,T; V). Tegyiik fel, hogy létezik v € L?(0,T; V*), melyre minden
weV és e C§e0,T) esetén

/0 (ult), wye! (£ dt = — / (o(8), wholt) di.

Ekkor v-t (amely, ha létezik, akkor egyértelmi) az u (disztribucios) derivaltjanak nevezziik, és a

v = u' jel6lést hasznéljuk.

1.39. Definicié. Jelolje W'P(0,T;V, H) az olyan u € L?(0,T;V) fiiggvények osztalyat, melyekre
u' € LI(0,T; V*). Vezessiik be a kovetkezs normat:

lullweo,mv,m) == llullLeo,mvy + 1wl Lago,r;v+)-
1.40. Allitas. A W'2(0,T;V, H) tér Banach-tér a fent bevezetett normdval.

1.41. Allitas. Legyen u € WYP(0,T;V, H). Ekkor ||u(-)||%; folytonos, sét abszohit folytonos valds
fiiggvény (0,T)-n.

1.42. Allitas. WP(0,T;V,H) C C([0,T),H), sét a WYP(0,T;V,H) < C([0,T], H) bedgyazds
folytonos. Pontosabban, ha u € WYP(0,T;V, H), akkor egyértelmien létezik u: [0,T] — H folyto-

nos fiiggvény, melyre 4 = u m.m. [0,T]-ben és

i < const - »(0.T;V.H)-
srer%g);] la(s)||m < const - |lullwr.e0,7;v,8)

1.43. Kévetkezmény. Ha u € LP(0,T;V), melyre ' € L1(0,T;V*), akkor értelmes u pontbeli

értéke, specidlisan u(0) értelmes.

1.44. Tétel. (parcialis integralas) Legyen u, v € WHP(0,T;V, H). Ekkor 0 < s <t < T esetén

1.45. Kévetkezmény. Legyen u € WP(0,T;V, H). Ekkor 0 < s <t < T esetén

t
2/ (' (1), u(r)) dr = [lu(®)|lFr = Ilu(s)|F-
1.46. Kévetkezmény. Legyen u € W1P(0,T;V, H), melyre u(0) = 0. Ekkor [u',u] > 0.

Bizonyitas. Az 1.45. kovetkezményt az s = 0 és t = T szereposztassal alkalmazva azonnal adédik

a nemnegativitas.

Ertelmezziik a kovetkezd L: LP(0,T;V) D D(L) — L9(0,T;V*) operatort! Legyen D(L) :=
{u e LP(0,T;V): u' € L1(0,T;V*), u(0) = 0}, és Lu = u'. Nyilvanvalo, hogy L linearis operator,

igy az 1.46. kovetkezmény azt jelenti, hogy L monoton operédtor. S6t, ennél t6bb is igaz.

1.47. Allitas. A fenti L sdrdn definidlt, zdrt, mazimdlisan monoton, linedris operdtor.

1.48. Megjegyzés. Az allitas igaz marad akkor is, ha D(L)-ben u(0) = 0 helyett «(0) = u(T)
feltételt koveteliink meg.
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Most mar megfogalmazhatjuk absztrakt médon, hogy mit értiink parabolikus feladaton. Adott
V C H C V* evoluciés harmas. Ezenkiviil legyen A: LP(0,T;V) — L9(0,T;V*) (nemlineéris)
operéator és b € L1(0,T;V*). Keressiink olyan u € W1P(0,T;V, H) fiiggvényt, amelyre

u' + A(u) =b

més szdval

m.m. t € (0,T)-re, ahol ug € H adott. A felirasbdl azonnal latszik, hogy a késGbbiekben mit is kell
tenniink megoldés létezésének bizonyitdsahoz. Ugyanis az 1.47. allitasbol tudjuk, hogy az Lu = u'
operator maximaéalisan monoton, és igy az 1.33. tétel miatt elegendd az A operator néhany speciélis
tulajdonsagat igazolnunk.

Végezetiil megemlitiink néhany fontos bedgyazasi tételt, amelyek (koévetkezményei) hasznosak

lesznek bizonyitasainkban.

1.49. Allitas. Legyen Q C R* korldtos tartomdny, melynek pereme folytonosan differencidlhato,
és 1 < p < oo valds, N > 1 egész szdm. Ekkor az L?(0,T; (W' ?(Q))N) — L?(0,T; (LP())V)

bedgyazds folytonos.

1.50. Tétel. Legyen V C H C V* evolicids hdrmas, ahol V reflexiv Banach-tér. Tegyiik fel, hogy
B reflexiv Banach-tér, melyre V.C B C V*, ahol a V — B bedgyazds kompakt és a B — V*
bedgyazds folytonos. Ekkor a W P(0,T;V, H) — L?(0,T; B) bedgyazds kompakt, ha 1 < p < oo.

1.51. Kovetkezmény. Legyen 2 C R™ korldtos tartomdny, melynek pereme folytonosan differen-
cidlhatd, és 2 < p < oo valds, N > 1 egész szdm. Ekkor a WLP(0,T; (WLP(Q))N, (L2(Q)V) —
L?(0,T; (LP(Q))N) bedgyazds kompakt.

Bizonyitas. Mivel 2 < p < oo esetén (WHP(Q))N c (L2(Q))N ¢ (WHP(Q)*)N evoliciés harmas

és (WHP(Q))N reflexiv, azért az 1.15. 4llitasbol és az el6zd tételbdl kovetkezik az allités.

1.52. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az (ux) C WHP(0,T; (WhP(Q))N, (L3(Q))N) sorozatra
up = u gyengén LP(0,T; (WHP(Q))N)-ben és uj, — u gyengén L1(0,T; (WHP(Q)*)N)-ben. Ekkor
létezik (@x) C (ur) részsorozat, melyre Gy — w LP(0,T; (LP(Q))N)-ben.

Bizonyitas. A gyenge konvergencia miatt (uj) korlatos L?(0,T; (WP(Q))")-ben és (u},) korla-
tos LP (0, T; (WP(Q)*)N)-ben, vagyis (ux) korldtos WL (0,T; (WHP(Q)N, (L*(2))V)-ben. Igy az
1.51. kévetkezmény miatt létezik (@) C (ug) részsorozat, mely LP (0, T; (LP(2))™V)-ben konvergens.
Az LP(0,T; (WhP(Q))N) térbeli gyenge konvergenciabol kovetkezik az LP(0,T; (LP(2))) térbeli

gyenge konvergencia, és az LP(0,T; (LP(Q))"V) tér erds konvergenciadjabol a gyenge konvergencia,

")

ezért a gyenge limesz egyértelmiisége miatt sziikségkégképpen @y, — u LP(0,T; (LP(Q2))")-ben.
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2. fejezet

Klasszikus egyenletek, rendszerek

Ebben a részben klasszikus alakt masodrend(i nemlinearis parcidlis differencilegyenletek rend-
szerét vizsgéljuk, méghozza ezeknek kezdeti-peremérték problémajat. Ehhez a vizsgalathoz a mo-
noton tipust operatorok, ezen belill is a pszeudomonoton operatorok elméletét hasznaljuk. Mi-
vel dolgozatunk célja a funkcionalisan fiiggs tagokat tartalmazo rendszerek vizsgalata, ezért eb-
ben a fejezetben nem tdreksziink a teljességre. Bevezetjiik a gyenge megoldasok fogalmat, és egy
egzisztencia-tételt bizonyitunk, amely majd a kévetkezs fejezetben megkdnnyiti munkankat.

A gyenge alak levezetését motivacionak szanjuk, arra vilagitunk ra, hogy az altalunk vizsgalt
absztrakt feladat értelmezhetd gy, mint egy (alkalmas) klasszikus méasodrendi kezdeti-peremérték
feladat gyenge alakja. Ezt a gyenge alakot (az egyszertiség kedvéért) elGszor egyenletekre irjuk
fel, ebbdl a rendszerek gyenge alakja azonnal latszani fog. Gyenge megoldas persze nem mindig
létezik. Ahhoz, hogy ezt garantaljuk, megfelel6 tulajdonsagu egyiitthatoknak kell szerepelnie a
rendszeriinkben. Mivel a pszeudomonoton operitorokkal kapcsolatos 1.33. tételiinket szeretnénk
alakalmazni, igy vilagos, hogy e feltételek bizonyos folytonossagi, ndvekedési, monotonitési, koer-
citivitasi feltételek lesznek. Az irodalomban ezeket (pontosabban ezeknek egyenletekre vonatkozo

megfelelsit) szokas klasszikus Léray-Lions feltételeknek hivni.

2.1. Egyenletek gyenge alakja

Tekintsiik a kovetkezs divergencia-alakban felirt klasszikus masodrendd parabolikus kvaziline-

aris parcidlis differencidlegyenletet:

(21) Dtu(tam) - iDz [ai(t,x,u(t,x),Du(t,x))] + aO(tamau(tam)aDu(ta .73)) = f(tax)a

(t,.’ll') € QT = (OaT) X Qa a;: QT x R* — R,

ahol D; az x; valtozo szerinti (disztribucios értelemben vett) parcialis derivalast jeloli, mig Dy a ¢
(id6) szerinti derivaltat, és a szokdsos moédon Du = (D1 u, ..., Dyu) a gradiensvektor. A fenti egyen-
lethez tartozik egy perem-, illetve kezdeti feltétel. A kezdeti feltétel legyen u(0, ) = ug(z) (z € Q),
a peremfeltétel pedig legyen homogén Neumann-féle (késbb kideriil, hogy miért). Ez nemlinearis

esetben azt jelenti, hogy
n
Zai(t,x,u(t,x),Du(t,a:))l/i(w) =0,
i=1
ha (t,z) € T'r = (0,T) x 99, ahol v(z) = (v1(x),...,v,(x)) a kiils6 normaélis egységvektor az
z € 0N) pontban.
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Minket most nem a klasszikus megoldas érdekel, hanem inkabb az egyenlet valamilyen gyenge
alakjat szeretnénk értelmezni, és annak a megoldasat keresni. Ezért annyit tesziink fel, hogy a
tartomany elég szép (péld4ul a pereme folytonosan differencislhato), tovabba az el6bb szerepld
fiiggvények megfeleléen simak (ahhoz, hogy a kiovetkezd atalakitasokat el lehessen végezni). A
gyenge alakot persze a jol ismert médon allithatjuk el. Feltessziik, hogy 1étezik a (2.1) feladatnak a
megadott perem- és kezdeti feltételek mellett u € C'(Q ) megoldasa. Ekkor szorozzuk az egyenletet
egy v € C*(Qr) tesztfiiggvénnyel, majd integraljuk az egészet Qr-n:

Dyu(t,z)v(t,z)dtdx —
Qr

_/ lz D;[ai(t,z,u(t,z), Du(t, z))] +a0(t,m,u(t,$),Du(t,$))] v(t,z)dtde =

= ft,x)v(t,z)dtdz.
Qr
Itt a bal oldalon szereplé mésodik integralt (a negativ elgjel nélkiil) a Gauss-Osztrogradszkij-tétel

segitségével a kovetkezs alakba irhatjuk at:
T n
—/ / Zai(t,a:,u(t,w),Du(t,x))Div(t,:ﬂ)dmdt +
0 7=

T n
* /0 /BQ ; ai(t, z,u(t, ), Du(t, z))vi(z)v(t, z) doy dt +
+ / ao(t, z,u(t, ), Du(t, z))v(t, z) dtdz,

ahol do, a felszin szerinti integralast jelenti. Figyelembe véve a peremfeltételt (itt hasznaljuk, hogy

homogén Neumann-féle a peremfeltétel), feladatunk végiil a kovetkezs alakot 6lti:

n
(2.2) Diuv + / lz a;(t,x,u, Du)D;v + ao(t,z,u, Du)v‘| = fv
Qr Qr [i=1 Qr
minden v € C*(Qr)-re, és u(0,2) = ug().

A donté észrevétel az, hogy a fenti egyenlet értelmes tetszéleges v € WL»(0,T; Whr(1), L2())
(2 < p < ) fliggvény esetén is, és u-t is kereshetjiikk ebbdl a térbsl. Nézziik ezt meg egy kicsit
részletesebben!

Elgszor is p > 2 esetén WHP(Q) C L*(Q) C WYP(Q)* nyilvan evoliciés harmas, hiszen
Wbhr(Q) c LP(Q) C L*(Q) folytonosan és stirtien bedgyazva. Ekkor az 1.6 szakasznak megfele-
16en értelmezhetjiik az L? (0, T; WhP(Q2)), L1(0,T; WhP(Q)*) és WP (0,T; WhP(Q), L*(1)) tere-
ket. Haszndljuk az emlitett, illetve az 1.2 szakasz jeloléseit! Mivel u € LP(0,T; W'P(()) esetén
u(t) =: u(t,-) € WhP(Q), azért tetszoleges u € LP(0,T; W P(Q2)) és v € LI(0,T; W"P()*) esetén

T
HUHL”(O,T;WM(Q)) - (/0 ||u(t)”IV)VI’P(Q) dt)

1
P

- (/ )+ |Du(t,a:)|”dtdm) g ,
és
[0, u] = /0 L0t ult, Dy

A tovébbiakban egy u € WP (0,T; WhP(Q), L*(Q2)) fiiggvény v’ derivaltjat Dyu-val jeloljiik, azaz
tetszoleges u € WP (0,T; WP(Q),L*(Q)) esetén D € L9(0,T; WP(Q)*), amelyre minden
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v e WLP(Q) és p € C§°(0,T) esetén

T
/0 (Dru(t, ), v()win (e @' () dt = — / (ult, ), 0())wrs ey 9(8) dt.

A WP (Q)*-beli (v,-) funkcionalok konkrét alakja 4ltalaban nehezen adhaté meg, de ez (az abszt-
rakt felirds miatt) szdmunkra nem is lényeges. Annyi azonban igaz, hogy ha v € L?(f2), akkor
(v, Ywir@) = (v,7)12(0)

Ennyi elméleti el6késziilet utdn most mar konnyen felirhatjuk az altalunk vizsgalt (2.2) egyen-
letet a WLP (0, T; WP(2), L2()) térben. Ehhez vezessiik be a kovetkezs A: LP(0,T; WLP(Q2)) —
L1(0,T; WhP(Q)*) operatort: u, v € L?(0,T; W1P(Q)) esetén legyen

[A(u),v] :=/Q [Z a;(t, z,u(t,x), Du(t,z))D;v(t, z) + ao(t, =, u(t, z), Du(t, m))v(t,x)] dtdx.

i=1

Mas széval m.m. t € (0,7T)-re w € WHP(Q) esetén

([AW)] (), w) = /

Q

i ai(ta T, ’Lt(t, .CE), Du(ta :U))D,w(w) + (lo(t, z, U(t, .'IS'), Du(ta SE))U)(SL')] dz.

i=1

Ezenkiviil legyen F € L1(0,T; Wh?(Q)*), melyre

[F,v] := ft,x)v(t,z)dtdz,
Qr

tovabba tegyiik fel, hogy uo € WHP(Q). Végiil Lu := Dyu, ahol
D(L) = {u: u € L?(0, T; W"(Q)), Dyu € L(0,T; W'P(Q2)*) } .
Ekkor a (2.2) feladat alakja a kovetkezd:

[L(u),v] + [A(u),v] = [F;v]
u(0) = ug

minden v € LP(0,T; W' ?({2))-ra. Azaz operatoros alakban

L(u) + A(u) = F

2.3
(23) 4(0) = uo.

Ha egy u € L?(0,T; W'?(Q)) fiiggvény kielégiti az el6bbi absztrakt feladatot, akkor azt mondjuk,
hogy u a (2.1) feladat gyenge megoldésa.

Most egy kis id6re ugorjunk vissza a kiindulési (2.1) feladathoz, pontosabban annak peremfelté-
teléhez. Tegyiik fel, hogy most homogén Dirichlet-féle peremfeltétel adott. Konnyen lathaté, hogy
ekkor is eljuthatunk a (2.2) alakhoz, mégpedig akkor, ha csak olyan v € C!(Q) tesztfiiggvényeket
valasztunk, melyekre v(¢,z) = 0 minden (¢,z) € I'r esetén. Ebben az esetben tehat a v tesztfiig-
vényeket nem az altalanosabb v € WP (0,T; WhP(Q), L*(2)) térbdl fogjuk vélasztani, hanem a
v e WHP(0,T; Wol’p(ﬂ),LQ(Q)) térbél. Sét, u-t is kereshetjiik ebbdl a térbsl. Ennek megfelelen
most F' € L7 (0, T; WO1 P (Q)*), és modositanunk kell az A és L operatorok értelmezési tartomanyét,
WP (Q)-t mindeniitt W, ?(Q)-ra kell cserélniink.

Ezek utan térjiink vissza a kiindulési probléma (2.3) (absztrakt) gyenge alakjahoz! Ez szi-
munkra mar kezelhetd, hiszen homogén kezdeti feltétel esetén az L operator szép tulajdonsagu, igy
a fenti feladat megoldasanak létezéséhez elegendd, ha az A operator rendelkezik néhany specialis

tulajdonsaggal. Ennek megfelelgen fogunk az a; fiiggvényekre feltételeket szabni.
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2.2. Attérés rendszerekre

Miutan az el6z8 szakaszban megismerkedtiink az egyenletek gyenge alakjaval, most mér gye-
rekjaték lesz rendszerek gyenge alakjat definialni.

A (2.1) tipusu egyenletekbdl all6 rendszer a kovetkezSképpen néz ki:
D (t, z) —

— ZD [ t,z,uV(t,z),...,uM (¢, z), DuV (t,z),..., Du™N) (¢, z))| +
(2.4)
+ aé’(t, z,u)(t,2),..., ™ (t,2), Du (t,2), ..., DuN (8, 2)) = O (2, ),

(t,z) €Qr=(0,T)xQ, QCR", I=1,...,N.

Ehhez persze tartozik kezdeti és peremfeltételek rendszere. Tekintsiink most el a peremfeltétel-
rendszer konkrét alakjatol, csak annyit tegylink fel, hogy homogén Neumann-féle. A kezdeti fel-
tételek rendszere legyen u((0,z) = u((])( ) (z € Q;1 =1,...,N). A gyenge alak felirasdhoz
sziikségilink van néhany el6zetes megjegyzésre.

A tovabbiakban azzal a feltételezéssel éliink, hogy n > 1 rogzitett egész szam, 2 C R™ korlatos
tartomany, melynek pereme folytonosan differencialhato, és 2 < p < oo rogzitett valos szam. A (2.4)
feladat megoldasait nyilvan u(t, ) = (uV (¢, z),...,uM (t,2)) alakban keressiik. Az el6z6 szakasz
alapjan nyilvanvalo, hogy most u € L?(0,T; (W1?(Q))V) gyenge megoldésokat értelmeziink, azaz
amelyekre u(t,-) € (WHP(Q))N. A jelolések egyszertisitése érdekében hasznélni fogjuk a V =
(Whe(Q)N, X = LP(0,T;V) jeloléseket. Az el6z6 szakaszban latott médon most is konnyen
specializélhatjuk az LP(0,T; V) terek fogalmait a konkrét V = (WP(Q))V esetre. Réviden nézziik
meg ezeket!

Tetszoleges u = (uV), ..., uN)) € LP(0,T; (WHP(Q))V) esetén

1
T » z
||u||Lp(o,T;(w1,p(Q))N) = (/0 (@) 1Typ1.0 () dt) = (/T lu(t, z)|P + |Du(t,x)|l’dtdx) ;

tovabba v = (v, ... M) € LI(0,T; (W'P(Q)*)V) esetén

T N T
ol = [ uttNarsayedt =3 [ 00000 wrn dr
=1

Ezenkiviil p > 2 esetén (WLP(Q))N c (L2(Q)N c (WEP(Q)*)N evoliciés harmas, igy értel-
mezhets a WP (0,T; (WHP(Q)N, (L2(Q2))N) tér. Ekkor u € WHP(0,T; (WHP(Q))N, (L2(2)N)
esetén Dyu € L2(0,T; (WH?(Q)*)), amelyre minden v € (WL?(Q))N és ¢ € C§°(0,T) esetén

N T
Z/O ((Dtu)(l)(t, .),y(l)(.))Wlp(QW Z/ (l) (l) () we (@) P(t) dt.
=1

Konnyen lathaté, hogy ekkor Dyu = (Dyu(V), ..., Dyu™) (ehhez elég, hav = (0,...,0,0(%),0,...,0)
tesztfiiggvényeket valasztunk).

Ezek utan térjink vissza a kiindulasi (2.4) feladathoz! A gyenge alakot (az el6z6 részhez hason-
l6an) megint tgy allitjuk els, hogy feltessziik, létezik megfelelGen sima megoldas, ekkor az l-edik
egyenletet szorozzuk v(®) tesztfiiggvénnyel, majd integralunk Qr-n, és integralatalakité tételt hasz-
nalunk. Ezutan az egészet egy b&vebb térben tekintjiik, ami most (a Neumann-féle peremfelétel
miatt) a WHP(0,T; (WHP(Q)N, (L3(Q))") tér. Kénnyen lathat6, hogy ekkor a kévetkezs alaku
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rendszer adddik:

(D™, o] 4+ [AD (u),v] = FO (V)

[Dyu™) ™) 4 (AN (1), v™M)] = FI) (v
u(0) = ug

minden v = (v, ..., o™ € LP(0,T;V)-re. Itt AD: LP(0,T;V) — L1(0,T; W1P(Q)*) operator
(1 =1,...,N), melyre u = (u®,...,.u™M) € L?(0,T;V) és v = (vV,...,v)) € LP(0,T;V)

esetén
(A (), 0] :=

/ [Zagl)(t,:v,u(t,x),Du(t,x))Div(l)(t,a:)+a(()l)(t,;c,u(t,a:),Du(t,:U))v(l)(t,x) dtdz.
Qr

i=1

Ezenkiviil F) € L9(0,T; W'P(Q)*) (I =1,...,N), melyre

[FO, 0] := FO@, 2)vW (¢, z) dtdz,
Qr
valamint ug € V. Gyenge alaknak még nem a fenti absztrakt rendszert tekintjiik. Vegylik észre

ugyanis, hogy a fenti rendszer ekvivalens a kovetkezével:
[Dyu,v] + [A(l)(u),v(l)] 4ot [A(N)(u),v(N)] = FW Wy 4 ... 4 FN (1)

minden v = (vV,..., o) € LP(0,T;V)-re, és u(0) = ug. Valéban, a rendszerbsl kovetkezik
az el6bbi egyenlet, masrészt v = (0,...,0,01),0,...,0)-t valasztva kiilon-kiilon kovetkeznek a
rendszerbeli egyenletek.

Ennek alapjan legyen A: L?(0,T;V) — L(0,T; V*), melyre v = (u(V, ..., u(M) € L?(0,T;V)
ésv=(vV,..., oM € LP(0,T;V) esetén

N

[A(w),v] := > [AD,0D].

=1

Ekkor (2.4) gyenge alakja:

D+ A(u) = F
u(0) = uo.

A fentiek alapjan azt mondhatjuk tehat, hogy az elébbi absztrakt feladatnak egy v € LP(0,T;V)
megoldasa a (2.4) rendszer gyenge megoldéasa (megfelel§ kezdeti és peremfeltételek mellett).

Az el6z6 szakaszban leirtak alapjan konnyen lathatjuk, hogy ha a peremfeltételt homogén
Dirichlet-félének valasztottuk volna, akkor az el6z6 eljaras szorol-szord végigvihets, azzal a modosi-
tassal, hogy abban az esetben V = (W1?(Q))V. Minden, a késébbiekben kivetkezs tétel érvényben
van nemcsak V = (W1P(Q))V valasztassal, hanem akkor is, ha V tetszéleges olyan zért linearis
altere (W1?(Q))N-nek, amely strd (L*(Q))N-ben (specislisan V = (Wy?(Q))N). Az egyszeriiség
kedvéért azonban mi végig a V = (WHP(Q))N térrel fogunk dolgozni.

A kovetkezSkben bevezetjiik a bevezet6ben mar emlitett Léray-Lions feltételeket, és ennek

segitségével belatjuk, hogy a fenti feladatnak létezik gyenge megoldasa.
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2.3. Gyenge megoldasok

2.3.1. Léray-Lions feltételek
Jelolések

Ahhoz, hogy precizen fel tudjuk irni a feltételeket, be kell vezetniink egy jelolésrendszert. Ezen
jelolések egy részét az el6z6 szakaszban mar bevezettiik, de a teljesség kedvéért most megismételjiik
ezeket is. A tovabbiakban az alabb felsorolt jeloléseknek (hivatkozas nélkiil) mindig a most definialt
jelentést tulajdonitjuk.

Legyen n > 1 rogzitett egész szam és ) C R™ korlatos tartomany, amelynek pereme folytonosan
differenciglhaté. Legyen V = (WP(Q))N, ahol 2 < p < oo valés és N > 1 egész szdm. Minden
esetben ¢ jeldli p konjugalt kitevGjét, mas széval % + % = 1. Legyen 0 < T < oo valdés szém,
ekkor hasznéljuk a Q7 = (0,T) x Q, X = L?(0,T;V), Y = LP(0,T; (LP())N) és H = (L*(Q))N
jeloléseket. Egy u € X elemre u = (uM,...,u™), ahol u) € LP(0,T; W' P(Q)) (I=1,...,N).
Ezenkiviil a £ € RN vektorokat € = ((, () alakban irjuk, ahol ¢ = (¢V,...,¢S™)) € RV és
C=(W,...,(™yerN (1=1,...,N).Ttt (O =(,....c0err 1=1,...,N).

Feltételek

L1. Tegyiik fel, hogy az agl): Qr x RN 5 R fiiggvények teljesitik a Carathéodory-féle felté-
teleket. Azaz mérhetSk (¢, z)-ben minden rogzitett ((o,¢) € RN esetén, és folytonosak
(Co,¢)-ban m.m. (t,x) € Qr esetén (i =0,...,n; [ =1,...,N).

L2. Tegyiik fel, hogy létezik ¢; > 0 konstans és ky € LI(Qr) fiiggvény, melyekre

o (1,2, 0, Ol < 2 (16"~ + 6P~ + (8, 2)
m.m. (t,z) € Qr-re és minden ({o,¢) € R®*UN _re (i =0,...,n; [ =1,...,N).

L3. Tegyiik fel, hogy minden ¢ # n € R* esetén

n

N
Z Z (a‘l(l) (t, z, CO) C) - az(l) (t,.’l}, CO; ’)7)) (Cl(l) _ nz(l)) >0

=1 i=1
m.m. (t,x) € Qr-re és minden (o € RV -re.

L4. Tegyiik fel, hogy létezik c2 > 0 konstans és ko € L*(Q7) fiiggvény, melyekre

N n

33 a2, 6o, O > e (6ol + [CP) = ka(t, )

=1 i=0

m.m. (t,z) € Qr-re és minden ({o,¢) € R™*tVUN e (4 =0,...,n; [ =1,...,N).

2.3.2. Gyenge megoldas létezése

A fejezet {6 eredménye a 2.1. tétel, amelybdl kideriil, hogy Léray-Lions felételek elegendGek
ahhoz, hogy az el6z6 szakasz végén definidlt A operator kielégitse az 1.33. tétel feltételeit.

Legyen tehat A: LP(0,T;V) — L4(0,T; V*) operator, melyre v = (u(V, ..., uM) € LP(0,T;V)
ésv=(vMW,..., 0N e LP(0,T;V*) esetén

[A(u),v] :=

N n
Z/ lz agl) (t, z,u(t, z), Du(t, z)) D;vW (¢, z) +a((]l)(t,x,u(t, z), Du(t, z))v" (t,z) | dtdz.
1=17@Qr Li=1
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Valéjaban egyel6re nem tudjuk, hogy A fenti definiciéja valéban értelmes, és tényleg L(0,T; V*)-
ba képez. Ez azonban a tétel bizonyitadsanak elsé részébdl ki fog deriilni.
Végiil a szokasos modon legyen L: LP(0,T;V) — L1(0,T;V*) a kivetkezs operator:

D(L) ={u € X: Dyu € X*, u(0) =0}, Lu = D.u.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az L1-L5 feltételek. Ekkor az A: X — X* operdtor korld-

tos, demifolytonos, koercitiv és pszeudomonoton D(L)-re nézve.

Bizonyitas. A bizonyitis egészen elemi technikikon, a Holder-egyenlGtlenségen és néhany funk-
cionalanalizisbeli tételen alapul.

Korldtossdg. A haromszog-egyenlGtlenség miatt nyilvan elegendd az [A(uw),v] definicidjaban
szereplé integralokat, s6t azoknak is csak egy-egy tagjat kiilon-kiilon vizsgalnunk. Egy ilyen tagot
a Holder-egyenlGtlenség segitségével feliilrsl becsiilhetiink:

(2.5) ‘ / o (t, 2, u(t, z), Du(t, ) Div® (¢, z) dt da| <

T

p

( / |a§l)(t,a:,u(t,a:),Du(t,:v))|thd:z:>q(/ |D,~v(l)(t,:z:)|pdtdw>
T Qr

(Természetesen i = 0 esetén hasonlé érvényes D;v() helyett v()-lel.) Itt a masodik tényezd nyil-
van legfeljebb akkora, mint ||v||x, az els6 tényez6t pedig az L2 feltétel és az (1.1) egyenlGtlenség
(t0bbszori) alkalmazéasaval tovabb becsiilhet;jiik:

26 ([ 1a(5,ut0). Dutt, ) dvds) " <

< const - </ [c‘f (|u(t,x)|(”71)q + |Du(t, $)|(p_1)q) + |k (2, m)|‘1] dtda:) ’ <

T

< const [( J s |Du|p]); +( /| wﬂ =

P
= const - (C1||u||§( + ||k1||Lq(QT)) .

(A ¢ konstanst egy késGbbi alkalmazas miatt hagytuk meg.) A fenti két egyenlGtlenséget i-re
és [-re szummazva (és felhasznalva a haromszog-egyenlGtlenséget) |[A(u),v]|-re vonatkozd becslést

nyeriink:

1A ), ]| < const - (exllully + illzacn ) lvllx-

Ez viszont azt jelenti, hogy

P
(2.7) 1A@)lx- < const - (erllully + 1k lzac@n))

tehat A: X — X* korlatos operéator.

Demifolytonossdg. Tegyiik fel, hogy az (ug) C X sorozatrauy — u az X normaja szerint. Ekkor
minden 1 < i <n, 1 <[l < N esetén az (ug)) és (Dz-ug)) sorozatok LP(Qr)-ben konvergensek,
ezért a Riesz-lemma (1.21. lemma) miatt létezik (iy) C (uy) részsorozat, melyre 4 — u és
Dii, —» Du m.m. (¢,z) € Qr-re. Belatjuk, hogy minden v € X esetén [A(iy) — A(u),v] — 0, ekkor
a részsorozatos trikkk (1.32. lemma) alapjan készen lesziink. Az [A(dy) — A(u), v]-ben 1év6 tagokat

a korlatossag bizonyitasaban szerepld (2.5) Holder-egyenlStlenséghez hasonléan becsiilhetjiik:
(2.8) ‘ / [a§” (t, z, Uk (t, z), Diig(t,2)) — o' (¢, 2, u(t, z), Du(t, z))| Div® (¢, 2)dtdz| <
T

<[l -, @k (), Dir() = (-, u(-), Du())l Lar) - I0llx-
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Ebbdl kdvetkezben elegends belatnunk, hogy
lim [lal” (-, (-), D () = al” (-, u(-), Du())|| =0
Prswoll Lt s WEN") k i ) ) L1(Qr)

O

minden 0 <4 < n-re és 1 <1 < N-re. Ehhez el6szor vegyiik észre, hogy az L1 feltétel szerint a;” a

(¢o, ¢) koordinatakban folytonos, igy

lim agl) (t,z,ur(t,x), Dag(t, x)) = agl)(t,m,u(t, z), Du(t,z)) m.m. (t,x) € Qr-re,

k—o0

felhasznalva az (i) és a (Diy) sorozatok majdnem mindeniitt valé konvergenciajat Qr-ben. To-
vabba az L2 feltételbdl kovetkezden (lasd pl. (2.6))

0 (t, 2, @ (t,7), Ditg (t,2))|? < ? (g (t, )P + |Dig(t, ©)P) + k1 (t, 2)|* = fi(t, ).

i

Az (i) sorozat X-beli konvergencidja miatt az (|ag|) és (|Dag|) fliggvénysorozatok LP(Qr)-ben
konvergensek, ezért az (|ax|P), (|Day|P) sorozatok L'(Qr)-ben konvergensek. Tehat az (fy) fiigg-
vénysorozat L' (Qr)-ben konvergens, és igy ekviintegralhaté L'(Qr)-ben (1.19. allitas). Kovetke-
zésképpen az (agl)(- ,ﬂk(-),Dﬁk(-)) fiiggvények ekviintegralhatok L?(Qr)-ben. Ekkor viszont
e fiiggvények kielégitik a Vitali—tételkle.QO. tétel) feltételeit, igy

Jim [|a{? (@), D () = a’ (- u(), Du()lLa(or) = 0.

Eppen ezt akartuk belatni.

Koercitivitds. Az L4 feltétel szerint

[A(u),u] > / [e2 (lut, )P + |Du(t, 2)|”) — k2(t,2)] dtdz = ca|lull’ = [Ik2llz1(@r)

T

ahonnan

A k
s el - BEOO] = el = o

lullx—oo  [lullx ™ llulx—oo lullx | lulx—oo

Ez éppen A koercitivitasat jelenti.

Pszeudomonotonitds. A bizonyitas alapjaul a [4] cikk szolgal. A benne alkalmazott techni-
kik egészen elemiek, mégis a bizonyitas nagy figyelmet igényel. Ezért menet kdzben mindig elGre
jelezziik a fontosabb célokat, illetve gondolatokat, nehogy elvessziink a részletekben.

Tekintsiink egy tetszdleges (ug) sorozatot X-ben, melyre

(2.9) up > u gyengén X-ben és  Diuyp — Diu gyengén X*-ban,
valamint
(2.10) lim sup[A(ug), ur — u] < 0.

k—o0

Belatjuk, hogy egy alkalmas (@) C (uy) részsorozatra

lim [A(d), G, —u] =0 és  A(dr) > A(u) gyengén X*-ban.

k—o00

Ekkor a részsorozatos tritkk miatt készen lesziink.

Mindenekel6tt tegyiink meg néhany elGkésziileti 1épést! Eloszor is sziikségiink lesz az (uy) egy
majdnem mindeniitt konvergens részsorozatara, a tovibbiakban azzal fogunk dolgozni. Ehhez ve-
gylik észre, hogy (2.9) miatt alkalmazhatjuk az 1.52. kovetkezményt, és igy létezik (dg) C (ug)

részsorozat, melyre @y — uw Y-ban. A részsorozatos triikkk miatt feltehets, hogy (4x) = (uk),
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igy a tovabbiakban feltessziik, hogy u;r — u Y-ban. Ekkor persze az 1.22. kovetkezmény miatt
létezik részsorozat (ugyancsak feltehetd, hogy az eredeti sorozat), melyre uy — v m.m. Q7-ben.
Végeredményben tehat feltessziik, hogy ur — u m.m. Qp-ben.

A bizonyitas méasik fontos elSkésziileti lépése, hogy bevezetjiik a py(t, z) fliggvényeket, melyekre

pk(t7 .Z') =
N n

ZZ [agl) (t,z, ug(t,z), Dug(t,x)) — az(l) (t,:c,u(t,x),Du(t,a:))] (Diug) (u,z) — Diu® (u,)) +

=1 i=1

N
+ 3 [al) (2wt ), Dur(t,2)) = a (¢, 2, u(t, 2), Du(t, 2)| (uf) (u,2) = u® (v, 2)).
=1

A késébbiekben hasznaljuk a szokasos pk+ (t, :1:) = max(pk (t z),0) és p, (t,x) = —min(px(t,z),0)

s sz

(2.11) [A(ug) — A(u), ux — 1] =/ pi(t, z) dt dz.

T

Mivel uy — u gyengén X-ben, azért klim [A(u), u, — u] =0, és igy
—00

lim sup[A(ug), ur — u] = limsup[A(ug) — A(u), up — ul.

k—o0 k—o0

Ez (2.10) és (2.11) alapjan azt jelenti, hogy

(2.12) limsup/ pr(t,z)dtdr < 0.
Qr

k—o0

A bizonyitas menete innen a kovetkezd. El6szor belatjuk, hogy p, majdnem mindeniitt 0-hoz
konvergél, amibdl kovetkezni fog, hogy a konvergencia L'(Qr)-ben is teljesiil. Ennek segitségével
igazoljuk, hogy pr — 0 L!'(Qr)-ben, és igy egy részsorozat majdnem mindeniitt is konvergal.
Majd az el6bbit felhasznalva a (Duy) sorozatbol kivalasztunk egy majdnem mindeniitt konvergens
részsorozatot, amelyrdl ki fog deriilni, hogy valojaban Du-hoz konvergal. Mindezekbdl pedig a
pszeudomonotonitis mar egyszeriien belathaté.

A tovabbiakban a képletek egyszertisitése érdekében eléfordulhat, hogy egyes fiiggvények argu-
mentumat (ha nem okoz félreértést) nem irjuk ki.

Lassunk neki a bizonyitéas érdemi részének! Irjuk pg-t a kovetkezs alakban:

N

pe(t,x) = Z lz agl)(t,x,uk,Duk)Diug) (l) (t, 2, up, Dug)u (l)] -
=1 Li=1
N n
— lz ay) (t,z,u, Du) (D,-u,(:) — Du®) + a(()l) (t, z,u, Du) (ug) - u(l))] —
=1 Li=1

k2

N n
Z lz afl) t, z,ur, Dug)D; o +a((,)(t T uk,Duk)u(l)]

=1 Li=1

= fk(tam) - gk(tax) - hk(tam)'
Az 1.4 feltétel alapjan vilagos, hogy
(2.13) fre(t,z) > co(|uk(t, 2)|P + |Dug(t, 2)|P) — ka(t, ) > c2|Dug(t, x)|P — ka(t, z).

Vizsgaljuk most meg, hogy mit mondhatunk a gg-ban, illetve hyi-ban szerepls tagokrol. Az L1
feltételt és a nyilvanvalo |D;u®| < |Dul| egyenlétlenséget felhasznalva kapjuk, hogy

1Y (t, ,u, Du) (Dl — Dau®)| < e1([u[P~! + [DufP~" + ky)(| Dug| + |Du)).
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A |Dug|-et nem tartalmazé tagokat a p, g kitevskkel alkalmazott Young-egyenlStlenség, majd az
(1.1) egyenlStlenség segitségével becsiilhetjiik. Ekkor azt kapjuk, hogy
(=" +1Dup=" 4 k) Du] < o (124 DD 4 a]?) + D <
< const - (|u|? + |Dul|? + |k1]7).
A |Duy|-et tartalmazo tagokat pedig az e-egyenlGtlenség segitségével becsiiljikk (ahol e-t késGbb

hatarozzuk meg):
1 P
[l + D™ + ) 1Duel| < o (Jul®707 +[Dul™D0 4 k1) + | Dugl? <
elq p
<c(e) - (JulP + [DulP + [k1|?) + ep~! [Dug 7,

ahol ¢(g) a tovabbiakban mindig egy e-t6l fligg6 pozitiv konstanst jelent. Az el6bbi két becslést
Osszevetve végiilis azt kaptuk, hogy
(2.14) |a§l)(t,x,u,Du)(D,’ug) — DuW)| < c(e) - (Jul? + |DulP + |k1|?) + Pp~ | Duy |P.

Az el6bbi technikdhoz hasonléan becsiilhetjiik a gg-ban és hg-ban 1év6 tobbi tagot. Azaz elGszor az
L1 feltételt hasznaljuk, aztan a kapott kifejezés | Duy|-et tartalmazo részeit az e-egyenlGtlenséggel,
a tobbit pedig a Young-egyenlGtlenséggel becsiiljiik. Ha az igy kapott becsléseket szummaézzuk (és

felhasznaljuk a haromszog-egyenl6tlenséget), akkor konnyen lathatoéan azt kapjuk, hogy
(2.15) |9k (£, )| + [P (¢, 2)| < 6(e) - [Dug[? + c(e) - (|ul” + [Dul” + fur|” + [k1]%),

ahol §(¢) az € megfelels valasztasaval tetszlegesen kicsivé tehets. Ezért valasszuk meg e-t ugy,
hogy d0(¢) < %2 =: ¢* teljesiiljon. Ekkor a (2.13) és (2.15) becslésekbdl kovetkezik, hogy

(2.16) pi(t, ) > ¢ [Dug(t, 2)[P — d* (Ju(t, 2)[" + |Du(t, 2) [P + |uk(t, 2)[" + |k (2, 2)|7) -

Legyen N = {(t,z) € Qr: pr < 0}, vagyis p, tartdja, és jeldlje xn, e halmaz karakterisztikus
fiiggvényét. Ekkor az elébbi egyenl6tlenségbdl az (uy) (K € N) sorozat m.m. valé6 pontonkénti

konvergencia miatti m.m. korlatossiga folytan kovetkezik, hogy

(2.17)  c*|xn, Dur(t,z)|P <
< d* (v, u(t @) P + Do, Dult, 2)[? + [xveue(2) + X b (2)[%) + X pe(t

;@) <
< & (Ixmeult, 2)|P + [xn Dult, 2) [P + [xnyun (t,2) [P + [xvi k(8 2)|7) < b(E, 2),

ahol a b fiiggvény fiiggetlen k-t6l.
Ezen eredmény segitségével megmutatjuk, hogy p,” — 0 majdnem mindeniitt )7-ben, amibdl
pedig kovetkezni fog, hogy pr — 0 L'(Qr)-ben. Ehhez hasznos lesz a py, fiiggvényeket az alabbi

alakban irni:

(2.18) px(t,z) =
N n

_ 0) ) SO0 N (D)

= a;’ (t,x,ur(t,z), Dup(t,x)) — a;’ (t, 2, ux(t, x), Du(t, x))| (Dsu;,’ (u,x) —Dju'" (u, x)) +
=1 i=1

-
I

+
™=
M:

[0l (t, 2, ui(t, @), Du(t,2)) - 0’ (¢, 7, u(t,2), Du(t, )| (Diwf! (u,2) = Diu® (u, 7)) +
i=1

N
I
-
~
Il

+
M =

[a(()l)(t,x,uk(t,:c),Duk (t,x)) — a(()l) (t,x,u(t,w),Du(t,:v))] (u,(cl)(u,a:) —u® (u, 1)) =

~
I
-

= Qk(ta :L') + rk(tax) + sk(tax)'

21



Az L1 folytonosségi feltétele kovetkeztében k — oo esetén agl)(- su(), Du()) — agl)(- ,u(), Du(+))
m.m. Q7-ben, hiszen uy — u m.m. Qz-ben. Igy felhasznélva a (|xn, Dus|) fliiggvénysorozat pon-
tonkénti m.m. valo korlatossagat (lasd (2.17)), kovetkezik, hogy xn, 7k (t,2) = 0 m.m. (¢,2) € Qr-
re. Az s esetében pont forditva okoskodunk. Ekkor ugyanis uy — v m.m. r-ben. Tovabba a

(XNk agl)(- ,ug (), Duk(-)))lC N fiiggvénysorozat pontonként m.m. korlatos, mert L2 alapjan
€

|XNka£l) (tamauk(tam)aDuk(ta .Z'))| < Cl(lXNkuk(t=$)|p + |XNkDuk(ta m)|p) + XNkkl(tax)a

és itt a jobb oldalon minden tag pontonként korlitos. Ebbsl kovetkezSen xn, s — 0 m.m. Q7-
ben. Végezetiil g,-val kapcsolatban vegyiik észre, hogy L4 miatt g (¢,2) > 0 m.m. (¢,z) € Qr-re.

Osszefoglalva az el6zéekben leirtakat, azt mondhatjuk, hogy
0> —p, = XN Gk + XN,Tk + XN SE 2> XN, TE + XN, Sk — 0 m.m. Qr-ben,

kévetkezésképpen p,. — 0 m.m. Qr-ben.
Most méar kénnyen igazolhatjuk, hogy pr — 0 L!(Qr)-ben. Ehhez elészor vegyiik észre, hogy
(2.16) miatt

pr(t,z) > —d*(Ju(t,z)|? + |Du(t, x)|P + |uk(t, z)|P + |k (¢, 2)|?) = —di (¢, ),

azaz p, < |dj|. Itt w € X miatt |u[?,|Du|? € L (Q71), és ki € LY(Qr) miatt |k |? € L' (Qr). To-
vabb4 az up — u X-beli konvergencia miatt |ug| — |u| LP(Qr)-ben, és igy |ux|? — |ulP L' (Q71)-
ben. Tehét dj, konvergens L'(Q)-ben, kivetkezésképpen ekviintegralhato is L'(Qr)-ben. Mivel
Py < |di|, azért a (p; ) fiiggvénysorozat is ekviintegralhaté L' (Qr)-ben. Ekkor viszont Vitali tétele
alapjan sziikségképpen p;, — 0 L'(Qr)-ben. Ezt és (2.12)-t felhasznélva

0 < limsup pi (t,z)dtdz < lim sup/ pr(t,z)dtdz + lim sup/ P}, (t,x)dtdr <0.
k—oo JQr k—o0 T k—o0 T

Ez azt jelenti, hogy p{ — 0 L'(Qr)-ben, végeredményben tehat p, — 0 L'(Qr)-ben. Ekkor az

1.22. kivalasztasi tétel alapjan létezik (pr) C (pr) részsorozat, melyre pr — 0 majdnem mindeniitt

LY(Qr)-ben.

A bizonyitas nehezebbik felén tul vagyunk, most még egy apro kivalasztasi meggondolésra van
sziikségiink, utana méar kiilonésebb nehézség nélkiil be tudjuk fejezni a bizonyitast. ElGszor is a
majdnem mindeniitt valé konvergencidja miatt a (pr) sorozat majdnem minden (t,x) € Qr-re
korlatos. Ezért (2.16)-bol kovetkezGen

Dy (¢, 2)|” < d*(|u(t, 2)|” + [Dult, 2)[P + |ag (8, 2) |7 + [k (2, 2)|7) + pr(E, ) <*(E, 7).

(Itt (dg) az (ug) sorozat (Py,)-nak megfelels részsorozata. Ebben az értelemben hasznaljuk késébb a
" jelolést is.) Azaz (| Dix(t,z)|) majdnem minden (¢,z) € Qr esetén korlatos sorozat. Ekkor persze
létezik (dig) C (Gg) m.m. pontonként konvergens részsorozat, melyre Diig(t,x) — v m.m. Q7-ben
(ahol v mérhetd). S6t most mar az is kovetkezik, hogy 7 — 0 és 5 — 0 majdnem mindeniitt Q-
ben, hiszen ugyanazt a gondolatmenetet kovethetjiik, mint p, konvergencidjdnak bizonyitasaban,
csak most xn, nélkiil. Mindezek alapjan, felhasznalva a Carathéodory-féle folytonossagi feltételt

és (ag) ill. (Dig) m.m. pontonkénti konvergenciajat, azt kapjuk, hogy

0= lim pg(t,z) =
k—o0
N n

=33 [a 2 ut, 2), 0(t,2)) - ol ¢, 2, u(t, 2), Du(t, 2)) | (D (t,2) — o (¢, 2)),

=1 i=1
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ahonnan L3 alapjan sziikségképpen v = Du kovetkezik, vagyis Dy, — Diu m.m. Qr-ben.
Vegyiik észre, hogy

(2.19)  [A(G), Gk — u] =

= [A(Tg) — A(w), U, — u] + [A(u), G —u] = / Dk (t, z)dtdx + [A(u), Gy, — u] — 0,

T

hiszen pr — 0 L'(Qr)-ben valamint @iy — u gyengén X *-ban. Ezenkiviil tudjuk, hogy tetszéleges

v € X esetén
[A(d),v] =

Z/ lz a(l) t,, i (t, z), Dig (t, 2)) Div P (¢, ) +a0 (t,x,ﬁk(t, z), Dig(t, 2) ) (¢, z) |dtdz.

Itt az integrandusok pontonként konvergensek az iy — u X-beli ill. Dy — Du X*-beli konver-
gencidk és a Carathéodory-féle feltétel miatt. Raadasul az integrandusok ekviintegralhatok is, mert
(ahogy hasonl6t mar korabban lattunk, pl. (2.14))

0" (¢, 2, g, Diig) D] < const - (|iigx|” + |Dig[? + k1|9 + | Dio® |P),

ahol a jobb oldal L'(Qr)-ben konvergens. Igy a Vitali-tétel alapjan [A(d),v] — [A(u),v]. Bz
(2.19)-cel egyiitt azt jelenti, hogy A val6ban pszeudomonoton D(L)-re nézve. Kész a pszeudomo-

notonitas bizonyitasa. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

2.2. Megjegyzés. Az A operétor peszeudomonotonitasdhoz L4 helyett a kovetkezs gyengébb feltétel

is elegendé:
N n
ZZay) t,x, (o, ¢) C() > ¢o|C|P — ko(t, x)
=1 i=0
m.m. (¢,2) € Qr-re és minden ((p,¢) € RN _re. Valoban, az 1.4 feltételt csak a (2.13) becsléshez

hasznaltuk, ahol valéjiban csak az el6bbi gyengébb feltételre volt sziikség.

2.3. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek o L1-Lj feltételek. Ekkor tetszdleges F' € X*

esetén a

absztrakt feladatnak van v € WP(0,T;V, H) megolddsa.

Bizonyitas. Mivel az L?(0,T;V) tér reflexiv (lasd az 1.14. és 1.36. allitasokat), valamint az
L:D(L) —» L%0,T;V*), Lu = Dyu operator maximalisan monoton (1.47. allitas), igy az el6z6
tételbsl az 1.33. tétel alapjan kovetkezik, hogy az L(u) + A(u) = F egyenletnek van v € D(L)

megoldésa.
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3. fejezet

Funkcionalisan fiigegd rendszerek

A kovetkezGkben olyan nemlineéris mésodrendii parabolikus differencidlegyenletek rendszerével
foglalkozunk, amelyekben az egyiitthato fliggvények az ismeretlen fiiggvényektsl egy funkciondlon
keresztiil is fiiggenek. Az ilyen tipusi egyenleteket (tobbek kozott) Simon Laszlo vizsgalta [6]

cikkében, melyben a kovetkezs alaku egyenlet szerepelt:

Dyu(t,z) — ZD" [ai(t, z,u(t, ), Du(t,);u)] + ao(t, ,u(t, z), Du(t, z);u) = f(t, ),

i=1

(t.z) € Qr = (0,T) xQ, a;: Qr x "™ x LP(0,T; W"?(Q)) — R,

ahol 2 < p < .
Mi most a fenti tipusi egyenletekbdl 4116 rendszert fogjuk vizsgélni, vagyis az alabbi egyenlet-

rendszert:

D (t,z) —

- ZDi [ay) t,z,uM(t,2),...,uN ), DuV (t,z),..., Du™ (¢, z);uD),. .. ,u(N))] +
(3.1) =1
+ aél)(t,w,u(l)(t,x), L uM (), DU (¢ x), ., DU (4 2); M, M) = fO @ ),

tz) eQr=(0,T)xQ, QCR', I=1,...,N.

Ehhez persze tartozik kezdeti és peremfeltételek rendszere, de ahogy korabban, most sem torédiink
azok konkrét alakjaval, csak annyit tesziink fel, hogy a peremfeltétel homogén Neumann-féle.

A kovetkezd részben az el6z6 fejezethez hasonléan definidljuk a (3.1) feladat gyenge alakjat,
majd az egyiitthatokra tett feltételek segitségével bizonyitjuk gyenge megoldas létezését. E felté-
telek a kordbban megismert Léray-Lions feltételek altalanositasai, kiegészitve a fenti tipusi egyen-
letek megoldhatdsidgahoz elegends specidlis feltételekkel. Ezt kovetGen néhany példat mutatunk
megfelel§ egyiitthato fliggvényekre. Végiil egy specialis esetben igazoljuk a gyenge megoldas egyér-

telmiiségét. A fejezetben tovabbra is a 2.3.1 szakaszban bevezetett jeloléseket hasznaljuk.
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3.1. Gyenge megoldasok

Ertelmezziik a B: LP(0,T;V) — L%(0,T;V*) operatort a kovetkezé moédon. Legyen u =
(w®, ..., uM) e LP(0,T;V) és v = (vV,...,vN)) € LP(0,T;V) esetén

[B(u),v] :=

N n
>/ lZ o’ (t, 7, u(t, ), Du(t, 2); w) D (t, 2) + aff (t, z, u(t, ), Du(t, 2); u)o <t,x)] dtda.
1 /Qr

i=1

Vagyis m.m. t € (0,T)-re w = (wV,...,w®™)) € V esetén

(32) ([Bw)](t),w) :=
N n
>/ [Z o) (t.z, u(t, ), Du(t,x); w) Dw® (@) + af (t, 2, u(t, 2), Duft, 2); uyuw (a:)] da.
=179 Li=1

Ezenkiviil a szokott modon legyen L: LP(0,T;V) — L%(0,T;V*) operator, melyre
D(L)={u€ X: D € X*, u(0) =0}, Lu = Dyu.

Az el6z6 fejezetben leirtak alapjan most mar konnyen felirhatjuk a (3.1) tipusd rendszer gyenge
alakjat (valamilyen kezdeti és homogén Neumann-peremfeltétel mellett) a B operator segitségével.

Nevezetesen

Dw+ B(u) =F

ahol F € L1(0,T;V*) ésug € V = (WHP(Q))N.

3.1.1. Feltételek

F1. Tegyiik fel, hogy az agl): Qr x RHDN % 12(0,T;V) — R fiiggvények minden (rogzitett)
v € LP(0,T;V) esetén teljesitik a Carathéodory-féle feltételeket. Azaz mérhetSk (t,z)-ben
minden rogzitett (Co,¢) € RN esetén, és folytonosak ((o,¢)-ban m.m. (¢,z) € Qr esetén
(i=0,....,n;1=1,...,N).

F2. Tegyiik fel, hogy léteznek g1: LP(0,T;V) — RT és ky: LP(0,T;V) — L4(Qr) korlatos opera-
torok, melyekre

0l (£, 2, G0, G 0)| < 91.0) (I~ + ¢ + [kr (0)] (2, )

m.m. (t,z) € Qr-re, minden ({y,¢) € R™DN _re és v € LP(0,T;V)re (i = 0,...,n; | =
-, N).

F3. Tegyiik fel, hogy minden ( # n € R* esetén

N n
23 (62,60, G0) = 062 o)) (€9 =) > 0

=1 i=1
m.m. (t,2) € Qr-re, minden (; € RN -re és minden v € LP(0, T;V)-re.
F4. Tegyiik fel, hogy léteznek go: LP(0,T;V) — R és ko: LP(0,T;V) — L'(Qr) operatorok,

melyekre

N
>3 (2.6, G0 2 92(0) (Gl +1617) = [ka(w)](t,2)

n
=1 i=0
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m.m. (t,z) € Qr-re, minden ({p,¢) € RN _re és v € LP(0,T;V)-re (i = 0,...,n; | =
1,...,N). Tovabba a g2, k2 operatorok rendelkeznek az alabbi tulajdonsaggal:

IIkz(v)llLl(QT))

= 400
||U||LP(0,T;V)

(3.3) lim (92(v)||v||’£p(10,T;V) -

llvllLe o, 7;v)—00

F5. Tegyiik fel, hogy ha u;, — u gyengén L?(0,T; V)-ben és norma szerint L? (0,T’; (L?(22))")-ben,
akkor minden 1 =0,...,n,ésl=1,..., N esetén

lim [|a" (-, ur(-), Dug(-); ur) — aP (-, ui (-), Dug(-); )| pa(@r) = O-

k—o0

3.1.2. Létezés
A most kovetkezs tétel a 2.1. tétel parja, hasonlét allit a B operatorrol.

3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az F1-F5 feltételek. Ekkor a B: X — X* operdtor korld-

tos, demifolytonos, koercitiv és pszeudomonoton D(L)-re nézve.

3.2. Megjegyzés. A bizonyitas részben az 2.1. tételre vald visszavezetésen alapul, ezért érdemes a
bizonyitas el6tt megtenniink néhany apr6 elGkésziiletet. Vezessiik be rogzitett w € X esetén a
B, : X — X* operatort, melyre u € X és v € X* esetén

[Bu(u),v] :=

N n
> lZ o)t 7, u(t, ), Du(t, 2); w) Do (¢, 7) + af) (¢, 7, u(t, ), Du(t, 2); w)o (¢, ) | dtda.
=1 T Li=1

Ekkor nyilvanval6, hogy ha teljesiilnek az F1-F5 feltételek, akkor a B, operator kielégiti a 2.3.1
szakaszban szerepl6 L1-L4 feltételeket, mégpedig a ki (t,x) = [k1(w)](t,x), ka(t,z) = [k2(w)](t, ),
c1 = g1(w), c2 = go(w) megfeleltetésekel. Tehat a 2.1. tétel alapjan minden w € X esetén a B,

operator korlatos, demifolytonos, koercitiv és pszeudomonoton D(L)-re nézve.

Ezek utén lassunk hozza a bizonyitashoz!.

Bizonyitas [3.1. tétel]. Korldtossdg. Legyen v € X rogzitett. Ekkor az el6zetes megjegyzés miatt

a B, operatorra igaz a (2.7) becslés ¢; = g1 (v)-vel és ky = ky (v)-vel, azaz
1By (w)llx- < const - (g @lull + k1 () Lo ) -

Mivel B, (u) = B(u), azért v = u esetén az el6bbi egyenlStlenség a

(3.4 IB@Ilx- < const - (ga(w)lully + s ()lzo(an)

alakot olti. Ebbdl pedig g1 és ki korlatossaga folytan kovetkezik a B operator korlatossaga.
Demifolytonossdg. Legyen (ug) X-beli sorozat, melyre uy — u az X normadja szerint. Meg-
mutatjuk, hogy minden v € X esetén [B(ur) — B(u),v] — 0, ekkor készen lesziink. Ehhez
elegends belatnunk, hogy B(ug) — By(ug) — 0 és By(ug) — B(u) — 0 gyengén X*-ban. Ez
utobbihoz megint vegyiik észre, hogy B, (u) = B(u), igy B, demifolytonossagabol kivetkezGen
By, (ui) = By(u) = B(u) gyengén X*-ban. A [B(uy) — By(ug),v] = 0 konvergencighoz pedig (a
2.1. tétel demifolytonossagi bizonyitasaban szerepls) (2.8)-hoz hasonléan tagonként alkalmazhatjuk

a Holder-egyenlGtlenséget:

(3.5) ‘ / |l (¢, 2, uk, Durs i) — o (¢, 7, up, Dugs w) | Do dtda| <
T

< Nal” (- ur (), Du()ur) = a (-, ur(-), Dur(-);0)l|za(@ay - [0l x-

26



Ebbdl kdvetkezben elég beldtnunk, hogy
(3.6) Jim (laf? (-, ui (), Dui (s i) = a7 (- ue (), Dur();w)lagar) = 0

minden 0 < ¢ < n-reés 1l <[ < N-re. Ez viszont F5 alapjan valoban teljesiil, hiszen u; X-beli erés
konvergenciajabol kovetkezik az X-beli gyenge konvergencia, és az X — Y folytonos bedgyazas

(lasd 1.49. allitas) miatt az Y-beli erds konvergencia is.

3.3. Megjegyzés. A B(uy) — By(ug) — 0 gyenge X*-beli konvergencia helyett igaz az erGsebb
[B(ug) — By(ug),vr] — 0 allitas is, ahol (v) korlatos sorozat X-ben. Ugyanis v = vy, esetén
is a (3.5) egyenlGtlenségbdl (vy,) korlatossaga miatt kovetkezik, hogy az el6bbihez elég, ha (3.6)
fennall (ug)-ra. Vegylik észre, hogy (3.6) teljesiiléséhez (F5 miatt) (ur) X-beli gyenge és Y-beli

erds konvergencidja szlikséges.

Koercitivitds. Az F4 feltétel szerint
(3.7) [B(u),u] >

> / [92(u) (Ju(t, )P + |Du(t, ) ") = [k2(w)](t, 2)] dtdz = ga(u)llull’ — [1k2(w)llL1(Qr),

T

ahonnan a g2, k2 operatorokra vonatkozo (3.3) feltételt hasznalva adodik, hogy

le2(u)llLr@ry ] _

B
lullx o0 % > Jim ga(w)llulli - T
Pszeudomonotonitds. Tegyiik fel, hogy
(3.8) up — u gyengén X-ben és  Dyup — Dyu gyengén X*-ban,
valamint
(3.9) lim sup[B(ug),ur — u] < 0.

k—o0
A részsorozatos triikkkot alkalmazva elég igazolnunk, hogy egy (iy) C (uy) részsorozatra
klim [B(ak),ur —u] =0 és B(iar) - B(u) gyengén X*-ban.
—00
A (3.8) konvergencidk miatt az 1.52. kdvetkezmény alapjan létezik () C (uy) részsorozat, melyre
ir, — u Y-ban. Ekkor alkalmazhatjuk (a demifolytonossagrol szolo rész végén szerepls) 3.3. meg-
jegyzést, és azt kapjuk, hogy
(3.10) lim [B(iiy) — By (iig), iy, —u] = 0.
k—o0
Ezt (3.9)-el 6sszevetve
(3.11) lim sup[By (i), i, — 1] < 0

k—o0
adodik. Mivel B, pszeudomonoton D(L)-re nézve, igy a (3.8) és (3.11) tulajdonsagokbol kivetkezik,
hogy
(3.12) k]im [By(ig),ix —u] =0 &  By(ax) = By(u)(= B(u)) gyengén X*-ban.
—00

Innen (3.10) miatt egyrészt klim [B(dy), G — u] = 0 kovetkezik. Masrészt a demifolytonossag bizo-
—00

nyitasabol tudjuk, hogy (ha @ — u gyengén X-ben és erGsen Y-ban, akkor) B, (i) — B(ig) — 0

gyengén X *-ban, igy (3.12) masodik felébdl a B(iy) — B(u) gyenge X *-beli konvergencia kovet-

kezik. Ezzel kész a 3.1. tétel bizonyitésa.
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3.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az F1-F5 feltételek. Ekkor tetszileges F € X*

esetén a

(3.13)

absztrakt feladatnak van v € WHP(0,T;V, H) megolddsa.

Bizonyitas. Az allitas igazolasa teljesen hasonléan megy, mint a korabbi 2.3. kovetkezmény bi-

zonyitésa.

A fenti kivetkezmény szerint homogén kezdeti feltétel esetén mindig van megoldasa a (3.13)
feladatnak. Sajnos az F1-F5 feltételekbdl még nem kovetkezik, hogy inhomogén kezdeti feltétel
esetén is mindig van megoldas. Az inhomogén eset vizsgalata (a szokott médon) a homogén esetre

val6 visszavezetéssel torténhet. Tekintsiik a kovetkezs absztrakt feladatot:
D+ B(u) =F
u(0) = uo,

ahol ug € V. Legyen ug(t, z) = uo(x) kiterjesztés LP(0,T; V)-re, és keressiik a megoldéast u = v+ug
alakban! Ekkor az el6bbi feladat a kovetkezd alakot Olti:

F
0,

Dt’l} + B(’U)
v(0)

ahol B(v) = B(v+uo). Elég tehat igazolnunk (az 1.33. tétel alapjan), hogy a B: X — X* operéator
korlatos, demifolytonos, koercitiv és pszeudomonoton D(L)-re nézve. Koénnyen belathatjuk, hogy
a koercitivitas kivételével a B operator tulajdonsagai atéroklédnek B-ra.

A korlatossag nyilvanvald, hiszen egy X-beli korlatos halmaz wug-lal valé eltoltja is korlétos,
amelyet B korlatos X *-beli halmazba képez.

A demifolytonossag szintén nyilvanval6. Ugyanis, ha vy — v X-ben, akkor v +ug = v+ug X-
ben. Ekkor B demifolytonossaga miatt B(vg + ug) — B(v + ug) gyengén X *-ban.

A pszeudomonotonitashoz tekintsiink egy (vy) sorozatot, melyre v, — v gyengén X-ben és
Dyvp, — Dy gyengén X *-ban, valamint

(3.14) lim sup[B(vg), vx — v] <0

k— 00 -
Mindez egyben azt is jelenti, hogy v + ug — v + ug gyengén X-ben és Dy(vy + ug) = Di(v + ug)
gyengén X *-ban, tovabb4

lim sup[B(vg, + ug), (Vi + ug) — (v + up)] < 0.

k—o0

Ekkor B pszeudomonotonitasa miatt az el6bbi lim sup valgjdban limesz, és egyenlétlenség helyett
egyenlGség all fenn, igy (3.14)-ben is ezek teljesiilnek. Ezenkiviil B pszeudomonotonitasabdl az is
kovetkezik, hogy B(vgx + uo) — B(v + ug) gyengén X*-ban, mas széval B(v;) — B(v) gyengén
X*-ban. Tehat B valéban pszeudomonoton D(L)-re nézve.

Probalkozzunk most a koercitivitas igazolasaval! Vegyiik észre (felhasznalva (3.7)-et), hogy

[B(v),v] S [B(v),v] _ [B(v+uo),v+uo] [B(v+uo),uol
lollx = llv+uollx —  [lv+uollx llv+ uollx
llk2(v + wo)llzr(@r)  [1B(v + uo)l|x-
[lv + wollx llv+ uollx

(3.15)

l[uollx

> g2(v + uo)lJv + uoll% ' -
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Ha ||v + uo||x — o0, akkor nyilvan ||v||x — oo, igy F4 miatt a jobb oldal els6 két tagja +oo-hez
tart. A harmadik tag nagysagrendjérdl els6 ranézésre nem tudunk semmit, azonban (3.4) alapjin

becsiilhetjiik (felhasznalva, hogy £ =p —1):

[1B(v + uo)llx+
llv + uol|x

||k1 (U + UO)”L‘?(QT) ) ||u0||X

uol|x < const - <g1 v+ uo)||v + |52 +

Az lenne szamunkra megfelels, ha a fenti kifejezés ,lassabban” tartana +oo-hez, mint (3.15) jobb

oldalan 4l16 elsG két tag Gsszege. Ennek alapjan ,természetes” az alabbi feltétel.

F+ Tegyiik fel, hogy az F1, F4 feltételekben definialt g1, k1, g2, ko operédtorokra teljesiilnek az
alabbi Osszefliggések. Létezik Cy > 0 konstans, melyre go(v) > Cy minden v € LP(0,T;V)-re,

tovabba
(3.16) o)
lvlle 0, 7;v)—o0 ||U||LP(0,T;V) ’
k
(3'17) || 1(U)||Lq(QT) — 07

llvllLe 0, 75vy—ro0 ”U”IL’p(o,T;V)

ko (v
(318) lim I 2(p)||L1(QT) _o
lvllLe 0,7 v)—00 ”U”Lp(o,T;V)

3.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az F1-F5 és F+ feltételek. Ekkor tetszdleges F € X* és

ug € V esetén a

Dyu+ B(u) =F
u(0) = ug

absztrakt feladatnak van uw € W12(0,T;V, H) megolddsa.

Bizonyitas. Az el6bbiek alapjan méar csak a B operator koercitivitasat kell igazolnunk. S6t az is

vilagos, hogy ehhez elegendd belatnunk, hogy ||v||x — oo esetén

lIF2(®)[| L1 (@)

g2()llli -
x l[ollx

k a
LICTHE J

— const - (91 (U)”U”gf_z +
llvllx

Emeljiink ki a fenti kifejezésbol ||v||% "-et!

k 1 k a
_ ellzven _ o (91(11) L @l (QT))]

ol {g2(v)
X lloll% llollx lloll%

Az F+ feltétel szerint ||v||x — oo esetén a szbgletes zardjelben 1éve kifejezések go-t kivéve 0-hoz
tartanak, tovabba ga(v) > Ca, kivetkezésképpen az egész kifejezés +oo-hez tart. Tehat B valoban

koercitiv, és ezzel az 4llitas bizonyitasa kész.

3.2. Példak

Ebben a részben az agl) egyiitthato fliggvényekre mutatunk példakat. ElGszor egy &altaldnos
alakban felirt példat adunk, amelyrdl belatjuk, hogy megfelels feltételek mellett rendelkezik az
el6z6 részben megismert F1-F5 és F+ tulajdonsigokkal. Ezt kdvetSen az dltalanos alakban szerepld

fiiggvényekre és operatorokra adunk konkrét példakat.
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3.2.1. Altalanos eset

Tegyiik fel, hogy az agl) (1=0,...,m; 1 =1,...,N) fiiggvények a kovetkezSképpen néznek ki:
(3.19) ol (t, 2, ¢, ¢;v) = [HO(0)](t, 2)0 (¢, 2, Co, ¢) + [GO (0)](t, 2)d (t,2, o, C), hai #0, és
(3:20) af (t,, o, G;0) = [HO@)](t, )8 (1,2, G0, €) + G’ Wt 2)dg (8,2, 6o, ),
ahol a bgl), dy), HY GO, G(()l) fiiggvények ill. operatorok az alabbi feltételeknek tesznek eleget.

K1. Tegyiik fel, hogy a bgl) : Qr x RVHDN 4 R 65 dz(l) : Qr x RN 4 R fiiggvények teljesitik a
Carathéodory-féle feltételeket. Azaz mérhetdk (t, x)-ben minden (o, ¢) € RN esetén, és
folytonosak ({p,¢)-ban m.m. (¢t,z) € Q7 esetén (1 =0,...,n; [ =1,..., N).

K2. Tegyiik fel, hogy léteznek ¢; > 0, 0 < r < p— 1 konstansok és k; € L(Q) fliggvény, melyekre

a) (B (t, 2, Co, )| < ex (G~ + P71 + ki (2),
b) [P (t,2,60,O)| < e (1C]" +1¢I7)
m.m. (t,z) € Qr-re és minden ({o,¢) € R®*TUN _re (i =0,...,n; I =1,...,N).

K3. Tegyiik fel, hogy minden ¢ # n € R™V esetén

a) 3 (0 (t,, G0, ) = 8 (1,2, o)) (¢ = 0) > 0,

i=1

~
Il

NE

b) > (a2, G0, 0) = & .2, Go,m) ) (¢ =0 > 0

1

<.
I

m.m. (¢,z) € Qr-re és minden {, € RN -re (I =1,...,N).

K4. Tegyiik fel, hogy létezik co > 0 konstans és ko € L'(9) fiiggvény tgy, hogy

n

a) S0t 2, 60, O > (GO + 1COP) - ka(2),
1=0

n

b) Y d(t,z,,0)¢" >0

i=1
m.m. (t,z) € Qr-re és minden ({p,¢) € RN re (1=1,...,N).

K5. a) Tegyiik fel, hogy H®: LP(0,T;(LP(Q))N) — L*(Qr) korlatos és folytonos operétor,
amelyre talalhat6 olyan c3 > 0 konstans, hogy minden v € LP(0,T;(LP())") esetén
[HO w)](t, ) > cs teljesiil m.m. (t,2) € Qr-re I =1,...,N).
b) Tegyiik fel, hogy GO G L?(0,T; (LP(Q)N) — L5=1=7 (Qr) korlatos és folytonos ope-
ratorok, ahol 7 a K2/b-ben definialt konstans. Tovabba minden v € L?(0,T; (LP(2))N)
esetén [GU) (v)](t,z) > 0 m.m. (t,x) € Qr-re,ésl=1,..., N esetén

| 1600, drs

3.21 lim L =0.
(321 ol 0,79y —>00 olE 50,750

3.6. Allitas. Ha teljesiilnek a K1-K5 feltételek, akkor a (3.19)—(3.20) figguények kielégitik az F1-
F5 feltételeket.

A bizonyitashoz sziikségiink van egy technikai jellegl lemmara, elészor ezt bizonyitjuk.
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3.7. Lemma. Vezessiik be a kivetkezd operdtorokat:

[H* (v = Z| o),

[G*(v Z GO )](t,2)],
N

[G5()](t,2) = Y ([GY W)](¢t, ).
=1

Ekkor o H*, G* és Gy operdtorok rendre teljesitik a K5-ben HY re, GV re és G(()l) -re kiszabott
feltételeket.

Bizonyitas [3.7. lemma]. Egyedil a (3.21) Osszefiiggés teljesiilése nem nyilvanvalé. Ez viszont
kovetkezik abbol, hogy az integrandust becsiilhetjiik az (1.1) egyenlGtlenség segitségével, és igy

tagonként véve a limeszt, a hatarérték valéban 0.

Bizonyitas [3.6. tétel]. FI feltétel. A K1 tulajdonsig miatt nyilvan teljesiilnek az F1-ben szerepld
Carathéodory-feltételek.
F2 feltétel. Legyen ¢ > 0 és el6szor 0 < r < p — 1. Nyilvanvalo, hogy

IO )] (t, 2)b (¢, 2, Co, O < IH* (@)l poe (e (1 (1GIP~2 + [C[P7Y) + ka(2)) -

p—1

-1
Maésrészt a Young-egyenlGtlenséget a 1 < p; = P2 <o0ésq = 1 konjugalt kitevkkel
r —1—r

alkalmazva

(3.22) [[GD()](t,2)d" (1, 2, o, C)| < |[G*()](t,2)d (¢, 2, G, C)] <
a0 2,6, 0P | lIG @I )"
D1 q1

Tovabb becsiilve K2/b és az (1.1) egyenlStlenség segitségével azt kapjuk, hogy
(3.23) [[GYW))(t, 2)d" (t,, o, Q)] < const - (|Go|™* + ¢ + |[G(W)](t, 2)|") =
= const - (|Go[P~" + [¢[P7! + |[G*()](t, )| ") -
A fenti becsléseket Gsszevetve
(3:24) |a’(t,, 6o, Gv)| <
< const - [(|H*(0) l=(@r) +1) (160"~ + [CI™2) + 1H* ()|~ @y b1 (@) + [[G* )]t 2)] ]

adodik. Itt a H* operdtor korlatosséga és az X — Y folytonos bedgyazés miatt ||[H*(-)|| L~ (@)
korlatos X — Rt funkcional. Mésrészt ky € LI(S) folytan ||[H*(-)|| Lo (@,)k1 korlatos X — L(Qr)
operator. Vegyiik észre azt is, hogy q1q = pflljfr7 és igy

(3.25) / ([G* (W), )[")" dtds =/ (6 ()| (t, )| 7=+ dede = [|G* () |75

T T Lplr(Q)

Ez viszont G* korlatossaga folytan azt jelenti, hogy |G*(-)|?* korlatos X — L%(Qr) operator.
Most nézziik az r = 0 esetet! Vegyiik észre, hogy ekkor ¢; = 1, ezenkiviil K2/b-bdl kévetkezGen
|d§l) (t,z,o,C)| < 2¢1. Igy ebben az esetben is igaz egy (3.23)-hoz hasonl6 (erésebb) becslés:

16Ot 2)d (1,2, o, Ol < const - [[G*(0))(¢, 2)].
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A fenti egyenlGtlenséget hasznalva az r = 0 esetben is igaz a (3.24) becslés, igy a bizonyitas az
elgbbi részhez hasonlbéan fejezhets be. Ezzel az ¢ > 0 esetben belattuk az F2 tulajdonsagot. Az
i = 0 eset bizonyitasa nyilvan ugyanez, csak G* helyett G|j szerepel.

F3 feltétel. Hasznaljuk fel a G és H® operatorok nemnegativitasat és a K3 feltételt, ekkor
tetszéleges ¢ # n € R*V esetén

N n
ZZ ( (t Z, C05C7 ) (t Z, COana )) (Cz(l) —’I’}z(l)) =

=1 i=1

= Z[H”’ Z (617t 2,G0,©) = b (3, Co,m) ) (¢ = n") +

i=1
N n
+ Y160 Y (4 (t2.60,0 = d (b2.Gom)) (€ =) >0
=1 =1

F feltétel. Figyelembe véve a K4 és K5 feltételeket azt kapjuk, hogy

N n N n
32600 YN a(t, 2,60, G0 = SHOW)(E2) Y b (¢ 2, G0, O +
=1 i=0 =1 i=0
N
F IO WIE) Y d 17,60, +Z[G<” Nt 2)dg (82,60, )G >
=1 i=1 =1

[6362(|C(g)|p+ |C(l)|p) —C3k2 ] +Z[G(l) t £L' d(l)(t Z, Co,C) (gl) Z

~

1

C3C2
Np—

> 22 (6ol +1¢P) — s Nka (@ +Z[G<” 1(t,2)dg (¢, 2, o, O

Ttt az utolsé lépésben az (1.1) egyenlétlenséget hasznéltuk. Legyen ¢’ > 0 és vizsgaljuk a

c3cC
N1
fenti egyenlGség jobb oldalan all6 szummaét. Alkalmazzuk az e-egyenl6tlenséget a p, g kitevékkel,

ekkor kapjuk, hogy

G )¢, 2)dY (¢, 2, o, ()¢ | <
< |[Gs(®)](t, 2)dY (1, 2, o, OGS | < = |<”|P+%{Gm)}(t,w)dé”<t,w,<o,ow.

P d
Legyen ¢ > 0, melyre F < IN
masodik tagban pedig az e-egyenlGtlenséget a p > 0 (kés6bb meghatarozand6) szammal és a
korabban (az F2 feltétel bizonyitasaban) bevezetett p1, ¢ kitevSkkel alkalmazva (3.22), (3.23)-hoz

hasonlé médon a kdvetkezs becslés adodik:

!
ekkor az els6 tag legfeljebb akkora, mint ;—N (I¢l” + [€IP). A

G ()](¢, 2)dY (¢, @, o, €)]7 < comst - (uP* (|Co[P~1 + [C[P71) + ™=@ {[Gy (v)] (8, 2)|)? <
< P (1Gol? + |C[P) + (G (0)] (2, @)

3_N teljesliljon. Ekkor az el6zé két becslésbél adodik, hogy

* P14 -~—¢q
Valasszuk p-t agy, hogy EE <

G )]t 2)d (8,2, 6o, OGP <

Ezt (3.26)-ba behelyettesitve

N n
B27) Y3 a6, Gu)e >

=1 i=0

—N (IS + [¢IP) + d*[[G (v)] (2, )| .

(I6ol” + [¢IP) = (caNka(x) + Nd*[[G5(v)] (2, z)| ")

¢
3 ~-
=: [a(v)](t,2)
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adodik, ahol (3.25)-bél (és ko € L1(Q)-bol) kovetkezSen h(v) € L1 (Q7). Rdadésul

15012 (@2 < caNTiallsgey + Na* [ [[G3(0))t, )| deda.

T

Mivel a lemma szerint G§j teljesiti a (3.21) Osszefiiggést, igy

Ih(W)llzr@r) _

(3.28) =0,

lolx—oo ([0l
ezért
. (¢ h@)lLi@r R
W= (5 - IIUIIQ(Q )) = it 3l = oo

Ezzel az F4 tulajdonsagot belattuk.

F5 feltétel. Legyen i > 0 és 0 < r < p — 1. Tegyiik fel, hogy ur — u gyengén X-ben és a
norma szerint Y-ban. Ekkor persze (uy) korlatos X-ben. Igy K2/a miatt (bgl) (- ,ur(s), Duk())) pen
korlatos sorozat L1(Qr)-ben, ugyanis (2.6)-hoz hasonlé modon lathaté, hogy

[ 0,2, uat,2), Dt ) e <

< const - / [|uk(t,w)|(”_1)q + | Dug(t, z)| P~V + |k1(w)|q] dtde <

T

< const - (Hung( + T||k1||%‘I(Q)) S K.

Vegyiik észre, azt is hogy (dg”(- ,uk(-),Duk(-)))k N korlatos sorozat L+ (Qr)-ben, hiszen K2/b
€
miatt

/ 140 (t, @, uk (t, @), Dug(t,z))|* dtdz < / [lus (&, @) + [Dun(t,2)|"" | dtdz = [luply < M.
T Qr

Ezek alapjan egyrészt

Jo

(IO @)t 2) = [HO @)](t,2)) 6 ¢, 7, ua ¢, 2), Dug (8, 2) | ded <

< HD (ug) = HO @) o) / 6 (t, 3, uk (t, ), Dux(t, 2))|? dtdw <
QT

< K[|H® (ug) — HO (u)|| 1= (0r) ~=225 0,

felhasznalva, H® folytonossagat (és (uy) Y-beli konvergencisjat). Méasrészrdl a pi, ¢ kitevSkkel

(lasd az F2 feltétel bizonyitasaban) alkalmazott Holder-egyenlGtlenség szerint
(169 @t ) - 6V @)(t,2)) d (¢, 2, us(t, ), Dui(t,2))|" dtdo <

/T
Pl

< ([ 1400 uett.0), Dunt 757 dbs) ™ x
Qr

1

O (u z) —[GO(u T P21 oIy i "

T

p—1—7r
<M [|GO(u) - GO »,  E2=y,
Lr=1-7(QT)

hiszen G folytonos operator (és (uy) konvergens Y-ban). Mindez pedig azt jelenti, hogy

(3:29) [|a" (-, ur (), Dur();ur) — alP (-, un (), Dur(); )|l pa(@r) <
< [IEHD (ug) — HO @) (-, un(-), Dur ()l acr) +
GO () = GO )P (-, u (), Dur ()| a(or) —=2 0.
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Ha r = 0, akkor (3.29) jobb oldalan az els§ tag tovabbra is 0-hoz tart. A maésik tag pedig

automatikusan 0-hoz tart, hiszen ekkor p—II)—T = 1% = ¢ (vagyis a G operator LI(Qr)-be képez

folytonosan) és |d§l) (t,z,C0,0)| < 2¢, igy
G (k) = GO @) (- u (), Dk () lza(@r) < 261G () = GO ()| za(@r) = 0.

Természetesen i = 0 esetén hasonlé igaz, G() helyett G((]l)—lel. Ez éppen, amit bizonyitani akartunk.

Ezzel a 3.6. tétel bizonyitasa kész.

Most vizsgaljuk meg, vajon az F+ feltételt is teljesiti-e a fenti altaldnos példa. ElGszor vegyiik
észre ((3.24) és (3.27) alapjan), hogy most gi(v) = [[H*(v)||z>(@s) + 1, g2(v) = %', tovabba
k1(v) = |H*(v) ||z (@ryk1(x) + [[G* ()] (t, 2)|7 + [[Go(v)](E, x) [T és ka(v) = h(v). (Ttt ki-be azért
keriilt bele G§ is, mert (3.24) az i # 0 esetben érvényes, i = 0 esetén G* helyett G§ szerepel.)

Az el6bbiek alapjan az F+ feltétel go-re vonatkozoé része nyilvan teljesiil. S6t a ko-re vonatkozo
(3.18) feltétel is fennall, hiszen éppen ezt mondja ki (3.28).

A g;-re vonatkozo feltételhez nyilvan elegendd feltenniink, hogy minden [-re

IHD ) l|L=(@r)

(3.30) lim =0.
Ivllzeo.rvy—o0  |[V]|Lo(o,T3v)

A ki-re vonatkozé (3.17) feltétel (a haromszog-egyenlGtlenség miatt) elegendd, ha tagonként
teljesiil. Az els6 tagra fenndll (3.17), ha az erdsebb (3.30) teljesiil. Mivel [||G§(v)|"||Le(@r) =
Gy (v)|9a: ||%1(QT)7 igy ¢ > 1 és (3.28) miatt ki-ben az utolso tag is teljesiti (3.17)-et. A masodik
tag is teljesiti, ha feltessziik, hogy G*-ra is fennall (3.21). Mas sz6val, elegendd ha minden I-re G()
teljesiti (3.21)-et. Végeredményben az F+ feltetel a H®) és G operatorokra jelent plusz feltételt.

3.2.2. Konkrét példak
A H® operatorok

Legyen ¢: R — R folytonos fiiggvény, melyre létezik ¢ > 0 konstans gy, hogy ¢(7) > ¢ minden
7 € R esetén. Ertelmezziik L?(0,T; (LP(2))")-n az aldbbi operétorokat:

N
[ (v)](t,z) := ¢ /Q D bi(r, &0 (r,€)drde |, ahol b; € LYQr) (1<j<N),
tj:]_

[ (0)](t,2) = ¢ ([/Q lo(r, §)|O‘drd§] %> _ahol 0< a<p.

3.8. Allitas. 4 fenti ﬁl és ﬁg operdtorok teljesitik a K5/a feltételt.

Bizonyitas. Neézziik elGszor a H; operator esetét. A Holder-egyenlétlenség miatt ij(j) € LY(Qr),

vagyis Hi jol definialt, és nyilvan H;(v) > ¢ > 0. Masrészt ||v]|y < K esetén

N N N
/ T b < 3 / 0D < K3 b5l zo(@n)s
Q5 j=17@Qr =1

amibdl ¢ folytonossaga miatt kdvetkezik, hogy Hy valéban L°(Qr)-be képez, és korlatos. Ezenki-
viil, ha v, = v LP(0,T; (LP(2))")-ben, akkor

N N N 1
/ Zb,-v,ﬁj)—/ S b SZ(/ |bj|0) (/ |v,(j)—v<f)|1’) Lo,
Q1 j=1 Q1 j=1 j=1 Qr Qr
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és igy ¢ folytonossagabol adédoan [Hi(vg)](t,z) — [Hi(v)](t, ) minden (t,z) € Qr-re. Ekkor
viszont Hj(vg) — Hy(v) teljesiil L (Qr)-ben is. Ezzel az operator folytonossagat is belattuk.
A H, operator esetének bizonyitasa teljesen hasonléan megy, csak abban még fel kell hasznél-

nunk az (1.1) egyenl6tlenséget is.

3.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy ¢: R — R fiigguény, melyre léteznek C,c és o < 1 pozitiv konstansok
gy, hogy ¢(1) < C-|7|* 72 + ¢ minden T € R esetén. Ekkor a H,, H, operdtorok teljesitik a (3.30)

osszefiiggést.

Bizonyitas. Csak a H, operator esetét igazoljuk. A feltételb6l és a Holder-egyenlStlenségbol
adodoan

1\ 1—¢
Ilffz<v)lle<QT>5const-([/ |v<n£)|°*drd5]) +e<

T

l.a _» _\ 1—-e
< const - ([/ lu(r, &)|* & dq-dg] . (/ 1) ) + ¢ < const - ||v]|x % + ¢

(o = p esetén természetesen nincs sziikség a Holder-egyenlGtlenségre.) Ebbdl kovetkezGen

H. oo
IHz @)1= @r) lim (const ol + _° ) =0.
llvllx

llo]lx —o0 [lv]| x ~ lvllx—oo

Eppen ezt akartuk belatni.

A GO, G(()l) operatorok

Legyen : [0,00) — R folytonos fiiggvény, melyre létezik C' > 0 és 0 < ro < p — 1 konstans,
hogy minden 7 € [0,00) esetén a [¢)(7)| < C - |7|P~1770 becslés érvényes.
Tekintsiik ekkor a kivetkezs, L7 (0, T; (LP(2))N)-en értelmezett operétorokat:

1

a

~ t N .
Gy (@)](t, ) = 1p / 3 a5(n ) (r2)dr| |

=1

1

N ) "‘
Cota) =0 || [ SaopOwora |.

ahol a; € L®(Q7) 1<j<N)ésO0<a<p.

3.10. Allitas. A fenti G; operdtorok tetszéleges 0 < r < 1o szdmmal teljesitik a G(()l)—re vonatkozo
K5/b feltételt. (Hap > 0, akkor nyilvin G; a G® -re vonatkozé nemnegativitdsi feltételt is teljesiti.)

Bizonyitas. Szoritkozzunk a G, operatorra, G5 teljesen hasonléan vizsgalhat6. Legyen 0 < r < rq,

ekkor a feltételek alapjan nyilvanvald, hogy

pA

o

N T
/ 11Gr )](t, 2) |74 dit de < / const - | 3 / la;ll= om0 (r,2)[dr | dtde <
j=179

T T

PA A

PA
o

N T °‘ T
< const / Z/ |o(T,z)|“dr dtdz = const / (/ |U(T,;c)|“dr> dtdz,
Qr \j=170 Qr 0
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ahol 0<A = % < 1. Alkalmazzuk a kiils6 integrélra a Holder-egyenlStlenséget a py = $(> 1)
és 1 = -2 konjugalt kitevSkkel. Ekkor a kovetkezst kapjuk:
1

p1—1
Y A
T T X +
/ (/ |v(7',x)|ad7'> dtdxgconst-/ (/ |'U(7',£E)|ad7'> dtdx (/ 1‘“) =
Qr \/0 Qr \/0 Qr
® A
T «
= const - / (/ |11(T,a:)|°‘d7> dtdz
Qr 0

Most 1jbol a Holder-egyenldtlenség segitségével becsiilhetiink, méghozza a £ és ¢' = -2 kitevok-

23 A
o

A
o

kel, majd hasznaljuk fel a Fubini-tételt. Igy kapjuk, hogy
17%

/QT </0T |v(r,x)|ad7> ' dtdx < /T (/OT o (T, a:)l""idr> . </0T 1‘1'dr> i dtdzr =

T
= const - / / |v(7, z)|P drdxdt = const - / |v(t,z)|Pdtdz < const - [|v||%.
rJ0 T

=R

(a = p esetén ¢’ = oo, de ekkor nincs is sziikség a becslésre.) Az elgbbieket 6sszefoglalva azt kaptuk,

hogy

= dtdz < const - ||U||§()\-

/ 1G1 (0)](t, )|

Qr
Innen vilagosan latszik, hogy G valéban L= (Q1)-be képez, korlatos, tovabba

[G1(0)](t, )| 7=1= dtdz

lim 29z = lim |p|f* " =0
l[vllx —o0 llvll% lollx—oo ' X ’

hiszen A — 1 < 0. Az operator folytonossaga az el6z6 allitashoz hasonléan lathatéd be.

3.11. Megjegyzés. A lemmahoz hasonlé meggondolas mutatja, hogy a fenti operatorok (nemnega-
tiv) linearis kombinacidi is kielégitik a K5/a, illetve K5 /b feltételeket.

A bgl), dgl) fiiggvények

Elsszor (a szakasz cimével ellentétben) egy altalanos példéaval kezdjiik. Legyen bgl)(t, z, (o, () =
I;gl) (t,:c,CO,Cz.(l)) (1 #0;1 =1,...,N), ahol I;gl): Qr x RVN*t! 5 R Carathéodory-féle fiiggvény
(azaz mérhetd (t, z)-ben és folytonos (CO,CZ-(I))—ben), melyre a kovetkezs feltételek teljesiilnek. A

{gl) — Bgl)(t, z, Co, Cz(l)) fiiggvény szigortian monoton novg, tovabba

B0 (£, 2, o, (N < er(1GolP + [CPPY) + Ry (a),

Bgl)(taxaCOaCz(l))Ci(l) 2 c2|€j(l)|p - k2(x)a

ahol ¢; > 0,k € L1(Q) és ky € L}(Q). Végiil a b (t,7,¢,¢) (I = 1,...,N) Carathéodory-fele
fiiggvények legyenek olyanok, melyekre

b (¢, Go, O] < e1(1GolP~* + [¢IPY) + ka(2),

b (t,2, G0, )Y > el (SO1P = ka(a).
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Ekkor a bgl) fiiggvények nyilvanvaloan kielégitik a K1, K2/a feltételeket. A K3/a feltétel a mono-
tonités, a K4/a feltétel pedig az (1.1) egyenl6tlenség felhasznalasaval kozvetleniil adodik.

A legegyszertibb konkrét példa a fenti tulajdonsagu fiiggvényekre a bgl) (t,z,(0,¢) = Ci(l) |Ci(l) |p—2
fiiggvények (1 =10,...,n; I =1,...,N).

Az el6z6ekhez hasonléan legyen dgl) (t,z,¢o,C) := Jg” (t,x,Cg,Ci(l)) (1 #0;1=1,...,N), ahol
ng): Qr x R¥*t!1 5 R Carathéodory-féle fiiggvény, melyre a kdvetkezs feltételek teljesiilnek. A
Cz.(l) s dV (t,z, o, Cz.(l)) fiiggvény monoton nemcsokkend és ng) (t,z,¢,0) =0, tovabba

14 (¢, G0, ¢ < er (1G] + €017 + Fa (),

ahol0<r <p-—1ésc >0, ky € L1(Q). Az i = 0 esetben d(()l)(t, x, (o, () legyen Carathéodory-féle

fiiggvény, melyre

145" (8,2, G0, O < exlGo]” + I¢I7) + K (a),

ahol¢y >0¢ésk; € LI(Q2) (I=1,...,N). Ebben az esetben a dgl) fiiggvényekre a K1, K2/b, K3/b
feltételek nyilvanvaloan teljesiilnek. K4/b-hez pedig vegyiik észre, hogy a feltételekbdl adéddan
i # 0 esetén ng)(t, z, o, Cz(l))ci(l) > 0.

Konkrét példaként r > 0 esetén vegyiik a dgl) (t,z,(,C) = CZ@ |Ci(l)|r_1 fiiggvényeket. E fliggvé-
nyeket 0 < r < 1 esetén a 0-ban természetesen 0-ként definidljuk, hiszen igy lesznek folytonosak.

Ha r = 0, akkor konnyen lathato, hogy a legegyszeriibb példa a dgl) =0( #0) és d(()l) =0

fiiggvények.
Két masik fontos (de a fenti altalanosba nem beleill) példa a bgl) fiiggvényekre a kovetkezd.
Legyen
b (t,2,60,0) = (I (i #0),
b (t,, o, €) = & 1ol
vagy

b (¢, 2,60, ¢) = IO (i #0),
by (1,0, €) = & 165" P2
Az utobbi fliggvények esetén
n n
3" Db (t,,u, Du) = Y Di(Du®|Du® P~2) = div(Du® | Du®(P~2).
i=1 i=1
A fenti egyenlGség jobb oldalan 4116 operatort szokas p-Laplace-operatornak hivni.

E fliggvényekre csak a K3/a tulajdonsidg nem nyilvinval6. Ebben az esetben K3/a-nal egy
sokkal erdsebb als6 becslést igazolunk. Egyrészt azért, mert a késébbiekben sziikségiink lesz erre,
masrészt a bizonyitas igen tanulsagos. Ilyen becslés egyébként mindharom fent emlitett konkrét
példaban igazolhaté.

3.12. Allitas. Létezik ¢ > 0 konstans, melyre minden () = (gl(’), .. .,C,(ll)), 7 = (ngl), .. .,n,(ll))

R™-beli vektorra
> (1@ =P Op=2) (¢ =) Z e 1O = nOp.
i=1

Bizonyitas. Az allitas () = 5 esetén trivialis, s6t p = 2 esetén is nyilvanvaléan teljesiil, hiszen

n

D@ =@ =) =1¢0 =P

i=1
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A tovéabbiakban legyen p > 2, és rogzitsiik a () # p® R-beli vektorokat. Vezessiik be az
fi: R* = R, fi(z) := z;|z|P~? fiiggvényeket, tovdbba legyen g;: [0,1] — R, melyre g;(1) :=
i@ 4+ 7(¢® — W)Y (G =1,...,n). Vegyiik észre, hogy ekkor

(331) Y <C§l)|g(l)|p—2 _ ngl)lﬂ(”l”_g) (D — ) =

i=1
n

=3 (6:(1) — 9:(0)) (¢ = ) Z/gz )¢ - n)ar =

i=1
3 i
/ ofi (na) (e =1 0) (0~ ) — n®yar
i=1 j= 1
Konnyen lathato, hogy

0 (z) = (p— 2)zizj|z|P~*, hai#j,és
Ox;
afz p—2 2 p—4
OL: (0) = ol + (p = Dl

(Az is konnyen meggondolhato, hogy a fenti fiiggvények p > 2 esetén z = 0-ban is léteznek és
folytonosak.) Ekkor tetszéleges £ € R™ esetén

sy L g = lel’” 22 133 (0 — Dy la I =

i=1 j=1 i=1 j=1
n 2
=la[P*¢* + (p - 2) (Z x§> 2P~ > | P
i=1

Ezt az Gsszefiiggést alkalmazzuk a (3.31) egyenlet jobb oldalara. Ekkor kapjuk, hogy

n 1
> (€1cOP= =nOm®r=) (¢ = 0" > const / n® + 7¢O =n®)P?1¢® —nOP ar.

i=1
Ebbdl az 1.3 allitasban szerepld egyenlGtlenség segitségével azonnal adédik, hogy
n
l - Dp— 1 1
> (P10 = O 2 (¢ = n”) > const - [¢0 — .
i=1
Eppen ezt akartuk belatni.

3.13. Megjegyzés. A Ci(l)Kfl) |P=2 és CZ-(Z)K |P=2 fiiggvények esetén teljesen hasonlé médon ugyanez a

becslés igazolhat6. A fentiek alapjan az is konnyen belathato, hogy
(12 = nPm12) (¢ = n) > const - ¢ —np,
és
N
> (1602 = 0 ol (¢ = m”) > const - 6o — 0"

=1

S6t, a fentiek valojaban p > 1 esetén is igazak. Ehhez meg kell gondolnunk, hogy az 1.3 allitas
egyenlGtlensége is igaz marad s > —1 esetén, esetleg improprius integral értelemben, és a fenti
bizonyitas is néhol improprius értelemben lesz igaz. A részletes bizonyitast (e technikai nehézségek

miatt) elhagyjuk.
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3.3. Egyértelmiiség

A most kovetkezd rész logikailag talan a megoldasok létezésérdl szolo szakaszba illene. An-
nak oka, hogy mégsem ott targyaljuk a kovetkezs. A megoldés egyértelmiiségérsl nem lehet teljes
altalanossagban ,szép” tételt megfogalmazni. Azonban specidlis esetekben ez viszonylag kdnnyen
megtehetd, nevezetesen az el6zd fejezet bizonyos példaiban. Ezért is vettiik el6re a példakat tar-
talmazoé részt.

Ebben a részben egy viszonylag specialis tételt fogalmazunk meg (és bizonyitunk be), amely in-
kabb a bizonyitasaban alkalmazott (standard) technika megismerése miatt lehet érdekes szamunkra.

Ezt kovetGen egy, az el6z6 részben szerepld példara belatjuk, hogy kielégiti a tétel feltételeit.

3.14. Tétel. Tegyiik fel, hogy az az(l) (i=0,....,n; 1 =1,...,N) fuggvények a (3.19)—(3.20) for-
mula szerint néznek ki, és teljesilnek rijuk a K1-K/, illetve az aldbbi feltételek. A bgl), dy) fiiggué-
nyek i # 0 esetén nem figgnek (o-tol, illetve b((]l) nem fiigg -tol, tovdbbd d((]l) = 1. Ezenkivil m.m

(t,z) € Qr és minden (o € RN esetén

N
(3.32) S (0t 2.00) =B (. 2m0)) (6 — ) > 0.
=1
Végil pedig tegyiik fel, hogy HY = GW =1, és G((Jl) teljesiti a K5/b feltételt (1 = 1,...,N), tovdbbd
létezik C > 0 konstans gy, hogy minden v > 0 esetén tetszdleges u1, us € LP(0,T;V)-re

9 N
Y (fyu2) <C- Yt = uf qu),
L2(Qr) Jj=1

1 1
—GP(fyur) — =

3.33
(3-33) 3 7,

ahol f,(t,xz) = €t. Ekkor a (3.13) feladatnak pontosan egy megolddsa van.

Bizonyitas. A megoldas létezésével természetesen mar nem kell foglalkoznunk. Tegyiik fel, hogy
uy és uz megoldasok. ElGszor az egyenletet egy alkalmas helyettesitéssel attranszformaljuk egy
szamunkra jobban kezelhets alakra. Legyen v > 0 rogzitett (kés6bb megvilasztandd) valos szam

és vezessiik be az alabbi fiiggvényeket:
U1 (t, ) = e My (t,z) és ds(t,x) = e Tus(t, x).
Konnyen lathato, hogy ekkor
Dyuj(t,z) = ve i (t, ) + " Dyii;(t, ).
Az, hogy u; megoldasa a (3.13) problémanak, a fenti miatt @;-re nézve azt jelenti, hogy
Vfy; + fyDet; + B(fyG;) = F(fya;).

A j =1,2 esetén adddo két egyenletet egyméasbdl kivonva, majd rendezve
1
F
Alkalmazzuk a fenti egyenletet @; — @o-ra, ekkor kapjuk, hogy

Dy(iiy — ti2) + - (B(fyt1) — B(fyt2)) + (i1 — d2) = 0.

[Di(Gy — U2), 81 — U] + [ (B(fy@1) — B(fy02)), 01 — ﬂg] + Y[ty — G2, Uy — Uz] = 0.

L
Iy
A bal oldal els6 tagja nemnegativ, ugyanis @1 (0) = @2(0) = 0 (hiszen a (3.13) probléma megoldésai),

ezért alkalmazhaté az 1.46. kovetkezmény. Igy sziikségképpen

(3:39) [ @) - B o -]+ [ @ - <o
v =1 T

39



Most vizsgaljuk meg az elébbi egyenlétlenség jobb oldalan all6 elsé tagot:

1 - - - -
[E(B(fvul) _ B(f, ), i — uQ] _
/ 72%22 (8¢, 2, D) — b ¢,2, De"'a) ) (Die™a" — Dyer'ai”) dtdz +
=1 i=1

+ / o271t Z (b((]l)(t, z, e’ytal) _ b(()l) (t,, e’Ytﬁz)) (e’Ytﬂgl) — eWtﬂgl)) dx +

=1
N n
/ ey > (d(l) (t,z, De™iin) — dﬁ”(t,w,De”m)) (Die"' il — Dieal)dtdz +
=1 i=1

/ 7tZ(G(” ) - G () ) (@) — ) dtdo.

Vegyiik észre, hogy a fenti Osszeg els6 harom tagja a K3, illetve a (3.32) feltétel miatt nemnegativ.
Az utolsé integralt pedig Holder-egyenl6tlenségek segitségével becsiilhetjiik feliilrsl. gy végered-
ményben (3.34) jobb oldalat tudjuk alulrdl becsiilni. Azt kapjuk, hogy

N N
0272“115” _u2)||L2(QT) >
=1

=1

NN — @ |2 (0n)-
L2(Qr)

fiGé” (fyiin) — %Gé’) (fiiz)
Yy

Becsiiljiink tovabb a Cauchy-Schwartz-egyenlStlenség segitségével, majd hasznaljuk fel a (3.33)
feltételt. Ekkor

2

N[

N
owZnu(”—anm(Qﬂ (NCZ||a§” g”||L2<QT)>
=1

1
N
l ~ (1
= (y=VNC) - Y [[a" — @l |122g,p) >0

=1

N
(1
<Z| Ug)”%z(QT))

=

adédik, ha v > vV NC. Vagyis sziikségképpen ||1]§ - u2)||Lz(QT) 0 minden I-re, tehat uq = w2
m.m. Qr-ben. Ezzel az egyértelmiség bizonyitasa kész.

Ahogy emlitettiik, egy példaval zarjuk ezt a részt. El§szor is nyilvanvalé (lasd a 3.13. megjegy-
zést), hogy a bgl), dgl) fiiggvényekre az el6z6 szakaszban adott konkrét példak kielégitik az el6z6
tétel feltételeit, igy ezekkel nem kell foglalkoznunk. Méasrészt tekintsiik a 3.10. allitas el6tt szerepld
példak egy specialis esetét! Nevezetesen legyen G a kivetkezs, LP (0, T; (LP(Q)N )—en értelmezett

operator:

[G)](t,z) ‘/Za;tw“)(twde,

ahola; € L®(Q7) (1<j<N)és0<a<2.
3.15. Allitas. A fenti G operdtor kielégiti a (3.33) dsszefiiggést.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az (1.1) egyenlStlenségbdl kdvetkezGen (s > 0 esetén) igaz a
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kivetkezs egyenlGtlenség: ||z|® — |y|*| < const - [z — y|°. Ez azt jelenti, hogy ¢ > 0 esetén

2
<

e "G (frun))(t,x) — e TG (fru)](t, )

N
/Q >l &) | (1,6 - el (t,6)| de
=1

< const - (Z/ ‘ (l) Ugl)(t,f)‘adﬁ)

Felhasznalva az (1.1) és a Holder-egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

< const - e~ 27¢ <

RN

a

N @ ) « \ - (0 ) a
(lzzl/g‘ul (t,€) — uy (t,£)\ dE) Sconst-lzzl(/g ‘ul (t, &) — uy (t,g)‘ dg) <

- 0 O a2 50)° ik
Sconst-;[(/g\ul 9 - 09| ae) - ([ 1¢) ] -
:const-f; / (ul! (¢,€) — uf (¢,€)) de.
=17

Végeredményben tehét

2 N

1~ 1 ~
La(fu) - +G(fu)|  <const / S [ 6.6 ol 0,60 dedras =
Iy Iy L2(Qr) Qr ;=1 /@
N
= const - Z/ (l) uél)(t, z))?dtdxr = const - Z ||u§l) - ugl)Hiz(QT).

I=1
Eppen ezt akartuk belatni.

8.16. Megjegyzés. A fenti G operator specialis esete a 3.10. tétel el6tt definialt Gy operatornak.
Valoban, a ¢(7) = 7 vélasztassal éppen G-ot kapjuk. Ehhez pedig az kell, hogy p — 1 —rg = 1
legyen.
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4. fejezet
Megoldasok a [0, co)-en

Az el6z6 fejezetben egy rogzitett véges [0,T] intervallumon vizsgaltuk a (3.13) problémat. Iga-
zoltuk megoldas létezését, majd néhany példat mutattunk az operdtorban szerepld fiiggvényekre.

Ebben a fejezetben a feladatot a [0, c0) intervallumon tekintjiik. El§szor pontosan definialjuk,
hogy mit értiink [0, co)-beli megoldason. Ezt kivetSen az el6z6 szakasz egzisztencia-tételének segit-
ségével igazoljuk megoldas(ok) létezését, és megvizsgaljuk a megoldasok tulajdonsagait. Belatjuk
a megoldasok korlatossagat, és t — oo esetén a megoldasok stabilizalodéasat. Végiil ezt a fejezetet
is példakkal zarjuk.

Erre a fejezetre méginkabb igaz, amit az egyértelmiiségrdl szolo szakaszban mondtunk. Tudni-
illik nagy &ltalanossdgban nehéz szép (és egyszerd) tételt megfogalmazni, ahogy haladunk elére,
feltételeink egyre bonyolultabba és specialisabbakka valnak. Mig az alabb kovetkezs 4.3. tételben
(a korabbiakhoz képest) csak egy plusz feltétel sziikséges, addig a 4.6. tétel feltételeinek felirasa

mar meglehetGsen hosszadalmas. Raadasul az alkalmazhatésagi korok is egyre cskkennek.

4.1. A [0,00)-beli megoldasok létezése

Elgszor meg kell mondanunk, hogy milyen térben és milyen értelemben szeretnénk megoldast
talalni. Erezhetd, hogy nem lenne célravezets egy, az LP(0,T; V) térhez hasonls, LP(0, 0o; V) téren
dolgozni, mert ez igen nagy megszoritast jelentene. Ehelyett inkabb bevezetjiik az L, (0,c0; V)
teret. Ezzel egyiitt a T-t6l valo fliggés hangsilyozasa érdekében néhany 1j jeldlést is bevezetiink.
Minden egyéb itt kiilon nem definialt jelolés ugyanazt jelenti (és ugyanaz vonatkozik ra), mint

ahogy azt a 2.3.1 szakaszban definidltuk.

4.1. Definicié. Legyen Q. = (0,00) x Q. Rogzitett 0 < T < oo esetén hasznéljuk az Xg =

LP(0,T;V) és X5 = L9(0,T;V*) jeloléseket. Legyen L¥ (Q) azon v: Qs — R fliggvények

p
loc

halmaza, melyekre v|g, € LP(Q7) minden 0 < T' < oo esetén. Ezenkiviil jelélje L, (0, 00; V') azon

u: (0,00) = V fliggvények halmazat, melyekre u|o,r) € LP(0,7;V) minden 0 < T' < oo esetén.

Ennek megfelelden értelmezziik az L{ (0, 00; V*) teret, ahol a szokott médon % + % =1.

4.2. Megjegyzés. Vegyiik észre a kovetkezSket. Ha egy u € LP(0,T1;V) fliggvényre létezik Dyu €
L%(0,Ty; V*), akkor minden Ty < Ty esetén létezik Dy(ul( 1)) is, és Di(ul(o,15)) = (Dsw)|(0,1)-
Valoban, az 1.38. definiciéban olyan ¢ € C™[0,T;] probafiiggvényeket valasztunk, amelyekre
V|11, 11) = 0. Az el6bbiekbdl kovetkezden, ha v € Lf, (0,00;V) fiiggvényre minden 0 < T < oo

esetén létezik Dyul|, 1) € L(0,T;V*), akkor u-hoz egyértelmien létezik Dyu € L (0,00;V*). Az

loc
is vilagos, hogy ekkor u folytonos fliggvény, tehat «(0) = 0 most is értelmes.
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Most mar pontosan megfogalmazhatjuk, hogy mit is értiink [0, co)-beli megoldason. Legyenek
al: Qoo x RMDN x [P (0,00;V) — R egyiitthaté fiiggvények (i = 0,...,n;1 = 1,...,N).

loc

Ekkor a (3.2) formulaval definidlhatjuk a B: L} (0,00;V) — L{
m.m. ¢t € (0,00) esetén, minden v = (u™,...,u™) € L?(0,T;V) és w = (w,...,wN)) € V-re

legyen

(0, 00; V*) operatort. Vagyis

([B(w)](#), w) =

N n
D / [Z o[ (t, 2, u(t,2), Du(t,2); u) Dsw " (2) + ay (¢, 2, u(t, 2), Du(t, 2); W) (w)] dz.
1=1 7€ [i=1

Ekkor minden T > 0 szdmra B(u)|,7) € L4(0,T;V*), melyre v = (vV,...,0™)) € LP(0,T;V)

esetén
[B(u),v] =

N n
> [Z o’ (t, 2, u(t, 2), Du(t,a);w) Do (¢, 2) + af (t, 2, u(t, 2), Du(t, x); w)o® (t,m)] dtd.
—1 /Qr

i=1

Ezenkiviil legyen adott F' € LI (0,00;V*), és keressiink olyan u € LE. (0,00;V) fiiggvényt, melyre

loc loc

D+ B(u) = F

(40 u(0) = 0.

A fenti els6 egyenlet azt jelenti, hogy minden T > 0 esetén
(4.2) Dyulo,1) + B(u)|0,1) = Fl(o,1)-

Szeretnénk erre az egyenletre alkalmazni az el6z6 fejezetben megismert 3.4. egzisztencia-tételiinket.
Sajnos ez kozvetlenill még nem megy, hiszen itt a B operator argumentumaban egy L? (0,00; V)
fiiggvény szerepel. Ezért célszerd feltenni a B-rél bizonyos tulajdonsagot. Mégpedig tegyiik fel,
hogy B Volterra tipust. Ez azt jelenti, hogy minden 7' > 0 esetén B(u)|(o,1) csak ul( r)-tol fiigg.
Pontosabban, ha ui|,7) = u2|(0,1), akkor B(ui1)|o,7) = B(u2)|(0,r)- Ekkor B-t (minden T > 0

esetén) felfoghatjuk ugy is, mint egy LP(0,T;V) — L%(0,T;V*) operatort. Valoban, egy u €

p
loc

L?(0,T;V) fiiggvényt tetszblegesen (példaul 0-ként) kiterjesztve egy LY. (0, 0o; V')-beli fiiggvénnyé,
B(u)|(o,) nem fiigg a kiterjesztéstdl.

Ezzel az észrevétellel a (4.2) egyenletet atirhatjuk a kovetkezs, szamunkra jol kezelhets forméba:

Dyulo,1y + B(ulo,1)) = Fl(o,1)-

Erre az alakra (megfelels feltételek mellett) mar alkalmazhato lesz a 3.4. kovetkezmény.
A tovabbiakban, ha egy u € W?(0,T;V, H) fiiggvényre

Dy + B(u) = F
u(0) =0,

akkor azt mondjuk, hogy u a [0,T]-n megoldasa a (4.1) feladatnak, vagy rovidebben u megoldas
[0, T]-(be)n.

Vegyiik észre, hogy a Volterra tulajdonsag garantélja szamunkra, hogy ha v megoldas [0, T}]-
en, akkor T5 < Ty esetén u|(o,r,) megoldas [0,75]-n. Jegyezziik meg, hogy a B operator Volterra
tulajdonsagahoz elegendd, ha az agl) fiiggvényekre teljesiil, hogy agl) (-,7,60,¢;v)|0,1) csak v|(o,1)-

t6l fligg. Pontosabban agl)(- , 2,60, G5 01)|(0,1) = agl)(- » T, G0, G v2)|(0,7)> ha v1|(0,1) = v2|(0,7)- Tehét
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most is azt mondhatjuk, hogy az ay) (0, fiiggvények valojaban Qr x RUN 5 LP(0,T;V) = R
fiiggvények. A tovabbiakban mindig ezzel az azonositassal fogunk élni.
Megmutatjuk, hogy a fenti Volterra tulajdonsag elegendd ,plusz” feltétel a [0, 00)-n értelmezett

megoldés létezéséhez.

4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az agl): Qoo x RN 5 P (0,00;V) — R fiigguényekre teljesiil,
hogy minden v € L,
agl)(- , 2,60, G 0)|(0,1) kielégiti a F1-F5 feltételeket (i = 0,...,n; I = 1,...,N). Ekkor tetszdleges

F e L (0,00;V*) esetén létezik u € LY (0,00;V), melyre Dyu € Li (0,00;V*), u(0) = 0 és

loc loc loc

0,00;V) és T > 0 esetén al( , 2, Co,C30)| 0.1y €sak vl o, 1)-t01 fiigg, tovdbbd
i (0,7) (0,7)

minden T > 0 esetén
Dyulo,1y + B(ulo,1)) = Flo,1)-

Bizonyitas. A bizonyitas els6 felében az atlos modszer segitségével ,megkeressiik” az u fliggvényt.
A masodik felében pedig belatjuk, hogy a kivélasztott u fiiggvény valoban megoldas a [0, 00)-en.
Legyen (T}) monoton névs pozitiv szamsorozat, melyre Ty, — oco. Ekkor a feltételekbdl adodéan
a B mint LP(0,T,,; V)-bol képezs operétor teljesiti a 3.4. kovetkezmény feltételeit, ezért minden
m € N esetén létezik [0, T}, ]-en u,, € WHP(0,T,,; V, H) megoldés. Elgszor belatjuk, hogy rogzitett

m esetén (uko,7,.)) korlatos sorozat X7, -ben. A Volterra tulajdonsag miatt k > m esetén

k>m
ukl(0,1,,) megoldas [0, Ty,]-en, azaz

Dyuglo,1,,) + B(url(o,1,,)) = Fl(0,1,0)-
Alkalmazzuk az el6bbi egyenlet mindkét oldalét ug|(o,1,,)-re, ekkor

[Diur(o,1)> uk|(0,1:)] + [B(Uk](0,7))> Ukl (0,20)] = [Fl(0,7m)> Uk|(0,100)]-

Itt egyrészt [Dyug|(o,1,.)s Uk|(0,7,,)] = 0, hiszen Dy linedris monoton operator (és igy hasznilhato

az 1.28. megjegyzés), masrészt |[F|(o,7,.)> uk|(0,1.)]| < [1Fl(0,1.0)l1x5, [1wkl(0,10) X1, » 18Y

[B(uk|0,1,))s k| (0,7,0)]
||uk|(0,Tm) ||XTm

< IF|0,1)llx5, -

Mivel B koercitiv (X7, -en), ezért sziikségképpen (|luk|(o,1..)llx1,, ) korlatos, kiilonben a fenti

>
egyenl6tlenség bal oldala k — oo esetén oco-hez tartana. A B operétko/rnEXTm -en vald) korlatossaga
folytan pedig (B(“k|(0,Tm)))k>m korlatos sorozat L9(0, Ty,; V*)-ban.

Ezek utan legyen elszor m = 1. Mivel (||uk|(0,T1)||XT1), (B(uk|(0,11))) korlatos sorozatok az
LP(0,Ty;V), illetve L(0, T1; V*) reflexiv normalt terekben, azért 1étezik (uq,x) C (uy) részsorozat,

valamint léteznek uy .« € X, €s vy . € X7, fiiggvények gy, hogy

u1,k|(0,1y) = U1« gyengén Xr,-ben, és

B(ui,k|(0,11)) = v1,» gyengén X7, -ban.

Most legyen m = 2. Ekkor, mivel (uy x)k>2 és (B(ui,k))k>2 korlatos sorozatok az LP(0,T»; V),
illetve L1(0,T»; V*) térben, azért létezik (ug,) C (u1,r) részsorozat, valamint léteznek us « € X,

és vg 4 € X7 fliggvények, melyekre
3 Tg

u2,k|(0,12) = U2« gyengén Xr,-ben, és

B(ua,k|0,13)) = v2,» gyengén X7 -ban.
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A fenti eljarast folytatva minden (rogzitett) m esetén kapunk egy (um k)ken C (Um—1,k)keN T€SZSO-
rozatot, valamint upm, « € Xr,, é vm,« € X7, fliggvényeket, melyekre

Um,k|(0,T,,) — Um,« Gyengén X7, -ben, és

B(um,kl(0,1,,)) = Um,» gyengén X7 -ban.

A konstrukci6 alapjan vilagos, hogy I < m esetén um k|(0,1;) — wi,« gyengén Xr,-ben, és hason-
16an B(um,k|0,1;)) = vi,« gyengén X7,-ban. Mivel a gyenge limesz egyértelm, ezért sziikségképpen
Um x|(0,17) = Ui« €8 Um «|(0,1;) = V1, minden [ < m esetén. Tehat az (Um, «)meN, (Um,»)men fiigg-
vények (m.m.) egyértelmiien meghataroznak egy u.: (0,00) = V és v,: (0,00) — V* fiiggvényt,
melyekre u.|(0,7,,) = Um,« €5 Vs|(0,7,,) = Um,» minden m esetén. A bizonyitas hatralévs részében
megmutatjuk, hogy minden m-re u € WP(0,T,,; V, H) €S U« = U« (0,1,,) megoldas [0, T, ]-en.

Rogzitsiik az m természetes szamot. Mivel a bizonyitas tovabbi részében csak a [0,T,,] inter-
vallumon fogunk dolgozni, ezért mostant6l (hacsak nem félrevezets) nem frjuk ki a ¢, 7,,) jelolést.

Tekintsiik az (u,k)ken sorozatot. Erre teljesiil, hogy

Ukt — Um,« gyengén X -ben, és
B(ug,k) = vm« gyengén X1 -ban.
Ezenkiviil allitjuk, hogy (ug,x(Tm))k>m korlatos sorozat H-ban. (Emlékeztetiink arra, hogy H =
(L2(Q)N, és (-, )i jeldli a H-beli skalarszorzatot.)
Az elgbbi allitas igazolasdhoz hasznaljuk ki, hogy k > m esetén uy ,, megoldas [0, T,,]-ben, azaz

Dyup i (t) + [B(ug,r)](t) = F(t)

teljesiil m.m. ¢ € (0, Ty, )-re. Alkalmazzuk az egyenlet mindkét oldalat uy, i (¢)-re, majd integraljunk
a [0, T,,] intervallumon. Ekkor kapjuk, hogy

Tpn Tm Tm
'/<mwﬂmwnmmﬁ/<wwmmmwﬂmﬁ=/ (F (), ug i (8)) dt.
0 0 0

Vegyiik észre (lasd az 1.45. kovetkezményt), hogy

Tm 1 1
/ (Dyup (t), ur ik (8))dt = = (llur k(T 1T — lluwk(0)|7) = illuk,k(Tm)II?q,
0

2
).

hiszen uy,  megoldas (ezért uy,x(0) = 0). Tovabba (3.7) miatt

T'm
/ ([B(ur, )] (), wr i (1)) dt = [B(ur,n), unn] 2 g2(urp)llunrlk,,, — 1k2(uer)lli@n,) = K,
0

mert (ug,) korlatos Xr,,-ben, és g, ks korlatos operatorok (Xr,,-en). Hasonloképpen

Tm
/ (F (@), ur. (1)) dt = [Fyun k] < |Fllx;, llukllxe,, <K
0
Végeredményben
1 *
Sk (T3 + K < K,

tehat (upk(Trm)) korlatos sorozat a H Hilbert-térben. Kovetkezésképpen létezik (dg) C (ug,k)

részsorozat és z € H, melyekre iy (Ty,) — 2 gyengén H-ban. Osszefoglalva az eddigieket, az (i)

(fiiggvény)sorozatra a kovetkezk teljesiilnek:

(4.3) i, megoldas [0,T},]-en,

(4.4) Ug = Um,« = U|(0,1,,) BYengén Xr, -ben,
(4.5) B(ty) = vm,« = v«l(0,1,,) gyengén X7 -ban,
(4.6) U, (Th) — z gyengén H-ban.
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Allitjuk, hogy um .« € WYP(0,Tyn; V, H), Dytim « + U = Flo,1,,), tovabba u.(0) = 0 és
Ue(Tr) = 2. A (4.3) feltétel miatt minden w € X -re

[Dtﬂkaw] + [B(ﬂk)aw] = [Fa ’IU],
amibdl k — oo esetén (4.5) miatt kovetkezik, hogy
4.7) Diiiy, = F — vy« gyengén X1 -ben.

Misrészt a disztribicios derivalt definicidja alapjan minden ¢ € C°°[0,Ty,] és w € V tesztfiiggvény

esetén
Trn Tm
| o, vt =~ [ w, aule) .
0 0

Igy (4.4) és (4.7) miatt k — oo esetén

T Trm
/ (F () = v (8), ()0} dt = — / W (0w, wa (1)) de
0 0

minden 1 € C*[0, Ty, ]-re és w € V-re. Ez viszont azt jelenti, hogy Ditm « = F|(o,1,,) = Vm,» (tehédt
Um« € WHP(0,T;V, H), ami (4.7) alapjan egyben azt is mutatja, hogy

(4.8) Dyiiy — Dyum « gyengén X7 -ben.

Most valasszunk tetszleges ¢ € C®[0,T,,] és w € V prébafiiggvényeket, és alkalmazzuk a

parciélis integralas tételét (1.44. tétel) a kovetkezd modon:

(@k (Trm), ¥(Trm)w) g = (k(Tin ), (T )w) s — (@ (0), Y (0)w)m =

Ty T
- / (Dyiig (£), 4 (£yw) dt + / W (t)w, g (0)) dt.
0 0

Felhasznélva a (4.4), (4.6) és (4.8) tulajdonsagokat k — oo esetén a fenti egyenletbdl

T Tm
(et Tnwh = [ (Dtim s bOw)dt + [0 0w,
0 0
kovetkezik. Az el6bbi egyenlet jobb oldalan egy tjabb parcialis integralast hajtunk végre, ekkor

(2, (Tm)w) i = (U (Trm), Y(Tm)w) i — (um,«(0), ¥ (0)w)

adodik. Valasszuk a 1 € C[0,T,,] fliggvényt tgy, hogy ¥(0) = 1 és ¥(Ty,) = 0 legyen. Ekkor
a fenti egyenletbdl kovetkezSen minden w € V-re (um«(0),w)s = 0, tehat (mivel V strd H-
ban, azért) um, «(0) = 0. Ha olyan -t valasztunk, melyre (0) = 0 és /(T),) = 1, akkor minden
w € V-re (Um«(Trm), ¥ (Tm)w)e = (2,w) a1, €8 igy Um «(Tm) = 2.

Osszefoglalva az eddigieket, uyy, .-16l a kovetkezét tudjuk: Ditm « + VUm « = Fo,1,,), tovibba
U, (0) = 0 &8 U, «(T)n) = z. Most mér csak azt kell belatnunk, hogy vy, « = B(tm, ), ekkor ty, «
valoban megoldas [0, Ty, ]-en.

Belatjuk, hogy B(iix) — B(um,) gyengén X7 -ban, hiszen ekkor (4.5) és a gyenge limesz
egyértelmisége miatt vy, » = B(Um, «). Az el6bbihez viszont elegendd igazolnunk, hogy

lim sup[B (i), Gr — Um,«] < 0,
k—o00

mert ekkor (4.4) és (4.8)-bol, B pszeudomonotonitasa folytan kovetkezik, hogy B(ir) — B(tm, )
gyengén X7 -ban.
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A (4.5) tulajdonsag miatt

(4.9) lim sup[B(t), Gk — Um,«) = limsup[Br,, (G), k] — [V, Ym,*)-
k—oo k—o0

Mésrészt (4.3) miatt
Ty - . - . 1.
(4.10) [B(ar), ux] = [F,dx] — [Detr, Ur] = [F, ax] — EHUk(Tm)”%I:

hiszen (az 1.45. kdvetkezmény miatt) [Dytig, k] = 3||@k(Tn) |3 — 3@k (0)]1%, és [|@r(0)]|% = 0.

Vegyiik észre, hogy az 1.26. allitasbol kovetkezen (4.6) miatt
o (Do) | < lim inf {[aig (T )|
k—oo
és igy (4.10) alapjan (felhasznélva (4.4)-et) azt kapjuk, hogy

. RN 1
lim sup(B (k) k] < [F tm,e] = 5[t e (Tm) [ = [F, thm,u] = [Dethm, e, thm ).

k— o0

Ezt (4.9)-cel Gsszevetve

lim sup[B (@), @, — Um,*] <[F, um,*] - [Dtum,*aum,*] - [vm,*:um,*] =0,
k—o00

amit be akartunk latni.
Végeredményben tehat igazoltuk, hogy minden T, esetén wm,, « = u«|(o,1,,) megoldas [0, Tr,]-en.
Ekkor a Volterra tulajdonsagbol kovetkezGen u. megoldas a [0, 0o) intervallumon. Ezzel a 4.3. tétel

bizonyitasit befejeztiik.

4.2. A megoldasok korlatossaga

Ebben a részben megmutatjuk, hogy bizonyos feltételek mellett az el6z6 részben kapott meg-

oldés(ok) korlatos(ak) a [0, c0) intervallumon.

4.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 4.3. tétel feltételei gy, hogy az ay) fligguények az F4
feltételt go(-) = go € Rt konstanssal és ka: LP (0,00;V) — L}

Toc loc(Qoo) Volterra tipusi operdtorral

teljesitik. Tegyiik fel ezenkivil, hogy létezik c4 > 0, és 0 < p1 < p konstans, és ¢: [0,00) — R

olytonos ﬁggvény, melyekre lim p\T) = 0, valamint m.m. t > 0 ésv € ? 0,00;[/ esetén,
loc
T—00
q

melyre Dyw € L, (0,005 V™), teljesiil, hogy

T€[0,t] T€[0,¢]

(4.11) /Qlkz(v)(t, z)|de < c4 ( sup [[o(r)[IF +(t) - sup [lo(T)lI + 1) :

Ekkor, ha |F(+)||v+ korldtos L°°(0, 00)-ben, akkor a (4.1) probléma u megolddsdra ||u(-)|| s korldtos

a [0,00) intervallumon.

4.5. Megjegyzés. A precizitis érdekében elGszor értelmezziik a tétel feltételeit. Az F4-re vonatkozo
feltételt a kovetkezSképpen értjiik. Létezik g» € RT konstans és ko: LY (0,00; V) = L] (Qo) Vol-

loc

terra tipust operator (azaz minden T' > 0 esetén ka(v)|q, = k2(v|(o,r)) minden v € Lf, (0, 00; V)-

re) , melyekre

N
Do a (1,2, G0)¢ > g2 (G + 1) — [Ra(w)] (1, 2)

n
=1 i=0

m.m. (t,2) € Qu-re, minden ({y,¢) € R DN re és v € LP (0,00;V)-re (i = 0,...,n; | =

loc

L,...,N). Tovabba minden T' > 0 esetén a ka|r»(o,1;v) operdtor (mely a Volterra tulajdonsag
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miatt egyértelmiien értelmezhetd) kielégiti a (3.3) Osszefiiggést. Ekkor mind az(l), mind pedig ko
Volterra tulajdonsiga miatt minden 7" > 0 esetén teljesiil az F4 feltétel.
A (4.11) feltételben a szuprémumok valdban léteznek, hiszen Dy € LI (0,00;V*) esetén

loc
lv(-)||% folytonos (lasd az (1.41.) &llitast).

Bizonyitas [4.4. tétel]. A rovidség kedvéeért legyen y(t) = ||u(t)||%. Jegyezziik meg, hogy az 1.41.
allitasbol kovetkezGen y folytonos fiiggvény. Célunk egy, az y-ra vonatkozo felsé becslés igazolasa,
amelybdl a korlatossiaga kdvetkezni fog.

Tudjuk, hogy

Dyu(t) + [B(w)](t) = F(1)

m.m. minden ¢t € (0,00)-re. Legyen 0 < 77 < T» < oo és alkalmazzuk a fenti egyenlet mindkét
oldalat u-ra, majd integraljunk a [Ty, T] intervallumon. Ekkor kapjuk, hogy

T, To T>
(4.12) A<mmmmmw+ﬁ<wwmmmmm=ﬁﬁwmmwMt
A bal oldal els6 tagjat a mar ismert modon alakithatjuk:
T 1 ) ) 1
(4.13) .A<wamGW#=§mMRmH—MUMM)=5@U®—MED-

A masodik tag integrandusat pedig a korabbi (3.7)-hez hasonléan alulrél becsiilhetjiik:
([B(w)](?), u(t)) >
> / [92 (Ju(t, 2)[P + [Du(t, 2)[P) — [k2(w)](t, 2)]dz = g2|lu()]]F, - / [k2(w)](t, z) da,
Q Q
és igy
T, Ty Ty
(4.14) / ([Bw)](t), u(t))dt > gz/ lu@)IIY, dt - /T /Q[kz(u)](t,w) dadt.

T T

Ebbe a (4.11) feltételt behelyettesitve kapjuk, hogy

Ts T2 T2
| B@io.uw)d >0 [ mw%—a/'[prﬂ%+MWswyvﬁ+1a.
Ty T T1 | 7€[0,¢] T€[0,t]
eb 1
A (4.12) egyenletbdl mar csak a jobb oldal vizsgalata van hétra. Legyen & > 0, melyre — < 292

és alkalmazzuk az integrandusra az e-egyenlGtlenséget. Ekkor felhasznalva ||F(-)||y+ korlatossagat

Ts Ts
w1s) [ EOamd < [ OIVIFOl- s
< [" B + Lirow.]a < to [ wowgas [ xa
—||u — . = u
T Jn LP VT get =27 T v T

adodik. Most a (4.13), (4.14), (4.15) sszefliggéseket visszahelyettesitve a (4.12) egyenletbe a ko-
vetkez6t kapjuk:

dt.

1 I = p1 v
3 (y(T2) — y(T1)) + 592/ [lu(t)||3 dt < CQ/ l sup y(1)2 +¢(t) - sup y(r)¥ +1
Ty Ty | 7€[0,¢ T€[0,¢]

Mivel az (L2(Q))N — (W'P(Q))N beagyazas folytonos (2 korlatos, p > 2), ezért

llu(@®)||er < const - [lu(®)]lv,
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ebbdl kovetkezben
(4.16) y(®)% < const - [u(®)}.
Ennek segitségével végeredményben a

T>

wf2

417) y(B) — y(T) + dn /

T2 yd yd
y(t)%dt < d2/ lsup y(r) 2 +p(t) - sup y(r)2 +1| dt.
T

T | 7€0,] T€[0,¢]
becslés adodik (ahol a konstansok nem fliggnek [T}, T»]-t6l).
Megmutatjuk, hogy a fenti becslésbdl kovetkezGen y(-) korlatos. Indirekt tegyiik fel, hogy ez

nem igaz. Ebben az esetben (y folytonossdga miatt) minden M > 0 esetén létezik ¢; > 0, melyre

(4.18) M+1=yt1) = sup y(7).

T€[0,1]
Ekkor y folytonossagabol adddoan létezik 6 > 0 agy, hogy t1 — d < ¢t < t; esetén y(t) > M.
Alkalmazzuk a (4.17) Osszefliggést a Th = t; — 0 és T» = t; valasztassal és hasznéljuk fel a (4.18)
becslést:

t1

(4.19) y(t1) — y(ts — ) + dioME < dod(M + 1) + (M +1)% / o(t)dt + da.
t1—0

Itt egyrészt (4.18) miatt y(t1) — y(t1 — ) > 0, masrészt az integralszamités elsé kozépértéktétele
t1
szerint / p(t)ydt =6- sup @(t) = - p(ts), ahol t, € [t1 — 0,t1]. Az el6bbiek figyelembe
t1—38 tE[tl_latl]
vételével (4.19) a §(M + 1)%-val val6 leosztés utén igy alakul:
p1—p

(Mﬂi 1>§ < (M 4+1)77" +(t,) +do(M +1)"%.

Vegyiik észre, hogy M — oo esetén a bal oldal 1-hez tart. Ezenkiviill M — oo esetén a jobb oldal
utolsé tagja 0-hoz tart, s6t p; < p miatt az elsé tag is. Tovabba M — oo esetén t, — oo és igy a
p-re vonatkozo feltételbdl adodoan ¢ (t.) — 0. Kovetkezésképpen a fenti egyenlGtlenség jobb oldala
0-hoz tart. Ez viszont ellentmondés. Kiindulasi feltevésiink helytelen volt, vagyis y(-) korlatos a

[0, 00) intervallumon.

4.3. Stabilizacio

A [0, 00)-beli megoldés(ok) tulajdonsigaival kapcsolatban most megvizsgéaljuk, hogy mit mond-
hatunk a megoldas(ok) viselkedésérdl t — oo esetén. Pontosabban milyen feltételek mellett allithat-
juk, hogy t — oo esetén a (4.1) feladat u(t) megoldasa(i) stabilizalodik, azaz valamilyen stacionarius
allapothoz tart.

Rogton adédik néhény természetes feltétel. Nyilvan érdemes feltenniink,hogy az agl) fiiggvények

is valamilyen stacionérius allapothoz tartanak. Azaz
. { 1 .
tlirgoag )(t,.Z',C(),C;’U) = az(,c)x)(xJCOaC)a 1= 07' RPN L I = 1:' JNa

O]

1,00

teljesiil m.m. z € Q, minden ({o,¢) € ROV ¢5 ¢ ¢ LP

1c(0,00; V) esetén, tovabba az a

fiiggvények is Carathéodory-tulajdonsaguak. Persze konnyen lathaté, hogy a fenti konvergenciat
nem varhatjuk el minden v-re, mert ekkor nagyon lesziikitjiik a tétel alkalmazhatosagi korét.
Van egy masik probléma is a fenti konvergenciaval. Mivel a fenti fiiggvényekrdl ¢t-ben csak a

mérhetGséget tettiik fel, ezért (a mértékelmeéleti nehézségek elkeriilésére) az el6bbi feltételt értsiik
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s sz

meg), és ezzel mar értelmes a pontonkénti co-beli hatarérték. A tovabbiakban hasonlé esetekben
(emlités nékiil) mindig az el6bbi konvenci6val éliink. Valojaban egy kis mértékelméleti megfon-
tolassal teljesen precizzé tehetnénk e technikai részleteket, csak azzal a kés6bbi tétel bizonyitasa
valna tul aprélékossa.

Az elébbieken kiviil nyilvan sziikséges feltétel, hogy a jobb oldali F(t) fiiggvény is stabilizalod-

jon, azaz létezzen Fi, € V*, melyre
(4.20) Jim [[F(t) — Fo|ly- = 0.

Most értelmezziik a kévetkezd By, : V' — V™ operatort, melyre v, w € V esetén

(Boo(v), w) :=
(4.21) .
Z/ Za z), Dv(z)) Djw® (2) + al ) (&, v(z), Dv(z))w® (z) | dz.
A mi célunk, hogy belassuk a kovetkezst. Létezik us, € V, amelyre Boo(us) = Foo és

1tlim [lu(t) — vooll(z2(0))~ = 0. Megmutatjuk, hogy néhany plusz feltevés mellett ez valoban tel-
—00

jesil is.

4.6. Tétel. Tegyik fel, hogy teljesiilnek a 4.4. tétel feltételei, wvalamint minden régzitett v €
L}, (0,00;V)-re, melyre | |v(-,)|*dz korldtos, igaz a kivetkezd két feltétel:
Q

1. Létezik ¢, > 0 konstans, k, € L1(Q) figgvény gy, hogy
(4.22) 16 (8,2, Co, G 0)| < o (ICP " +1C1P) + k()
m.m. © € Q-re és minden (y, () € RPN _pe,

2. Léteznek aggo Carathéodory-tulajdonsdgu figguények, melyekre

(423) hm Cl (t z C07<7 ) = az OO(ZL' C07<)

m.m. x € Q és minden ((o,¢) € RN egetén (i =0,...,n; 1=1,...,N).

Ezenkiviil létezik cs > 0 konstans, hogy m.m. x € Q, minden ({y,¢) € RTDUN g5¢ € L? (0,00;V)
esetén

N n

l

(424) 323 (a2, G50) = 0l t,2,m0,m3)) (¢~ ") >

=1 i=0

> c5 ([Co —mol” + |¢ = nfP) — [k3(v)](t, 7),

ahol

(4.25) tli}m [k3(v)](t,z)dz =0, ha /|v(-,:c)|2d:1: korldatos (L*(0,00)-ben).
xJo Q

Végiil tegyiik fel, hogy létezik Fy, € V*, melyre (4.20) teljesil. Ekkor egyértelmien létezik uoo € V,

melyre Boo(Uso) = Foo 65 tlim lu(t) — veoll(L2())y» =0, ahol u a (4.1) probléma megolddsa.
—00

A bizonyitas el6tt (egy kiilon allitasban) megvizsgaljuk a B, operator tulajdonsagait. Ezekbdl

ugyanis azonnal kovetkezni fog Boo(Uso) = Foo egyértelmt megoldhatdsaga.
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4.7. Lemma. A (4.21) formuldval értelmezett Bo: V. — V* operdtor korldtos, hemifolytonos,

szigorian monoton és koercitiv.
Bizonyitas [4.7. lemma]. Legyen w(t) = w € V rogzitett. Ekkor / lo(-,2)|?dx = / |w(x)? dz
korlatos, igy (4.22) szerint
0t 2, o, G )| < e (1P +1CP) + Ko@),

ahonnan (4.23) felhasznalasaval ¢ — oo esetén kapjuk, hogy

a2 (@, G0, Ol < e (10~ +16P7) + ku ().
Tehat létezik & > 0 konstans és &y € L?(Q) fiiggvény ugy, hogy
(4.26) a2 (. G0 O < & (6P~ +[CP™) + Fa (),

Innen B, korlatossaga teljesen hasonléan bizonyithatd, mint a 2.1. tételben szereplé A operator
korlatossaga, ezért a bizonyitast nem részletezziik.
A hemifolytonosség is a fenti becslésbdl kovetkezik. Legyen A — A szédmsorozat. Ekkor tetszs-

leges u, v, w € V esetén

N n

(4.27)  (Boo(u — A\gv),w ZZ/ — Xxv(z), Du(z) — Ay Dv(z)) Dsw O (z)dx +

=1 i=1
+ Za(l) — Mew(x), Du(z) — A Do(z))w® (z) da.

A fenti Osszegben az integrandusok pontonként konvergensek a Carathéodory-féle folytonossagi
feltétel miatt. Tovabba a Young-egyenlGtlenség és a (4.26) becslés miatt (az (1.1) egyenlGtlenség

tObbszori felhasznalasaval)
|a; (l) ) (€,u — A\gv, Du — A\ Dv)DiwV| < q| M ‘(@ u — A, Du — A\ Do) |7 + —|D,~w(l)|” <
< const - (|u — | P9 4 | Dy — M| @19 4 By |7 + |Dw|”) <
< const - <|u|p + | Aev|? + [Dul? + |A\g Do|P + k1|7 + |Dw|”) <
< const - <|u|p + |0]P + | Dul? + [Dul? + |E|? + |Dw|p) .

Az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy (\x) konvergens és igy korlatos. A fenti egyenlétlenség jobb
oldalan L'(Q)-beli fiiggvények allnak, igy (4.27) integrandusainak van integralhaté majorénsa.
Ekkor viszont a Lebesgue-tétel miatt
klim (Boo (4 — Agv), w) = (Boo(u — Av), w),
— 00

ami éppen B, hemifolytonossagat jelenti.

Legyen megint w(t) = w € V rogzitett. Ekkor a (4.24) feltételbsl adodoan tetszdleges v, v, € V
fiiggvényekre

(4. 28)

ZZ / (t,2,0(2), Du(@);w) - ol (t,3,0.(x), Dv.(@); w)) (D (2) — D) (@) dor +

=1 i=1

+Z | (6 2.00@). Dof@)sw) = o (t.2,0.0), Do (@)i0)) (00 &) = o (@) o >

> s [ (v(a) = v.(@)P +1Do@) = Do @) do [ [ra(w)l(t,2)da.
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Az el6z8ekhez hasonloan a (4.23) feltételbdl és a (4.26) becslésbdl kovetkezden ¢ — oo esetén
Lebesgue-tételt hasznilhatunk (ennek belatasat mar nem részletezziik). Ekkor (4.25) miatt a ko-

vetkez6t kapjuk. Tetszbleges v, vs € V fliggvényekre

53 [ (60060, D) ~ .00, Do) (D) - Dl )+

=1 i=1

+Z / (a6 (@, v(@), Do(@)) = a4 (2), Do (2)) ) (0 (&) = ol (@) dx >

> s [ (jola) = @) + |Dola) = Du.(@)1) da
Mas szdval
(4.29) (Boo (V) = Boo (x),v — vs) > csllv — vil}

Ez pedig azt jelenti, hogy By szigortian monoton operator.

A koercitivitas kovetkezik az el6bbi becslésbdl, ugyanis v, = 0 valasztassal
<Boo(v) - BOO(O)7U> 2> C5||U||I{/,
és igy
<Boo(v)av) |p—1 <Boo (0)

> csllv|
llvllv Vo el

A fenti egyenlStlenség jobb oldala ||v||y — oo esetén (p > 2 miatt) +oo-hez tart, amibdl kovetkezik

D > eolloll = [ Boo (0) v

B, koercitivitasa. A lemma bizonyitasa ezzel kész.
Bizonyitas [4.6. tétel]. A lemma miatt teljesiilnek az 1.30. tétel feltételei, ezért egyértelmtien

létezik uo € V, melyre By (ue) = Foo. Legyen y(t) = / |u(t, ) — uoo|*dz, ahol u a (4.1)
Q

probléma megoldasa. Vegyiik észre, hogy a 4.4. tételbdl kévetkezSen / lu(t, )| dz korlatos, és igy
Q
y is az. Be kell latnunk, hogy tlim y(t) = tlim [|u(t) — uoo||%Lz(Q))N = 0. Hasonl6an jarunk el, mint
—00 —00
a 4.4. tétel bizonyitasdban. Levezetiink egy y-ra vonatkozo becslést, amelybdl kévetkezni fog az
elobbi 4llitas.
Induljunk ki abbol, hogy u kielégiti a (4.1) feladatot, és Beo(ueo) = Feo. Ez azt jelenti, hogy
Dy(u(t) — uoo) + [B(u)](t) — Boo(Uso) = F(t) — Foo
teljesiil m.m. ¢ € (0, 00)-re. Alkalmazzuk az egyenletet u(t) — uo-re. Ekkor azt kapjuk, hogy
(4.30)  (De(u(t) = uoo), u(t) — uoo) + ([B(u)](t) — Boo(Uoo), u(t) — Uso) =
= (F(t) — Foo, u(t) — too)-

A fenti egyenl@ség bal oldalan 4llo elsé tag (ahogy korabban lattuk) y'(¢)-vel egyenls. A mésodik

tagot bontsuk ketté a kovetkez6 mddon:

(4.31)  ([Bu)](#) = Boo(tco), u(t) — oo} =
= ([B(w)](t) = [Bu(uco)](t), u(t) = too) + ([Bu(too)](t) = Boo(too), u(t) = tco)-

tsz

111etve v, helyett uyo-nel felirva azt kap juk, hogy

(4.32) ([B(w)](t) — [Bu(too)](t), u(t) — tioo) > e5[lu(t) — uso|l}, — /Q[ks (w)](t, z) de.
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A (4.31) egyenlség jobb oldalan 4ll6 tagot becsiiljiik az e-egyenlStlenség segitségével:
(4.33)

[{[Bu(ttoo)](£) = Boo (too), u(t) — too)| < %IIU(t) — Uoolly, + qELQII[Bu(uoo)](t) = Boo (too) [+ -
Végiil (4.30) jobb oldalat szintén az e-egyenlGtlenség segitségével becsiiljiik:

(4.34) [(F(t) — Foo, u(t) — uoso)| < %IIU(t) — ool + qELQIIF(t) = Folly-

P
Legyen € > 0, melyre << %5 Ekkor a (4.32), (4.33), (4.34) becsléseket (4.30)-ba visszahelyette-
p

sitve

(4.35) /(1) + 5 llu®) = uoo}, <
< const - [[[Bu(tioo)] () = Boo (o)« + 1F'(t) = Foslly- + /Q[ks(u)](t,w)dw

adodik. Korabban lattuk (lasd példaul (4.16)), hogy

(4.36) y(t)% < const - [|u(t) — ucol[?

Maésrészt allitjuk, hogy (4.35) jobb oldala t — oo esetén 0-hoz tart. A kozépsS tag a tétel feltétele

2

szerint 0-hoz tart. Tovabba [ |u(-,z)|”dz korlatossaga folytan a mésodik tag a ks-ra vonatkozo

Q
feltevés miatt szintén 0-hoz tart. Ezenkiviil kdnnyen lathato (Holder-egyenlGtlenségek segitségével,
lasd pl. (2.5)), hogy

I[Bu(uo0)](#) = Boo (uco)llve <

<3 (/

=1 i=0

1
q

) (., 0o (), Dt (), ) = a2 (2, 1 (), Dt (@) dx)

Itt az integrandusok t — oo esetén pontonként konvergensek, tovabba a (4.22), (4.26) becslések
segitségével (a korabbiakban mar latott modon) konnyen lathatod, hogy van integralhaté majoran-
suk. Ekkor a Lebesgue-tétel miatt valoban tlggo [I[Bu(200)](t) = Boo (o)}« = 0. Tehat (4.35) jobb
oldala t — oo esetén valéban 0-hoz tart.

Felhasznalva az el6bbi részallitast és (4.36)-ot, azt kaptuk, hogy érvényes a kovetkezs egyenl6t-

lenség:

(4.37) y'(t) +c-yt)E <o),

ahol ¢ > 0 konstans és tlggo p(t) = 0. Megmutatjuk, hogy ekkor sziikségképpen tlggo y(t) = 0.
Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil. Ekkor létezik ¢ — oo sorozat és € > 0 szam gy, hogy
y(tx) > €. Feltehetd, hogy tx+1 —tr > 1 minden k-ra. Mivel y korlatos, ezért feltehets, hogy (y(tx))
konvergens sorozat. Legyen k¢ olyan, hogy k > ko esetén |y(tp+1) — y(tr)| < ga%. Integralva a

(4.37) egyenlStlenséget a [tx41, tr] intervallumon (k > ko) a kovetkezd adodik:
tk+1 tlc+1 P tk+1 P
[ ez [T uwtdes [y ode> esbtun - t) + ylten) - yltn).
tr th tr
Leosztva t41 — tg-val kapjuk, hogy
1 s p | Y(ter1) — y(te) p_C
oo > — t)dt > cez2 + —————— "2 > g2 — —
lloll [trt1,te] = tret — t /tk p(t)dt > ce2 + P— > ce 2
Ez viszont ellentmondés, hiszen a bal oldal & — oo esetén 0-hoz tart. Ezzel belattuk, hogy

tliglo y(#) =0.
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4.4. Példak

Most néhany példat mutatunk olyan fiiggvényekre, melyek kielégitik az el6z6 két szakaszban
szerepls tételek felételeit.

El6szor nézziik a 4.3. tétel esetét. Tegyiik fel, hogy az a( )i Qoo x RN 5 LY (0,00;V) = R
fiiggvények a 3.2 szakaszban szerepld (3.19)—(3.20)-nak megfelel§ alakuak, azaz

4.38) al(t,2, G, ¢;0) = [HO )](t, 2)b" (t,2, Co, O) + [GP ()] (8, 2)d" (£, 2, o, C) hai #0, és
(4:39) af(t,,Go, C;0) = [HO W)](, 200 (t,2, ¢, O) + [GY ()] (t, 2)dY (8, 2, o, ©),

ahol a bV d", HO, GO G fiiggvények ill. operatorok a kévetkezs tulajdonsagokkal rendelkez-
nek. A

HO: 14, 0,00, (7)) L),
GO, G T8, (0,005 (LP()N) = L~ (Qu)

loc loc

operédtorok Volterra tipustak és minden T' > 0 esetén (mint LP(0,T; (LP(Q)N)-bol képezs ope-
ratorok) teljesitik a K5 feltételt . (A Volterra tulajdonsag azt jelenti, hogy példaul H® (v)|q, =
HY(v|(,7)).) Tovébba a bgl),dsl) Qoo X RHDN fiiggvenyek m. m. (t,7) € Qo esetén teljesitik
a K1-K4 feltételeket (méas szoval T' helyett mindeniitt co irandé K1-K4-ben). Ekkor kdnnyen 14t-
haté, hogy a fenti altalanos alaka példa kielégiti a 4.3. tétel felételeit. Az is egyszertien belathato,
hogy a 3.2.2 szakaszban szerepld konkrét példak megfelelnek e feltételeknek. Pontosabban azzal a
modositissal, hogy a benniik szereplé segédfiiggvényeket az egész (o-n értelmezziik a megfelels
tulajdonsagokkal (lasd pl. a; € LiS.(Q))-

Most nézziik a 4.4. tétel esetét! Korabbi vizsgilodasaink alapjan (3.27)-bdl kovetkezben vilagos,
hogy g» mindig konstansnak adédik (mely fiiggetlen T-t6l, hiszen K1-K4 az egész Qoo-n teljesiil).
Masrészt (3.27)-bdl az is latszik, hogy k2 = h, amely Volterra tipust (hiszen G§ az, mert minden I-re
GW is az). Tehat az el6z6eken kiviil még annyit elegends feltenniink, hogy minden v € LP, (0, 00; V)

esetén

(4.40) / G W)= de < ¢ ( sup [lo(m)[l5 +¢(t) sup ||v<r)||%+1>-
Q T€E[0,¢] T€[0,¢]
Az alabbiakban ilyen tulajdonsagt (Volterra-tipusii) operatorra adunk példat.
Legyenek v, x,¢: [0,00) — R folytonos fiiggvények, melyekre [1)(7)| < const - |7|P~1 70,
Ix(7)| < conmst - |7[P7177 és Tli_?éo(p(T) =0, ahol 0 < r < ry < p — 1. Tekintslik ekkor a kovet-
kez6 LY . (0,T; (LP(2))N)-n értelmezett operatorokat:

loc

X0 ‘ / Zaj (t,6) 0D (1, )| de

[N

[G2(v)](t, ) = p(t ‘/Zagt‘flv(’(tolz’df :

ahol a; € L®(Q) (1<j<N), 0<a<2.

4.8. Allitas. A fenti G1, G2 operdtorok rendelkeznek a (4.40) tulajdonsdggal.
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Bizonyitas. Elgszor tekintsiik a e operatort. A feltételekbdl adédoan

P2
o

N
G2 (@)](t, )| 7 < const- | 3 /Q lasllze (@ [0 (1,6 %de | <
=1

PA

o

N
< const - j_zl/9|v(t,£)| d¢ = const - (/Q lv(t, &)] d§) ,

i

ahol 0<A = E=1=12 < 1. Vegyiik észre, hogy / (¢, 2)|*dz < const - [[u(r)||%. Valohan, a = 2

Q
esetén nyilvan (konstans nélkiili) egyenlGség van, egyébként pedig a Holder-egyenlGtlenség szerint

/Q|v(t,x)|"da7 < (/Q |v(t,a:)|°‘% d;c) : . (/Q 1)2_20‘ = const - ||v(¢)||%-

Ezt felhasznalva
[G1(v)](t, )| 7=1= < const - [[v(t)||%
és igy

/[él(v)](t,x)h‘?‘r dz < const - [[o(7) ||} < const - sup [lv(7)[I%
Q T€[0,¢]

Ez pedig azt jelenti, hogy Gy teljesiti a (4.40) Gsszefiiggést, mégpedig p; = pA-val.
A G operétor esete teljesen hasonléan vizsgalhat6, ekkor természetesen (4.40) masik tagja

adédik a végss becslésben.

Végiil nézziik a 4.6. tétel esetét! Itt csak egy konkrét példat adunk (ami a kordbbiak egy
lehetséges ,keveréke”). Ez a példa (mint ahogy a tétel feltételei is) meglehetSsen specialis. Legyenek
az (4.38)—(4.39) altalanos formulédban szerepls fiiggvények a kovetkezsk:

b (t, 2, G0, ¢) = ¢ [COP2, ha i £0, és b (t,2,60,0) = ¢ 1602,
tovabbé i # 0 esetén d” = 0, végiil d’ =1 (I =1,...,N). Ezenkiviil legyen

N .
G @Mt =) x| | [ oo wora) |.

[HO @)](t,z) =[G (v)](t,z) + k(=),

ahol k € L™(Q), melyre k(z) > ¢* > 0, tovabba b; € LI1(Q) (1 < j < N), és ¢, x: [0,00) = R
nemnegativ folytonos fiiggvények, melyekre 1i_>m (1) =0, x(7) < const - |7|P~17".
T o
Belatjuk, hogy a fenti példa valdéban kielégiti a 4.6. tétel feltételeit. A x fliggvény argumentumaét
1

E -
(mivel a; € L*®(Qoo)) nyilvan feliilrdl becsiilhetjiik a const - ( / lv(t, m)|2dm) kifejezéssel. Igy, ha

/ |o(-, z)|?dz korlatos, akkor (i végtelenbeli viselkedése miatt) nyilvan teljesiil (4.23). S6t, ekkor

(4.22) is teljesiil, hiszen ekkor mind H® (v), mind pedig G (v) m.m. (t,z) € Qoo-re korlatos. Igy
a{") (i # 0) feliilré] becsiilhets const - (1% Op—1 4 |¢OP~1)-nel, al’ pedig konstanssal becsiilhetd.
Az is vilagos, hogy agf(),o =k- b(l) hai#0, és a( ) =0.
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A (4.24) tulajdonsag a 3.2.2 szakasz legvégén szerepls 3.12. allitds (és az utana lévs 3.13.
megjegyzés) segitségével lathatd be. Valéban,

N n
441 ZZ( t Z, COaC7 ) )(t x,MNo,N;V )) (Ci(l)_nl(l)):
=1 i=0
_Z[H(l) )3 (C‘”IC(”I’” 2 _ (0|0 - 2) () — +ZG(1) o ) >

N
> 3 (160 =P 416 ) + Z[G” (t.2)(¢" = ).

Itt a jobb oldal masodik tagjat az e-egyenlStlenséggel (tagonként) becsiilhetjiik. Legyen & > 0,

eP c*
melyre ; < N ekkor
(442) |[GP ()]t 2) (" =0 < |c<” [P+ q|[G<”< )t 2)]7 <

(l) (D p q 2
- + C sup (/ U\T,Z > dx
2N| 0 | | T€[0,1] l

adodik, felhasznalva a 4.8. allitast (r = 0-val). Jeloljiik a fenti egyenl6tlenség jobb oldalan allo
masodik tagot [ks(v)](t, x)-szel, ekkor (4.42) segitségével (4.41) jobb oldalat alulrél becsiilhetjiik a

« N
S 2 (16 =P 16 = 1P) + Nlks@(t,2) 2 &- (1 =1l + 6o —mol?) + N[ks (0)](t,2)
=1

kifejezéssel. Mivel 1tlim p(t) = 0, ezért ks definicidja alapjan valéban lim [ [k3(v)](t,z)dz = 0,
—00

t—oo Jo

ha / |v(-, x)|>dz korlatos. Ezzel belattuk, hogy a fenti példa eleget tesz a 4.6. tétel feltételeinek.
Q
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