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Kivonat

A dolgozat a lineáris komplementaritási feladatok (LCP) vizsgála-

takor felmerül® f®bb mátrixosztályok áttekintésére vállalkozik. Egyben

áttekintést ad az LCP feladatok jelent®sebb el®fordulásairól.

A dolgozat önálló eredményként új típusú criss-cross módszereket

általánosít elégséges mátrixú LCP feladatokra. A legtöbb LCP megoldó

algoritmus el®re feltételez bizonyos tulajdonságokat a feladat mátrixáról.

Egy mátrix elégségessége nehezen ellen®rizhet® tulajdonság (nem ismert

rá polinomiális eljárás). Az algoritmus Zhang lineáris programozási,

illetve Akkeles-Balogh-Illés LCP-QP feladatra adott criss-cross típusú

algoritmusával rokon.

Az algoritmus abban tér el az el®z®ekt®l, hogy számára nem szüksé-

ges a priori információ a mátrix tulajdonságáról. Az algoritmus leállási

kritériumai: megoldja az LCP feladatot, megoldja az LCP feladat du-

álját, illetve kijelzi azt, hogy a feladat mátrixa nem elégséges és ezért

ciklizálásra kerül(het)ne sor.

Annak ellenére, hogy az algoritmus általánosabb feltételek mellett

dolgozik, mint Akkelesék módszere, mégis sikerült a végességet egysze-

r¶bben bizonyítani.

Az algoritmus végessége egyben új, konstruktív bizonyítást jelent az

LCP Dualitás tételére.

�ELTE TTK, Alkalmazott Matematika V, csisza@cs.elte.hu
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2. fejezet Bevezet®

1. Jelölések

� a koordinátánkénti (Hadamard) szorzás

M az LCP feladat együtthatómátrixa, M 2 Rn�n
B bázis, a [�M; I] 2 R2n�2n egy n� n-es nem szinguláris részmátrixa
�M egy adott bázishoz tartozó rövid pivot tábla mátrixa

MB egy adott bázishoz tartozó rövid pivot tábla mátrixa, ha

a jelölés szükségessé teszi, hogy kiemeljük hogy a B bázishoz tartozik

MIJ az M mátrix azon részmátrixa, mely az I index¶ sorokat,

illetve a J index¶ oszlopokat tartalmazza.

�mj az �M mátrix j:-ik oszlopa

�{ = n+ i ha i 2 f1; : : : ; ng és = i� n ha i 2 fn+ 1; : : : ; 2ng
JB a B bázishoz tartozó változók indexhalmaza

JN := JB a B bázison kívüli változók indexhalmaza

� nem negatív

	 nem pozitív

+ pozitív

� negatív

x; xi vektorokat vastag bet¶, skalárokat normál bet¶ jelzi

< � � � > jelöli a generált alteret

a > b ha minden i koordinátára ai > bi

2. Bevezet®

A lineáris komplementaritási feladat (LCP) a következ® probléma: keressünk

olyan u;v 2 Rn vektorokat, melyekre

�Mu + v = q (LCP(q,M))

u � v = 0

u;v � 0

ahol M 2 Rn�n , q 2 Rn és u � v = (u1v1; : : : ; unvn).
Az LCP feladat az egyik legkutatottabb területe a matematikai progra-

mozásnak. Kiterjedt a gyakorlati felhasználása (lásd 3. fejezet), illetve több

módszert fejlesztettek ki az utóbbi évtizedekben a megoldására.

Az LCP feladat NP-teljes, lévén polinom id®ben visszavezethet® rá pozitív

egész együtthatós többváltozós lineáris egyenletek 0�1 érték¶ kielégíthet®sége.

Az LCP feladat még akkor is NP-teljes marad, ha azM mátrixot megszorítjuk

a negatív szemide�nit mátrixok osztályára [Ch90], s®t még a P0 mátrixok

osztályán is [KMNY91], mely osztálynak része az elégséges mátrixok osztálya.

Az LCP feladat megoldására több pivot típusú algoritmus létezik. A criss-

cross módszert egymástól függetlenül Chang, Terlaky illetve Wang fedezték
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2. fejezet Bevezet®

fel. Azóta criss-cross módszer alatt algoritmusok egy családját értjük, melyek

az indexválasztási szabályban különböznek egymástól. LCP feladat adódik

kvadratikus programozási feladat Kuhn-Tacker feltételeib®l is. Konvex feladat

esetén az M mátrix biszimmetrikus. Ilyen LCP feladatra fogalmazták meg új

típusú criss-cross algoritmusaikat Akkele³, Balogh és Illés [ABI02]. Az általuk

alkalmazott indexválasztási szabály a LIFO (utoljára bázisbakerült - els®nek

kikerül®) illetve a leggyakrabban mozgott változó választási szabálya. Érdekes

lehet, hogy melyik az a legb®vebb mátrixosztály, amelyre ez az algoritmus

általánosítható.

Az elégséges mátrixok fogalmát el®ször Cottle, Pang és Venkateswaran

[CPV89] vezették be. Az elégséges mátrixokat a P és PSD mátrixok álta-

lánosításainak foghatjuk fel. Väliaho [Val96b] megmutatta, hogy az elégséges

mátrixok valójában megegyeznek a P� mátrixokkal. Hertog, Roos és Terlaky

[HRT93] (1993) bizonyították, hogy az elégséges mátrixok éppen azon mátri-

xok, melyekre a minimál indexes criss-cross algoritmus tetsz®leges jobb oldal

esetén megoldja az LCP feladatot.

A dolgozat egy áttekintést kíván nyújtani az LCP feladatok vizsgálatakor

felmerül® f®bb mátrixosztályokról, azok tulajdonságairól, illetve tulajdonsá-

gaik az LCP feladatok megoldáshalmazára tett hatásairól. A dolgozat a vizs-

gált mátrixosztályok közül azokra szorítkozik, melyek valami módon az LCP

feladat megoldáshalmazával vannak kapcsolatban, illetve a criss-cross vagy a

bels® pontos algoritmusok vizsgálatánál jelent®s. Murty [Mu88] munkájában

a dolgozat által vizsgált 11 mátrix osztályon kívül még 28 másik, a LCP fela-

datok vizsgálatakor felmerül® mátrix osztályt említ meg.

A dolgozat els® önálló célja a LIFO és a leggyakrabban mozgott változó

pivot szabállyal ellátott criss-cross algoritmust elégséges mátrixú LCP fela-

datokra általánosítani. Az általánosítás mellett, az [ABI02] cikkben közölt

végesség bizonyítást is leegyszer¶sítjük. Ezen választási szabályok egy el®nye,

hogy els®sorban az algoritmus elején jelent®s szabadságot biztosítanak a vál-

tozóválasztás terén, így gyakran lehet®séget biztosítva a numerikusan instabil

báziscserék elkerülésére.

Jelenleg nem ismeretes hatékony algoritmus annak eldöntésére, hogy egy

adott mátrix elégséges-e. (Väliaho [Val96a] kifejlesztett egy induktív mód-

szert elégségesség ellen®rzésére, de a módszer nem polinomiális.) A korábban

elégséges mátrixú LCP feladatokra adott algoritmusok gyakorlati szempont-

ból hátrányos tulajdonsága volt, hogy el®re kellett ismerniük az M mátrix

elégségességét. Fukuda, Namiki és Tamura [FNT98] adtak el®ször olyan algo-

ritmust, amely Fukuda és Terlaky [FT92] LCP dualitástételének EP formában

való megfogalmazására épült, és nem igényelte az el®zetes információt a mát-

rix elégségességér®l. Ha az algoritmus ennek hiánya miatt nem tudott tovább

lépni, vagy ciklizálni kezdett, akkor a mátrix nem elégséges voltának polino-
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3. fejezet Az LCP feladat el®fordulásai, néhány gyakorlati alkalmazása

miális méret¶ bizonyítékát szolgáltatta.

A dolgozat másik önálló eredményként az elégséges mátrixokra általánosí-

tott algoritmust úgy egészíti ki, hogy ha a mátrix nem elégséges volta miatt

nem tud továbblépni, vagy ciklizálni kezd, akkor a mátrix nem elégségességének

polinomiális méret¶ bizonyítékát adja. Vagyis olyan esetben mikor nem ismert

a feladat mátrixának elégségessége, akkor is alkalmazhatjuk az algoritmust, az

véges id®n belül leáll.

Az így módosított algoritmus végességének bizonyítása egyben új, kon-

struktív bizonyítást jelent a lineáris komplementaritás dualitástételének, EP

tétel alakjában megfogalmazott er®sebb változatára.

3. Az LCP feladat el®fordulásai, néhány gyakorlati

alkalmazása

Az LCP feladat rendkívül széles körben felmerül® probléma mind mérnöki,

mind pedig gazdasági feladatokban. A fejezet a teljesség igénye nélkül átte-

kinti az LCP feladat néhány gyakoribb el®fordulási formáját. A példák között

vannak olyan LCP feladatok, melyeknél még többet is lehet tudni a mátrixról

minthogy elégséges, azonban vannak olyanok is, melyek mátrixa nem feltétlen

elégséges.

A komplementaritási feltétel általánosan a következ®t jelenti: két nem nega-

tív változó szorzatának nullának kell lennie. Ilyen típusú feltételek leggyakrab-

ban egyensúlyi feladatokban, illetve gazdasági és mérnöki jelleg¶ problémákból

adódnak. A komplementaritás gazdasági jelentése, hogy két tevékenység közül

legfeljebb az egyiket végezzük.

3.1. Kvadratikus és lineáris programozás

A konvex kvadratikus programozási feladatok vizsgálata motiválta az els® LCP

feladatokat. A kvadratikus programozási feladat a következ®:

min c
T
x +

1

2
x
THx

Ax � b

x � 0

(QP)

ahol c 2 Rn ; b 2 Rm , H 2 Rn�n , A 2 Rm�n . A Karush-Khun-Tucker optima-

litási feltételek alapján: Ha x� minimumhely, akkor

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 7



3. fejezet Az LCP feladat el®fordulásai, néhány gyakorlati alkalmazása

9�� 2 Rm

� , �
� 2 Rn

� melyekre (x�;�
�;��) kielégíti a

Hx+ c+ AT�� � = 0

Ax� b � 0

x;�;� � 0

�T (Ax� b) = 0

�T
x = 0

rendszert. Bevezetve az y = �(Ax � b) változót, és �gyelembe véve, hogy

nem negatív változók skaláris szorzata akkor és csak akkor nulla, ha a Hada-

mard szorzatuk a null vektor, a következ® lineáris komplementaritási feladatot

kapjuk: �
�

y

�
�
�

H AT

�A 0

��
x

�

�
=

�
c

b

�
x;�;y;� � 0 (LCPQP )�
x

�

�
�
�
�

y

�
= 0

Amennyiben a H mátrix pozitív szemide�nit (PSD) mátrix, akkor a (QP)

feladat konvex kvadratikus feladat, így a Karush-Khun-Tucker feltételek elég-

ségesek is [Mu88]. Ebben az esetben az

M :=

�
H AT

�A 0

�

mátrix biszimmetrikus. De�níció szerint könnyen látható, hogy a biszimmet-

rikus mátrixok egyben elégségesek is.

A lineáris programozási feladatot a H = 0 választás esetén kapjuk.

3.2. Bimátrix játékok egyensúlyi pontjának keresése

Az LCP feladatok vizsgálata 1963-ban lendült fel, mikor Lemke és Howson

megmutatták, hogy bimátrix játékok egyensúlyi pontjának keresése megfogal-

mazható LCP feladatként.

Tekintsünk egy játékot, melyben két játékos egymástól függetlenül választ

rögzített számú lehet®ségei közül: az I. játékosnak n különböz® választási le-

het®sége van, míg a II. játékosnak m. Egy játék folyamán, ha az I. játé-

kos választása i 2 f1; : : : ; ng, míg a II. játékos választása j 2 f1; : : : ; mg,
akkor az I. játékos nyeresége aij, míg a második játékos nyeresége bij. Az

A = (aij)i=1;:::;n; j=1;:::;m, illetve a B = (bij)i=1;:::;n; j=1;:::;m mátrixok a két játé-

kos ki�zetési mátrixa. Ha aij + bij = 0 minden i és j választás esetén, akkor

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 8



3. fejezet Az LCP feladat el®fordulásai, néhány gyakorlati alkalmazása

nulla érték¶ játékról beszélünk, és ekkor Neumann minimax tételének segítsé-

gével könnyen kaphatunk optimális stratégiát.

Ha a játék értéke nem nulla, akkor bimátrix játékról beszélünk. Ilyen eset-

ben nehéz optimális stratégiát találni, de de�niálhatunk úgynevezett egyensú-

lyi pontot.

Tegyük fel, hogy az I. játékos xi valószín¶séggel választja az i: lehet®ségét, a

II. játékos pedig yj valószín¶séggel választja a j: lehet®ségét. Ekkor az x 2 Rn
illetve az y 2 Rm adja meg a két játékos stratégiáját. Könny¶ látni, hogy a

várható nyereség az I. illetve II. játékos esetén éppen az xTAy illetve az xTBy:

A játékosok lehetséges stratégiái az

x 2 �n =

(
x 2 Rn : x � 0;

nX
i=1

xi = 1

)

illetve

y 2 �m =

(
y 2 Rm : y � 0;

nX
i=1

yi = 1

)

vagyis az n illetve m dimenziós egység szimplex elemei, ezeket nevezzük kevert

stratégiáknak.

Egy (x;y) 2 �n � �m stratégiát egyensúlyi párnak nevezünk, ha egyik

játékosnak sem éri meg attól egyoldalúan eltérnie, vagyis

xTAy � xTAy; minden x 2 �n esetén

xTBy � xTBy; minden y 2 �m esetén

Könnyen látható, hogy az xTAy � xTAy minden x 2 �n esetén feltétel

ekvivalens az

x
TAy � Ai

y; minden i 2 f1; : : : ; ng esetén,

ahol Ai az A mátrix i: sora. A feltételeket összevonva:

(xTAy)em � Ay

ahol em = (1; : : : ; 1)T 2 Rm . Hasonló gondolatmenettel adódik, hogy

(x;y) 2 �n ��m egyensúlyi pár, akkor és csak akkor, ha

(xTAy)en � Ay

(xTBy)em � (xTB)T = BT �x

Feltehet®, hogy A és B minden eleme pozitív, lévén ha A és B minden eleméhez

ugyanazt a rögzített számot adjuk, akkor mindkét játékos várható ki�zetése

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 9



3. fejezet Az LCP feladat el®fordulásai, néhány gyakorlati alkalmazása

ugyanannyival változik. Emiatt (xTAy) > 0 és (xTBy) > 0 is feltehet®.

Bevezetve a � = x=(xTBy), illetve � = y=(xTAy) változókat, illetve az u;v
eltérés változókat, a következ® rendszert kapjuk:�

u

v

�
+

�
0 A

BT 0

��
�

�

�
=

�
en

em

�
�
u

v

�
�
�
�

�

�
= 0 (LCPBIMAT )�

u

v

�
;

�
�

�

�
� 0

Megmutatható, hogy az x = �=
�P

n

i=1 �i
�
; illetve az y = �= (

P
m

i=1 �i) egyen-
súlyi pontja az eredeti feladatnak [Mu88].

3.3. A 0-1 hátizsák feladat: példa NP-teljes

LCP feladatra

Egy adott változóra vonatkozó 0�1 érték¶ségi feltétel könnyen átfogalmazható

komplementaritási feltétellé:

x 2 f0; 1g , 9y:

8<
:

x + y = 1
x; y � 0
xy = 0

Tekintsük a következ® hátizsák feladatot: Adott a = (a1; : : : ; am)
T 2 Zm és

b 2 Z esetén keresünk a

a
T
u = b (1)

u 2 f0; 1gm

rendszer megoldását. Ismert, hogy ez a feladat NP teljes.

A fentiek értelmében az u 2 f0; 1gm felcserélhet® a következ® módon:

a
T
u = b

u+ v = 1

u � v = 0

Egy egyszer¶ csellel korrigáljuk a feltételi mátrix dimenzióját.

Figyeljük meg, hogy az aTu = b feltétel megfogalmazható a következ®képp:

y1 = a
T
u�b � 0

y2 = �aTu+b � 0

y1 � 0; y2 � 0; x1 � 0; x2 � 0

x1 y1 = 0; x2 y2 = 0

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 10



3. fejezet Az LCP feladat el®fordulásai, néhány gyakorlati alkalmazása

ahol x1 illetve x2 az y1 és y2 változókhoz tartozó egyenl®tlenségekben az eltérés

változók szerepét töltik be.

Most már megfogalmazhatjuk a (1) feladatot LCP formában:

�Mu
0

+ v
0

= b
0

u
0

;v
0

� 0

u
0

� v
0

= 0

ahol

M =

2
4 I 0 0

aT �1 0
�aT 0 1

3
5 , b =

0
@ 1

b

�b

1
A

u
0

= (u;y1; y2), v
0

= (v; x1; x2)

3.4. Markov-lánc optimális megállítása

Tekintsünk egy Markov-láncot az E = f1; : : : ; ng véges állapottérrel, és a P

átmenet valószín¶ségi mátrixszal. A lánc tetsz®leges ideig meg�gyelhet®. Egy

adott t id®pillanatban lehet®ségünk van megállítani a folyamatot, vagy továb-

bengedni. Ha a megállás mellett döntünk, akkor a ki�zetés ri amennyiben a

lánc a leálláskor az i 2 E állapotban van. Ha nem állítjuk meg a folyamatot,

az folytatódik a P mátrixnak megfelel® módon, és a következ® lépésben újra

dönthetünk. Célunk meghatározni az optimális leállás id®pontját, ha maxima-

lizálni szeretnénk a várható ki�zetést.

Jelölje vi a stacionárius optimális ki�zetéseket, ha a folyamat az i 2 E

állapotból indul, és legyen ezen értékek vektora a v. Ezt a v vektort kíván-

juk meghatározni, ugyanis ezután az optimális leállás az a pillanat, mikor a

folyamat el®ször látogatja meg az fi 2 E : vi = rig halmazt.

A v vektornak a következ® dinamikus programozásbeli rekurziót kell kielé-

gítenie:

v = max(Pv; r) (2)

ahol a maximum koordinátánként vett maximumot jelent. Könnyen látható,

hogy (2) ekvivalens a következ® feltételekkel:

v � Pv

v � r

(v � r) � (v � Pv) = 0
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Bevezetve az u = v� r változót, a következ® LCP feladatot kapjuk:

�(I � P )r+ q = 0

r;q � 0

r � q = 0

A feladat M := (I �P ) mátrixának a diagonális elemei nem negatívak, illetve

Me = 0 ahol e = (1; : : : ; 1) 2 Rn .

3.5. Beágyazások

A LCP feladat (1) alakja nagyon kötöttnek t¶nik, azonban tetsz®leges méret¶

feladat, ahol nem feltétlen szükséges, hogy minden változónak legyen komp-

lementáris párja, amennyiben az együtthatómátrixnak kiválasztható egy nem

szinguláris négyzetes részmátrixa, melyben az együtthatómátrix komplementá-

ris változókhoz tartozó oszlopai közül legfeljebb az egyik szerepel, beágyazható

(1) alakú LCP feladatba.

Érdekességképpen még megemlítjük, hogy a komplementaritási feltétellel

leírható egy változóra vonatkozó abszolút érték:

jxj = x+ + x�

ahol

x = x+ � x�

x+ � 0; x� � 0

x+x� = 0

4. Mátrixosztályok

A lineáris komplementaritási feladatok vizsgálatát els®sorban aszerint szokás

csoportosítani, hogy milyen mátrixosztályra képes megoldani a feladatot. A

mátrix tulajdonságai természetes módon befolyásolják a megoldáshalmaz tu-

lajdonságait. A következ®kben áttekintjük a f®bb vizsgált mátrixosztályokat.

1. De�níció. Egy mátrix P -beli, ha az összes diagonális menti négyzetes rész-

mátrixának a determinánsa pozitív.

2. De�níció. Egy mátrix P0-beli, ha az összes diagonális menti négyzetes

részmátrixának determinánsa nem negatív.
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3. De�níció. Pozitív de�nitnek (PD) nevezünk M 2 Rn�n mátrixot, ha

8x 2 Rn � f0g esetén xTMx > 0:

4. De�níció. Pozitív szemide�nitnek (PSD) nevezünk M 2 Rn�n mátrixot,

ha 8x 2 Rn esetén xTMx � 0:

5. De�níció. Ferdén szimmetrikusnak (SS) nevezünk egy M 2 Rn�n mátri-

xot, ha MT = �M:

1. Megjegyzés. Figyeljük meg, hogy a szimmetrikus mátrixok osztályán be-

lül P és PD; illetve P0 és PSD megegyeznek.

6. De�níció. Egy M 2 Rn�n mátrix S-beli, ha 9z 2 Rn , melyre z > 0 és

Mz > 0.

7. De�níció. Az M 2 Rn�n mátrix egy � = f�1; : : : ; �kg � f1; : : : ; ng index-
halmazhoz tartozó négyzetes részmátrixát jelölje M��. Egy ilyen részmátrixot

diagonális menti négyzetes részmátrixnak nevezünk.

8. De�níció. Egy M négyzetes mátrixot nem degeneráltnak nevezünk, ha

egyik diagonális menti négyzetes részmátrixának a determinánsa sem nulla.

9. De�níció. Egy M 2 Rn�n mátrix P�(�) 9� melyre

(1 + 4�)
X

i2I+(�)

�
i
[M�]

i
+
X

i2I�(�)

�
i
[M�]

i
� 0

bármely � 2 Rn esetén, ahol

I+(�) = fi 2 f1; : : : ; ng j �
i
[M�]

i
> 0g

I�(�) = fi 2 f1; : : : ; ng j �
i
[M�]

i
< 0g

A P�(�) mátrixok azok a mátrixok, melyekre a bels® pontos módszerek

polinom id®ben megoldják a feladatot (lásd a 4.7 fejezetet).

2. Megjegyzés. P�(�1) $ P�(�2) amennyiben �1 < �2.

Indoklás: A tartalmazás közvetlen látszik a de�nícióból. A szigorú tartal-

mazás a kés®bbi eredményekb®l azonnal következik, lásd például a 47. tételt.

�

3. Megjegyzés. P�(0) � PSD.
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10. De�níció. P� =
[
�

P�(�):

Megjegyzend®, hogy a P�(�) mátrixok esetén a jelenleg ismert bels® pon-

tos módszerek komplexitása függ a � értékét®l. A P� mátrixosztályról álta-

lánosságban nem ismert, hogy a hozzá tartozó LCP feladat polinom id®ben

megoldható lenne.

11. De�níció. Egy M n�n-es mátrixot oszlop elégségesnek nevezünk (CS),
ha @x 2 Rn melyre�

xi (Mx)
i
� 0 minden i 2 f1; : : : ; ng indexre

xj (Mx)
j
< 0 valamely j 2 f1; : : : ; ng indexre

(3)

12. De�níció. Egy M n� n-es mátrixot sor elégségesnek nevezünk (RS), ha
transzponáltja oszlop elégséges, vagyis @x 2 Rn melyre�

xi
�
MTx

�
i
� 0 minden i 2 f1; : : : ; ng indexre

xj
�
MTx

�
j
< 0 valamely j 2 f1; : : : ; ng indexre

(4)

13. De�níció. Egy M n�n-es mátrixot elégségesnek nevezünk, ha egyszerre

oszlop és sor elégséges.

4. Megjegyzés. Egy M 2 Rn�n mátrix pontosan akkor oszlop elégséges, ha

x � (Mx)
i
� 0 esetén x � (Mx)

i
= 0:

Egy M 2 Rn�n mátrix pontosan akkor sor elégséges, ha x �
�
MTx

�
i
� 0 esetén

x �
�
MTx

�
i
= 0:

Bizonyítás: A de�níciók közvetlen következménye. �

A következ®kben megmutatjuk a fenti mátrixosztályok néhány egyszer¶

tulajdonságát, illetve megvizsgáljuk a közöttük lev® összefüggéseket.

1. Lemma. EgyM 2 Rn�n mátrix pontosan akkor ferdén szimmetrikus (SS),
ha �TM� = 0 teljesül bármely � 2 Rn esetén.

Bizonyítás:

Legyen M ferdén szimmetrikus, és � 2 Rn tetsz®leges. Ekkor

�TM� = h�;M�i =


MT�; �

�
= h�M�; �i = ��TM�

ami csak úgy lehetséges, ha �TM� = 0. �

2. Lemma. SS � PSD; P \ SS = ;:
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Bizonyítás:

Az állítás közvetlen adódik a (1) lemmából és a de�níciókból. �

3. Tétel. Minden P� mátrix oszlop elégséges, vagyis P� � CS.

Bizonyítás:

Legyen M 2 Rn�n egy P� mátrix, és tegyük fel hogy valamely � 2 Rn vektorra

� � (M�) � 0. Ekkor I+(�) = 0: Emiatt a P� mátrixok de�nícióját felhasználva

0 �
X

i2f1;:::;ng

�i(M�)i =
X

i2I�(�)

�i(M�)i � 0

vagyis X
i2f1;:::;ng

�
i
(M�)i =

X
i2I�(�)

�
i
(M�)i = 0:

Emiatt �i(M�)i = 0 bármely i 2 f1; : : : ; ng esetén, vagyis M oszlop elégséges.

�

A következ® tétel megmutatja, hogy a P� mátrixosztály tartalmazza az

igen fontos PSD és P mátrixokat. Ennek igazolásához de�niáljuk a következ®

értékeket:

14. De�níció. Egy M 2 Rn�n
mátrix esetén legyen

�min(M) = min
k�k=1

�TM�;

(M) = min
k�k=1

max
i2f1;:::;ng

�
i
(M�)i:

De�níció alapján nyilvánvaló, hogy M 2 PSD akkor és csak akkor, ha

�min(M) � 0, illetve M 2 P akkor és csak akkor, ha (M) > 0. Valójában

�min(M) nem más, mint az (M +MT )=2 szimmetrikus mátrix minimális sajá-

tértéke. Egy M 2 P mátrix nem szinguláris, és M 2 P akkor és csak akkor,

ha M�1 2 P . Emiatt a (M�1) érték jól de�niált.

15. De�níció. Egy M 2 P mátrix esetén de�niáljuk a

�(M) =
p
(M)(M�1)

értéket.

Megmutatható, hogy 0 < �(M) � 1=
p
n tetsz®leges M 2 P mátrix esetén.
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4. Tétel. ([KMNY91])

i, PSD = P�(0) � P�:

ii, Legyen M 2 P . De�niáljuk a

�� = max

�
��min(M)

4(M)
; 0

�

��� =
1

4�(M)

számokat. Ekkor M 2 P�(�
�) \ P�(�

��) = P�(minf��; ���g); és így
P � P�.

Bizonyítás:

Az i; állítás nyilvánvaló a de�níciókból, tehát a ii; bizonyítására szorítkozunk.

Tegyük fel, hogy M 2 Rn�n egy P mátrix. A �min(M) és (M) számok

de�níciója alapján

�TM� � �min(M) k�k2

max
i2f1;:::;ng

�
i
(M�

i
) � (M) k�k2

tetsz®leges � 2 Rn esetén. Lévén M 2 P; így (M) > 0. Emiatt

�TM� + 4��
X

i2I+(�)

�i(M�)i � �TM� + 4��(M) k�k2

� �min(M) k�k2 + 4��(M) k�k2

� �min(M) k�k2 �
�min(M)

(M)
(M) k�k2

= 0

tetsz®leges � 2 Rn esetén. Vagyis megmutattuk, hogy M 2 P�(�
�). Mivel

M�1 is P mátrix, így

max
i2f1;:::;ng

�
i
(M�)i � (M�1) k�k2 :

A fenti képletben a � vektort az M� vektorra cserélve

max
i2f1;:::;ng

�i(M�)i � (M�1) kM�k2

adódik tetsz®leges � 2 Rn esetén. A korábbiak felhasználásával kapjuk, hogy

max
i2f1;:::;ng

�
i
(M�)i � �(M) k�k kM�k � ��(M)�TM�:
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Emiatt tetsz®leges � 2 Rn esetén

�TM� + 4���
X

i2I+(�)

�
i
(M�)i � �TM�+4��� max

i2f1;:::;ng
�
i
(M�)i

� �TM�+4����(M)�TM�

= 0;

vagyis M 2 P�(�
��). �

5. Megjegyzés. ([KMNY91]) Általános estben nem állítható, hogy a fenti ��

vagy ��� lenne a kisebb.

Bizonyítás:

Legyen a 2 R és tekintsük a következ® P mátrixokat:

M =

�
1 2a
0 1

�
és M�1 =

�
1 �2a
0 1

�
:

Egyszer¶ számolással adódik, hogy

�min(M) = 1� jaj ;

(M) = (M�1) = �(M) =
1

2

�
1�

jaj
p
a2 � 1

�
;

és így

�� = maxfjaj � 1; 0g���:

Vagyis �� < ��� ha jaj < 2; és �� > ��� ha jaj > 2. �

Megemlítjük, hogy az összes eddig említett mátrix osztály (P0; CS; P�;

P�(�); PSD; P; PD; SS) rendelkezik azzal a szép tulajdonsággal, hogy tet-

sz®leges diagonális részmátrixuk, is a megfelel® mátrix osztályba tartozik.

A fejezetet Väliaho eredményével zárjuk:

5. Tétel. ([Val96b]) A P� mátrixosztály megegyezik az elégséges mátrixok

osztályával.
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4.1. Példák

Az el®z® fejezet folytatásaként példákat mutatunk az egyes mátrixosztályokra,

illetve arra, hogy az egyes mátrixosztályok különböz®ek.

PSD

SS

P

CS
SUFFICIENT

P*= Po

Néhány további példa:

6. Állítás. A

�
0 1
0 1

�
mátrix oszlop elégséges, de nem sor elégséges.

7. Állítás. A

�
0 0
1 1

�
mátrix sor elégséges, de nem oszlop elégséges.

8. Állítás. Az

�
1 �3
0 1

�
mátrix P mátrix, de nem pozitív de�nit (PD).

4.2. Mátrixosztályok és az LCP

A következ®kben megvizsgáljuk, hogy az M mátrix tulajdonságai hogyan be-

folyásolják a megoldhatóságot, a megoldás egyértelm¶ségét, illetve a megol-

dáshalmaz tulajdonságait.

9. Tétel. ([CPS92]) Egy M 2 Rn�n mátrix S-beli () ha az

�Mu + v = q (5)

u;v � 0

feladatnak tetsz®leges q 2 Rn vektor esetén van megengedett megoldása.

Bizonyítás:

Mivel az M egy S mátrix, így van olyan z 2 Rn vektor, melyre z > 0 és

Mz > 0: Ekkor egy megfelel®en nagy � szám esetén

�Mz = M(�z) � �q;
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vagyis a u = �z; v = q�M(�z) � 0 megoldása a (5) rendszernek.

Megfordítva, ha a (5) rendszer megoldható tetsz®leges q esetén, akkor vá-

lasszunk egy q < 0 vektort. Ekkor a (5) rendszer egy tetsz®leges megoldása

bizonyítja hogy az M egy S mátrix. �

10. Állítás. Minden P mátrix egyben S mátrix is.

Bizonyítás:

Indirekt bizonyítunk. Tegyük fel, hogy azM nem S mátrix, vagyis nincs olyan

z vektor, melyre

Mz > 0

z > 0

Ez persze a homogenitás miatt azzal ekvivalens, hogy nincs olyan z vektor,

melyre

Mz � 1

z � 1

A Farkas lemma alapján ekkor van olyan u vektor, melyre

MT
u+ v � 0

u;v � 0

1
T
u+ 1

T
v = 1 (6)

Ha v = 0 akkor (6) alapján u 6= 0; vagyis u  0 melyre MTu � 0. Ha

azonban v 6= 0 akkor MTu � 0; amib®l ismét u 6= 0 következik. Mindkét

esetben tehát az u 6= 0 vektorra u � (MTu) � 0; mely ellentmond a kés®bbi

(20) tételnek, így az M nem P mátrix, ellentmondás. �

A következ® tételben szintén használni fogjuk a kés®bbi (20) tétel eredmé-

nyeit, mely tétel a P mátrixok jellemzésével foglalkozik.

11. Tétel. ([CPS92]) EgyM 2 Rn�n mátrix esetén a következ®k ekvivalensek.

i, M 2 P .

ii, Az LCP (q;M) feladatnak bármely q 2 Rn vektor esetén egyértelm¶

megoldása van.

Bizonyítás:

A (10. és 9.) tételek alapján tudjuk, hogy a

�Mu + v = q

u;v � 0
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rendszer tetsz®leges q vektor esetén megoldható. Ezen észrevételb®l, illetve a

(4) és (36) tételekb®l következik, hogy az LCP feladat megoldható.

Az egyértelm¶ség bizonyításához tekintsünk egy (u0;v0) másik megoldást.

Ekkor

v � v
0 = M(u� u

0)

0 � (u� u
0) � (v � v

0) = (u� u
0) �M(u � u

0)

ez a (20) tétel alapján csak úgy lehetséges, ha 0 = u � u0 és így 0 = v � v0,

vagyis a két megoldás megegyezik.

Most tegyük fel indirekt, hogy azM nem P mátrix. Ekkor a (20) tétel alapján

van olyan z 6= 0 vektor, melyre z � (Mz) � 0 teljesül. Legyen z+ = max(0; z)
és z� = max(0;�z) a z vektor pozitív, illetve negatív része. Mivel z 6= 0

így z+ 6= z�. Hasonlóan, legyen u+ = max(0;Mz) és u� = max(0;�Mz).
Vegyük észre, hogy z = z+ � z�, illetve Mz = u+ � u�. De�niáljuk a

q = u
+ �Mz

+ = u
� �Mz

�

vektort. Ekkor a konstrukció alapján z � u = 0; vagyis z+;u+ megoldása az

LCP (q;M) feladatnak. Könnyen látható, hogy ugyanez igaz a z�;u� vektor

párra, vagyis az LCP (q;M) megoldása nem egyértelm¶, ami ellentmond a

feltevésünknek. �

Megemlítjük a következ® eredményeket:

12. Tétel. ([CPS92]) A következ®k ekvivalensek.

i, Ha x1 és x2 az LCP (q;M) feladat két tetsz®leges megengedett komple-

mentáris megoldása, akkor Mx1 = Mx2:

ii, M 2 P0 és bármely � = f�1; : : : ; �kg � f1; : : : ; ng indexhalmazra,

melyre det(M��) = 0 az M � index¶ oszlopai lineárisan függetlenek.

13. Tétel. (Jansen) Egy lineáris komplementaritási feladat megoldáshalmaza

poliedrikus halmazok véges uniója.

14. Tétel. (Cottle, Pang, Venkateswaran [CPV89]) Legyen adott az LCP (q;M)
feladat. A következ®k ekvivalensek:

i, Az LCP (q;M) megoldáshalmaza poliedrikus.

ii, Az LCP (q;M) megoldáshalmaza konvex.

iii, Az LCP (q;M) tetsz®leges (u1;v1) és (u2;v2) megengedett komplemen-

táris megoldására teljesül, hogy

u
T

1 v2 = u
T

2 v1 = 0: (7)
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iv, Van olyan komplementáris �,�� 2 f1; : : : ; ng indexhalmaz, melyre az

LCP (q;M) feladat bármely (u;v) megoldására

v� = q� +M��u� = 0

v�� = q�� +M���u� � 0 (8)

u� � 0

u�� = 0:

Bizonyítás:

(i)) (ii) : Nyilvánvaló, minden poliéder konvex.

(ii) ) (iii) : Legyen (u1;v1) és (u2;v2) az LCP (q;M) két megoldása. A

konvexitási feltevés alapján az (u;v) = �(u1;v1) + (1 � �)(u2;v2) vektor is
megoldás minden � 2 (0; 1) esetén. Ennek komplementaritását felírva adódik,

hogy

0 =
�
�v1 + (1� �)v2

�T �
�u1 + (1� �)u2

�
= �(1� �)

h�
v
1
�T
u
2 +

�
v
2
�T
u
1
i

melyb®l �(1� �) 6= 0 miatt az állítás következik.

(iii)) (iv) Az állításban szerepl® indexhalmaz nem más mint az

� = fi : ui > 0 valamely (u;v) megoldás eseténg

indexhalmaz. A de�nícióból következik, hogy i 2 �� akkor és csak akkor, ha

ui = 0 bármely (u;v) megoldás esetén. Legyen (�u; �v) tetsz®leges megoldás.

Elegend® megmutatnunk, hogy �v� = 0: Válasszunk egy tetsz®leges i 2 �

indexet. Ekkor ui > 0 valamely (u; v) megoldásra. Felhasználva a (7) feltételt

u1 = u és u2 = �u választás mellett adódik, hogy �vi = 0; vagyis �v� = 0;
bizonyítva állításunkat.

(iv)) (v) Jelölje U a (8) rendszer megoldáshalmazát. Könnyen látható, hogy

U poliedrikus, és éppen az LCP (q;M) feladat megoldáshalmazát de�niálja.

�

A fenti tétel ad ugyan szükséges és elégséges feltételt a megoldáshalmaz

konvexitására, azonban csak rögzített q vektor esetén. A következ® tétel ebben

az irányban általánosítja a fenti eredményt.
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15. Tétel. (Cottle, Pang, Venkateswaran [CPV89]) Legyen adott egy

M 2 Rn�n mátrix. A következ®k ekvivalensek:

i, Tetsz®leges q 2 Rn vektor esetén az LCP (q;M) megoldáshalmaza (eset-

legesen üres) konvex.

ii, Az M mátrix oszlop elégséges.

Bizonyítás:

(i) ) (ii) : Tegyük fel indirekt, hogy az M mátrix nem oszlop elégséges.

Ekkor van olyan x vektor, melyre xi(Mx)i � 0 bármely i = 1; : : : ; n ese-

tén, és xj(Mx)j < 0 legalább egy j indexre. Legyen u+ = x+ = max(x; 0)
és u� = x� = max(�x; 0) ahol a maximumot koordinátánként értelmez-

zük. Hasonló módon, legyen v+ = (Mx)+ és v� = (Mx)�: De�niáljuk a

q = v+ � Mx+ vektort. Vegyük észre, hogy q = v� � Mx� is teljesül.

Könnyen látható, hogy (u+;v+) és (u�;v�) az LCP (q;M) feladat egy-egy

megoldása az általunk de�niált q vektorra nézve. Azonban vagy u+
j
v�
j
> 0

vagy u�
j
v+
j
> 0 attól függ®en, hogy xj > 0 vagy xj < 0. Ez azonban a (14)

tétel alapján ellentmond a megoldáshalmaz konvexitásának.

(ii)) (i) : Legyen adott egy q 2 Rn vektor. Feltehetjük, hogy az LCP (q;M)
feladatnak legalább két megoldása van, ellentkez® esetben nincs mit bizonyí-

tani. Legyen tehát (u1;v1) és (u2;v2) két megoldás. Ekkor

0 � (u1 � u2) � (v1 � v2) = (u1;v1) � (M(u1 � u2)) (9)

Az M mátrix oszlop elégségességéb®l következik, hogy a (9) jobboldali kife-

lyezése azonosan nulla, ami miatt végig egyenl®ségnek kell teljesülnie, vagyis

u1 � v2 = u2 � v1 = 0 teljesül. Felhasználva a (14) tétel eredményeit, a megol-

dáshalmaz konvexitását kapjuk. �

16. Tétel. ([CPS92]) EgyM 2 Rn�n mátrix esetén a következ®k ekvivalensek:

i, M nem degenerált.

ii, Az LCP (q;M) feladatnak bármely q 2 Rn vektor esetén véges sok meg-

oldása van.

iii, Bármely q 2 Rn esetén, bármely megengedett komplementáris megoldás

(ha létezik) lokálisan egyértelm¶.

Bizonyítás:

(i)) (ii) : Tegyük fel hogy M nem degenerált, de valamely q vektor esetén az
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LCP (q;M) feladatnak végtelen sok megoldása van. Válasszuk a megoldások-

nak egy olyan végtelen számosságú részhalmazát, melyben a komplementáris

változó párok közül az egyik mindig nulla szinten van, és legyen ezek indexhal-

maza �. Ekkor szükségszer¶en a [�M; I]f1;:::;ng��;f1;:::;ng�� szinguláris. Ennek

a mátrixnak a felépítése azonban �
M�� 0
M� I

�

Itt az � nem lehet az üres halmaz, mert az egységmátrix nem szinguláris. De

ekkor az M�� mátrix szinguláris, ellentmondásban M nem degeneráltságával.

(ii)) (iii) : Nyilvánvaló.
(iii) ) (i) : Tegyük fel, hogy valamely � indexhalmazra az M�� diagonális

menti részmátrix szinguláris. Legyen u� 6= 0 olyan vektor, melyreM��u� = 0.

De�niáljuk a q = �M��e� vektort, ahol e� = (1; : : : ; 1). Legyen q�� olyan,

hogy

q�� +M���(e� + �u�) � 0

minden elég pici � � 0 esetén. Az így de�niált q = (q�;q��), és a

z = (z�; z��) = (e� + �u�; 0)

vektorra a z megoldása az LCP (q;M) feladatnak tetsz®leges olyan pici � � 0
esetén, melyre még z� � 0: Ez azonban ellentmond a feltételünknek. �

A (16) tétellel kapcsolatban megjegyezzük, hogy természetesen minden P

mátrix nem degenerált.

Megemlítünk néhány eredményt az LCP feladatok megoldáshalmazának

egyéb tulajdonságairól:

17. Tétel. ([JG98]) Az LCP (q;M) feladatnak, amennyiben M 2 P0, akkor

vagy nincs megoldása, vagy 1 megoldása, vagy végtelen sok megoldása van.

18. Tétel. ([JG98]) Az LCP (q;M) feladatnak, amennyiben M 2 P0, akkor

ha a megoldáshalmaz korlátos, akkor összefügg®.

19. Tétel. ([JG98]) Az LCP (q;M) feladatnak, amennyibenM 2 P0, akkor és

csak akkor van egyértelm¶ megoldása, ha van lokálisan egyértelm¶ megoldása.

Végül a mátrixosztályok további vizsgálata el®tt bevezetjük a legtöbb pivot

típusú algoritmus által használt diagonális menti blokk pivotálási m¶veletet.
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16. De�níció. Legyen M 2 Rn�n ; ennek M�� egy diagonális menti nem szin-

guláris részmátrixa. Az általánosság rovása nélkül feltehet®, hogy

� = f1; : : : ; rg. Ekkor az �
M�� M���

M��� M����

�

mátrix az M�� részmátrixhoz tartozó blokk pivotálási m¶velet után:�
M�1

��
M�1

��
M���

M���M
�1
��

M���� �M���M
�1
��
M���

�

Algebrailag az történik egy ilyen blokk pivot során, hogy a
�
y�

y��

�
= M

�
x�

x��

�
rendszerben felcsréltük az y� és x� változók szerepét. Egy M 2 Rn�nmátrix

és � � f1; : : : ; ng esetén, ha M�� nem szinguláris, akkor az � indexhalmazhoz

tartozó blokk pivotálási m¶veletet jelölje ��.

Az általunk vizsgált mátrixosztályok mindegyike olyan, hogy (P0; CS; P�;

P�(�); PSD; P; PD; SS) rendelkezik azzal a szép tulajdonsággal, hogy zártak

a fenti blokk pivotálási m¶veletre nézve.

4.3. P és P0 mátrixok

Ebben a fejezetben ismertetjük a P és P0 mátrixok alapvet® tulajdonságait.

20. Tétel. (Fiedler, Pták [FP66]) Egy M 2 Rn�n mátrix esetén a következ®k

ekvivalensek:

i, M 2 P:

ii, Tetsz®leges x 2 Rnnf0g vektor esetén van olyan i index, melyre

xi (Mx)
i
> 0; Vagyis ha x � (Mx) � 0 akkor x = 0.

iii, Tetsz®leges x 2 Rn vektor esetén van olyan Dx szigorúan pozitív átlójú

diagonális mátrix, hogy xTDxMx > 0

iv, Tetsz®leges x 2 Rn vektor esetén van olyan Hx nem negatív átlójú dia-

gonális mátrix, hogy xTHxMx > 0:

v, Az M mátrix, csak úgy mint bármely diagonális menti részmátrixának

valós sajátértékei pozitívak.

Bizonyítás:

(i)) (ii) : Tegyük fel indirekt, hogy van olyan x 6= 0 vektor, melyre

x � (Mx) � 0 minden i = 1; : : : ; n indexre. Legyen J � f1; : : : ; ng azon
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indexek halmaza, melyekre xi 6= 0: Olyan x vektort tekintettünk, melyre a

J indexhalmaz nem üres. Mivel M egy P mátrix, így det(MJJ) 6= 0; és
így MJJxJ 6= 0: Ekkor van olyan D nemnegatív átlójú, nem azonosan nulla,

jJ j�jJ jméret¶ diagonális mátrix, melyreMJJxJ = �DxJ . Vagyis az (M+D)
mátrix szinguláris, emiatt

0 = det(M +D) =
X

I[K=f1;:::;ng

detDII detMKK

ami nem lehetséges a P mátrix osztály de�níciója, és a D tulajdonságai miatt.

(ii) ) (iii); Legyen x 6= 0; és i olyan index, melyre xi(Mx)i > 0. A feltétel

szerint választható ilyen index. Kell®en pici � > 0 esetén

xi(Mx)i + �
X
j 6=i

xj(Mx)j > 0:

Vagyis a Dx = diag(dk), ahol di = 1; dj = � ha i 6= j megfelel®.

(iii)) (iv) : Az következtetés semmitmondó.

(iv) ) (v) : Legyen ; 6= I � f1; : : : ; ng indexhalmaz, illetve � és xI az MII

mátrix sajátértéke a hozzá tartozó sajátvektorral. Egészítsük ki az xI vektort

nullákkal n dimenzióssá. A feltétel alapján ekkor van olyan nem negatív átlójú

diagonális H mátrix, melyre xTHMx > 0: De ekkor

0 < x
T

I
HIMIIxI = �xT

I
HIxI = �xTHx: (10)

A H mátrix de�níciója miatt xTHx � 0; így (10) csak úgy teljesülhet, ha

� > 0:
(v) ) (i) : Mivel az M mátrix valós, így a komplex sajátértékek a konjugált

párjukkal együtt szerepelnek. Egy nem nulla komplex szám és konjugáltjának

a szorzata mindig pozitív. Mivel egy mátrix determinánsa a sajátértékeinek a

szorzata, az állítás következik.

Megemlítjük, hogy a (ii) ) (v) közvetlen is könnyen bizonyítható: Legyen

ugyanis � azM egy valós sajátértéke az x sajátvektorral. Mivel � valós, így az

x is. A feltétel szerint van olyan i index, melyre xi(Mx)i = �x2
i
> 0; amib®l

� > 0 következik. �

21. Tétel. ([CPS92]) EgyM 2 Rn�n mátrix esetén a következ®k ekvivalensek:

i, M 2 P0:

ii, Tetsz®leges x 2 Rn vektor esetén van olyan i index, melyre xi (Mx)
i
� 0:

iii, Az M mátrix, csak úgy mint bármely diagonális menti részmátrixának

valós sajátértékei nem negatívak.
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iv, Az M + �I P mátrix tetsz®leges � > 0 esetén.

Bizonyítás:

(i)) (iv) : Tetsz®leges D diagonális mátrix esetén

det(M +D) =
X
�

detD�� det(M����)

ahol a szumma a f1; : : : ; ng összes részhalmazára megy. Mivel az M mátrix

P0; így az összeg összes tagja nem negatív. De az � = f1; : : : ; ng választás

esetén a megfelel® összeadandó értéke �n. Emiatt det(M + �I) > 0. Mivel

egy P0 mátrix tetesz®leges diagonális menti részmátrixa is nyilvánvalóan P0

mátrix, így az állítás következik.

(iv) ) (ii) : Legyen z 6= 0 adott. Mivel M + �I tetsz®leges � > 0 esetén P

mátrix, így a (20) tétel alapján van olyan i index melyre zi((M + �I)z)i > 0:
Legyen f�kg egy szigorúan felülr®l nullához tartozó sorozat. Van olyan j index,

melyre végtelen sok �k esetén zj((M + �I)z)j > 0: Ha k !1 akkor �k ! 0; és
zj(Mz)j � 0:
(ii) ) (iii); (iii) ) (i) : Analóg módon bizonyítható a P mátrixokra vonat-

kozó tételhez. �

22. Tétel. ([Mu88]) M 2 P akkor tetsz®leges � � f1; : : : ; ng indexhalmaz-

hoz, melyre M�� nem szinguláris, az � indexhalmazhoz tartozó blokk pivot

transzformáltja is P mátrix.

23. Tétel. ([Mu88])M 2 P akkor és csak akkor, ha tetsz®leges � � f1; : : : ; ng
esetén, melyre M�� nem szinguláris, az � indexhalmazhoz tartozó blokk pivot

transzformáltja esetén a diagonális elemek pozitívak.

A (20). tétel v; pontja motiválja a P mátrixok sajátértékeinek a vizsgálatát.

24. Tétel. Egy M 2 R2�2 P mátrix sajátértékeinek valós része pozitív.

Egy M 2 R2�2 P0 mátrix sajátértékeinek valós része Nem negatív.

Egy M 2 Rn�n ahol n � 3 P mátrix sajátértékeinek valós részére nincs álta-

lános alsó korlát.

Bizonyítás:

Legyen M =

�
a b

c d

�
egy P mátrix. De�níció szerint

M 2 P () (a > 0; d > 0; ad� bc > 0):
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A sajátértékek

�1;2 =
a+ d�

p
(a� d)2 + 4bc

2
:

Ha (mindkét) sajátérték valós, akkor azt kell megmutatni hogy

a+ d�
p

(a� d)2 + 4bc > 0;

ami azzal eqvivalens hogy ad > bc: Ha �1; �2 =2 R akkor a valós rész a+d
2

ami

a feltevés szerint pozitív.

A P0 mátrixok esetén egyenez az érvelés teljesül a > helyett � relációkkal.

Tekintsük az

M(a) =

0
@1 0 a

1 1 0
0 1 1

1
A

mátrixokat. Az összes 1 � 1 és 2 � 2 méret¶ diagonális menti részmátrix

determinánsa 1; míg det(M(a)) = 1 + a; így M(a) a P mátrixok osztályába

tartozik, ha a > �1. Az M(a) mátrix sajátértékei az

1 + a1=3; 1�
1

2
a1=3 + i

p
3

2
a1=3

és

�(a) = 1�
1

2
a1=3 � i

p
3

2
a1=3

számok, melyre

lim
a!1

real�(a) = �1:

Magasabb dimenzióra az M(a) mátrix könnyen kiterjeszthet® tetsz®leges po-

zitív f®átlójú diagonális mátrix hozzáillesztésével. �

6. Megjegyzés. Mivel P� � P0, így tetsz®leges M 2 R2�2 P� mátrix sajátér-

tékeinek valós része nem negatív. Az állítás éles, lévén az SS � P� mátrixoknak

tisztán képzetes sajátértékeik vannak.

25. Állítás. Az M négyzetes mátrix P mátrix akkor és csak akkor, ha van

olyan x � 0 vektor, melyre Mx > 0, és M csakúgy mint minden blokk pivot

transzformáltjának
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A fejezet zárásaként megemlítünk egy további eredményt a P mátrixok

sajátértékeir®l.

26. Állítás. ([Kel72]) Komplex számok egy f�1; : : : ; �ng halmaza sajtáértékei

egy n� n-es P mátrixnak (P0 mátrixnak) akkor és csak akkor, ha a

nY
i=1

(t + �i) =
nX
i=0

bit
i

polinomra bi > 0 (b � 0) teljesül i = 1::n esetén.

A nem nulla � = rei� komplex szám egy n� n-es P mátrix sajátértéke akkor

és csak akkor, ha j�� �j > �=n.

4.4. Elégséges mátrixok

Az elégséges mátrixokat el®ször Cottle és társszerz®i [CPV89] vezették be.

Megmutatták, hogy ezek a P -mátrixok és a PSD mátrixok általánosításai.

Kés®bb Hertog és társszerz®i [HRT93] igazolták, hogy az elégséges mátrixok

éppen azok a mátrixok, melyekre a szokásos minimál index szabályú criss-

cross módszer bármely jobboldali q vektor esetén véges lépésben vagy talál

egy megoldást, vagy kimutatja hogy az LCP nem megoldható.

A továbbiakban megmutatjuk az elégséges mátrixok néhány alapvet® tu-

lajdonságát. A lemma kimondása el®tt bevezetjük a szigorúan el®jelfordító,

illetve szigorúan el®jeltartó vektorok fogalmát.

17. De�níció. Egy x 2 R2n
vektort szigorúan el®jelfordítónak nevezünk, ha

xix�{ � 0 minden i = 1; : : : ; n indexre

xix�{ < 0 valamely i 2 f1; : : : ; ng indexre

Egy x 2 R2n
vektort szigorúan el®jeltartónak nevezünk, ha

xix�{ � 0 minden i = 1; : : : ; n indexre

xix�{ > 0 valamely i 2 f1; : : : ; ng indexre

Vezessük be a

V :=
�
(u;v) 2 R2n j [�M; I](u;v) = 0

	
illetve a

V ? :=
�
(x;y) 2 R2n j [I;MT ](x;y) = 0

	
altereket.
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27. Lemma. A V illetve V ? R2n
alterek egymás ortogonális kiegészít® alterei.

Bizonyítás: El®ször az ortogonalitást bizonyítjuk:

(u;v)T (x;y) = (u;Mu)T (�MT
y;y) = �uTMT

y + u
TMT

y = 0

Az ortogonalitásból azonnal következik a függetlenség. Marad, hogy megmu-

tassuk, hogy direkt összegük éppen az R2n . Ismert összefüggés, hogy tetsz®le-

ges ' : V ! V lineáris leképezés esetén

dimV = dim Im'+ dimker'

Persze dimR2n = 2n, és mind a [�M; I] illetve [I;MT ] képtere nyilvánvalóan n
dimenziós, így magterük 2n� n = n is, vagyis a magterek függetlensége miatt

a direkt összeg dimenziója 2n: �

28. Lemma. Egy M 2 Rn�n elégséges mátrix akkor és csak akkor, ha a V

altérben nincs szigorúan el®jelfordító vektor, illetve a V ?
altérben nincs szigo-

rúan el®jeltartó vektor.

Bizonyítás: Ha lenne a V altérben szigorúan el®jelfordító vektor, mondjuk

az (u;v), akkor

0  u � v = u �Mu

ami ellentmondás. Ha pedig a V ? altérben lenne szigorúan el®jeltartó vektor,

például (x; y) akkor

0 � x � y = �y�MT
y

0  y�MT
y

ami ismét ellentmondás. �

18. De�níció. Legyen adott egy S vektorhalmaz, melynek tagjait a J hal-

mazzal indexeltük. Legyen továbbá a JB � J olyan, hogy tagjai az S egy

bázisát alkotják. Jelölje JN = JnJB, a nem bázisbeli vektorok indexhalma-

zát. Ekkor a JB bázishoz tartozó rövid pivot tábla az M 2 RjJBj�jJN j mátrix,

amelyre mij a j 2 JN index által jelölt vektor JB szerinti el®állításának i 2 JB
index által jelölt bázisvektor együtthatóját adja meg.

A következ® lemmára a mátrixok el®jelszerkezetének vizsgálatakor lesz szük-

ségünk, mely el®jelszerkezet valójában a 7. fejezetben az elégséges mátrixok

általunk felhasznált minden tulajdonságát tartalmazza.
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29. Lemma. (Cottle, Pang és Venkateswaran [CPV89]) Legyen M elégséges

mátrix, B bázis,

�M = [ �mij : i 2 JB; j 2 JN ]

a hozzá tartozó rövid pivot tábla. Ekkor a következ® állítások teljesülnek:

i, �mi�{ � 0 minden i 2 JB indexre, továbbá

ii, minden i 2 JB indexre, ha �mi�{ = 0 akkor �mi�j = �mj�{ = 0
vagy �mi�j � �mj�{ < 0 minden j 2 JB; j 6= i esetén.

Bizonyítás: Vezessük be a következ® jelölést: A := [�M; I], ahol az

oszlopokat indexeljük rendre a f1; : : : ; n; �1; : : : ; �ng halamaz elemeivel. A lemma

szerint M oszlop elégséges akkor és csak akkor, ha @x 2 R2n melyre Ax = 0 és

xix�{ � 0 minden i 2 f1; : : : ; ng-re és 9i 2 f1; : : : ; ngmelyre xix�{ < 0. Vagyis

x olyan szigorúan el®jel fordító vektor, melyre Ax = 0.

(i) : Indirekt bizonyítunk. Tegyük fel hogy i 2 JB olyan, hogy �mi�{ < 0.
De�níció szerint a�{ =

P
j2JB

� �mj�{ aj, vagyis az

x =

8<
:

�mj�{; ha j 2 JB
1; ha j = �{
0; egyébként

vektorra Ax = 0. De ekkor az x szigorúan el®jelfordító:

xjx�j =

�
0; ha j 6= i, mert ekkor j vagy �j bázison kívüli

�mi�{ < 0; ha j = �{

ellentmondás.

(ii) : Indirekt bizonyítunk. Tegyük fel, hogy �mi�{ = 0, és i; j két olyan

index mely sérti a tétel állítását. De�níció szerint ismét a�{ =
P
k2JB

� �mk�{ ak

illetve a�j =
P
k2JB

� �mkj ak, és de�niáljuk az

(y1)k =

8<
:

�mk�{; ha k 2 JB
1; ha k = �{
0; egyébként

illetve (y2)k =

8<
:

�mk�j; ha k 2 JB
1; ha k = �j
0; egyébként

vektorokat. A tétel (b) része kétféleképpen sérülhet:
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1. eset: �mi�{ = 0 és �mi�j � �mj�{ > 0. Ekkor, ha �mj�j = 0; akkor az
x = y1 � �mi�j y2 vektorra Ax = 0 és szigorúan el®jelfordító. Figyelembe véve

hogy k = j esetén

xkx�k =
�
�mj�{ � �mi�j �mj�j

� �
�m�j�{ � �mi�j � 1

�
= � �mj�{ �mi�j < 0

illetve k = i esetén

xkx�k =
�
�mi�{ � �mi�j �mi�j

� �
1� �mi�j �m�{�j

�
= � �mi�j � �mj�{ < 0

továbbá hogy k =2 fi; jg esetén k vagy �k bázison kívüli mind y1 illetve y2

esetén, kapjuk hogy

xkx�k

8<
:

= 0; ha k =2 fi; jg
< 0; ha k = j

< 0; ha k = i

ellentmondás.

Ha pedig �mj�j > 0 (az (a) eset értelmében már tudjuk hogy �mj�j � 0) akkor
az x = 1

�mj�{
y1� 1

�m
j�j

y2 vektorra Ax = 0 és szigorúan el®jelfordító: k = j esetén

a xkx�k szorzat els® tényez®je�
�mj�{

�mj�{

�
�mj�j

�mj�j

�
= 0

illetve k = i esetén

xkx�k =

�
�mi�{

�mj�{

�
�mi�j

�mj�j

��
1

�mj�{

�
�m�{�j

�mj�j

�
=

�mi�j

�mj�j �mj�{

< 0

továbbá hogy k =2 fi; jg esetén k vagy �k bázison kívüli mind y1 illetve y2

esetén, kapjuk hogy

xkx�k

8<
:

= 0; ha k =2 fi; jg
= 0; ha k = j

< 0; ha k = i

ellentmondás.

2. eset: �mi�{ = 0 és �mi�j � �mj�{ = 0, de nem mind �mi�j és �mj�{ nullák. Tegyük

fel el®ször hogy �mj�{ 6= 0 és �mi�j = 0. Ekkor az x = �1+ �m
j�j

�mj�{
y1 + y2 vektorra

Ax = 0 és x szigorúan el®jelfordító: k = j esetén

xkx�k =

�
�
1 + �mj�j

�mj�{

�mj�{ + �mj�j

��
1 + �mj�j

�mj�{

�m�j�{ + 1

�
= �1 < 0
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illetve k = i esetén

xkx�k =

�
�
1 + �mj�j

�mj�{

mi�{ +mi�j

��
�
1 + �mj�j

�mj�{

� 1 +m�{�j

�
= 0

továbbá, hogy k =2 fi; jg esetén k vagy �k bázison kívüli mind y1 illetve y2

esetén kapjuk, hogy

xkx�k

8<
:

= 0; ha k =2 fi; jg
< 0; ha k = j

= 0 ha k = i

ellentmondás.

Ha most �mi�j 6= 0 és �mj�{ = 0, akkor a transzponált mátrixra felírva, az

eredeti mátrix sor elégségessége alapján kapjuk az állítást: Legyen

(y1)k =

8<
:

�mik; k 2 JN
1; k = i

0; egyébként

illetve (y2)k =

8<
:

�mjk; ha k 2 JN
1; ha k = j

0; egyébként

és ekkor az x = �1+ �m
j�j

�m
i�j

y1 + y2 vektorra [I;MT ]x = 0 és x szigorúan el®jel-

tartó. �

Figyeljük meg, hogy a lemma konstruktív, tehát ha valahol sérül a kívánt

el®jelszerkezet, akkor az �M táblájából könnyen leolvasható a bizonyíték, hogy

M nem elégséges.

A következ® lemma az el®z® egyfajta megfordítása:

30. Tétel. ([CG92]) Egy M 2 Rn�n
mátrix oszlop elégséges akkor és csak

akkor, ha az M mátrixra, csak úgy mint tetsz®leges � � f1; : : : ; ng indexhal-
mazhoz, melyre M�� nem szinguláris, az � indexhalmazhoz tartozó �M blokk

pivot transzformáltjára mii � 0 továbbá

(mii = 0 ^ (mij = 0 _mji = 0))) (mij = 0 ^mji = 0))

teljesül minden i 2 f1; : : : ; ng esetén.

Cottle [Cot90] nyomán:

Egy M 2 Rn�n mátrix átrendezésén a P TMP mátrixot értjük, ahol P egy

permutációmátrix.

31. Lemma. Egy M 2 Rn�n sor (oszlop) elégséges mátrix tetsz®leges átren-

dezése is sor (oszlop) elégséges.
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Bizonyítás: Legyen P 2 Rn�n tetsz®leges permutációmátrix. Figyeljük

meg, hogy tetsz®leges x;y 2 Rn vektorok esetén a Hadamard szorzást alkal-

mazva

P T (x � y) = (P T
x) � (P T

y):

Felhasználva hogy P TP = In könnyen látható, hogy

P T (x � (Mx)) = (P T
x) � ((P TMP )(P T

x)):

Az y = P Tx, vagyis x = Py helyettesítéssel élve:

P T ((Py) � (M(Py))) = (y) � ((P TMP )(y)): (11)

Vagyis ha létezne y 2 Rn P TMP mely sértené az elégségeségét, akkor Py

sértené az M elégségességét, mivel az (11) bal oldalán a P T mátrixal való

szorzás csak az elemek sorrendjét változtatja meg, az egyes el®jelek számát

nem. �

32. Lemma. Ha M 2 Rn�n sor (oszlop) elégséges mátrix, D alkalmas méret¶

diagonális mátrix, akkor DMD is sor (oszlop) elégséges.

Bizonyítás: Az állítás következik a sor (oszlop) elégséges mátrixok de�-

níciójából, és abból hogy tetsz®leges x 2 Rn esetén

x � ((DMD)x) = (Dx) � (M(Dx))

mivel

[x � ((DMD)x)]i = xi(DMDx)i = xi

 
Æi

nX
j=1

mijÆjxj

!
=

= (Æixi)
nX

j=1

mij(Æjxj)

= [(Dx) � (M(Dx))]i

�

33. Lemma. Legyen M 2 Rn�n sor (oszlop) elégséges mátrix. Ekkor M tet-

sz®leges diagonális menti négyzetes részmátrixa is sor (oszlop) elégséges.
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Bizonyítás: Legyen M 2 Rn�n sor elégséges, és tekintsük egy tetsz®leges

M�� részmátrixát. Legyen most y 2 Rj�j olyan, hogy y � (MT

��
y) � 0. De�ni-

áljuk az x vektort olymódon, hogy x� = y, x�� = 0. Ekkor x � (MTx) � 0, de

mivel MT oszlop sor elégséges, így x � (MTx) = 0, azonban

(x � (MT
x))� = y � (MT

��
y)

ami bizonyítja állításunkat. Az oszlop elégséges eset hasonlóan bizonyítható.

�

Két lemma formájában még megjegyezzük, hogy ha az M elégséges, akkor

bel®le tetsz®leges pivot sorozat után kapott �M mátrix is az, vagyis az elégséges

mátrixok osztálya pivot m¶veletre zárt, így a criss-cross típusu algoritmusok

során a tábla elégségessége meg®rz®dik.

34. Lemma. Legyen M�� az M oszlop elégséges mátrix egy nem szingulá-

ris, diagonális menti négyzetes részmátrixa. Ekkor az M
0

= ��(M) is oszlop
elégséges.

Bizonyítás: Legyen y = M
0

x és tegyük fel, hogy x � y � 0. Blokkosítva

M -et � szerint �
y�

y��

�
=

�
M

0

��
M

0

���

M
0

��� M
0

����

��
x�

x��

�

Az x �M 0

x = x � y � 0 értelmében�
x�

x��

��
y�

y��

�
=

�
x� � y�
x�� � y��

�
=

�
y� � x�
x�� � y��

�
� 0

Mivel M
0

= �
�
(M) ezért�

x�

y��

�
=

�
M�� M���

M��� M����

��
y�

x��

�

De mivelM oszlop elégséges, így x�y = 0, ami egybenM
0

oszlopelégségességét

is bizonyítja. �

A lemma sor elégséges megfelel®jének bizonyításához vezessük be az el®jel-

fordító mátrixokat: Legyen S�� = Diag(�1; : : : ; �n) ahol minden

i 2 f1; : : : ; ng indexre

�i =

�
1 ha i 2 �

�1 ha i 2 ��
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35. Lemma. Legyen M�� az M sor elégséges mátrix egy nem szinguláris,

diagonális menti négyzetes részmátrixa. Ekkor azM
0

= ��(M) is sor elégséges.

Bizonyítás: Elegend® bizonyítani, hogy
�
M

0
�T

oszlop elégséges. Az el®bbi

tétel értelmében mindenesetre a ��(M
T ) oszlop elégséges. Mivel

(M
0

)T = (��(M))T = S����(M
T )S��;

így a 32. lemmát felhasználva a fenti észrevétel bizonyítja a állításunkat. �

A fejezetet a rendkívüli jelent®séggel bíró kvadratikus programozási feladat,

és az elégségesség összefüggésével zárjuk.

36. Tétel. ([CPV89]) Egy M 2 Rn�n mátrix esetén a következ®k teljesülnek:

i, M sor elégséges () tetsz®leges q 2 Rn esetén, ha az (x;u) vektor egy
Karush-Kuhn-Tucker pontja a

minxT (Mx + q)

Mx + q � 0

x � 0

kvadratikus programozási feladatnak, akkor x megoldása az LCP (q;M)
feladatnak.

ii, M elégséges () tetsz®leges q 2 Rn esetén az i; pontban de�niált

kvadratikus program KKT pontjainak a halmaza konvex, és megegyezik

az LCP (q;M) megoldásainak a halmazával.

Bizonyítás:

(i) : " ) " Írjuk fel a Karush-Khun-Tucker feltételeket a kvadratikus prog-

ramra: ha x lokális optimum, akkor létezik hozzá olyan u duál szorzó, melyre

a következ®k teljesülnek:

Mx + q � 0

x � 0

q+ (M +MT )x�MT
u � 0

u � 0

x
T (q+ (M +MT )x�MT

u) = 0 (12)

u
T (Mx + q) = 0
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Legyen az (x;u) vektor egy Karush-Kuhn-Tucker pontja a kvadratikus prog-

ramnak. Ekkor mivel x nem negatív, és u megengedett duál változó,

xi(M
T (x� u))i � 0; (13)

továbbá a komplementaritási tulajdonság miatt ui(Mx+q)i = 0 (feltétel aktív,
vagy a duál változója nulla) és így

�ui(MT (x� u))i � 0 (14)

teljesül minden i = 1; : : : ; n esetén. Összefoglalva

(x� u) � (MT (x� u)) � 0

adódik. Ez azonban MT oszlop elégségessége miatt csak úgy lehet, ha

(x� u) � (MT (x� u)) = 0;

vagyis

xi(M
T (x� u))i = ui(M

T (x� u))i

Felhasználva a (12,13,14) egyenl®tlenségeket, adódik hogy

xi(Mx + q)i = 0

minden i = 1; : : : ; n esetén. Vagyis az x megoldása az LCP (q;M) feladatnak.
(i) : " ( " Tegyük fel indirekt, hogy az M mátrix nem sor elégséges. Ekkor

van olyan x vektor, melyre x � (Mx) � 0 és xi(Mx)i < 0 valamely i esetén. Az

általánosság rovása nélkül feltehetjük, hogy xi > 0. Legyen z = x+, u = x�

és q = �Mz + (MTx)�; ahol (: : : )+ illetve (: : : )� a vektor pozitív illetve

negatív része. Könnyen látható, hogy ekkor (z;u) Karush-Kuhn-Tucker pár

az M mátrixhoz, és az így de�niált q vektorhoz. A konstrukció miatt zi > 0
és (q + Mz)i > 0; ami ellentmondás, mert emiatt a z vektor nem lehet az

LCP (q;M) megoldása.

(ii) : Az tétel els® felének, és a 15 tétel közvetlen következménye. �

4.5. P� mátrixok (elégséges mátrixok II)

A továbbiakban folytatjuk az elégséges mátrixok tulajdonságainak ismerteté-

sét, azonban a P� mátrixok megközelítéséb®l.

37. Tétel. ([Val96a]) Legyen M 2 Rn�n oszlop (sor) elégséges,

rang(M) = r < n. Legyen R � f1; : : : ; ng olyan, hogy a neki megfelel®

oszlopok (sorok) lineárisan függetlenek. Ekkor azMRR mátrix nem szinguláris.
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Bizonyítás:

Indukció r szerint. Az r = 0 esetben nincs mit bizonyítani. Tegyük fel, hogy

rang(M) < r esetén már igazoltuk az állítást, és legyen r = rang(M) >= 1:
Legyen R mint a tételben; az általánosság elvesztése mellett feltehetjük, hogy

R = f1; : : : ; rg.
Tegyük fel indirekt, hogy rang(MRR) = k < r. Legyen S � R olyan, hogy

az M mátrix S indexhalmazhoz tartozó oszlopok lineárisan függetlenek. Az

indukciós feltevés alapján MSS mátrix nem szinguláris. Elvégezve az MSS

szerinti blokpivotálási m¶veletet az M mátrixon, majd törölve az S index¶

sorokat és oszlopokat a következ® mátrixot kapjuk:

B =

�
0 B12

B21 B22

�
;

ahol a 0 nulla mátrix mérete (r � k) � (r � k) és rang(B12) = r � k. A (29)

tétel alapján tudjuk, hogy B12 6= 0. Emiatt

rang(M) = k + rang(B) � k + rang(B21) + rang(B12) > r

ami ellentmondás. (A B mátrix valójában nem más mint az MSS mátrix

Schur-féle komplemense az M mátrixra nézve) �

38. Következmény. Legyen M 2 P� és I � f1; : : : ; ng: Az M mátrixban az

I index¶ oszlopok lineárisan függetlenek akkor és csak akkor, ha az I index¶

sorok is lineárisan függetlenek.

Bizonyítás:

Legyen r := rang(M); és I � R � f1; : : : ; ng olyan, hogy az R indexhalmazhoz

tartozó oszlopok lineárisan függetlenek. Ekkor MRR nem szinguláris a (37)

tétel alapján, és így a megfelel® sorok is lineárisan függetlenek. �

A P�(�)mátrixok következ® jellemzésének a bels® pontos algoritmusok vizs-

gálatánál van jelent®sége:

39. Tétel. [KMNY91] A következ®k ekvivalensek:

i, M 2 P�(�)

ii, Tetsz®leges diagonális D mátrix, és �;�;h 2 Rn vektorok esetén a

D�1� +D� = h

�M� + � = 0

rendszer teljesüléséb®l

�T� � �� khk22
következik.
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iii, Tetsz®leges � 2 Rn esetén

�TM� � �� inf
D

D�1� +DM�
2
2

ahol az in�mum az összes pozitív átlójú diagonális mátrixon értelmezett.

Väliaho [Val96a] a 2 � 2-es mátrixok esetén teljes jellemzését adja a P�
mátrixosztályba tartozásnak.

40. Tétel. Egy M =

�
a b

c d

�
mátrix esetén

M 2 P () (a > 0; d > 0; ad� bc > 0)
M 2 PSD () (a � 0; d � 0; (b+ c))2 � 4ad
M 2 P� () (a � 0; d � 0; (ad� bc > 0_

_(ad� bc = 0 ^ ((a = 0 _ d = 0)) b = 0; c = 0))

Magasabb dimenzióban a következ® eredmények ismertek.

41. Tétel. ([CG92]) Egy M 2 Rn�n mátrix (sor,oszlop) elégséges akkor és

csak akkor, ha tetsz®leges diagonális menti blokk pivot transzponáltjának a

2� 2-es diagonális menti részmátrixai (sor,oszlop) elégségesek.

42. Állítás. ([Val96a]) EgyM 2 Rn�n ; rang(M) = r < nmátrix (oszlop/sor)

elégséges akkor és csak akkor, ha tetsz®leges r + 1 méret¶ diagonális menti

négyzetes részmátrixa (oszlop/sor) elégséges.

Bizonyítás:

A szükségesség nyilvánvaló. (ha van olyan vektor, mely sérti a de�níciót, az

nullákkal kiegészítve jó az eredeti mátrixhoz is)

Az elégségességet az oszlop elégséges esetre bizonyítjuk, a sor elégséges eset

hasonlóan bizonyítható. A (41) tételt alkalmazzuk. Legyen B az M mátrix

egy diagonális menti blokk pivot transzponáltja mely egy � � f1; : : : ; ng in-

dexhalmazhoz tartozik. Mivel ekkor szükséges, hogy M�� nem szinguláris, így

j�j � r. Legyen továbbá S � f1; : : : ; ng; jSj = 2: Azt kell megmutatnunk,

hogy BSS oszlop elégséges. Két esetet különböztetünk meg.

1. Ha jR [ Sj � r+1; akkorMR[S;R[S oszlop elégséges, így a (34) tétel alapján

a MR[S;R[S ; speciálisan a BSS is oszlop elégséges.

2. Ha jRj = r; R \ S = ;: Ekkor a Schur formula alapján

rang(M) � rang(M��) + rang(BSS)

r � r + rang(BSS)

és emiatt BSS = 0. �
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43. Állítás. ([Val96a]) Ha az M 2 Rn�n mátrix tetsz®leges (n� 1)� (n� 1)
méret¶ diagonális menti négyzetes részmátrixa (oszlop,sor) elégséges, és

det(M) > 0 akkor M is (oszlop,sor) elégséges.

Bizonyítás:

Az oszlop elégséges esetet bizonyítjuk, a sor elégséges eset analóg. Figyeljük

meg, hogy M 2 P0: Tegyük fel indirekt, hogy van olyan x 2 Rn vektor, melyre

x � (Mx) � 0. Két esetet különböztetünk meg.

1. Ha xk = 0 valamely k indexre. Ekkor

xf1;:::;ng�k � (Mx)f1;:::;ng�k � 0

vagyis az Mf1;:::;ng�k;f1;:::;ng�k mátrix nem elégséges, ami ellentmondás.

2. Ha xi 6= 0 bármely i 2 f1; : : : ; ng esetén. Az általánosság rovása nél-

kül feltehetjük, hogy x > 0 illetve Mx � 0: Legyen z = �M�1e ahol

e = (1; : : : ; 1) 2 Rn és legyen � > 0 olyan pici, hogy hogy �x := x + �z > 0:

Ekkor M�x = y � �e < 0 vagyis �x � (M�x) < 0; ami ellentmondás. �

44. Állítás. ([Val96a]) Ha azM 2 Rn�n ; rang(M) = r < nmátrix tetsz®leges

r rangú diagonális menti négyzetes részmátrixa P mátrix, akkor M 2 P�.

A következ®kben megvizsgáljuk a P� mátrixok skálázási lehet®ségeit.

19. De�níció. Egy M mátrix (p;q) skálázása alatt a PMQ mátrixot ért-

jük, ahol P = diag(p) és Q = diag(q) tetsz®leges pozitív f®átlójú diagonális

mátrixok. (A sorokat p szerint, míg az oszlopokat q szerint slálázzuk)

45. Állítás. ([KMNY91]) A P� mátrixok halmaza invariáns a (p;q) skálá-

zásra. Ha M 2 P�(�); akkor M̂ = PMQ 2 P�(�
0) ahol

(1 + 4�0)

(1 + 4�)
=

maxi(
pi

qi
)

mini(
pi

qi
)

Bizonyítás:

Legyen �̂ 2 Rn; és � = Q�̂: De�niáljuk a

I+(�) = fi 2 f1; : : : ; ng : �
i
(M�)i > 0g; I�(�) = fi 2 f1; : : : ; ng : �

i
(M�)i < 0g;

Î+(�̂) = fi 2 f1; : : : ; ng : �̂i(M �̂)i > 0g; Î�(�̂) = fi 2 f1; : : : ; ng : �̂i(M �̂)i < 0g:

indexhalmazokat. Mivel

�̂
i
(M̂ �̂)i = �̂

i
(PMQ�̂)i =

pi

qi
(Q�̂)i(M(Q�̂))i =

pi

qi
�
i
(M�)i
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4. fejezet Mátrixosztályok

és így

Î+(�̂) = I+(�); és Î�(�̂) = I�(�):

Emiatt tetsz®leges � 2 Rn esetén

(1 + 4�̂)
X

i2Î+(�̂)

�̂
i
(M̂ �̂)i +

X
i2Î�(�̂)

�̂
i
(M̂ �̂)

= (1 + 4�̂)
X

i2I+(�)

pi

qi
�
i
(M�)i +

X
i2I�(�)

pi

qi
�̂
i
(M �̂)i

� (1 + 4�̂)

�
min
i

pi

qi

� X
i2I+(�)

�i(M�)i +

�
max
i

pi

qi

� X
i2I�(�)

�̂i(M �̂)i

= (1 + 4�)

�
max
i

pi

qi

� X
i2I+(�)

�
i
(M�)i +

�
max
i

pi

qi

� X
i2I�(�)

�̂
i
(M �̂)i

=

�
max
i

pi

qi

�0@(1 + 4�)
X

i2I+(�)

�i(M�)i +
X

i2I�(�)

�̂i(M �̂)i

1
A � 0

felhasználva hogy M 2 P�(�). Vagyis M̂ 2 P (�̂): �

46. Állítás. A P�(0) mátrixok osztálya nem zárt a (p;q) skálázása.
A P és P0 mátrixok zártak a (p;q) skálázása.

Bizonyítás:

A

�
0 �1
1 1

�
mátrix P�(0)-beli, de a p = (2; 1) és q = (1; 1) vektorokkal való

skálázás után a

�
0 �2
1 1

�
mátrix adódik, mely már nem P�(0) mátrix.

Tegyük fel, hogy az M = (mij) 2 P . Ekkor PMQ = (piqjmij): De�níció
szerint

det(PMQ) =
X
�2Sn

sgn(�)

nY
i=1

piq�(i)mi;�(i)

=
nY
i=1

piqj
X
�2Sn

sgn(�)
nY
i=1

mi;�(i)

ami a feltevés szerint pozitív. (Sn az n elem¶ permutáció csoport). Hasonló

gondolatmenet mondtható a diagonális menti négyzetes részmátrixok determi-

nánsáról, illetve a P0 eset analóg bizonyítható. �

A fejezet zárásaként bevezetjük az elégséges mátrixok hendikepjét. Jelen-

t®sége a bels® pontos algoritmusok komplexitásának a vizsgálatánál van (lásd

a 4.7.fejezetet)
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20. De�níció. Egy M 2 P� mátrix hendikepjén a legkisebb olyan � számot

értjük, melyre M 2 P�(�); és �̂(M) jelöljük.

7. Megjegyzés. Könnyen látható, hogy ha M 2 P�; akkor �̂(�M) = �̂(M)
tetsz®leges � > 0 esetén.

A hendikep néhány tulajdonsága ([Val96a], [Val96b]):

47. Tétel. Egy M =

�
a b

c d

�
mátrix esetén

i, Ha M elégséges de nem PSD; akkor 1 + 4�̂ = maxfb2;c2g
(
p
ad+

p
ad�bc)2 :

(Ha M elégséges és PSD; akkor de�níció szerint �̂ = 0)

ii, Ha M elégséges, de se nem PSD vagy P; akkor 1 + 4�̂ = maxf b
c
; c
b
g:

Az általános esetre a következ® eredmények ismertek:

48. Állítás. Legyen M egy nem PSD elégséges mátrix. Ekkor

1

4
sup

8>>><
>>>:

�xTMxX
i:xi[Mx]i>0

xi[Mx]i
: xTMx < 0

9>>>=
>>>;

Megjegyzend®, hogy mivelM nem PSD; így mindig van a feltételt kielégít®

x vektor, továbbá mivel M elégséges, így egy ilyen x vektor esetén a summa

soha nem az üres halmazon lesz értelmezve.

A fejezet zárásaként felsoroljuk a hendikep néhány tulajdonságát. (lásd

[Val97])

49. Állítás. Ha M 2 P de nem PD; akkor van olyan �x 6= 0 hogy

�̂(M) =
1

4

��xM�xX
i:�xi[M�x]i>0

�xi[M�x]i
:

Ha M nem P; akkor az állítás még 2 dimenzióban sem teljesül.

50. Állítás. �̂(DMD) = �̂(M) tetsz®leges nem nulla determinánsú D diago-

nális mátrix esetén.

51. Állítás. Legyen M�� az M mátrix egy nem szinguláris, diagonális menti

négyzetes részmátrixa. Ekkor �̂(M) = �̂(�
�
(M)):
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52. Állítás. Egy mátrix hendikepje legalább akkora, mint a diagonális menti

részmátrixainak a hendikepje.

53. Állítás. Ha M = diag(M1;M2); akkor �̂(M) = maxf�̂(M1); �̂(M2))g:

54. Állítás. Ha M 2 P� egy D egy nem negatív f®átlójú diagonális mátrix,

akkor �̂(M +D) � �̂(M);

55. Állítás. Ha M 2 P�nP akkor �̂(A) = maxf�̂(B��) : B�� az M�� nem

szinguláris részmátrixhoz tartozó blokk pivot transzformált, � � f1; : : : ; ngg

56. Állítás. Ha M 2 P� és D azonos dimenziójú nem negatív f®átlójú diago-

nális mátrix, akkor �̂

��
M I

�I D

��
= �̂(M):

Következésképpen ha d � 0 szám, akkor �̂

��
M �eT1
eT1 d

��
= �̂(A):

57. Állítás. Ha M 2 P� akkor �̂(A
T ) = �̂(A):

58. Következmény. Legyen M 2 P�(�) ahol a � = �̂(M); és legyen �i az M

mátrix sajátértékei. Ekkor az (�I)M(�I) szimmetrikusan skálázott mátrixra

�̂((�I)M(�I)) = �̂(M); de a sajátértékei �2�i:

4.6. A PSD, P , P� és P0 mátrixosztályok struktúrája

59. Állítás. Az SS és PSD mátrixosztályok konvex kúpot alkotnak.

A P; P0 és P� mátrixosztályok kúpot alkotnak, melyek azonban nem konvexek.

A P mátrixosztály kúpja nyílt, míg az SS; PSD és P0 mátrixosztályok kúpja

zárt.

Bizonyítás:

Az SS és PSD mátrixokról szóló állítás a de�níciók közvetlen következménye.

Hasonlóan nyilvánvaló, hogy mindegyik fenti mátrix osztály kúpot alkot.

Tekintsük az

�
1 �1
4 1

�
és ennek transzponáltját a

�
1 4
�1 1

�
mátrixokat. Mind-

két mátrix P mátrix, így egyben P0 és P� is, de az összegük

�
2 3
3 2

�
még csak

nem is P0 mátrix.

Mivel egy mátrix determinánsa folytonosan függ a mátrix elemeit®l, a P mát-

rixok kúpja nyílt, a P0 mátrixok kúpja pedig zárt, mivel a két esetben a diago-

nális menti részmátrixok determinánsaitól > 0 illetve � 0 feltételt követelünk.

Hasonlóan, de�níciókból következik az SS és PSD mátrixok kúpjainak a zárt-

sága. �
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60. Állítás. A P� mátrix osztály kúpja se nem nyílt, se nem zárt.

Bizonyítás:

Tekintsük az Mk :=

�
0 �1

1=k 0

�
mátrixokat. Ezen mátrixokra

Mk 2 SS � P�(0); és minden k > 1 esetén elégséges (40), de se nem P�(0)
se nem P: (lévén x = (1; 1) esetén xTMx = 1=k � 1). Emiatt (47) alapján

�̂(Mk) = (k�1)=4:Mivel azM1 = lim
k!1

Mk =

�
0 �1
0 0

�
márix nem P� (példáúl

nem tesz eleget a 29 tulajdonságainak), így a P� mátrixok osztálya nem zárt.

Tekintsük az M :=

�
2 4
1 2

�
2 P�n(P [ P�(0)) mátrixot. Ezen mátrixra

�̂(M) = 3=4. De az M� :=

�
2 4 + �

1 2

�
nem P�; s®t még csak nem is P0

semmilyen � > 0 esetén, így a P� mátrixok osztályának komplementere sem

zárt. �

A P illetve az elégséges mátrixok osztályokról már láttuk, hogy a diagonális

menti blokk pivotálási m¶veletre zártak, azonban fontos megemlíteni, hogy ez

a tulajdonság teljesül a PD; PSD ([Mu88]) és P0 osztályokra is.

4.7. Mátrixosztályok és megoldó algoritmusok

Ebben a fejezetben megemlítünk néhány eredményt a criss-cross típusú (lásd 7.

fejezet), és a bels® pontos algoritmusokkal kapcsolatban. Az el®bbi a dolgozat

kés®bbi eredményei miatt érdekes, míg a második a hendikep és a � szám

szerepének megértésében.

61. Tétel. ([HRT93]) A következ®k ekvivalensek:

i, Az M 2 Rn�n mátrix elégséges.

ii, A minimál indexes criss-cross algoritmus bármely q 2 Rn vektor esetén

megoldja az LCP (q;M) és LCP (q;MT ) feladatokat abban az értelem-

ben, hogy vagy ad egy megoldást, vagy kimutatja annak nemlétezését.

A �̂ szerepének szemléltetése céljából megemlítünk egy komplexitási ered-

ményt a bels® pontos algoritmusok világából. A tétel bonyolultsága miatt

bizonyos részletek csak elhanyagolva kerülnek említésre, a teljes felépítés meg-

található Kojima et.al. könyvében [KMNY91].

62. Tétel. Tegyük fel, hogy az M mátrix minden eleme egész szám, míg a

q egész vektor. Legyen továbbá M 2 P�(�); és legyen ismert egy bels® pont
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a centrális út egy megfelel® környezetében. Ekkor egységesített bels® pontos

módszer (UIP)

O(c(1 + �)L)

iterációban megoldja az LCP (q;M) feladatot. Itt L az M mátrix és q vektor

kódolásához szükséges bithossz, míg c alkalmas konstans.

5. LCP dualitás

Annak eldöntése, hogy egy tetsz®leges LCP feladatnak van-e megoldása NP-
beli feladat, és nem feltétlen co-NP-beli, de bizonyos mátrixosztályokra az.

Ilyen mátrixosztály az elégséges mátrixok osztálya. Fukuda és Terlaky [FT92]

a következ® dualitás tétel egy általánosított formáját bizonyítják.

De�niáljuk az LCP feladat duálisát.

(u;v) 2 V (M;q) := f(u;v) : �Mu + v = qg
u � v = 0

u;v � 0

(Primal LCP)

illetve a duál LCP:

(x;y) 2 V (M;q)? :=

�
(x;y) :

x+MTy = 0

qTy = �1

�
x � y = 0

x;y � 0

(Dual LCP)

Az elégséges mátrixú LCP feladatok megoldhatóságának jellemzéséhez lesz

segítségünkre a következ® tétel:

63. Tétel (LCP dualitás). Bármely M 2 Rn�n elégséges mátrix és q 2 Rn
vektor esetén pontosan az egyik teljesül:

(1) az LCP feladatnak van (u;v) megengedett komplementáris megoldása,

(2) a DLCP feladatnak van (x;y) megengedett komplementáris megoldása.

Bizonyítás: Tegyük fel hogy mindkett® megoldható, és legyen (u; v) a

primál, (x; y) pedig a duál feladat egy megoldása. Ekko

�Mu + v = q

�yTMu + y
T
v = y

T
q =� 1

0 � xy
T + v

T
u = �1
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ami ellentmondás. Legalább az egyik teljesül, következik abból, ha megmutat-

juk, hogy a criss-cross algoritmus véges. �

Vagyis ha az M mátrixunk elégséges és racionális, akkor az LCP feladat

nem megoldhatósága jól jellemzett, és polinomiális méret¶ bizonyíték adható

rá, éspedig a DLCP feladat egy megoldása.

Következ® célunk, hogy a fenti tételt kiegészítsük olymódon, hogy ne kelljen

el®re feltenni a mátrixunk elégségességét.

6. EP tételek

Egy EP (Existentially Polynomial time) [CE] tétel formája a következ®:

[8x : F1(x) vagy F2(x) vagy : : : vagy Fk(x)]

ahol Fi(x) olyan állítás, melynek formája

Fi(x) = [9yi melyre kyik � kxkni és fi(x;yi)]

Itt ni 2 Z+, kzk jelöli a z kódolási hosszát, f(x;y) pedig olyan állítás, melynek

teljesülésére van polinomiális bizonyíték.

Az LCP dualuitástételt EP formában szeretnénk felírni. Ehhez el®bb meg

kell szabadulnunk a tétel feltételét®l, és be kell azt olvasztanunk az állításába.

64. Tétel. Bármely M n� n-es racionális mátrix, és q 2 Qn
esetén legalább

az egyik teljesül:

(1) az LCP feladatnak van (u;v) megengedett komplementáris megoldása,

(2) a DLCP feladatnak van (x;y) megengedett komplementáris megoldása.

(3) az M mátrix nem elégséges

A tétel még nincs EP formában. Az (1) és (2) rész teljesülése esetén maga

a megoldás mérete polinomiális méret¶. A (3) részhez azonban meg kell még

mutatni, hogy ha azM mátrix nem elégséges, akkor ennek van egy polinomiális

méret¶ bizonyítéka.

21. De�níció. Egy x vektor tartójának az fi j xi 6= 0g halmazt nevezzük.

22. De�níció. Egy adott vektorhalmazból egy minimális tartójú vektort elemi

vektornak nevezünk.
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23. De�níció. Legyen V � Rn tetsz®leges lineáris altér, x;x1; : : : ;xk vekto-

rok a V altérb®l. Azt mondjuk, hogy az x vektor konform módon felbomlik

x1; : : : ;xk vektorokra, ha

x = x1 + : : :xk és

xi = 0 =) x1
i
= � � � = xk

i
= 0,

xi > 0 =) x1
i
; : : : ; xk

i
� 0,

xi < 0 =) x1
i
; : : : ; xk

i
� 0 minden i = 1; : : : ; n-re

Tetsz®leges lineáris altér esetén teljesül a következ®:

65. Lemma. [Rock96] Legyen V lineáris altér Rn -ben. Ekkor bármely x 2 V

felbontható konform módon V c1; : : : ; ck elemi vektoraira.

A fenti lemma segítségével megmutatható, hogy haM nem elégséges, akkor

ennek bizonyítéka megadható egy elemi, vagy két elemi vektor összegeként.

[FNT98]. A (27). lemma jelöléseit használva:

66. Lemma. Ha M nem oszlop elégséges (sor elégséges), akkor létezik egy

szigorúan el®jelváltó (szigorúan el®jeltartó) elemi vektor a V altérben (V ?

alterében), vagy létezik egy szigorúan el®jelváltó (szigorúan el®jeltartó) x vek-

tor a V altérben, (y a V ?
altérben) mely felírható két komplementáris, elemi

vektor összegeként.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy A nem oszlop elégséges. Ekkor V tartalmaz

szigorúan el®jelfordító vektort, legyen ez x. Az el®z® lemma értelmében x

konform módon felbomlik elemi vektorok összegére, legyen tehát

x = c
1 + � � �+ c

k:

Ha k � 0 készen vagyunk, a komplementaritás következik a minimális tartók-

ból. Ha k > 2 akkor legyen I = fi j xix�{ < 0g és legyen j 2 I. Ekkor van olyan

c 2
�
c1; : : : ; ck

	
elemi vektor, melyre cj 6= 0. Ha cjc�j � 0 akkor c megfelel

a lemma kívánalmainak. Egyébb esetben van olyan c
0 2

�
c1; : : : ; ck

	
melyre

c�j 6= 0. Mivel a
�
c1; : : : ; ck

	
az x konform felbontását adják, ezért x

0

= c+ c
0

szigorúan el®jelfordító a vektor V térben, vagyis c és c
0

a keresett két elemi

vektor. A komplementaritás ismét következik a tartók minimális voltából. Az

az eset mikor M nem sor elégséges analóg módon következik. �

67. Tétel. Legyen M n � n-es, nem elégséges mátrix. Ekkor létezik M nem

elégséges voltára olyan bizonyíték, melynek mérete polinomiálisan korlátozott

az M input méretének függvényében.
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Bizonyítás: Az el®z® lemma értelmében a bizonyítékM nem elégséges vol-

tára felírható egy elemi vektorként, vagy két elemi vektor összegeként. Minden

a V altérbeli (V ? altérbeli) elemi vektor kifejezhet® fundamentális elemi (co-

elemi) vektoraként egy megfelel® �M pivot táblának. Az �M -beli együtthatók

mérete az M input méretében polinomiálisan korlátozottak. �

Most már megfogalmazhatjuk az LCP dualitás tételt EP formában: [FNT98]

68. Tétel. Bármely M 2 Qn�n
-es mátrix, és q 2 Qn

esetén legalább az egyik

teljesül:

(1) az LCP feladatnak van (u;v) megengedett komplementáris megoldása,

melynek kódolási mérete az M és q kódolási méretével polinomiálisan korláto-

zott.

(2) a DLCP feladatnak van (x;y) megengedett komplementáris megoldása,

melynek kódolási mérete az M és q kódolási méretével polinomiálisan korláto-

zott.

(3) az M mátrix nem elégséges, és ennek van olyan bizonyítéka, melynek kó-

dolási mérete az M kódolási méretével polinomiálisan korlátozott.

Bizonyítás: .A módosított criss-cross algoritmus végessége. �

Fontos kiemelni, hogy az (1) és (2) esetek kizáróak, míg a (3) teljesülhet

egyszerre akár az (1) akár a (2) teljesülése mellett is.

7. Az algoritmus

Els®ként a Akkele³, Balogh és Illés[ABI02] algoritmusának általánosítását te-

kintjük elégséges mátrixokra. Jelölje I := fu1; u2; :::; uN ; v1; v2; :::; vNg [ fqg
a változók halmazát, míg I := f1; 2; :::; N; �1; �2; :::; �Ng [ fqg a megfelel® index-

halmazt, ahol N = n +m és jIj = jIj = 2N + 1. A jelölés egyszer¶sítésének

érdekében legyen �� = � minden � 2 I n fqg-ra, vagyis az �� komplementáris

párja az �.

A kiindulási komplementáris megoldás az u = 0; v = q. A pivot táblázat

mátrixát �M jelöli. A kiinduló komplementáris megoldásból pivot m¶veletek

során megengedett komplementáris megoldás el®állítása a cél. A 34. és 35.

lemmák biztosítják, hogy a mátrix elégségessége a pivotálások során meg®r-

z®dik. Csak olyan pivot m¶veleteket végzünk, melyek meg®rzik az aktuális

megoldás komplementaritását. Kétfajta pivot m¶veletet fogunk végezni: dia-

gonális és felcserél®s pivot.

Legyen az algoritmus egy lépésében a vj változó értéke nem megengedett.

Ekkor ha �mjj < 0 akkor diagonális pivotot végzünk, mely során uj belép a

bázisba, míg vj elhagyja azt.
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uj
...

vj : : : � : : : �
...

Diagonális pivot

Ha azonban �mjj = 0, akkor olyan k indexen kell pivotálni, melyre �mjk < 0. Az
így kapott megoldás azonban nem lesz komplementáris, így ennek visszaállítá-

sára pivotálni kell a (k; j) pozíción. A 29. lemma értelmében ekkor �mkj > 0.
A két pivotot együtt felcserél® pivotnak nevezzük.

uj uk
...

vj +
...

vk : : : � : : : 0 : : : �
...

Felcserél®s pivot

Az ábra szerinti helyzetben uj és uk belép a bázisba, míg vj és vk elhagyja azt.

Azt mondjuk, hogy ekkor az uk; vk aktívan, míg az uj; vj passzívan választott.

A LIFO pivotálási szabályt az [ABI02] cikkben a szerz®k egy számláló

sr : I ! N2N
0 vektor segítségével kezelik:

sr(�) =

�
r; ha az � 2 I indexelt változó mozog az r-ik iterációban

sr�1(�); egyébként.
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Legyen továbbá s0(�) = 0 minden � 2 I-re. Könny¶ látni, hogy sr � sr�1
és sr 6= sr�1.

Az algoritmus:

Input:

Adott az (1) feladat, ahol M elégséges, �M := �M; �q := q, r := 1:
Begin

J := f� 2 I : �q� < 0g
While (J 6= ;) do

Jmax := f� 2 J : sr�1(�) � sr�1(�), minden � 2 J-reg
Legyen k 2 Jmax tetsz®leges

If ( �mkk < 0) then
diagonális pivot �mkk elemen

s modosítása

r := r + 1
Else

K := f� 2 I : �mk� < 0g
If (K = ;) then

Stop: Az LCP-nek nincs megengedett megoldása

Else

Kmax = f� 2 K : sr�1(�) � sr�1(�), minden � 2 K-rag
Legyen l 2 Kmax tetsz®leges

Felcserél®s pivot az �mkl és mlk elemeken

s modosítása

r := r + 2
Endif

Endf

EndWhile

Stop: Megengedett és komplementáris megoldást állítottunk el®

End

Az algoritmus a triviális komplementáris megoldásból indul, és mivel csak

diagonális illetve felcserél® pivotokat csinál, ezért a komplementaritást meg is

®rzi. Lévén a mátrix elégséges, a (29. lemma) biztosítja hogy ha felcserél®

pivotra kerül sor, akkor a mátrix megfelel® elemeinek az el®jele megfelel®. Az

algoritmus csak olyan esetben áll le, ha vagy nincs megoldás, vagy megtalálta

azt, elég bizonyítani, hogy véges, vagyis nem ciklizál.
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M=-M

q=q

Init:

r=1,

Megengedett?
Igen

+

+ +

+

k

-    k

k

-    k

l

l

++

...

Nem

Igen Nem

-    k

0

NemIgen

-...      ...

Megengedett
komplementáris
megoldás

pivot lehetséges?

Nincs megoldás

    Felcserelö
pivot lehetséges?

   Diaganális

Komplementáris

1. ábra. Az algoritmus diagramábrája

7.1. Az ortogonalitási tulajdonság

Akkele³, Balogh és Illés [ABI02] bizonyítást általánosítjuk elégséges mátri-

xokra, miközben egyben leegyszer¶sítjük azt, lehet®vé téve az algoritmus mó-

dosítását az EP tételek szellemében. Bizonyításunk jelent®s része a jól ismert

ortogonalitási tételen alapszik.

De�niáljuk a t(i), j 2 JB illetve a tj, j 2 JN [ fqgvektorokat a következ®kép-

pen:

�
t
(i)
�
k
=

8<
:

�mik; ha k 2 JN [ fqg
1; ha k = i

0; egyébként
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illetve

(tj)k =

8<
:

�mkj; ha k 2 JB
�1; ha k = j

0; egyébként

24. De�níció. A fent de�niált t(i) vektort fundamentális elemi vektornak,

illetve a tj vektort fundamentális co-elemi vektornak nevezzük.

69. Tétel. Bármely M mátrix esetén, tetsz®leges B
0

illetbe B
00

bázisok esetén

az M
B
0 mátrixhoz tartozó t(i) vektorok mer®legesek az M

B
00 mátrixhoz tartozó

tj vektorokra.

Bizonyítás: Ha B
0

= B
00

akkor az állítás nyilvánvaló:

t(i) = 0 : : : 0 1 � : : : � �mij

JB= fig fig JN [ fqg = fjg fjg
tj = � : : : � �mij 0 : : : 0 �1

Vagyis a tj vektorok mer®legesek az [M ; q; I] mátrix sorterére. Felhasználva,

hogy bármely két bázis megkapható egymásból pivotálásokkal, és hogy egy

elemi pivot során egy mátrix sortere nem változik, a kívánt állítást kapjuk. �

7.2. A majdnem leállási táblák

Ezek után rátérhetünk az algoritmus végességének bizonyítására. Tegyük fel,

hogy van olyan példa, amelyre az algoritmus nem véges. Mivel a lehetséges

bázisok száma véges,
�
2n

n

�
így ez csak úgy lehetséges ha ciklizálás lép fel. Az

ilyen példák közül vegyünk egy minimálisat. Egy ilyen probléma esetén a

minimalitás miatt egy ciklus során minden változó mozog.

Tekintsünk azt a pillanatot, amikor már minden változó legalább egyszer

mozgott. Ekkor már jJmaxj = jKmaxj = 1 minden iterációban, mivel minden

pivotálásnál a mozgó változókhoz olyan s értéket rendelünk, mely még nem

szerepelt, és azonos érték¶ változóknak mindig az egyike és csak az egyike

van bázisban. Tekintsük az aktuális bázison kívüli változók közül az s-szerinti

rendezés alapján legkisebb sorszámút. Legyen r
0

az az iteráció, mikor ez a

változó legközelebb mozog. Ekkor a választási szabály miatt a bázisban lev®

elemek közül még mindig ezen változó s szerinti értéke a legkisebb. Az r
0

iterációhoz tartozó bázis legyen a B
0

. Az állapothoz tartozó rövid pivot táblák

a következ®k lehetnek feltéve, hogy a legkisebb s érték¶ változó az up, mely

éppen belépni készül a bázisba:
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1. Az algoritmus kiválasztja az up változót a bázisba való belépésre, �mpp < 0
vagyis diagonális pivot lehetséges: up bekerül a bázisba, míg vp elhagyja

azt.

up
�
�
...

�
�

vp � �

(T1)

A q oszlopában csak a vp sorában szerepelhet negatív elem, vagyis s
r
0�1(�p)

minimális, így a választási szabály miatt ha lenne más negatív elem is,

akkor azt kellene választanunk.

sr0(�) =

�
r0; ha � 2 fp; �pg;

sr0�1(�); egyébként

2. Az algoritmus kiválasztja up változót a bázisba való belépésre, de

�mpp = 0, vagyis felcserél® pivot szükséges. Az up és uj változók belépnek
a bázisba, míg a vp és vj változók elhagyják azt.

uj up
�
...

�
vj + �

�
...

�
vp � 0 �

(T2)

A q oszlopa azonos az el®z® esettel. Ebben az esetben nem lényeges, hogy

uj vagy vj van-e a bázisban. Mi azt az esetet vizsgáljuk mikor vj van a bázis-

ban. A másik esetben csupán az s
r
0

+1(�) de�níciójában kell a j és �j szerepét
felcserélni.

sr0+1(�) =

8<
:

r0; ha � 2 f�p; jg;
r0 + 1; ha � 2 fp; �jg;
sr0�1(�); egyébként
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3. Az algoritmus egy uj változót választ a bázisba való belépésre, de �mjj =
0, így felcsrél®s pivotra van szükség, és az algoritmus kiválasztja az up
változót is.

up uj
	
...

	
vp +

	
...

	
vj � � � �� � � � � �� 0 �

(T3)

A választási szabály értelmében vj sorában csak az up és a q oszlopában

lehet negatív elem, és lévén

�mjj = 0, így a 29. lemma alapján az uj oszlopa a vj sorának segítségével

kitölthet®. Ebben az esetben sem lényeges, hogy uj vagy vj van-e a

bázisban. Mi azt az esetet vizsgáljuk mikor vj van a bázisban, a másik

esetben csupán az s
r
0

+1(�) de�níciójában kell a j és �j szerepét felcserélni.

sr0+1(�) =

8<
:

r0; ha � 2 fp; �jg;
r0 + 1; ha � 2 f�p; jg;
sr0�1(�); egyébként

A kés®bbiek miatt érdemes meg�gyelni, hogy az 1: és 2: esetekben csak

az algoritmus választási szabálya befolyásolta döntésünket, míg a 3. esetben

kihasználtuk a mátrixunk elégséges az uj oszlopának kitöltésekor.

Most tekintsük azt a pillanatot, mikor az up újra elhagyja a bázist. Az

ehhez az állapothoz tartozó bázist jelölje B
00

. A rövid pivot tábla a következ®

háromféle formát öltheti fel:
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A. Az algoritmus kiválasztja az up változót a bázis elhagyására, �mpp < 0;
vagyis diagonális pivot lehetséges.

vp
�
...

�
�
...

�
up � �

(A)

B. Az algoritmus kiválasztja az up változót a bázis elhagyására, de �mpp = 0
vagyis felcserél®s pivotra van szükség: vl (vagy ul) belép a bázisba, míg

ul(vagy vl) elhagyja azt.

vl vp

ul +

up � 0 �

(B)

C. A algoritmus az ul(vagy vl) változót választja, de mll = 0 így felcserél®s

pivotra van szükség, és vp belép a bázisba, míg ul elhagyja azt.

vp vl

up +

ul � 0 �

(C)

A következ®kben megmutatjuk, hogy ha M elégséges, akkor a (T1-T3)

táblák egyikét sem követheti az (A-C) táblák valamelyike. A kés®bbi algo-

ritmus érdekében külön �gyelmet fordítunk arra, hogy a kizárhatóság hogyan

függ a mátrix elégségességét®l.

7.3. Segédtételek

A következ®kben megmutatjuk hogy a (T1�T3) táblák egyikét sem követheti

az (A;B;C) táblák egyike sem. El®bb azon eseteket bizonyítjuk, melyek nem

használják az LCP feladat mátrixának elégségességét.

El®sször megmutatjuk, hogy a (T3) táblát nem követheti az (A) illetve

(B) táblák egyike sem.
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70. Lemma. Tekintsük a t0(
�j)
és t00

q
vektorokat, melyek rendre a vj sorához az

MB0ben, illetve a q oszlopához tartoznak az MB00 táblákban, ahol B
0

a (T3);

B
00

pedig az (A) vagy a (B) táblák valamelyikéhez tartozik. Ekkor

(t0(
�j))T t00

q
> 0

Bizonyítás: Az el®z® lemmához hasonlóan legyen

J 00 := f� 2 JB00 : �q00
i
< 0 g;

és ekkor az s vektor miatt ismét J
00 � J

B
0 és így t

0

�ji
= 0 minden i 2 J

00n f�j; pg
indexre, vagyis X

i2J 00nf�j;pg

t�jit
00
iq
= 0; (15)

Figyelembe véve hogy sr0(�j) = sr0(p) és sr00�1(j) > sr00�1(p) tudjuk, hogy
t00
jq
és t00�jq nem negatívak. A T3 tábláól leolvashatjuk hogy

t0�jj = 0; t0�j�j = 1; t0�j�p = 0; t0�jp < 0 �es t0�jq < 0;

így

t0�j�j t
00
�jq + t0�jjt

00
jq
+ t0�j�pt

00
�pq + t0�jp t

00
pq
+ t0�jq t

00
qq
t0�jpt

00
pq
� t0�jq > 0; (16)

lévén t00
qq

= �1 de�níció szerint, és t00
pq
< 0 az algoritmus választási szabályának

értelmében, (A és B táblák).

Ha továbbá l =2 J
00 [ fj; �j; p; �p; qg akkor ismét az ábráról leolvasható, hogy

t
0

�jl
� 0 és J

00

de�níciója szerint t
00

lq
� 0 vagyisX

l 62J[fj;�j;p;�p;qg

t0�jl t
00
lq
� 0: (17)

Összeadva a (15)-(17) egyenl®tlenségeket éppen az állításunkat kapjuk. �

Figyeljük meg, hogy a (T3) táblából a vj sorát tekintettük, míg az (A)

és (B) tábláknál eredetileg sem használtuk ki a mátrix elégségességét, és így

a lemma csak a választási szabályt használja: A (T3&Av:B) esetek kizáróak

függetlenül a mátrix elégségességét®l.

Következ® segédállításunk értelmében a (T1) és (T2) táblákat nem követ-

heti a (C) tábla.

71. Lemma. Tekintsük a t0
q
és t00(l) vektorokat, melyek rendre az MB0 q-hoz

tartozó oszlopához, illetve MB00 ul sorához tartoznak, ahol B
0

a (T1) vagy

(T2) táblák valamelyikéhez, míg B
00

a (C) táblához tartozik. Ekkor

(t00(l))T t0
q
> 0
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Bizonyítás: Az el®z® lemmához hasonlóan

J 00
l
:= fi 2 IN 00 : t00

li
< 0g � IN 0

így t0
iq
= 0 minden i 2 J 00

l
indexre, és emiatt

X
i2J 00

l

t00
li
t0
iq
= 0: (18)

Továbbá minden j =2 J2 := J 00
l
[ f�l; l; �p; p; qg indexre t00

lj
� 0 és t0

jq
� 0, így

X
j 62J2

t00
lj
t0
jq
� 0: (19)

Az MB0 és MB00 táblákról leolvasható, hogy

t0
qq

= �1; t00
ll
= 1; t00

l�l = t00
lp
= t0

pq
= 0

továbbá,

t00
l�p < 0; t00

lq
< 0; t0�pq < 0; t0�lq � 0 �es t0

lq
� 0

így

t00
l�lt
0
�lq + t00

ll
t0
lq
+ t00

l�p t
0
�pq + t00

lp
t0
pq
+ t00

lq
t0
qq

(20)

= t0
lq
+ t00

l�p t
0
�pq � t00

lq
� t00

l�pt
0
�pq � t00

lq
> 0:

Összeadva (18)� (20)-et a kívánt állítást kapjuk. �

A kés®bbiek érdekében megjegyezzük, hogy a lemma esete a szerencsések

közé tartozik, vagyis a kizárhatóság csupán a választási szabályokból követke-

zik, és nem használja ki a tábla elégségességét is.

A többi eset vizsgálatánál ki fogjuk használni a feladat mátrixának elégsé-

gességét.

A következ® lemma mutatja, hogy a (T1) illetve (T2) táblákat nem követ-

heti az (A) vagy (B) tábla.

72. Lemma. Tekintsük a (u
0

;v
0

) és (u
00

;v
00

), a B
0

illetve B
00

bázisokhoz tar-

tozó komplementáris megoldásokat, ahol B
0

a (T1) vagy (T2); B
00

pedig az

(A) vagy (B) táblák valamelyikéhez tartozik. Ekkor

(u
0

� u
00

) �M(u
0

� u
00

) � 0
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Bizonyítás: Mind a n�egy esetet egyszerre bizonyíthatjuk. Tekintsük a

B
0

és B
00

bázisokhoz tartozó (u
0

;v
0

) és (u
00

;v
00

) komplementáris megoldásokat.

Bizonyításunk a következ® észrevételen alapszik:

(u
0

� u
00

) �M(u
0

� u
00

) = (u
0

� u
00

) � (q+Mu
0

� q�Mu
00

)

= (u
0

� u
00

) � (v
0

� v
00

)

= u
0

� v
0

� u
0

� v
00

� u
00

� v
0

+ u
00

� v
00

= �u
0

� v
00

� u
00

� v
0

Jelölje J 00 := f� 2 JB00 : �q00
i
< 0 g: A választási szabály miatt s

r
00 (p) > s

r
00 (�)

bármely � 2 J
00n fpg indexre, így ezen indexek nem mozogtak B

0

óta, vagyis

� 2 J
B
0 , és így 8i 2 J

00n fpg indexre (u
0

i
vagy v00

i
) illetve (u00

i
vagy v0

i
) értéke

nulla:

u0
i
v00
i
+ u00

i
v0
i
= 0 (21)

A T1,T2 illetve az A,B táblákból leolvasható, hogy

u0
p
= 0; v0

p
< 0 �es u00

p
< 0; v00

p
= 0

vagyis

u0
p
v00
p
+ u00

p
v0
p
> 0; (22)

Továbbá minden j =2 J
00

indexre u0
j
; v0

j
; u00

j
; v00

j
� 0 és emiatt

u0
j
v00
j
+ u00

j
v0
j
� 0: (23)

Összefoglalva az (u
0 � u

00

) vektor olyan, hogy (u
0 � u

00

) �M(u
0 � u

00

) � 0. �

8. Megjegyzés. Fontos megjegyezni hogy a bizonyítás konstruktív: A B
0

il-

letve B
00

bázisokból az M nem elégségességét bizonyító u
0 �u00

vektor könnye-

dén meghatározható.

A utolsó segédállításunk értelmében a (T3) táblát nem követheti a (C)

tábla.

73. Lemma. Tekintsük a t0
j
és t00(l) vektorokat, melyek az MB0 uj oszlopához,

illetve az MB00 ul sorához tartoznak, ahol B
0

a (T3), B
00

pedig a (C) táblához

tartozik. Ekkor

(t00(l))T t0
j
< 0
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Bizonyítás: Jelölje J 00
l
= fi 2 IN 00 : t00

li
< 0gn fjg. Mivel tábláink komp-

lementárisak, és a választási szabály szerint mindig azt a változót választjuk

a lehetségesek közül, mely a legkevésbé régen mozgott, így a J 00
l
indexeihez

tarozó változók az MB0 óta nem mozogtak, így �J 00
l
� IB0 és J 00

l
� IN 0, és így

t0
ij
= 0 ha i 2 J 00

l
. Összefoglalva

X
i2J 00

l
[fqg

t00
li
t0
ij
= 0: (24)

Továbbá ha i =2 J1 := J
00

l
[
�
q; p; �p; j; �j; l; �l

	
akkor t0

ij
� 0 a T3 ábra alapján,

továbbá J
00

l
de�níciója alapján t00

li
� 0 és ígyX

i62J1

t00
li
t0
ij
� 0; (25)

Az MB0 és MB00 tábláiból, és de�níció miatt

t00
l�l
= t0�jj = t0

qj
= 0; t00

ll
= 1; t0

jj
= �1 �es t0

lj
� 0; t00

lp
< 0; t0

pj
> 0

így

t00
lq
t0
qj
+ t00

lp
t0
pj
+ t00

l�p t
0
�pj + t00

lj
t0
jj
+ t00

l�j t
0
�jj + t00

ll
t0
lj
+ t00

l�l
t0�lj < �t00

lj
(26)

Hátra van még hogy megmutassuk, t00
lj
� 0. A B

0

b�azissal; a (T3) tábla

esetében felcserél® pivotot csinálunk, de�níció szerint sr0(�j) = sr0(p) = r0 és

sr0+1(j) = sr0+1(�p) = r0 + 1. Az MB00 tábla esetén J 00
max

= f�pg. Mivel a tábla

komplementáris, így két eset lehetséges:

Ha j 2 IN 00 akkor az uj az (r
0

+ 1) és a r
00

iterációk között mozog, így

sr00(j) > sr00(�p), és ez a választási szabály szerint csak úgy lehetséges, ha t
00
lj
� 0.

Ha j 2 IB00, akkor t00
lj
= 0.

Összeadva (24)� (26)-et a kívánt állítást kapjuk. �

Az el®z® lemma bizonyításakor a (T3) tábla szerkezeténél kihasználtuk a

tábla elégségességét.

7.4. Végesség

74. Tétel. Az algoritmus véges.

Bizonyítás:

Bizonyításunk indirekt. Láttuk, hogy ha az algoritmus nem véges, akkor

szükségszer¶en ciklizál.

Csizmadia Zsolt Diplomamunka 58



8. fejezet A módosított algoritmus

Tekintsük a fejezet elején említett minimális ellenpéldát. Ebben minden

változó mozog egy ciklus során, a lemmák tanúlsága szerint azonban miután

az up a B
0

bázis után belép, utána már nem léphet ki a bázisból:

Ha a (T1) vagy (T2) szerinti esetben lép be, majd az (A) vagy (B) szerinti
esetben távozik a bázisnól, akkor a 72. lemma ellentmond az M mátrix elég-

ségességének.

Ha a (T3) szerinti esetben lép be, majd az (A) vagy (B) szerinti esetben

távozik a bázisból, akkor a 70. lemma ellentmond az ortogonalitási tulajdon-

ságnak.

Ha a (T3) szerinti esetben lép be, majd a (C) szerinti esetben távozik a

bázisnól, akkor a 73. lemma ellentmond az ortogonalitási tulajdonságnak.

Ha a (T3) vagy (T2) szerinti esetben lép be, majd a (C) esetben távozik

a bázisnól, akkor a 70. lemma ellentmond az ortogonalitási tulajdonságnak.

Minden lehetséges eset ellentmondásra vezet, így állításunkat beláttuk.

�

A következ® táblázat mutatja, hogy mely esetekben használtuk ki az M

mátrix elégségességét:

1 2 3

A � �
B � �
C �

8. A módosított algoritmus

Következ® célunk az algoritmust az EP tételek szellemében kiegészíteni. A

gyakorlati alkalmazások esetén nem célszer¶ ha az algoritmus az input adatok-

ról el®re feltételez nehezen ellen®rizhet® tulajdonságokat. Az elégségesség ilyen

tulajdonság, jelenleg nem ismeretes ellen®rzésére hatékony algoritmus. Tehát

az algoritmust úgy módosítjuk, hogy vagy megoldja a kit¶zött (LCP) felada-

tot vagy a duálisát, vagy kimutatja hogy a bemeneti mátrix nem elégséges, és

ennek polinomiális méret¶ bizonyítékát szolgáltatja.

A 29. lemma biztosítja, hogy ha a mátrix elégséges, akkor a pivotálási

m¶veletek mindig elvégezhet®ek, ha pedig nem, akkor megadja a kívánt bizo-

nyítékot arra, hogy az M mátrix nem elégséges.

Hátravan annak vizsgálata, hogyan követjük nyomon a ciklizálás elkerülé-

sét.
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8.1. A ciklizálás elkerülése

Vegyük észre, hogy az eredeti algoritmus végességének bizonyításában valójá-

ban nem lényeges hogy a ciklizáló példa minimális. Tekintsünk ugyanis egy

tetsz®leges ciklizáló példát. Legyen a ciklusban résztvev® változók indexei-

nek halmaza R. Tekintsünk egy olyan pillanatot, mikor már elkezd®dött a

ciklizálás, minden a ciklizálásban résztvev® változó már mozgott, és a ciklus

során az algoritmus olyan változót választ a bázisba való belépésre, melynek

az R bázison kívüli változói közül a legkisebb az s értéke. Ehhez a pillanat-

hoz tartozó bázist jelölje B
0

, és legyen a legkisebb s érték¶, az R halmazbeli

belép® változó az up. Jelölje B
00

azt a bázist, mikor az up legközelebb mo-

zog. Ekkor M
B
0 illetve M

B
00 szerkezete az R index¶ változókra illetve a q

vektorra megszorítva pontosan az (T1,T2,T3) illetve (A,B,C) féle lehet. A

két állapot között nem R indexhalmazokba tartozó változó nem mozgott, így

az 70,71,73 lemmák esetében a fundamentális elemi vektorok szorzatában az

R illetve q indexein kívül pontosan az egyik tag van a bázisban, tehát ezen

indexekhez a szorzatban mindíg nulla fog tartozni. Ugyanezen okból az 72.

lemma �u0 � v00 � u
00 � v0

szorzatában az R halmazon kívüli indexeken nullák

lesznek. Vagyis a bizonyítások átmenthet®k általános ciklizáló példára is.

8.2. Az elégségesség hiányának kezelése

Idézzük fel, hogy az elégségességet az 72: lemma, illetve a 73: lemma esetében

használtuk ki. Ez utóbbi, az elégségességgel járó, a 29. lemmára alapuló el®-

jelszerkezetet használta. Tehát ha az algoritmus minden felcserél® pivot esetén

((T3) és (C) ilyen esetekhez tartoznak) ellen®rzi az el®jelszerkezet meglétét,

akkor az ortogonalitási tétel miatt a (T3) táblát nem követheti (C) tábla. Ha

bárhol sérül az el®jelszerkezet, M nem elégséges voltára a kívánt bizonyítékot

ugyanez a lemma biztosítja.

Marad a (T1) és (T2); illetve az (A) és (B) táblák esete. A 72. lemma a

�u
0

� v
00

� u
00

� v
0

(27)

alakú vektorok nem szigorúan el®jelfordító voltán alapszik olyan M
B
0 és M

B
00

táblák esetén, ahol ugyanazon változó mozog mindkét pivot során, és mindkét

esetben a vizsgált változó az aktívan választott (vagyis nem a felcserél®s pivot

második változója). Érdemes meg�gyelni, hogy nincs szükség a teljes táblára,

elegend® annak a q vektorhoz tartozó oszlopa (vagyis az aktuális megoldás),

illetve a bázisban lev® indexek halmaza. Amennyiben a (27) vektor szigorúan

el®jelfordító, akkor a 72. lemma utáni megjegyzés értelmében az LCP feladat

mátrixának nem elégséges voltára a bizonyíték az u
0 � u

00

vektor.

Vezessünk be egy Q(p) (p = 1; : : : ; n) listát. A lista minden indexéhez

két n dimenziós vektor tartozik. Induláskor legyen mindkét vektor minden p
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8. fejezet A módosított algoritmus

indexre nulla:

Q(p) :=

�
[1; : : : ; n]
[0; : : : ; 0]

�
p = 1; : : : ; n

Mikor egy ul vagy vl változó egy pivot során távozik a bázisból, mely során

vagy diagonális pivothoz tartozik, vagy olyan felcserél®shöz, melyben ® passzív

(az ® s értékét vizsgálta az algoritmus), a Q(l) értékét úgy módosítjuk, hogy

az els® vektorba az ul vagy vl változó bázisból való kilépése el®tti bázisváltozók

indexeit, míg a második vektorba az ul vagy vl változó bázisból való kilépése

el®tti bázisváltozók értét írjuk, vagyis

Q(l) :=

�
[bázisváltozók indexei]
[bázisváltozók aktuális értéke]

�

Ha az ul vagy vl változó passzív módon (felcserél®s pivot esetén, a diagonális

érték nulla volta miatt) lép be a bázisba, akkor módosítsuk a Q(l) értéket a
következ®képpen:

Q(l) :=

�
[1; : : : ; n]
[0; : : : ; 0]

�

Az algoritmus mikor a báziscseréhez ér, megnézi, hogy az aktívan belép®

változó el®z® kilépésekor is aktívan választotta vagy sem. Ha igen, a Q lista

segítségével ellen®rzi a (27) vektort, majd csak ezután módosítja a Q listát.

Mivel a komplementáris változók pivot m¶veletek során egyszerre mozognak,

így nem szükséges külön helyet fenntartani számukra a Q listában.

Technikailag érdemes meg�gyelni, hogy a Q kezdeti, illetve a felcserél®s

pivot esetén a passzív változókra beállított értéke miatt elegend® minden pivot

esetén ellen®rizni a (27) szorzatot, a nem (T1;T2) illetve (A;B) esetekben a

szorzat automatikusan nulla lesz.

Természetesen nem lenne szükséges a Q listát minden esetben kitölteni, így

az algoritmus minimális módosításával tárhelyet lehet spórolni. Meg�gyelhet®

továbbá, hogy ekkor a legrosszabb esetben a Q lista tárigénye n2 egész és n2

lebeg®pontos szám tárigényével azonos.

Egy Q(j) = [fIg; fhg] alakú értékadás alatt azt értjük, hogy a j. index-

hez tartozó Q értékben a bázisváltozók indxeinek helyére az I indxeket, a q

vektorhoz tartozó értékek helyére pedig a h vektort írjuk.

8.3. Az algoritmus

Most már megfogalmazhatjuk a módosított algoritmust.
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A modosított algoritmus:

Input

Adott az (1) feladat. �M = �M; �q = q, r = 1; Q inicializálása

Begin

While ((J := f� 2 I : �q� < 0g) 6= ;) do
Jmax := f� 2 J : sr�1(�) � sr�1(�), minden � 2 J-reg
Legyen k 2 Jmax tetsz®leges

Ellen®rizend® a �u0 � v00 � u
00 � v0

az elmentett Q(k) segítségével:
If (�u0 � v00 � u

00 � v0

� 0) then

Stop: M nem elégséges, bizonyíték az u
0 � u

00

Endif

If ( �mkk < 0) then
diagonális pivot az �mkk értéken

Q(k) = [JB; �mq], r := r + 1
ElseIf ( �mkk > 0)

Stop: M nem elégséges, bizonyíték mint a 29. lemmában

Else /* �mkk = 0 */

K := f� 2 I : �mk� < 0g
If (K = ;) then

Stop: DLCP megoldás //lásd megjegyzés

Else

Kmax = f� 2 K : sr�1(�) � sr�1(�), minden � 2 K-rag
Legyen l 2 Kmax tetsz®leges

If (mk és m
k vagy ml és m

l el®jelszerkezete sér¶l) then

Stop: M nem elégséges, bizonyíték mint a 29. lemmában

Endif

Felcserél® pivot az �mkl és az �mlk számokon, s modosítása

Q(k) = [; [JB; �mq]], Q(l) = [;; 0], r := r + 2
Endif

Endif

EndWhile

Stop: Megengedett és komplementáris megoldást állítottunk el®

End
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Megengedett
komplementaris
megoldas

, 3. lemma

Megengedett

megoldas
duálCsere pivot

3. lemma
szerint

megengedett?

nem

igen

(Q)

M=−M

q=q

Init:

r=1,

−u’v"−u"v’>=0?

Nem elégséges,
bizonyíték a 
mátrixbol

m
kk

k

pivot

−    k

Diagonális

mátrixbol
+                            −    k

k

Nem elégséges,
bizonyíték a elöjelszerkezet

        sérül?

Csere pivot
lehetséges

k

−    k

l

0

l

Igen Nem
M nem elégséges,
bizonyíték a 

Pozitiv

=0

Nem Igen

Negativ elojele

Komplementáris

Igen

Nem

2. ábra. A módosított algoritmus diagramábrája

Ha a duál oldalról tekintjük a feladatot, akkor kiindulási mátrixunk a

qT 0T

�MT I
(s; t) +

1
0
r = 0

rendszer, ahol az algoritmus indulásánál az y és a r 2 R van bázisban. Az r az

algoritmus során a bázisban maradt. Az algoritmus a /*/ esetben olyan sort

határoz meg, mely a duál esetben egy olyan oszlopnak felel meg, melyben a

bázisban lev® v együtthatója szigorúan kisebb mint nulla, a többi komponens

pedig nem pozitív. Legyen ez az oszlop (a primál sor) a (v;x;y) Egy oldalra

rendezve, illetve a bázison kívüli elemek helyén nullákkal kiegészítve olyan

vektort kapunk, melyre

qT 0T

�MT I
(x;y) +

1
0
v = 0
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A v < 0 val leosztva a duál feladat egy megoldását kapjuk.

9. Összefoglalás

Áttekintettük az LCP feladatok vizsgálatánál felmerül® f®bb mátrixosztályo-

kat. A hangsúlyt azokra a mátrixosztályokra fektettük, melyek els®sorban a

megoldáshalmaz tulajdonságaira, illetve a criss-cross típusú illetve bels®pontos

algoritmusokra vanak hatással.

Arif A. Akkele³, L. Balogh and T. Illés [ABI02] új tipusú LCP criss-cross

algoritmusait általánosítottuk elégséges mátrixok esetére. A végesség bizo-

nyítását az általánosítás mellett leegyszer¶sítettük. Az elégséges mátrixokra

általánosított algoritmust a jobb gyakorlati alkalmazhatóság érdekében kiegé-

szítettük olymódon, hogy ne kelljen el®re feltételezni a bemeneti mátrix elégsé-

gességét. Ha az elégségesség hiánya miatt az algoritmus nem tudja biztosítani

a végességet, akkor leáll és polinomiálisan korlátozott méret¶ bizonyítékot ad

az input mátrix nem elégséges voltára. Célunkat a lineáris komplementaritási

feldatok dualitástétel [FT92] EP tétel [FNT98] formájának felhasználásával

értük el. Az algoritmus Akkele³ék új típusú pivotálási szabályainak köszön-

het®en, f®leg az els® báziscserék esetén jelent®s választási szabadságot bizto-

sítanak, lehet®vé téve esetlegesen felmerül® numerikusan instabil báziscserék

elkerülését.

Hasonlóan a leírt LIFO (last in - forst out : utoljára bekerül® - el®ször

kikerül®) pivotálási szabályhoz, ugyanígy bizonyítható, illetve általánosítható

a leggyakrabban választott változó pivotálási szabály is. Ehhez mindössze az

s vektort kell másként de�niálni, például

sr(�) =

�
sr�1(�) + 1; ha � 2 I mozog az r.-ik iterációban

sr�1(�); egyébként

Az algoritmus elején jelent®s szabadsági fokunk van az in�zibilis változók

kiválasztásakor, kés®bb azonban rögzül a változók választási sorrendje.

Az s vektor segítségével a minimálindexes választási szabály mint speciális

eset leírható, és a bizonyítások változatlanul m¶ködnek. Rögzítsük ehhez az

s vektort a következ® módon: sr(i) = i minden iterációban minden i 2 I-re.

Ekkor a bizonyítások jelent®sen leegyszer¶södnek.

Az elégséges mátrixokra általánosított criss-cross algoritmus végessége új,

konstruktív bizonyítást ad az LCP dualitás tételre. Az módosított criss-cross

algoritmus végessége pedig annak EP tétel formályában vett általánosítására

konstruktív bizonyíték.
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