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1. fejezet

Bevezetés

»A primeknek az dsszetett szamoktol vald
megkiilonbéztetése és az Osszetettek felbontasa
primek szorzatira az egész aritmetika egyik
legfontosabb és leghasznosabb probléma4ja. A
tudomény méltésdga megkdvetelni latszik, hogy
egy ilyen hires és elegdns probléma megoldasdhoz
minden segédeszkdzt buzgén kifejlessziink.”
Disquisitiones Arithmeticae(1801)

Karl Friedrich Gauss

1.1. Az RSA kriptorendszer

Az RSA egy nyilvanos kulcst titkositast megvalésitoé algoritmus. 1977-ben alkotta meg Ron

Rivest, Adi Shamir, és Leonard Adleman.

1.1.1. Az RSA miikodése

Tegyiik fel, hogy B szeretne titkositva iizenni A-nak.
A kulcsvalasztas
A vélaszt két nagy véletlen primszamot (egy véletlen szam utani elsé prim). Legyenek ezek p és

g, a szorzatuk pedig n = p - ¢. Kiszamitjuk ¢(n) értékét:
en) =¢-a9)=@P-1(@-1)=p-g-p—q+tl=n-p—q+1

A valaszt még egy ¢(n)-nél kisebb véletlen e szamot, amire (e, p(n)) = 1 (sok ilyen van).
A kiszamolja e multiplikativ inverzét (mod ¢(n)): d-t, amire e - d = 1 (mod ¢(n)).

Az (n,e) szampéar A nyilvanos kulcsa, a (d, p(n)) pedig a titkos kulcsa.

Az algoritmus

B cimkézi az elkiildendd iizenetet egy m 1 és n kozotti szammal.

B kiszamolja ¢ = m® (mod n)-et, ez lesz a titkositott iizenet.

A beérkez6 iizenet elolvasésa A altal: m = c? (mod n) meghatarozésa.



Valéban:

k
¢ = (a%)? = a®? = gPe (ML = (a“"(”)) -a = a (mod n),

mivel a?(™ =1 (mod n)(Euler-Fermat tétel).

Miért megfejthetetlen jelen ismereteink szerint?

Megfejteni csak d ismeretében lehet, ehhez viszont p(n) kell. n ismeretében ¢(n) kiszamitasa
viszont ekvivalens p, g kiszamitasaval, azaz n faktorizalasaval. n olyan nagy, hogy jelen ismereteink
szerint nem faktorizalhaté.

f(z) = z° Ggynevezett csapdajtofiiggvény, azaz csak a d tébbletinformaci6 birtokdban invertal-
hato jelen ismereteink szerint.

Az RSA-hoz el kell donteni egy véletlen szadm utani szamokrél, hogy azok primek-e. Ez a

kovetkezs kérdésre vezet: hogyan lehet eldonteni egy szamrol, hogy prim-e?

1.2. Primteszt, primtesztelés

1.2.1. Definicid. Primteszt: egy kritérium arra, hogy egy n szdm me legyen prim. Ha n dtmegy a

teszten, lehet hogy prim, ha nem megy dt (bukik), akkor biztos, hogy dsszetett.

Egy adott szam tesztelése primségre t6bb primteszt egyméas utani alkalmazasabol all. Ez a prim-
tesztelés lehet:

a) valosziniiségi — a tesztelést t1lél6 szam ,nagy valosziniséggel” prim

b) determinisztikus — a tesztelést t1lél6 szam biztosan prim

Példa:

a) Valamely n € N valamely a € N, a < n-nel valé osztasa

ha a | n, akkor n nem prim.

Ez egy primteszt, melyet probaosztastesztnek (,trial division”) neveziink

b) Ezt a probaosztastesztet végrehajtva minden a < /n-re kapjuk, hogy n nem prim, ha a | n
valamely ilyen a-ra.

Csak kevés n szam éli tal: primek, valamint az olyan osszetett szamok, amelyek két /n-nél na-
gyobb prim szorzatai. A tulélék nagy valdszindséggel primek, ezért ez egy elég jo valoszintségi
primtesztelést ad.

¢) Va < 4/n-nel osztva: ha bukik, akkor n biztosan Osszetett, ha nem, akkor biztosan prim. Ez

determinisztikus tesztelés.

1.3. Gyors hatvanyozas

Az RSA-algoritmusban a titkositas soran meg kell hataroznunk ¢ = m® (mod n)-et. Vajon ki
tudjuk ezt gyorsan szamolni? A valasz igen.

a,m € Z szamok esetén a™ meghatarozasanak miveletigénye ugyan O((loga)? - m?) vagyis
O((loga)? - e'°8 mz), igy lasst eljaras, viszont ha (mod n) tekintjiik a hatvanyozast jobb helyzetben

vagyunk:



1.3.1. Tétel. a™ (mod n) meghatdrozdisa O((logm) - (logn)?) miveletet igényel.

Bizonyitas: Irjuk m-et diadikus alakban:
m=¢co+e1-2+e3-22 4428

ahol ¢; € {0,1}, és k = O(logm).

Legyen a; az a® szdm maradéka (mod n) :

a; = a® (modn) 0<a;<n i=0,1,...,k
ElSszor hatarozzuk meg az ag, a1, - .. ,ai-t ebben a sorrendben:
20
ag =a° =a (mod n)

ag =a (feltéve: 0 <a < n)

Ha ay,...,a; adottak, akkor a;; kiszamitasa a kovetkezGképpen torténik:
i+1 i, i
air1=a? =a*? = (a®)? = a? (mod n)

Egy ilyen négyzetreemelés, majd az eredmény n-nel vett maradékinak meghatarozasanak mtvele-

tigénye O((logn)?).
k ok
a® = 0‘60-1-51'2-i-'"-i-f=‘lc'2’c = a0 . a61'2 .. aEk'zk — Hasi'T = H af"
i=1 i=1

vagyis azon a;-k szorzata, melyekre ¢; = 1.

Ezeket sorban szorozva egy-egy szorzés, majd (mod n) maradékvétel miiveletigénye: O((logn)?)

Ezt k = O(log m)-szer végrehajtva a teljes miveletigény:
k- O(logn)? = O((logm) - (logn)?).

A gyors hatvanyozast a kés6bbiekben is fogjuk hasznalni.

A tovabbiakban adunk egy &ltalanos attekintést a primszamokrél, majd bemutatunk néhany

primteszteld eljarast, kiilonos tekintettel az AKS-algoritmusra, amely az elsé polinomialis ideji

determinisztikus primteszt.



2. fejezet

Primszamok

2.1. Alapok

A primszamokkal kapcsolatos kérdések tobb, mint kétezer éve foglalkoztatjak az embereket. A
kiilonboz6 elnevezésekbdl adodo esetleges félreértések elkeriilése végett, tekintsiik a kovetkezd két

definiciot.
2.1.1. Definicié. Legyen R gyird, és U(R) az egységek halmaza. Ekkor a p € R* \ U(R) elem

1. felbonthatatlan(irreducibilis), ha minden a,b € R esetén p = a - b-bél a € U(R) vagy
b e U(R) kévetkezik

2. prim, ha minden a,b € R esetén p = a - b-b6l p | a vagy p | b kévetkezik.

Az olyan, két binér mivelettel rendelkezs algebrai struktarakat, amelyekben érvényes a szamel-
meélet alaptétele(Gauss-gytirtk), a primek és felbonthatatlanok halmaza egybeesik. Mivel az egész
szamok halmaza is Gauss-gytrd az Osszeadas és szorzas miiveletével, bocsadnatos biln, hogy altala-
nos és kozépiskolaban a felbonthatatlan elem definiciéjat hasznaljak primekre.

Azt, hogy végtelen sok primszam létezik, mar Euklidész bizonyitotta, viszont a mai napig nem
tudjuk, hogy az ikerprimek szdma véges, vagy végtelen(p;, p» primek ikerprimek, ha |p; — pa| = 2).
Nagyon valészint, hogy az z-nél kisebb ikerprimek szama aszimptotikusan cz/(In® ), alkalmas ¢
konstanssal. Brun 1919-ben megmutatta, hogy az ikerprimek reciprokdsszege konvergens sort alkot.
Ez a tény arra utal, hogy ha nincsenek is feltétleniil véges sokan az ikerprimek, de egyre ritkibban

fordulnak el6 a végtelen felé haladva. A szam, amihez az el6bb emlitett sor konvergal,
B =1.9021605823 ... .,

az ugynevezett Brun-konstans. B értékének minél pontosabb meghatarozasa méar a primrekordok
problémakorébe tartozik. Ezen a teriileten keriilnek teritékre olyan feladatok, mint péld4ul: keres-
siink minél nagyobb, bizonyos tulajdonsigokkal rendelkezs primeket, vagy ellendrizziik egy sejtés
helyességét szamitogéppel a lehetd legnagyobb korlatig. Az egyik ilyen probléma paros Goldbach-

sejtés néven valt hiressé. 1742-ben egy Eulernek irott levelében vetette fel a gondolatot Goldbach,



miszerint minden n > 5 egész szdm felirhaté harom prim Osszegeként. Euler valasziban megirta,
hogy ez a probléma ekvivalens azzal, hogy barmely haromn4al nagyobb péros egész szam felirhaté-e
két prim Gsszegeként. A ,paros” megkiilonboztetés azért ragadt a Goldbach-sejtésre, mert korabban
a matematikus egy masik gondolata, amely szerint minden 5-nél nagyobb paratlan szam el6all ha-
rom prim Osszegeként, kapta a paratlan Goldbach-sejtés elnevezést. Megjegyezziik, hogy altalaban
a paros eset vizsgalata van napirenden, mivel ebbdl rogton kovetkezik a paratlan eset. Vinogradov
1937-ben bebizonyitotta a paratlan Goldbach-sejtést ,nagy szamokra”. Sajnos nagy szdmon, a ké-
s6bbi tokéletesitések ellenére is 10 a tobb ezrediken nagysagrendet kell érteniink. Az a tény, hogy
szamitogéppel a Goldbach-sejtés 2004-ben kériilbeliil 1017 nagysagrendig ellenérzott, jol mutatja,
hogy van még mit ,lefaragni” az elméleti korlatbol.

Talan a két legfontosabb primszamokkal kapcsolatos fogalom a faktorizacié és a primteszte-
lés. El6bbi azt jelenti, hogy adott szdmot megprébalunk felbonthatatlanok szorzataként felirni.
Meglepd lehet, hogy a két probléma megoldasidnak bonyolultsdga mennyire eltérs. Mig primteszt
eredményesen végezhets tobb ezer jegyd szamokra is, addig a primfaktorizaciot legfeljebb 150-200
jegyt szamokra hajthatjuk végre, legalabbis ez a helyzet 2005-ben. A legmodernebb titkositéasi

eljarasok is azon alapulnak, hogy nagy szamokat primek szorzatira bontani ,nehéz” feladat.

2.2. Primszamok karakterizacioi

2.2.1. Tétel. (kis Fermat-tétel)Np € P, (p,a) =1:aP~' =1 (mod p)

A tétel specialis esete az Euler-Fermat tételnek:

2.2.2. Tétel. (Euler-Fermat) Ha (a,m) = 1, akkor a*™ =1 (mod m).

Bizonyitas: Jelolje rendre 71,72,...,7,(m) a redukilt maradékosztalyokat (mod m). Ha ezeket
rendre beszorozzuk a-val, kapjuk: a-r1,a-72,...,a T,y Azt dllitjuk, hogy a kapott maradékosz-
talyok paronként kiilonbozdek:

ha valamely i, j-re a-r; = a-r; (mod m), akkor a- (r; —r;) = 0 (mod m), s mivel a relativ prim m-
hez, ezért m | r;—r;, de ez ellentmond annak, hogy 7; és r; kiilonb6z8 volt (mod m). Ezek szerint az
a-T1,a-T2,...,0" Ty(m) maradékosztalyok sorrendtdl eltekintve megegyeznek 71,73, . .., 7y (m)-mel,

és ezért a szorzataik megegyeznek:
TL To To(m) =G T1 QT2 Q" Ty(m) (mod m)

Ezt rendezve:
TL T2 Ty(m) (a"(m) — 1) = 0 (mod m)

s mivel 71 - 72 - - - 74y relativ prim m-hez, ezért m | a?(m) — 1, és pont ezt kellett bizonyitanunk.

Ha m-et primnek valasztjuk, akkor ¢(m) = m — 1, és igy azt kapjuk, hogy:

a™ ! =1 (mod m),

ami pont a kis Fermat-tétel allitasa.



2.2.3. Tétel. Wilson-tétel: n € P < (n—1)! = —1 (mod n)

Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy n € N Osszetett szam. Ekkor van olyan d € N osztdja,
amelyre 1 < d < m, ésigy d | (n—1)!. Tehat d { (n—1)!+1 fennall, kovetkezésképpenn { (n—1)!+1,
azaz kaptuk, hogy (n — 1)! Z —1 (mod n).

Most legyen n primszam! Ha n = 2, akkor (2 — 1)! =1 = —1 (mod 2) fennall, tehat feltehetjiik
a tovdbbiakban, hogy n > 2. Tudjuk, hogy az ax = 1 (mod n) kongruencianak pontosan egy
megoldasa van, ha (a,n) = 1. Ez n prim volta miatt teljesiil minden 1 < a < n — 1 esetén. Vegyiik

~1 (mod n) csak az a = 1 (mod n) és a = n — 1 (mod n) esetben fordulhat eld.

észre, hogy a = a
Mivel []"Z{ a = [[*Z] a~* (mod n) fennall, és a bal, illetve jobb oldalon 1évs tényezdkkel, kivéve
a =1 és a = n—1 értékeket, egyszerisithetiink, tehat kapjuk, hogy (n—1)! =n—1 = —1 (mod n),
amivel az allitast bizonyitottuk.

A Wilson-tétel jo 6sszefiiggést ad primszamok felismerésére, hiszen egyetlen Gsszetett szamra
sem teljesiil, viszont primtesztelésre sajnos nem hasznalhat6, mert (n—1)! (mod n) nem szamolhato

gyorsan.

2.2.4. Tétel. Legyen a,n € Z, melyekre n > 2 és (a,n) = 1 fenndll. Ekkor n akkor és csak akkor
prim, ha
(z+a)" =z" + a (mod n). (2.1)

Bizonyitas: Tehat a feladatunk az f(z) = (z + @)™ — (2™ + a) polinom egyiitthatdéinak vizsgalata
(mod n). Rogton adodik, hogy f(z) konstans tagja, illetve z™ egyiitthat6ja 0, tovabba 0 < 1 < n

esetén minden z a binomialis tétel értelmében (7) - a™‘-nel szorzédik. Az

kifejezés mindig egész szamot szolgaltat, tehat 3! - (n — 1)! osztoja n!-nak.

Most tegyiik fel, hogy n primszam. Ekkor n nem osztdja ¢! és (n — 7)! egyetlen tényezGjének
sem, tehat (n,i!- (n —4)!) = 1, ami azt jelenti, hogy ¢! - (n —)! oszt6ja (n — 1)!-nak. Kaptuk, hogy
minden (’;) kifejezés alkalmas b € Z elemmel n - b alakban irhaté fel, ami kongruens 0-val (mod n).

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor n Gsszetett. Bontsuk fel n-et primhatvanyok szorzatara,
és valasszunk a tényezdk koziil egy p* szdmot, amire p*||n. Ekkor p* relativ prim a” P-hez és nem
osztdja (:)—nek. Ez azt jelenti, hogy f(z)-ben az zP-es tag egyiitthat6ja nem oszthaté n minden

faktoraval, azaz n-nel sem, igy:

(Z) -a™P £ 0 (mod n).

Tehat, ha n nem primszam, akkor f(z)-nek lesz 0-t6l kiilonboz6 egyiitthatdja, igy nem lehet null-
polinom Z,, felett.

Ez a tétel az utolso fejezetben szereplé AKS-algoritmus alapja.
Megjegyzés: A gyerekek a binomislis tételt gyakran rosszul jegyzik meg, és gy gondoljak, hogy
(z +y)™ = 2™ + y"; ezt nevezték el a "gyerekek binomialis tételének". A tétel alapjan teljesiil az

egyenlGség (mod n), ha n primszam.



2.3. Specialis primszamok

Mersenne-primek

Vizsgaljuk meg, hogy egy 2™ — 1 alakt szam mikor lehet primszam.
2.3.1. Allitas. Ha 2" — 1 prémszdm, akkor n prim.

Bizonyitas: Han = d-k, akkor 2" —1 = (24 —1) . (2¢(k—1) 4 2d(k—2) 4 ... 1 1), Tehat 2¢—1| 2" —1,
ha d | n.

2.3.2. Definicié. A 2" — 1 alaki szdmokat Mersenne-szdmoknak nevezziik, és M (n)-nel jelljik
2.3.3. Definicié. A 2™ — 1 alaki primeket Mersenne-primeknek nevezzik.

A ma ismert legnagyobb primek koziil a legtobb, koztiik a legnagyobb is Mersenne-prim:
225.964.951 _ 1_nek 7.816.230 szdmjegye van, ez a 42. ismert Mersenne-prim, és 2005. februar 18-an
talalta Dr. Martin Nowak.

Fermat-primek

Nézziik meg, mi a helyzet a 2™ + 1 alaka szamokkal:
2.3.4. Allitas. Ha 2" + 1 prémszdm, akkor n = 2™ alaki.
Bizonyitas: 292" +1 = (22" +1). (22" (a-1) —22™-(a-2) ... 4 20)
2.3.5. Definici6. 4 22" + 1 alaku szdmokat Fermat-szémoknak nevezziik, és F(n)-nel jelljik.
2.3.6. Definicié. A4 22" + 1 alaku primeket Fermat-primeknek nevezziik.

F(0)=3, F(1) =5, F(2) =17, F(3) = 257, és F(4) = 65537 primek, ez alapjan Fermat azt a
sejtést allitotta fel, hogy az Gsszes Fermat-szam prim. Ez nem igaz, hiszen F(5) = 4.294.967.297 =
641 - 6.700.417, s6t az el6zGeken kiviil nem ismeriink Fermat-primet.

Pillai-primek

A Wilson-tételbol kovetkezik, hogy p | (p — 1)! + 1, ha p prim. Teh&t p osztoja f(p — 1) =
(p— 1!+ 1-nek, és p = 1 (mod p — 1). Felvet6édhet a kérdés, hogy vajon f(n) = n!+ 1 minden
g primosztojara teljesiil-e a ¢ = 1 (mod n) Osszefiiggés. A helyzet az, hogy 1 < n < 7-re igaz az

allitas, de n = 8-ra mar nem, ugyanis 8!+ 1-et osztja 61 és 661 is, viszont egyikiik sem = 1 (mod 8).

2.3.7. Definicié. A p primet Pillai-primnek nevezziik, ha taldlhatd hozzd n € N gy, hogy p | n!+1
és p Z 1(mod n).

Az elss 15 Pillai-prim: 23,29,59,61,67,71,79,83,109,137,139,149,193,227,233.

Egy egyszer( algoritmussal talalhatunk Pillai-primeket.

2.3.8. Tétel. Végtelen sok Pillai-prim van.



3. fejezet

Valobszintiségi primtesztek

A kis Fermat-tételre alapozva sziilettek gyors futasi ideji valdszintiségi primtesztek. Ezeknek

az elve az, hogy n > 2 egész szdmra, ha

2"~ £ 1 (mod n),

akkor n Osszetett. A
2"~ =1 (mod n),

esetben nem mondhatjuk biztosan, hogy n nem prim. A gyakorlatban a valészintiségi tesztek jol
hasznélhatéonak bizonyultak gyorsasidguk miatt, és amiatt, hogy kevés olyan Gsszetett szam van,
ami ,atmegy” a teszten prim mindsitéssel. Ezek a nem primszamok, amelyek mégis primként visel-
kednek bizonyos szituacidkban, elrontva példaul primtesztek determinisztikussagat, fontos szerepet

jatszanak a szamelméleti kutatasokban, igy nevesitjiik is Gket.

3.0.9. Definicié. Az n pdratlan dsszetett szamot a alapi pszeudoprimnek, vagy dlprimnek nevez-
ziik, ha

a” ! =1 (mod n)

fenndll. Az n dsszetett szamot Carmichael-szdmnak, vagy univerzdlis dlprimnek nevezzik, ha min-
den (a,n) = 1 esetben fenndll az

a” ! =1 (mod n)

kongruencia.

3.0.10. Tétel. Az n € N dsszetett pdratlan szdm akkor és csak akkor Carmichael-szdm, ha az
n = pitps? ... por primtényezds felbontdsban oy =as =---=a,=1,r>3ép;—1|n—-1(G=

1,2,...,7) teljesiil.

Carl Pomerance bizonyitotta az allitast, miszerint végtelen sok Carmichael-szam létezik.
Példa: az n = 91 = 7- 13 szam 3 alapt pszeudoprim, de nem pszeudoprim a 2 alaphoz. Az
n =561 = 3- 11 - 17 Carmichael-szam.



3.1. A Miller-Rabin teszt

Ebben a részben egy gyors(polinomialis idejii) primtesztrél, a Miller-Rabin tesztrél lesz sz6. Ez
egy valoszinidségi algoritmus, el6fordulhat(csak kis valoszindséggel), hogy hibazik.

A fejezet tovabbi részére feltessziik, hogy az &ltalunk tesztelni kivant n egy 1-nél nagyobb
paratlan egész.

Néhany valdszintiségi primteszt, beleértve a Miller-Rabin tesztet is, a kovetkezs altalanos struk-
turaval rendelkezik. Jeloljiik Zt-szal Z, nemnulla elemeit; igy: |Z;}| = n — 1, és ha n prim, akkor

Z} = Z}. Definialjuk tovabb4a az L, C Z;} halmazt a kdvetkezSképpen:

o Létezik egy hatékony algoritmus annak eldontésére, hogy adott n, és o € Z} esetén o € Ly,

teljesiil-e
e Ha n prim, akkor L, = Z;,
e Ha n Gsszetett, akkor |L,| < ¢- (n — 1) valamilyen ¢ < 1 konstansra

n primségének teszteléséhez beallitunk egy ¢ "hibaparamétert”, és véletlenszertien valasztunk
ai,...,a € Z}-t. Ha a; € L, minden ¢ = 1,...,¢, akkor az output "igaz", kiilonben pedig
"hamis".

' értékkel tér vissza, ha

Konnyen lathatd, hogy ha n prim, akkor az algoritmus mindig "igaz'
pedig Osszetett, akkor legfeljebb ¢! valoszintiséggel. Ha ¢ = 1/2, és t-t elég nagynak valasztjuk,
mondjuk ¢t = 100, akkor a tévedés valoszintsége elhanyagolhat6an kicsi.

Tesziink egy kisérletet megfelels L,, halmaz definidlasara. Legyen:
L,={a€Z}: a™ =1}

Tudjuk, hogy L, C Z}, mivel ha a™~! = 1, akkor a-nak létezik multiplikativ inverze, mégpedig
a™ 2. A gyors hatvanyozést hasznalva annak eldéntése, hogy a € L,, O((logn)®) miiveletet igényel.
3.1.1. Tétel. Ha n prim, akkor L, = Z},. Ha n dsszetett, és L, C L}, akkor |L,| < (n —1)/2.

ns

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy L, a ZZ-beli (n — 1)-edik hatvanyleképzés magja, és ezért Z7
részcsoportja.

Ha n primszam, akkor Z}, rendje n — 1. Mivel a csoport rendje t6bbszorose az elemeinek rend-
jének, ezért o™ 1 = 1 teljesiil barmely o € Z}, és igy L, = Z.

Most tegyiik fel, hogy n Osszetett, és L, C Z}. Mivel részcsoport rendje osztéja a csoport

*

rendjének, ezért |Z%| = m - |Ly,|, valamely m > 1 egészre. Ebbdl pedig kiovetkezik, hogy:

1 . 1_. n-1

Sajnos vannak olyan paratlan Osszetett szamok, amelyekre L, = Z). Ezek a Carmichael-
szamok.
Ahhoz, hogy egy jo primtesztet kapjunk, egy j, L'n halmazt kell definidlnunk, amit a kévetke-

z6képpen tesziink meg. Legyen n — 1 = 2" - m, ahol m paratlan és h > 1, és legyen

L ={a€Zi: a™? =1 6a™? =1=a™? =41, haje{0,...,h—1}}.



A Miller-Rabin teszt ezt az L’n halmazt hasznalja L, helyett. A definiciébél adddik, hogy
L,CL,.
Annak eldontése, hogy a € Z;} L'n—hé')z tartozik-e a kovetkezd eljarassal ellendrizhetd:
B+ a™
if 8 = 1 then return true
for j < 0toh—1do

if 8 = —1 then return true
if 8 = +1 then return false
B« 3

false

Vilagos, hogy ismételt négyzetreemelést hasznalva az eljaras miiveletigénye O((logn)3).
3.1.2. Tétel. Ha n prim, akkor L, = 7.*. Ha n ésszetett, akkor |L.| < (n —1)/4.

Bizonyitas:
1l.eset: ha n prim.
Legyen o € Z}. Mivel Z} rendje n — 1, és elem rendje osztja a csoport rendjét, ezért am?" =

a™ ! = 1. Most tekintsiik valamely j € {1,...,h — 1} indexet, amire a2

= 1, és legyen
B :=a™? . Mivel 8> = a™?"" =1, ezért 3 lehetséges értékei: +1. Ez azért van, mert Z* paros
rendi ciklikus csoport, ezért pontosan két elem van, aminek a rendje osztja 2-t, ezek pedig +1 és
—1. Tehat L, = Z*.

2.eset: n = p®, ahol p prim és e > 1.
L, -t tartalmazza a 7 *-beli n—1-edik hatvényleképezés K magja. Tudjuk, hogy | K| = Inko(p(n), n—

1). Mivel n = p°, ezért p(n) = p*~!- (p— 1), és igy

, _ pt—1 n—1
L, < |K|=Inko(p* ' -(p—1),p°—1)=p—1= < .
IL,| < |K|=lnko(p*™" - (p—1),p° = 1) =p e S

3.eset: n = pi' - - - pér n primfelbontasa, r > 1.

Jelolje R;, 1 =1,...,r a Z, gyfirdt, és legyen
0:Ry X xR, > Zyp

a kinai maradéktétel 4ltal adott gydriizomorfizmus. Legyen még ¢(pS’) = m;-2", ahol m; p4ratlan,
i=1,...,7re, és | := min{h, hi,..., h,}. Vegyiik észre, hogy | > 1, é minden egyes R} m; - 2"
rendd ciklikus csoport.

El6szor belatjuk, hogy ha o € L'n, akkor a™2' = 1. Ennek a belatasahoz el§széris vegylik észre,
hogy ha [ = h, akkor definicié szerint am? = 1, ezért tegyiik fel, hogy ! < h. Indirekt tegyiik

fel, am? # 1, és legyen j a legkisebb index az [,...,h — 1 tartomanybdl, amire am?t = 1.
L’n definicibja miatt a™? = —1. Mivel [ < h, ezért | = h; valamely i € {1,...,r} indexre.
a = 0(ai,-..,a,) esetén a*? = —1. Ebbél az kovetketik, hogy o* multiplikativ rendje 27+

Mivel j > | = h;, ezért ellentmondéashoz jutunk, mert egy csoport elemének (ebben az esetben

a-nek) a rendje osztdja a csoport (jelen esetben R}) rendjének.
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Az 1626 bekezdés llitasabol, és L, definici6jabol kivetkezik, hogy o € L., implikaljaa™2 ™" =
+1 Gsszefiiggést. Most tekintsiink egy kisérletet, melyben a-t véletleniil valasztjuk Z}-bol (egyen-
letes eloszlas szerint), és megmutatjuk, hogy ekkor P(oﬂ"'zl_1 = +1) < 1/4, amibdl kovetkezik a
tétel.

Legyen o = 8(ay,...,a,). Mivel a egyenletes eloszlast Z-on, ezért a; egyenletes eloszlasi
R-om, és az a;-k fiiggetlenek. Jelolje i = 1,...,7-re & j = 0,..., h-ra G;(j) az m - 27-edik hat-
vanyleképezés képét R -on. Tudjuk, hogy

mi-2’“
m; .Zhi,m.Zj).

Mivel Il < h és I < h;, egyszer( szamolassal kapjuk, hogy:
Gi(W)] | 1G:(1)] &s 2/Gi(D)] = |Gi(1 - 1)]-

Azaz G;(l — 1) paros, és nem kisebb, mint 2|G;(h)|. Abbol, hogy G;(I — 1) paros kovetkezik, hogy
—1€Gi(l—1). Az a™? ™" = +1 esemény pontosan akkor 1ép fel, ha

(B) a™2 ™" =14i=1,...,r vagy

(By) a™2 ™ = —1i=1,...,r

Mivel az (E;) és (E») események diszjunktak, és mivel az a™2 ™" értékek fiiggetlenek, és a™2

egyenletes eloszlast G;(I — 1)-en, és G;(I — 1) tartalmazza +1-et, ezért azt kapjuk, hogy:
-1 . 1
P(a™?  =41)= P(E{) + P(E;) =2 _
és mivel |G;(I — 1)| > 2|G;(h)|, ezért
-1 O |
Pla™?  =41) <27 ] - (8.1)
g |Gi(R)]
Ha r > 3, akkor 3.1 kézvetleniil implikilja, hogy P(oﬂ"'zl_1 = +1) < 1/4, és kész vagyunk.
Tegyiik fel, hogy r = 2. Ekkor n nem lehet Carmichael-szam, ezért valamely i € {1,...,r}-re

G;(R) # {1}, igy |Gi(R)| > 2, és ekkor 3.1-bél ismét kovetkezik P(a™2 ™" = £1) < 1/4, és ezzel

befejeztiik a bizonyitést.
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3.2. A Solovay-Strassen teszt

3.2.1. A Legendre- és Jacobi-szimb6lumok

3.2.1. Definicié. Legyen p > 2 prim és (a,p) = 1. Ekkor az a szdmot kvadratikus maradéknak

nevezziik, ha megoldhaté az

z? = a (mod p)

kongruencia, és kvadratikus nemmaradéknak, ha nem oldhaté meg.

Megjegyezziik, hogy az a = 0 (mod p) szdmokat egyik kategoridba sem soroljuk be.

3.2.2. Definicié. Legyen p pdratlan prim. A Legendre-szimbélumot (%) -vel jeloljik, és a kovet-
kezdképpen definidljuk:

0 ,hapl|a

(%) =4 1 | ha a kvadratikus maradék (mod p)
—1 , ha a kvadratikus nemmaradék (mod p)

Vilagos, hogy a1 = as (mod p) esetén (%) = (%2), tovabba

(5)-G)-G)
p p p
A Legendre-szomboélum azon tulajdonsagat, amely tobb valosziniiségi primtesztels algoritmus

alapjat képezi, Euler-kritériumnak nevezik.

3.2.3. Lemma. (Euler) Birmely p > 2 primre és 0 < a < p-re

a" = (%) (mod p).

Nagy szamok primtesztelésénél gyakran hasznaljuk a Legendre-szimbo6lum altalanositas tetszd-

leges egész szamra:

3.2.4. Definicié. Legyen m = py - ps---pn pdratlan egész, ahol p;-k nem feltétlendil kiulonbézé
primek, és (a,m) = 1. Ekkor a kovetkezd szorzatot Jacobi-szimbdélumnak nevezzik:
(2)=11(2)
Mmoo S\
Vegyiik észre, hogy primszamokra a Legendre- és Jacobi-szimbélum megegyezik. Kénnyen be-

lathat6 az alabbi hét allitas, melyek segitségével egyszerden kiszadmolhatjuk a Jacobi-szimboélumot:

(1) aEb(modm)———>(%):(%)
2 (%) =(2) (=)

@) (7)==

@) (2)=(-)*"

5) (=) Gx) = (m%)

6 (2)=(%)

(M) (&) =)= - (2)
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3.2.2. A Solovay-Strassen-teszt

Az Euler-kritérium vizsgalatan alapszik a Solovay-Strassen-teszt néven ismert eljaras, amelynek
ismertetésénél felhasznaljuk a JACOBI(A,N) eljarast, ami kiszamolja az (%) Jacobi-szimboélumot,
illetve a RANDOM(X,Y) fiiggvényt, ami egy véletlen szamot ad az [z, y] intervallumbol.

SOLOVAY-STRASSEN-PRIMTESZT(N)

1. d + RANDOM(1,N)

2. if a{”~1)/2 £ JacoBI(A,N) (mod n)
3. then return OSSZETETT

4. else return VALOSZINUGLEG PRIM

Az eljaras érdekessége, hogy valdjaban valészintiségi teszt, de a szerzék megmutattik, hogy
csak véges sok Osszetett szam esetén ,téved”, azaz n bemeneti érték esetén legfeljebb (n — 1)/2
Osszetett szam elégiti ki a vizsgalt kongruenciat. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus megfelels szamu

ismétléssel és megfelelGen valasztott a értékekkel tetszlegesen megbizhatova tehetd.
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4. fejezet

Primtesztek specialis alakii primek

esetén

4.1. Mersenne-primek

4.1.1. Tétel. Legyen p prim, sy =4, s, = 57, — 2, k= 1,2,.... Az M(p) szdm akkor és csak

akkor prim, ha M(p) az s,_1 osztdja.

Bizonyitas: Elgszor néhany segédtételt és észrevételt kozliink. Legyen a =1+ /3, a =1 —+/3,
tovabba E, := < -2 F, := o" + @". Nyilvanval6, hogy a + @ = 2 és a@ = —2. A binomilis

tételbdl kovetkezik, a (0) észrevétel.

E,=(+3)-3+(3)-3%+..., F,=2-{1+(}) -3+ (}) - 3*+...}
2By = Ey - Fi + Fy, - E,

(=2)*' -Ey_ =E -F, — Ey- F, k>1

Ey, = Ey, - Fy,

Py, = F7 + (—2)F+!

F2 —12E2 = (—2)k+?2

9Fy1 = Fy, - Fi + 12E;, - E,

N =

AN AN AN AN N A~ S
— N~~~ N

=)

Adott paratlan g primre jel6lje w(q) azt az n legkisebb pozitiv egész szamot, amelyre ¢|E,. Ha

nincs ilyen n, akkor w(q) = oc.
4.1.2. Lemma. Legyen S ={v €N, q| E,}. Ekkor
§ = {k-wla) [k € N,

Bizonyitas: Ha k,l € S, akkor (1) és (2) miatt kK + I, és k > [ esetén k — 1 € S. Ezért w(q)
tOobbszorosei S-hez tartoznak. Tegyiik fel indirekt médon, hogy létezik m € S, amelyre w(q) t m.
Ekkorm =1-w(g) +r, 0< 7 <w(qg),ésm € S, - -w(q) € S miatt

m—1-w(g)=r€sS.
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Ez ellentmond w(q) definiciéjanak.

4.1.3. Lemma. Ha q > 3 prim, akkor

(7) alB,-3"7,

és

(8) aq|lFy—2

Bizonyitas: (0) és ¢ | (‘J’) 1< j5<¢q—1 miatt

gq—1

E, = (Z) 3% =3 (mod q)

valamint
F, =2 (mod q).

4.1.4. Lemma. Ha q > 3 prim, és w(q) létezik, akkor
w(g) <g+1.

Bizonyitas: E; =1, F; = 2. Alkalmazzuk a az (1) és (2) egyenlGségeket k = g és ] = 1 valasztassal.
Ekkor 2Eg 1 = 2E, + Fy, —4E,_, = 2E; — F,, azaz

—8Eq_1-Eqy1 =4E] —F? =4-3""" -4 =0 (mod q)
s ezért
q| Eq—1+ Eg4a,

amivel a lemma bizonyitasat befejeztiik.

4.1.5. Lemma. Ha p =7 (mod 12), akkor (%) = —1, és igy

p|3pT_1+1.

Bizonyitas: Legyen p = 7 (mod 12). Ekkor

(2) o= () -1 ()=

Most ratériink a tétel elegendGségének bizonyitasara. Legyen p paratlan prim, és M (p) | sp—1.
Ekkor
(9) M(p)|2¥ s, 1.
Belatjuk, hogy For = 22" .5, (n = 1,2,...). Mivel 25, = F», ez igaz, ha n = 1. Tegyiik fel, hogy

belattuk az allitast n-ig. Mivel s, 11 = 52 — 2, ezért

n

22" sy = (277

-5p)% =227,

(4) miatt k = 2™-re:
Fynir = F2, — 22"
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ezért

on
F2n+1 =2° - Sn+1,

igyn=p—1re

(10) 2277 .5, 1 = Fyor.

Ekkor (9) és (10) miatt

(11) M(p) | For-1,

ahonnan (3)-at k = 2P~ !-re alkalmazva kapjuk, hogy

(12) M(p)|Ba.

Legyen most ¢ prim, g | M (p). Ekkor g # 2,3, tehat g > 3. (12) miatt ¢ | E2». Ekkor 4.1.2 miatt

w(q) | 2°. Ha w(q) # 27 teljesiilne, akkor w(q) | 2P~! lenne, és igy q | Esr—1 fennallna. Ekkor

(11) és (5) miatt ¢ valamely 2-hatvany oszt6ja lenne, ami nem lehet. Tehat w(q) = 2P. 4.1.4 miatt

2? < q+1,azaz ¢ > 2P — 1= M(p), q|2? — 1, és igy ¢ = M (p), amivel az elégségességet belattuk.
A tétel sziikségességének bizonyitasadhoz legyen p > 2, M (p) = g prim. Ekkor 8 | 2P = ¢ + 1,

g = 7 (mod 8). Mivel p paratlan, ezért

g=2-1=2—-1=1 (mod 3),

és igy ¢ = 7 (mod 24), azaz ¢ = 24r + 7 alakban irhaté alkalmas r € Ny-ra. Alkalmazzuk (4)-et
k = 271 valasztassal. Ekkor:
(13) Foo = F2_, —4-277—1,

Mivel ¢ =24r +7=8-3r + 7, ezért

-1 _
q|M(qT>:2qu—1.

Ez a

és a 0
27 = (2 mod ¢
(5) trata

formulébél azonnal kovetkezik. Mivel M (451) = M(2P~1 — 1), ezért g | 22°7'~1 _ 1, ahonnan
(14) q| For — F2_, + 4.

P

(6)-ot k = q és I = 1 valasztassal alkalmazva, ¢ + 1 = 2P miatt:
9Fy, = F,F, + 12E,E, = 2F, + 12E,.

Tehat

(15) Fy» = F, +6E, = (F, — 2) + 6(E, + 1) — 4.

A 4.1.5 miatt ¢ | 3T + 1, tovabba (7) miatt g | E, + 1, (8) miatt ¢|F, — 2. Ezért (15) miatt
q | For + 4, és igy (14) miatt g | F2,_,. (10) miatt, g = M(p) paratlan volta miatt M(p) | sp—1. A

sziikségességet belattuk, ezaltal a tételt is.
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Tekintsiik most az algoritmust, aminek a bemenete egy m > 2 paratlan egész szam.
LucAs-LEHMER-PRIMTESZT(m)

1. M«2m—1

2. v 4

3. fori+—1tom—2
4. dov+<+v?-2

5. if v =0 (mod M)

6. then return PRIM

7. else return OSSZETETT

4.2. Fermat-primek

4.2.1. Tétel. Ha F,, jeloli a 22" + 1 alaki Fermat-szémot, akkor m > 1 esetén Fy, akkor és csak
akkor prim, ha 5F=—1/2 = _1 (mod F,,)

Bizonyitas: Mivel F,,, —1 egyetlen primoszt6ja 2, a kongruencia teljesiilése esetén F),, prim, hiszen
ekkor 5 rendje F,,, — 1 (mod Fp,).

A masik irany bizonyitasahoz azt kell megmutatnunk, hogy 5 kvadratikus nemmaradék mod F,,.
Tudjuk, hogy 2¢ = 1 (mod 5) Mivel 2™ 4 t5bbszorose, ezért: Fo, = 22" +1 = 2 (mod 5). Az (%)

Legendre-szimbélum a kvadratikus reciprocitasi tétellel szdmolva: (Fi) =(E)=(}) =1

17



5. fejezet

Primtesztelés elliptikus gorbékkel

5.1. Elliptikus gorbék

Egy elliptikus gorbe R felett azon sikbeli (z,y) parok halmaza, amelyek kielégitik az
v=z4a-z+b

egyenletet, ahol a, b valés konstansok, amelyekre 4a3 + 27b? # 0. Vilagos, hogy ha az (z,y) pont a
gorbén van, akkor az (z,—y) pont is. (A 4a® + 27b2 # 0 feltétel azt biztositja, hogy az f(z,y) =
0, f(z,y) = y> — 2® —a -z — b gorbe minden (zo,yo) pontjaban létezzen egyértelmi érints.) Ha
egy (nem fiiggbleges) egyenes metszi ezt a gorbét két pontban, akkor egy harmadikban is. A gérbe
egy érintGjét ugy tekintjiik, mint amelynél a két metszéspont egybeesik.

Ha (z1,y1) és (z2,y2) a két metszéspont, akkor a harmadik koordinatai:
— )2 _
T3 = A — 1 — T2, y3—)\-(.’l,‘3—$1)+y1

ahol

— 32
A= u, ha z; # x2 és egyébként A = M.
Ty — X1 Y

Vilagos, hogy A az egyenes meredeksége. Erint6 esetén ezt az implicit fiiggvény differencialasaval
kapjuk.
Az (z1,11) + (22,y2) = (3, —y3) Osszefliggéssel egy Osszeadast definidlhatunk. Ha a fiiggdleges

egyeneseknek megfelels co szimbolumot, mint nullelemet definialjuk, azaz
(w,y) + (a:? _y) = ('Ta _y) + (way) = 00,

akkor megmutathatd, hogy egy Abel-csoportot kapunk.

Ha a, b racionalisak, tekinthetiink csak racionalis koordinat4ja pontokat, és egy masik csoportot
kapunk. Altalanosabban, tekinthetiink elliptikus gorbéket egy tetszdleges F felett, amelynek karak-
terisztikaja kiilonbozik 2-t6l és 3-t6l. Meg lehet mutatni, hogy mindig Abel-csoportot kapunk. Még
ha csak egy egységelemes kommutativ gyiird adott, példaul Z /nZ, Inko(n,6) = 1, akkor is defini-

alhatjuk a fenti miiveleteket parcialisan, azaz ha az osztas elvégezhets; természetesen ekkor nem
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kapunk csoportot. Fontos azonban észrevenniink, hogy ha Inko(n, 4a® +27b%) = 1, akkor barmely p
primosztojara n-nek modulo p is egy elliptikus gorbét kapunk, és ha Z /nZ felett el tudunk végezni
egy Osszeadést, akkor barmely p primoszt6jara n-nek, az eredmény (mod p) redukélva ugyanaz,
mintha elébb elvégezziik a (mod p) redukalast, és aztan végezziik el a miiveletet (mod p). (A oo
szimbo6lum redukalva sajat maga.)

Primteszteléshez csak ilyen, modulo n vett elliptikus gorbékre lesz sziikségiink.

5.1.1. Tétel. (Hasse tétele) Ha p > 3 prim, akkor egy Z/pZ felett vett elliptikus gorbe rendje
p+1—2,/p ésp+1+2,/p kézitt van.

Meg lehet mutatni azt is, hogy az elliptikus gérbék rendje meglehetGsen egyenletesen oszlik el

ebben az intervallumban, legalabbis az intervallum kézepén.

5.2. Primtesztelés elliptikus gorbékkel

Az elliptikus gorbékkel torténd primtesztelés az alabbi tételen alapszik:

5.2.1. Tétel. Legyen n € N, Inko(6,n) = 1 és legyen E,, egy Z /nZ feletti elliptikus gérbe pontjai-
nak o halmaza. Legyenek m és s egészek gy, hogy s | m. Tegyiik fel, hogy taldltunk olyan P pontot
E,, -ben, amelyre

m-P=0 és%-P;éO

g minden primfaktordra s-nek. Ekkor minden p primosztéjdra n-nek |E,| = 0 (mod s). Tovdbbd,
ha s > (¢/n + 1)2, akkor n prim.

Bizonyitas: Legyen p egy primosztoja n-nek, és legyen
m
Q= 5 P, € E,.

Ekkor s-@Q =m - P, = (m - P), =0, igy Q rendje osztja s-et. Ha ¢ egy primosztdja s-nek, akkor
2.9=".pP,=(".P), £0, mivel = . P #£0
q q q q

Igy @ rendje nem osztdja s/g-nak. Mivel g tetszsleges volt, @ rendje s, igy |E,| = 0 (mod s).

Hasse tétele szerint |E,| = p + 1 — t valamely [t| < 2,/p egészre. EbbSl (p'/2 + 1)2 > |E,|. Ha
s > (n'/* + 1), akkor azt kapjuk, hogy (/P + 1)2 > (n'/* + 1)2, amibél p > /n.

A primtesztek vazlata:

Az n valészind prim prim voltanak bizonyitasidhoz valasszunk egy elliptikus gorbét Z /nZ felett,
és egy m szamot, amelyre a gorbe rendje m — legalabbis ha n prim. Ha m felirhat6 f - ny alakban,
ahol f faktorait ismerjiik, ny pedig valoszind prim, és ny > (n'/* 4+ 1), akkor n prim voltat ezen
pont elsd tétele segitségével be tudjuk bizonyitani. Valasszunk ugyanis egy olyan P pontot, amely
eleget tesz a tétel feltételeinek s = n; valasztassal. Ehhez valasszunk egy véletlen P pontot a
gorbén(z véletlen, y-t kiszamitjuk). Szamitsuk ki (m/n;) - P = f - P-t; ha nincs definialva, akkor
megtalaltuk n; egy valédi osztéjat, ami nagyon valoszintitlen. Annak valdszintisége, hogy k- P = 0

legyen, az el6zs tétel szerint kisebb, mint 1/2, ha n prim, ebben az esetben valasszunk 4j pontot.
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Egyébkeént ellendrizziik, hogy ny - (f - P) = m - P = 0, aminek teljesiilnie kell, ha n prim. Igy P
létezése bizonyitja, hogy n prim, ha n; prim. Most alkalmazzuk az eljarast ni-re, stb.

A Goldwasser-Kilian teszt. A fenti gondolat Goldwassertdl és Kiliantol szarmazik. Javas-
latuk szerint véletlenszertien valasztunk egy elliptikus gorbét Z/nZ felett, meghatarozzuk m-et,
és ha f = 2 valasztassal teljesiilnek a fenti feltételek, akkor megyiink tovabb. Természetesen a
gyakorlatban nem érdemes f-et korlatozni, hanem m kis faktorait probaosztassal keressiik meg. A
modszerrel az a probléma, hogy egy véletlen elliptikus gérbére m-et meghatarozni nagyon nehéz,
béar van r4 polinomialis futésideji (O(n®)) algoritmus.

Atkin tesztje. A teszt alapgondolata az, hogy megforditjuk m és a gérbe megvalasztasanak
sorrendjét. Ezt ugy érjiik el, hogy egy alkalmas D negativ egészre a Q(v/ D) test v egészei kozott
keresiink egy olyat, amelyre |v|2> = n (ha van ilyen). Ha ez megvan, akkor m = |v £ 1|? rendd
elliptikus gorbéket ,konnyen” talalhatunk. Igy m-et mar akkor tudjuk, amikor a gérbét még nem:

azt raériink késébb is meghatarozni.
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6. fejezet

Az AKS-algoritmus

6.1. Az AKS-algoritmus

Az esetleges félreértések elkeriilése végett tesziink néhany megjegyzést a fejezetben hasznalt jelo-
lésekkel kapcsolatban. log minden esetben kettes alapt logaritmust jelol. A bonyolultsagelméletbél
ismert fogalmakat a szokdsos mddon értelmezziik. A szakirodalomban algoritmusok vizsgalatanal
altalaban n bites bemenetet tételeznek fel, és n fliggvényében vizsgaljak a futasi id6t. Primtesztek
esetéban viszont, ha n pozitiv egész a vizsgalando6 szam, akkor abrazolasahoz [log(n)] bitre van
sziikség, tehat a bonyolultsagi korlatok [log(n)] fiiggvényeiben értenddek. Hasznalni fogjuk to-
vabba a O(t(n)) kifejezést O(t(n) - poly(log t(n))) jeldlésére, ahol t(n) tetszdleges fiiggvénye n-nek,
és poly(logt(n)) polinomialis fiiggvénye log t(n)-nek, azaz

poly(logt(n)) = ao + aylogt(n) + - -- + a.log” t(n),

valamely r pozitiv egészre, és ag,aq,...,a, valos egyiitthatokra. Példaul, ha ¢ éppen a log fiigg-

vénnyel egyenld, akkor
O(log"(n)) = O(log* (n) - poly(loglogn)) = O(log"** n)

tetszbleges pozitiv e-ra.

Agrawal, Kayal és Saxena 2002-ben kozoltek egy algoritmust, amely nagy attorésnek szamit a
primtesztek torténetében. Mondhatjuk ezt azért, mert a szerz6k bizonyitjik, hogy a primszamok
halmaza a P nyelvosztalyba tartozik. Ez azt jelenti, hogy egy n pozitiv egész szam prim mivoltanak
eldontése megoldhat6 annyi id§ alatt, amely [logn]-nek polinomislis fiiggvénye. Raadéasul ez az
algoritmus determinisztikus, vagyis a valoszintiségi tesztekkel ellentétban itt a legkisebb esélye sincs
annak, hogy valamely alprimet véletleniil primnek nyilvanitsunk.

Az algoritmus a 2.2.4 tételen alapszik. Az alapgondolat: bemenetként adott n természetes szam-
hoz keressiink megfelels a egészet és ellendrizziik, hogy teljesiil-e a 2.1 kongruencia. Ez igy termé-
szetesen nagyon egyszeri, de mivel mintegy n tagrol kell eldonteni, hogy kongruens-e 0-val (mod n),
nem hatékony eljaras. A tovabbiakban szeretnénk a szadmolasokat egy megfelelgen vélasztott rela-
tive kevés elembdl 4ll6 véges struktira felett végezni, azt remélve, hogy igy le tudjuk csokkenteni

f(z) vizsgalando egyiitthatoinak szamat.
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Az algebraban jol ismert tény, hogy tetszéleges R fGidealgytirtiben R/(a) akkor és csak akkor
lesz test. ha a felbonthatatlan elem R-ben. (a) itt az a elem altal generalt f6idealt jelenti. Tehat
tekintsiik az F), véges test feletti h(z) d-edfoku irreducibilis, azaz felbonthatatlan polinomot. Ekkor
F,[z]/({h(z)) egy p? elemszam testet alkot, amelynek elemei az F), feletti legfeljebb (d — 1)-edfoki
polinomok. A tovabbiakban alkalmazzuk a kiovetkezs jelolést: ha f(z) = g(z) teljesiil Z,/(h(z))-
ben, akkor azt irjuk, hogy

f(z) = g(z) (mod n, h(z).

Megjegyezziik, hogy Z, akkor és csak akkor alkot testet, ha n primszam, tehat a Z,[z]/(h(z))
gytirt nem feltétleniil test, és legfeljebb (deg(h(z)) — 1)-edfokt polinomkifejezésekbdl all, amelyek
egyiitthatoi Z ,-beliek. Az AKS-algoritmusban h(z) = z" — 1, ahol r egy ,megfelelden kicsi” pozitiv
egész. A tovabbiakban természetesen a ,megfelelGen kicsi” kifejezés értelmét pontositjuk. Tehat a

primek azonositasara hasznéljuk 2.1 helyett a
(z+a)"=2" +a (mod n,z" — 1) (6.1)

kongruenciat. A 2.2.4 tételbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy ha n primszam, akkor kielégiti a 6.1
Osszefliggést, minden a és r esetén. Lathato tovabba, hogy ha r elég kicsi n-hez képest, akkor keve-
sebb egyiitthatot kell megvizsgalnunk. Sajnos cserébe azt az arat kell fizetniink, hogy bizonyos a és
r értékek esetén eléfordulhat, hogy valamely n Osszetett szam is kielégiti a kongruenciat. Viszont
bizonyithat6, hogy megfelelGen valasztott r esetén nem til sok a értékre elvégezve a vizsgalatot,
csak olyan Osszetett szadmok mehetnek 4t a teszten, amelyek primhatvanyok. Az AKS-algoritmus
annak koszonheti a gyorsasagat, hogy mind r értékére, mind a kiilonb6z6 a-k szamara olyan felsé
korlat adhat6, amely [logn]-nek polinomialis fiiggvénye. Ezen tények, és az, hogy n-rél eldonteni
primhatvany mivoltat nem tart sokaig, eredményezi a [logn]-ben polinomialis futasi id6t. Raada-
sul, ahogy azt a kés6bbiekben latni fogjuk, ennyi vizsgélat is elég ahhoz, hogy n prim voltat szaz
szazalékos biztonsaggal eldontsiik, azaz az algoritmus determinisztikus is, ami miatt kiemelkedik
az eddig ismert primtesztek koziil.

Az algoritmus lépései
e Megvizsgéljuk, hogy n teljes hatvény-e. Ennek a lépésnek a miiveletigénye O((logn)?)

o Keresiink egy r egészet, amire n rendje mod r > (logn)?. Ennek a kézenfekvé modja, hogy
kiszamitjuk n’ (mod r)-et j = 1,...,[(logn)?]-re és minden q > [(logn)?] egészre, az elss g-ig,
amire a maradékok egyike sem 1. Az igy megtalalt g j6 lesz r-nek. r megtalalasa O(r- (logn)?)
lépés.

e Meghatarozzuk, hogy (a,n) > 1 teljesiil-e valamely a < r-re, amihez O(r - (logn)?) miivelet

kell.

¢ Ellendrizziik, hogy fennall-e az (z+a)” = 2" +a (mod n, z" —1) Osszefiiggésa = 1,2,...,[/r-
logn]-re. Egy ilyen kongruencia ellendrzésének miiveletigénye O(r - (logn)?), igy a teljes mi-
veletigény O(r - (logn)?).

Be fogjuk 1atni, hogy létezik megfelels r < 2(logn)®, és igy az algoritmus miveletigénye: O((log n)0?).
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Agrawal, Kayal és Saxena tételének bizonyitasa:
Feltessziik, hogy adott egy n > 1 egész, ami nem teljes hatvany, nincs r-nél kisebb primosztéja,

a rendje d > (logn)? (mod r), és
(z+a)"=2z"+a (mod n,z" — 1) (6.2)

minden a-ra: 1 < a < A4, ahol A = /7 -logn A 2.2.4 tétel miatt tudjuk, hogy ezek a feltételek
teljesiilnek, ha n prim, tehat azt kell bizonyitanunk, hogy nem &llhatnak font, ha n Gsszetett.

Legyen p egy primosztdja n-nek. Ekkor
(z+a)"=2"+ a (mod p,z" — 1) (6.3)

minden a-ra: 1 < a < A. " — 1-et fel tudjuk bontani irreducibilis polinomok szorzatara a kovetkezd
alakban: [, ®a(z), ahol ®4(z) a d-edik kdrosztasi polinom, aminek a gydkei a d-edik primitiv
egységgyokok. Minden egyes ®4(z) irreducibilis Z [z]-ben, de nem feltétleniil az (Z /pZ)|[z]-ben, ezért
legyen h(z) egy irreducibilis faktora ®4(z)-nek (mod p). Ekkor 6.3-bol kovetkezik, hogy:

(z +a)" = 2" + a (mod p, h(z)) (6.4)

minden a-ra: 1 < a < A, mivel h(z) | z" — 1.
A (mod p, h(z)) maradékosztalyokat tekinthetjiik az F := Z/(p, h(z)) gytrd elemeinek, ami
izomorf a p™ elemi testtel (ahol m a h polinom foka). F nemnulla elemei p™ — 1 rendi ciklikus

csoportot alkotnak.
6.1.1. Allitas. z primitiv r-edik egységgyik F-ben.

Bizonyitas: h(z) | " —1 miatt = r-edik egységgyok (mod h(z)), ezért x rendje valamely [, amelyre
l|r. Ha

d
z' —1 =0 (mod h(z)), és h(z H:v—@

akkor h(z) | z' — 1 miatt & = 1, masrészt h(z) | ®,(¢) miatt {; = ¢° alkalmas s : (s,r) = 1
értékre, ahol ¢ primitiv r-edik egységgyok. Trivislisan igaz, hogy 1 = ¢! = (*! nem teljesiilhet, ha
I <r.azaz ¢ (mod h(z)) rendje 7.

Alljon H az z,z+ 1,2 +2,. ..,z + [4] ltal multiplikativan generalt elemekbél (mod p,z" — 1).
GlegyenazFz,z+1,2+2,...,z+[A] altal generalt (ciklikus) részcsoportja; masszoval G H-nak
a redukalasa (mod p, h(z)).

6.1.2. Allitas. G minden eleme nemnulla.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy z + a = 0 F-ben. Ekkor z™ + a = (z + a)™ = 0 F-ben 6.4 miatt,
tehat 2" = —a = z F-ben, amibdl kovetkezne, hogy n = 1 (mod 7), és igy d = 1, ami ellentmond
a feltevésnek.

Ha g(2) = [[p<,<a(® + a)®* € H, akkor



6.3 miatt. Legyen S azon porzitiv egész k-k halmaza, amelyekre g(z*) = g(z)* (mod p,z" — 1)
minden g € H-ra. Ekkor g(z¥) = g(z)* F-ben minden k € S-re. Tudjuk, hogy p,n € S.
G méretére fogunk alsé és fels6 becslést adni, és ebbdl szeretnénk ellentmondésra jutni.

FelsS becslés |G|-re
6.1.3. Lemma. Haa,be S, akkora-b e S.

Bizonyitas: Ha g(z) € H, akkor g(z%) = g(z)® (mod p,z" — 1). Helyettesitsiink z helyére z°-t, és
igy kapjuk: g((z?)%) = g(z*)® (mod p, (z*)" — 1), és a kongruencia teljesiil (mod p,z" — 1), mivel

z" — 1 osztja z*" — 1. Tehat

9(2)*" = (9(2)*)" = g(27)" = 9((z*)°) = 9(2**) (mod p,z" - 1),
amit bizonyitanunk kellett.
6.1.4. Lemma. Haa,b€ S, ésa =b (mod r), akkor a = b (mod |G|).

Bizonyitas: Minden g(z) € Z[z]-re igaz, hogy u — v osztja g(u) — g(v)-t. Emiatt 2" — 1 osztja
227% — 1-et, ami osztja £ — zb-t, ami osztja g(z?) — g(z®)-t, és igy arra jutunk, hogyha g(z) € H,
akkor

9(2)* = g(2*) = g(z°) = g(2)° (mod p, 2" —1).

Tehat ha g(z) € G, akkor g(z)2~° = 1 F-ben; de G ciklikus csoport, ezért g-t generatornak valasztva
kapjuk, hogy |G| osztja a — b-t.

Legyen R a (Z /rZ)* n és p altal generalt részcsoportja. Mivel n p-nek nem hatvanya, ezért az
n' - p’ egészek mind kiilonbozdek 3,7 > 0 esetén. T6bb, mint |R| kiilonbozé szamot kapunk, ha
0 <i,j < +/IR], igy van koztiik kettd kongruens (mod r), legyen:

n'-p =n! - p’ (mod 7).

6.1.3 miatt mind n‘ - p/, mind n! - p/ S-ben van, valamint 6.1.4 miatt a kiilonbségiik oszthato
|G|-vel, és igy:
Gl <|nt-p! —al -p?| < (n-p)VIR -1 <n2VB 1.

(n?-p’ —n!-p’ nem lehet 0, mert n nem prim, és nem is teljes hatvany.) Elesiteni fogjuk az egyenl5t-
lenséget azzal, hogy megmutatjuk: n/p € S, és n helyébe n/p-t helyettesitve a fenti okoskodasbol
kapjuk:

|G| <nVIE _1 (6.5)

Mivel n rendje d (mod r): né = 1 (mod 1), és igy z"° = z (mod z" — 1). Tegyiik fel, hogy

a €8, ésb=a (modn?—1). Ekkor " — 1 osztja z"° — z-et, ami osztja z° — z-t, ami osztja
g(z?) — g(z®)-t barmely g(z) € Z[z] esetén. Ha g(z) € H, akkor g(m)"d = g(x"d) (mod p,z" — 1)
6.1.3 miatt, mivel n € S, és g(z"d) = g(z) (mod p,z" — 1)(mivel z" — 1 osztja z — z-et), és igy
g(w)"d = g(z) (mod p,z" — 1). De ekkor g(z)® = g(z)® (mod p,z" — 1), mivel n¢ — 1 osztja b — a-t.
Innen:

g(:v)b (mOd b, z" — 1)a
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mivel a € S, amibél kdvetkezik, hogy b € S. Most legyen b = n/p és a = n - p?("~D-1 &5 igy
a € S 6.1.3 miatt, mivel p,n € S; valamint b = a (mod n? — 1), ésigy b =n/p € S a fentiek miatt.

Alsé becslés |G|-re

Azt szeretnénk megmutatni, hogy sok kiil6nb6z6 eleme van G-nek. Ha f(z),g(z) € Z[z], és
f(z) = g(z) (mod p, h(x)), akkor igaz, hogy f(z) —g(z) = h(z)-k(z) (mod p) valamely k(z) € Z[z]-
re. Ha f és g is alacsonyabb fokt, mint h, akkor k(z) = 0 (mod p), és igy f(z) = g(z) (mod p).
Ennélfogva a [[,,<4(z + a) alaka, m-nél(h(z) foka) alacsonyabb foku polinomok G kiil6nb6zs
elemei. Ennek kdvetkeztében ha m, p rendje (mod 1), nagy, akkor j6 alsé becslést tudunk adni
|G|-re.

6.1.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy f(z),9(z) € Z[z], f(z) = g(z) (mod p, h(z)), és f, g egyszerisi-
tései F-ben G-ben vannak. Ha f és g foka alacsonyabb |R|-nél, akkor f(z) = g(z) (mod p).

Bizonyitas: Legyen A(y) := f(y) — 9(y) € Z[z] F-beli redukalasa. Ha k € S, akkor:
A(e*) = f(*) — g(z*) = f(2)* — g(2)* =0 (mod p, h(z)).

Mivel z rendje r F-ben, igy {z* : k € R} mind kiilénbdz6 gydke A(y)-nak (mod p, h(z)). Tehat A(y)
foka kisebb, mint |R|, de > |R| kiilénb6zs gyoke van (mod p, h(z)), és igy A(y) = 0 (mod p, h(z)),
amibél kovetkezik, hogy A(y) = 0 (mod p), mivel az egyiitthatok fiiggetlenek z-t6l.

A definicié miatt R tartalmazza az Gsszes n altal generalt elemet (mod r), és igy R elemeinek
a szdma legalédbb d, n rendje (mod 7), ami > (logn)? a feltevés miatt. Ennélfogva |R| > B, ahol
B :=[/|R|-logn]. 6.1.5-b6l kévetkezik, hogy a [I,cr(z + a) szorzatok G kiilonb6zs elemei G-nek
minden alkalmas T' C {0,1,2,..., B}-te, és igy:

|G| > 2B+ — 1> VIRl 1

ami ellentmond 6.5-nek. Ezzel befejeztiik a bizonyitast.
Megfeleld r létezése:
A primszamtétel atfogalmazhaté a kovetkezs alakba: az z-nél kisebb primek szorzata megkoze-

litSleg e®. Egy gyenge explicit valtozat szerint: az N és 2N kozotti primek szorzata > 2V N > 1-re.

6.1.6. Lemma. Ha n > 6, akkor létezik r € [(logn)®,2(logn)®] prim, amire n rendje (mod r) >
(logn)?

Bizonyitas:Tegyiik fel indirekt, hogy nem igaz az &llitas, vagyis barmely r» € [N,2N], N =
(logn)® primre n rendje (mod r) < I := (logn)?, és igy a szorzatuk osztja [[,.;(n’ — 1)-et. De
ekkor

2N < H r < H(n’ —1) < p2isrt < 2(log n)®
N<r<2Nr prim i<I

ami n > 6-ra ellentmondas.
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6.1.1. Az algoritmus tokéletesitése

Az eljaras gyorsitasara tobb lehetGség is kinalkozik. Ezek lényege, hogy az r érték becslését
finomitsuk. Lathato, hogy idealis esetben r értéke O((logn)?) nagysagrendd, igy az egész algoritmus
idéigénye O((logn)®) lehet. A kdvetkezd két sejtés azt sugallja, hogy jo esély van O((logn)®)
nagyséagrendnél kisebb r-et talalni.

Az egyik az Artin-sejtés:

6.1.7. Sejtés. Legyen a € Z nem teljes négyzet, tovdbbd a # 0,+1. Jeldlje N, azon p primeknek

a halmazdt, amelyekre a o p primszdm primitiv gyéke, tovdbbd legyen

nq(z) = {No N1, 2]},
valamint 7(z) az z-nél nem nagyobb primek szdma. Ekkor Artin sejtése szerint

lim "e(®) _ A(a),

n—oo 7r(:c)

ahol A(a) az igynevezett Artin-konstans, az a-tdl fiiggd pozitiv dllandd(amelyrdl tudjuk, hogy A(a) >
0.35).

6.1.8. Sejtés. Azon q < m primek szdma, melyekre 2q + 1 is prim, aszimptotikusan

2C2 -m
(Inm)2’

ahol Cy az igynevezett ikerprim konstans, amelynek kiozelitd értéke 0.66.

Megjegyezziik, hogy utébbi a Sophie-Germain primek stiriiségére vonatkozoé sejtésként ismeretes
a szakirodalmakban.

Az Artin-sejtés igaz volta kozvetleniil maga utdn vonna, hogy O((logn)?) nagysagrendd m-
re talalhato olyan r = (O(logn)?), amely kielégiti a kivant feltételeket. Sajnos jelenleg az sem
bizonyitott, hogy minden nem négyzetszam n esetén végtelen sok g primszamra teljesiil az o4(n) =
n — 1 Osszefiiggés.

Ami a Sophie-Germain primeket illeti, ha igaz a rajuk vonatkozo sejtés, akkor biztosan létezik
legalabb (logn)? ilyen prim (logn)? és c-(logn)?- (loglogn)? kézdtt, megfelels ¢ konstans szorzéval.
Minden ilyen ¢ primszam esetén vagy o,(n) < 2 all fenn, vagy o,(n) > %. Barmely olyan g, amire
04(n) < 2 igaz, osztdja (n — 1) - (n? — 1)-nek, és igy szamuk O(logn) nagysagrendd. Ez a tény
implikalja olyan r = O((logn)?) létezését, ami kielégiti az o,(n) > 4(logn)? feltételt. Egy ilyen
nagyséagrendi r érték az AKS-algoritmusnak O((logn)®) futasi id6t eredményez.

Az iddkorlat elméleti leszoritasara az AKS-algoritmus szerzinek konkrét eredménye is sziiletett.
Jelolje P(m) az m legnagyobb primosztéjat. Goldfeld megmutatta, hogy pozitiv valészintiséggel
fordulnak el6 olyan g primek, melyekre P(q — 1) > g2+, ahol ¢ ~ 1 /12. Ezt az eredményt Fouvry

tokéletesitette, bizonyitva a kdvetkezs allitast.

6.1.9. Lemma. Létezik olyan ¢ > 0 konstans és ng pozitiv egész, hogy minden = > ngy esetén:

‘{q|qpm’mszdm, g<zésP(g—1) > q%}‘ > cli.
nz
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A lemmét méar igazoltak 0.6683-as kitevsig. Ezen eredmények felhasznalasaval tudtak a szerzék az

AKS-algoritmus id6igényét elméleti aton leszoritani.
6.1.10. Tétel. Az AKS-primteszt algoritmus aszimptotikus iddigénye O((logn)™-5).

Bizonyitas: A fentiek értelmében az olyan ¢ primek, melyekre P(q — 1) > ¢3, nagy sirfisége azt
eredményezi, hogy a 2. programrészben az eljaras talal olyan r = O((log n)?) értéket, amire fennall,
hogy or(n) > 4(logn)?. Emiatt lehet az algoritmusnak O((logn)"-3) nagysagrendi futési ideje.
Biztaté lehet a jovOre nézve a kovetkezs sejtés, amely ha igaz, akkor az AKS-primteszt algorit-
mus aszimptotikus idéigénye O((log n)?)-re médosithaté. Megjegyezziik, hogy az llitas helyességét

r < 100 és n < 100 esetre mar ellendrizték.
6.1.11. Sejtés. Legyen r olyan prim, amely nem osztdja n-nek. Ha fenndll az

(z—1)"=z"—1 (mod z" — 1,n) (6.6)
kongruencia, akkor n prim, vagy n®> =1 (mod r).

Ha a sejtés igaz, akkor az a teendénk, hogy olyan 7 értéket keresiink, amely nem osztéja n? — 1-
nek. Ilyen r biztosan taladlhaté a [2,4logn] intervallumban. Ez abbdl kovetkezik, hogy az z-nél
kisebb primek szorzata legalabb e”. Ezutan mar csak 6.6 teljesiilését kell ellendrizni, amelynek az

idsigénye O((logn)?), vagyis az AKS-primteszt futési ideje O((logn)3).

6.2. Az algoritmus megvalé6sithatésaga

Az AKS-algoritmus gyakorlati megvaldsitasaval kapcsolatban fel kell hivnunk a figyelmet egy
fontos dologra. Ez nevezetesen az, hogy bonyolultsagelméleti szempontbél a futasidé nagyon ked-
vezben alakul, viszont a tarigény olyan mértékiinek mutatkozik, ami viszonylag kicsi szamoknal
is oOridsi operativ memoriat feltételez. A gyorsasag érdekében az egy lépésben vizsgalt polinom
egyiitthatéit mind az operativ tarban célszerd tartani.

Egy (z 4+ a)™ — 2™ — a alaki polinom osztasi maradéka a (mod =" — 1,n) modulus szerint egy
legfeljebb (r — 2)-edfoki polinom lesz, amelynek egyiitthatoi legfeljebb az n — 1 értéket vehetik fel.
Tehat legrosszabb esetben (r —1) darab egyiitthatot kell ellendrizniink, amelyek tarigénye akar (r —
1)- [log(n —1)] bit is lehet. Legyen n a legnagyobb 1000 decimalis szdmjegyi pozitiv egész. Tegyiik
fel, hogy r értéke eléri a bizonyitasban szerepls [2(logn)5] korlatot. Ekkor egyszerti szamolassal
belathaté, hogy a tarigény tallépheti a 3-10'4 gigabajtot. Manapsag egy 1000 szamjegyti egész szam
nem szamit nagynak primtesztelés szempontjabol, de ekkora operativ tar nem all rendelkezésre.

Erdemes elvégezni ugyanezt a szamolast tgy, hogy feltessziik, hogy a 6.1.11 sejtés igaz. Ekkor
talalunk olyan r-et, amelyre r < 4(logn), ami azt jelenti, hogy a tarigény 5,27 gigabajt ala cs6kken.

A fenti szamitasok azt tamasztjak ala, hogy nem kell teljesen elfelejteni gyakorlati alkalmaza-
sok szempontjabol az AKS-primteszt eljarast, viszont ahhoz, hogy valéban egy determinisztikus,
nagy szamok primtesztelésére is alkalmas szamitogépes program sziilethessen, még sziikség van
1j matematikai eredményekre, elsGdlegesen a 6.1.11 sejtés bizonyitasara gondolunk, a hardverek

fejlédésére, valamint iigyes programozdi megoldéasokra.

27



6.3. Lenstra és Pomerance valtozata

Lenstra és Pomerance jelentdsen megvaltoztatta az AKS-algoritmust, aminek igy O((logn)®)
lett a midveletigénye. A kulcsttletiik a @,.(z) polinom kicserélése egy bizonyos tulajdonsagokkal
rendelkezd f(z) polinomra.

Adott f(z) egészegyiitthatos, 1 f6egyiitthatos d-edfokt polinom és n pozitiv egész szam esetén

azt mondjuk, hogy Z[z]/(n, f(z)) pszeudotest, ha

L. f(z™) =0 (mod n, f(z)),
2. 2" —z2=0 (mod n, f(z)), és

3. 2" g egység Z[z]/(n, f(z)) minden prim g¢-ra, ami osztja d-t

Ha n prim, és f(z) irreducibilis (mod n), akkor teljesiilnek ezek a feltételek, és Z[z]/(n, f(z)) test.

Adott n > 2 egész szamhoz legyen d € ((logn)2,n) olyan egész, amire létezik az f(z) egésze-
gyitthatos, 1 f6egyiitthatos d-edfoka polinom gy, hogy Z[z]/(n, f(z)) pszeudotest. Ekkor n prim
akkor és csak akkor, ha

e 7 nem teljes hatvany
e n-nek nincs olyan primosztdja, ami < d
e (z+a)" =2" +a (mod n, f(x)) minden a egész szdmra, amire 1 < a < A :=+/d-logn

Réanézésre latszik, hogy ez a tétel Agrawal, Kayal és Saxena munkijabol gyokerezik, de méar
altalanosabb. Ebbdl az altalanossagbol adodik, hogy sokkal kevesebb 1épést igényel.

Nyilvanvalo, hogy adott f-re gyorsan meg lehet hatarozni, hogy pszeudotestet kapunk-e, és
ha igen, akkor teljesiilnek-e a feltételek. Ennélfogva ha gyorsan tudunk taldlni olyan f-et, ami
pszeudotestet ad, akkor ez a megkozelités egy gyors primteszthez vezet. f megkonstrudlasa Lenstra
és Pomerance altal Gausshoz nyulik vissza, a szabélyos n-szogek szerkesztéséhez, ahhoz a témahoz
amit manapsag Gauss-periédusokként ismeriink.

A karakterizacié bizonyitasa:

Tegyiik fel, hogy n Osszetett és teljesiti a harom feltevést. Legyen p n egy primosztoja, és h(x)
f(z) irreducibilis faktora (mod p), és igy F = Z[z]/(p, h(z)) izomorf egy véges testtel.

Ahogy a 6.1 részben is, alljon H (mod p, f(z)) azon elemeibdl amelyeket z, z+1, 242, ..., z+[A]
multiplikativin generalnak; legyen G TF azon részcsoportja, amit z, z+1,z+2, . . ., z+[A] generalnak;
és legyen S a p’-n?, i,j > 0 alakt pozitiv egészek halmaza. Definidljuk r-et, mint z rendje
(mod p, f(z)), igy d lesz n rendje (mod r) (2) és (3) miatt, és g’ 2", ... 2" kiilonbozéek
(mod p, f(z)), s6t kiillonbozdek (mod p, h(z)) is. Ennélfogva a g(T') := H?:_ol (T - :v"") € F[T]
polinom gyokei kiilonbozéek; tovabba g(zP) = g(z)? = 0 F-ben, ezért zP-nek egyenl6nek kell lennie
2"’ -nel F-ben valamely j-re. Ebbsl kévetkezik, hogy p = n’ (mod r), és ezért ha R (Z /rZ)*-nak n
és p altal generalt részcsoportja, akkor R-et n egyediil is generélja, és R-nek d eleme van.

A 6.1 részben leirt bizonyitas mikodik a 6.1.3 lemmaéra, leszamitva azt az észrevételt misze-

rint 2" — 1 osztja z*" — l-et barmely k € S-re. Ezt lecseréljiik arra a tényre, hogy f(z*) =
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0 (mod p, f(z)) minden k € S-re, ami azért all fenn, mert f(z™) = 0 (mod p, f(z)) (1) miatt, és
f(zP) = f(x)? (mod p) =0 (mod p, f(z)) a "gyerekek binomialis tétele" miatt.

A 6.1.4 lemma adédik nagyon hasonlé bizonyitassal((p, " — 1)-et cseréljiik (p, f(z))-re), mivel
(p, f(z)) osztja (p,z" — 1)-et. A 6.5 utani megjegyzések egyszertien kovetkeznek, ha az ottani elss
mondatot lecseréljiik (2)-re, és a tovabbiakban (p, z” — 1) helyére (p, f(z))-et irjuk. Ennélfogva 6.5
és 6.1.5 lemma fennall, ezért ugyantigy, mint a 6.1 részben |G| > 2B+ — 1, ahol B := [4], és igy
|G| > nVIRl _ 1 ami ellentmondésban van 6.5-tel.

f megkonstrualasa:

Legyen ¢, = e™i/"

prim r-re. Ha q osztja r — 1-re, definidljuk a Gauss-periédust a kévetkezs-
képpen: =3, ; ¢, ahol J = J, g = {j (mod r): j("=1/9 =1 (mod r)} azon maradékosztalyok
halmaza (mod r), amelyek relativ primek r-hez, és g-adik hatvanyok (mod r). J részcsoportja a
(Z/rZ)* ciklikus csoportnak, és igy J = {g9¢ : 0 <i < (r—1)/q} (Z/rZ)* g generatorara. Tovabba
J-nek ¢ darab mellékosztalya van (Z/rZ)*ban, ezek g* - J, ahol 0 < i < ¢ — 1. Igy = 1o konju-
galtjai: m; == 3, ; C,-‘Zi'j, i=0,1,2,...,g—1. n Q folotti minimalpolinomja: f(z) = Hg;ol (x —m),
ami egészegyiitthatos 1 fGegyiitthatés g-adfoka polinom.

Legyen p r-t6l kiilonb6z6 primszam. A (X(,) testben a Q f6lotti primek(mint példaul p) esetleg
tovabbbonthatoak primidealokra, ezért tegyiik fel, hogy P p egy primidealfaktora Q({,)-ben. El-
képzelhetd, hogy f(z) is felbonthaté (mod p), igy legyen g(z) f(z) azon faktora (mod p), amelyre
g(n) = 0 (mod P). A "gyerekek binomialis tétele" szerint g(z?) = g(z)? (mod p), és igy (mod P)
is, ennélfogva g(n?) = g(n)? = 0 (mod P). Innen n? = n;, (mod p), ahol 9, € g* - J gydke g(z)-nek
(mod P), és hasonl6 okoskodassal azt kapjuk, hogy i (mod q) is @z @ = 0,1,...,q — l-re. Ezek
pontosan akkor kiilonbézéek, ha p("~1)/¢ rendje (mod r) éppen q. Ebbsl arra kovetkestethetiink,
hogy f(x) pontosan akkor irreducibilis (mod p), ha p("—1)/4 rendje (mod r) éppen gq.

Ilymédon tudunk konstruélni egy g-adfoki irreducibilis polinomot I, f616tt, az n Gauss-periédus
minimalpolinomjat. Tovabb4, ha van néhany primiink: ry, 72, ..., 7%, és paronként relativ prim po-
zitiv egész szdmunk: q1, qo, - - - , gk, amelyekre igaz, hogy ¢; osztja r; — 1-et minden egyes i-re, akkor
f(z): m -m2 - - - g, minimalpolinomja Q {616tt g; - g» - - - g-adfokd, és irreducibilis (mod p) pontosan
akkor, ha p("i—1)/% rendje (mod r) éppen ¢; minden egyes i-re. Ez a gondolat elvezet f meg-
konstruédlasihoz: adott n-re keressiink g;-t és r;-t mint font, p-t n-re cserélve. Ha n prim, akkor
Z[z]/(n, f(z)) pszeudotest. Ha n Gsszetett, akkor Z[z]/(n, f(z)) vagy nem pszeudotest, és ebben
az esetben bizonyitékunk van arra, hogy n Osszetett; vagy az, és ekkor alkalmazhatjuk Lenstra és
Pomerance tételét, feltéve hogy qi1gs - - - g > (logn)? n tesztelésére. Valojaban 6k bebizonyitottak,
hogy létezik ilyen f gig- - - - gx-val, ami nem sokkal nagyobb (logn)2-nél:

Feladat: Létezik no konstans, amelyre n > ng esetén léteznek r1,72,...,7; < (logn)? primek
éS q1,¢2,-- ., qr paronként relativ prim pozitiv egészek, amelyekre g; osztja r; — 1-et, és n(ri—1)/4
rendje (mod r) éppen ¢; minden egyes i-re tgy, hogy (logn)? < qi1qs - - - qx < 4(logn)?.

Annak meghatarozasahoz, hogy n(ri—1)/% rendje (mod r) éppen g;-e csak azt kell ellendrizniink,
hogy n"~! = 1 (mod r;) teljesiil-e, mikbzben n("—1)/9 = 1 (mod r;). A fenti feladatot felhasznalva

egyszeriien meg tudunk hatarozni megfelels r; és g; értékeket O((logn)®) lépésben.
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