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1. Bevezetés

Ismert tény, hogy a minimalis lefogé6 ponthalmaz probléma NP-teljes.
Tehat nem szadmithatunk arra, hogy polinomiélis id6ben egzakt algoritmust
kapjunk, hacsak nem P=NP. Néhany specidlis esetben létezik polinomialis
egzakt algoritmus, példaul paros grafok esetén a minimélis lefogé ponthalmaz
mérete megegyezik a maximélis parositas méretével, és erre ismert polinomi-
alis algoritmus, azonban most az altalanos esettel foglalkozunk.

Sokan foglalkoztak vele, hogy minél jobb algoritmusokat talidljanak erre a
feladatra. A kutatasok egyik irdnya az, hogy minél gyorsabb egzakt algorit-
must keressenek, amely megmondja, hogy van-e k& ponti lefogé ponthalmaz
egy grafban. A legelss ilyen algoritmus Busstol szarmazik [3], ennek futasi
ideje O(kn + 2%k%+2). Ezt aztan tobben tovabb fejlesztették. A legutobbi
ilyen eredmény O(kn + 1,271%k?), Chen és Jia [4] algoritmusa, 6k a problé-
méat kisfoka grafokra vezették vissza. Olyan grafra, ahol minden pont foka
legfeljebb 3, O(1,2192%k) idejii algoritmust talaltak [5].

A maésik irdny az, hogy polinomialis idejii approximécios algoritmust ta-
ldljanak. Ismert konstans faktor a 2, ezt a graf paraméterei segitségével lehet
javitani. Példaul ha x a graf kromatikus szama, akkor 2 — )2—( faktort lehet

elérni. Ha a maximélis fok A, akkor 2 — % az approximacios faktor. Sikgra-

loglogn _

fokra %—approximécic’) ismert. Bar-Yehuda és Even a [2]-ben egy 2 — 2Tog

approximécios algoritmust ismertetnek. Hastad [9] megmutatta, hogy %—nél
jobb approximéciés faktor nem érhetd el.

Ezen szakdolgozat célja, hogy approximéciés algoritmusokat mutassak a
problémaéra, illetve annak silyozott valtozatara, és ezeket az algoritmusokat
Osszehasonlitsam. KEgyes esetekben egy &altalanosabb feladatot oldok meg:
vagy hipergrafban keresek lefog6 ponthalmazt, vagy a halmazfedési problé-
méval foglalkozom. Ezek a feladatok nagyon kénnyen megfeleltethet6k egy-
mésnak, és az is kénnyen latszik, hogy az algoritmusok hogyan néznek ki

hagyomanyos grafokon.



2. Az alapfeladat és kapcsolodd problémak

2.1. Definicidk, jelolések
Minimalis lefogdé ponthalmaz probléma grafokon

Adott egy G = (V,E) graf. Legyen n = |V|, m = |E|. Jeldlje d(v) a
v € V pont fokéit.

Lefog6 ponthalmazon olyan C C V halmazt értiink, hogy V(uv) € E élre
u és v legalabb egyike C-ben van. Célunk olyan lefog6 ponthalmazt keresni,
amely minimélis méret.

Ha a csiicsokon adott egy w : V. — R, stlyozés, akkor minimé&lis Gssz-
stulyua lefogd ponthalmazt keresiink, vagyis olyat, amelyre > {w(v) : v € C}
minim4lis.

Jelolje C* a G egy optimalis lefogd ponthalmazat, OPT pedig az op-
timum értékét. Azaz silyozatlan esetben OPT = |C*|, stlyozott esetben
OPT =Y {w(v) : v € C*}. Néhany esetben, ahol t6bb graf is szerepel, az
egyértelmiiség kedvéért a G grafon az optimum értékét OPT(G) jeloli.

Minimaélis lefogé ponthalmaz probléma hipergrafokon

Adott egy G = (V, E C 2Y) hipergraf. Legyen n = |V|, m = |E|, vala-
mint f a legnagyobb hiperél mérete. (Természetesen hagyomanyos grafokra
f = 2.) Ezen kiviil legyen M a G mérete, vagyis a hiperélek méreteinek
Osszege.

Lefogd ponthalmazon olyan C' C V halmazt értiink, hogy minden
e = (v1,...,v) € E élre a v;-k legalabb egyike C-ben van. Célunk olyan
lefogé ponthalmazt keresni, amely minimé&lis méreti.

Ha a csiicsokon adott egy w : V. — R, stlyozés, akkor minimélis 6ssz-
stulyt lefogd ponthalmazt keresiink, vagyis olyat, amelyre Y {w(v) : v € C}
minim4lis. Az optimalis halmazokat, illetve az optimum értékét ugyanugy

jeloljiik, mint ahogy hagyomaéanyos grafok esetén.



Minimalis halmazfedési probléma

Adott H = (U, S), ahol U egy alaphalmaz, S = {Sj,...,S,} halmazrend-
szer U-n 1ugy, hogy |JS; = U. Legyen m = |U|, és jelolje N a legnagyobb
halmaz elemszamat, valamint f legyen a legnagyobb szadm, ahdny halmaz-
ban egy elem el6fordul. Adott tovabba egy w : S — R, sulyfiiggvény a
halmazokon.

Halmazfedésen olyan C C S halmazrendszert értiink, amely minden ele-
met lefed U-bo6l. Célunk minimélis 6sszsilyd halmazfedést taldlni, vagyis
olyat, amelyre > {w(S) : S € C} minimAlis.

Ugyanez a feladat indexhalmazokkal megfogalmazva: Ha I = {1,...,n}
az S-beli halmazok indexeinek halmaza, akkor olyan J C I indexhalmazt
keresiink, amelyre Y {w(S;) : j € J} minimalis.

Jelolje C* a H egy optimélis fedését, J* ennek indexhalmazat, és OPT az

optimum értékét.

2.2. A lefogdé ponthalmaz probléma és a halmazfedési

feladat kapcsolata

A halmazfedési feladat a lefogd ponthalmaz feladatnak egy altaldnositasa
a kovetkezd értlemben: Ha adott a G = (V, E) graf (vagy G = (V,E C 2VY)
hipergraf) a w sulyfiiggvénnyel a pontokon, akkor legyen H = (U, S) a ko-
vetkez6. Feleltessiik meg U-nak az élek halmazat, S-nek a pontok halmazat.
Egy S halmazban azok az elemek vannak, amelyeknek megfelels élek az S-nek
megfelel§ v pontra illeszkednek. Egy S halmaz w(S) stlya a neki megfelels
v pont w(v) stlya legyen, elemszama, |S| pedig v foka, d(v). Ha talaltunk
egy C halmazfedést a halmazrendszerben, akkor az ennek megfelel§ C' lefogd

ponthalmaz a (hiper)grafban.



Stlyozatlan eset

3. Maximalis parositas keresése

A legegyszertibb algoritmus a minimalis lefog6 ponthalmaz problémara
Gavriltol szarmazik. Keresslink egy tartalmazasra nézve maximalis parosi-
tast, legyen ez M, és az M-beli élek végpontjait valasszuk be C-be. Ekkor
C nyilvan lefog6 ponthamaz, mert ha lenne olyan él, amelynek egyik vég-
pontja sincs C-ben, akkor ezt az élt hozza tudnank venni M-hez, ellentétben
M maximalitasaval. Mivel az M-beli élek lefogasahoz legalabb | M| darab
pont kell, igy egy optimalis C* lefogasra |C*| > | M| teljesiil. Tudjuk, hogy
|C| = 2|M|, ebbél pedig |C| < 2|C*| kovetkezik. Vagyis Gavril algoritmusa
2-approximacio.

C. Savage [13] egy tovabbi megfigyelést tett errsl az algoritmusrol. Legyen
M’ egy maximalis méretd parositas. Erre is igaz, hogy |C*| > |M'|. Ekkor a

kovetkez6 egyenlGtelnség-sorozat teljesiil:
M| < |M'| <|C*| < |C| =2|M]|.

Ebbdl latszik Gavril eredménye is, vagyis |C| < 2|C*|. Ennél t6bbet allitha-
tunk:

cl e M|
C°] ] M|

= 2.

Ebbél az latszik, hogy ha C relativan rossz approximacié6 C*-hoz, akkor
|C*|/| M| relativen kicsi. A legegyszertibb példa ennek illusztralasara a tel-
jes paros graf, K, ,. Itt egy tartalmazasra nézve maximalis parositas egyben
maximalis méret( parostitas is, s6t teljes parositas. Igy |C| = 2n, azon-
ban egy optimalis lefogashoz elég az egyik osztaly pontjait venniink, vagyis
|C*| = n.



4. Moho algoritmus

Ez az algoritmus egy egyszerti 6tleten alapul: minden lépésben egy olyan
pontot vilasszunk, amely a legtobb élt lefogja. Vagyis mindig egy maximéa-
lis fokt pontot keresiink. A kivalasztott pontot elhagyjuk a grafbél, és a
kovetkezd 1épésben a kisebb grafban keresiink tovabb. Bar ez egy nagyon

ésszertinek ting Otlet, sajnos nagyon rossz eredményt is tud adni.
4.1. Tétel. A mohd algoritmus O(Inn) approzimdcid.

A tételt most nem bizonyitom, mert a siulyozott esetben ezt &ltalanosab-
ban megteszem. Viszont szerepeljen itt egy példa, amely azt mutatja, hogy
az O(Inn) faktor éles.

Amint latszik, a legnagyobb fokiu pont az [-edik szinten van, a foka [. Ezt
elhagyva a legnagyobb fokt pont az [ — 1-edik szinten van, foka [ — 1. Es igy
tovabb, ha az [,1 — 1,...,1 — 4 (0 < i <[ — 3) szintekrs]l mar kivalasztottuk
a pontokat, akkor a legnagyobb fokt pont az [ — ¢ — 1-edik szinten van, foka
l —i— 1. Ha pedig mar a 2. szintrdl is kivalasztottuk a pontokat, akkor

marad egy parositds a 0. és 1. szint kozott, amit lefog az 1. szint. Vagyis

I m N L_%J I EJ +1=0(nl)

pontot valasztottunk, holott az 1. szint 6nmagaban is lefogd6 ponthalmaz, és
[ pontbdl all.

osszesen



5. DFS feszitofak és lefogd ponthalmazok

5.1. Gyokeres fak

Carla Savage [13] a dfs feszit6fak és a lefogd ponthalmazok kéz6tt muta-
tott meg Osszefliggést. Ebben a fejezetben ezt vizsgaljuk.

Vezessiink be néhany jelolést. Legyen T' = (V, E,r) egy r gyokeri fa.
v € V-re legyen t(v) a v tavolsaga r-t6l. (wv) € E és t(w) = t(v) + 1 esetén
v a w szildje, w pedig a v gyereke. Minden w # r cstcsnak van sziilGje, ezt
f(w) jeloli. Két cstics, wy és wy testvérek, ha v € V : v = f(wy) = f(ws).

Legyen M egy péarositas T-ben. Azt mondjuk, hogy egy v € V csics
M dltal fedetlen, ha v-re nem illeszkedik egyetlen M-beli él sem. Nevezziink
tokéletes pdrositisnak egy olyan M parositast, amely kielégiti a kovetkezd
tulajdonsagot:
Ha T-nek egy w # r cstcsa M altal fedetlen, akkor w valamely u testvérére
(u, f(w)) € M.

Ko6nnyen lathato, hogy ha M tokéletes parositas T-ben, akkor maximaélis
parositas.
5.1. Tétel. Ha T egy dfs feszitéfa G-ben, M(T) és M(G) mazimdlis pdrosi-
tas T-ben illetve G-ben, akkor |M(G)|/|M(T)| < 2.

5.2. Lefogbé ponthalmazok és fak

Legyen M egy tokéletes parositas T-ben, és legyen S a gyerekek, F' a

sziil6k halmaza M élein, azaz

S ={w e V|(w, f(w)) € M},
F={f(w)lw e 5}.

Az S-ben és F-ben nem szereplé pontok M altal fedetlenek.

5.2. Tétel. F minimdlis lefogo ponthalmaz T-ben.



Bizonyitds. Mivel |F| = | M|, ezért ha F lefog6 ponthalmaz T-ben, sziikség-
képpen minimalis. Legyen (wv) a T egy éle ugy, hogy f(w) = v. Ha w
fedetlen, akkor M tokéletessége miatt v € F. Ha w € S, akkor v € F az S

és F definicidja szerint. Tehat vagy w, vagy v F-ben van. O

5.3. Tétel. Legyen T dfs feszitdfa G-ben, NL(T) a nem-levelek halmaza T-
ben, és legyen C*(G) minimdlis lefogd ponthalmaz G-ben. Ekkor NL(T) lefogo
ponthalmaz G-ben, és [INL(T)|/|C*(G)| < 2.

Bizonyitds. Legyen L(T) a levelek halmaza T-ben. Mivel T egy dfs feszi-
t6fa, ezért G-nek nincs olyan éle, amelynek mindkét végpontja L(T')-ben
van. Tehat NL(T) lefog6 ponthalmaz G-ben. T egy v csucsara jelolje g(v) a
v gyerekeinek szdmat. Ekkor
LT = ) (9v)-1)+1
vENL(T)

Legyen M(T) egy tokéletes (és igy maximalis) parositas T-ben, és legyen X
a T-beli, M(T) &ltal fedetlen pontok halmaza. Egy w € X, w # r cstcs
sziil6je, v egy nem-levél csics, amelyet M (T') parosit w valamely testvérével.
Igy g(v) > 2. Mivel X-ben legfeljebb egy cstics lehet T gydkere, az alabbit
kapjuk:

IL(T)| = (IX] =1) +1 = |X],

Mivel | X| = n—2|M(T)| és |L(T)| = n—|NL(T)|, ezért |NL(T)| < 2| M(T)|.

Osszegezve:
(M(T)| < [M(G)| < [C*(G)| < [NL(T)| < 2|M(T), (1)
és igy |[NL(T)|/|C*(G)| < 2. O

Figyeljiik meg, hogy az (1) egyenlStlenség-sorozat mutatja, hogy
IM(G)|/|M(T)| < 2. Ezzel megkaptuk az 5.1 Tétel bizonyitasat.

5.4. Kovetkezmény. Ha C*(G) optimdlis lefogd ponthalmaz G-ben, T pedig
a G egy dfs feszitéfdja, melynek C*(T) optimdlis lefogd ponthalmaza, akkor
[ (G)|/IC*(T)| < 2.

10



Bizonyitds. Legyen M(T) egy maximalis parositas T-ben, NL(T) pedig a

nem-levelek halmaza. Az 5.3 Tétel bizonyitasabol
C*(T)| < 1C*(G)| < [INL(T)| < 2|M(T)| = 2|C*(T)|.
U

A fenti korlat éles. Ennek bemutataséara legyen G = K,,, ahol n péaratlan.
Ekkor |C*(G)| = n — 1. Egy dfs feszitéfa egy n — 1 hosszt ut, amelyre
C*(T)| = (n—-1)/2.

5.3. Néhany észrevétel

Az (1) egyenlGtlenség-sorozatbol megkaptuk az |[M(G)|/|M(T)| < 2,
INL(T)|/|C*(G)| < 2, valamint |C*(G)|/|M(G)| < 2 egyenlStlenségeket.
Ezeknél erésebb eredményt kapunk, ha |[NL(T)|/|M(T)| < 2-t is figyelembe

vessziik:

NLT)| [C©)] (M@ _
(@) IM(G)] IM(T)] —

Ebbdl az latszik példaul, hogy ha |NL(T)| relativan rossz approximécio

|C*(G)|-hez, akkor |M(T')| relativan j6 approximéci6 |M(G)|-hez. Ezen kiviil

|IC*(GQ)|/|M(G)| is kicsi kell legyen, ez pedig mar fiiggetlen a T valasztasatol.

Figyeljiik meg, hogy a tétel bizonyitadsdban r nem-levél T-ben, még akkor
sem, ha els6fokt pont. Ennek fontossagdnak igazolasdhoz a legegyszertibb
példa, ha G egy haromszog. Ekkor T egy 2 élbél all6 ut, a gyokér is elséfoku,
de az egyetlen masodfokt pont még nem alkot lefogast. Altalanosabban
akkor lehet probléma, ha r-nek G-ben van mésodfoktu u szomszédja. Ekkor
ha egy (rv) élen indul a dfs fa épitése, és r Gsszes szomszédja elérhets v-bol
a faban, akkor r els6foku lesz. Mivel u is els6foku, tehat levél, igy az (ru) él
lefogasahoz r-et nem-levélnek kell tekinteniink.

Természetesen el6fordul olyan példa is, amikor r els6foki, és tekinthetd

levélnek. Ilyen egy csillag, ahol r az egyik ag vége.

11



6. Paratlan korok és lefog6 ponthalmazok

6.1. Paratlan korok

Ebben a fejzetben Nagamochi és Ibaraki [12] algoritmusét vizsgéljuk.

Jelolje egy G = (V, E) graf H részgrafjanak ponthalmazat V(H), élhal-
mazat E(H). Egy K kort pdratlan kornek neveziink, ha |V (K)| péaratlan,
kiilénben pedig pdros kérnek. Nyilvan egy K paratlan kérben az optimélis
lefog6 ponthalmaz elemszama, OPT(K) = (|[V(K)|+1)/2. Mivel paros graf-
ban egy optimalis lefogdé ponthalmaz O(n'/?m) idében megtalalhato, ezért

most olyan grafokat vizsgalunk, melyekben van paratlan kor.

6.1. Definiciéo. A G grif eqy K koréhez egy e €élt hurnak neveziink, ha e
mindkét végpontja V (K)-ban van, de e ¢ E(K). A K kért hurmentesnek

nevezziik, ha nincs hirja.

6.2. Lemma. Legyen K a legrovidebb pdratlan kor G = (V, E)-ben. Ekkor

K hidrmentes és
Vv € V — V(K)-nak legfeljebb hdrom szomszédja van V(K)-ban. (2)

Bizonyitds. K nyilvan hirmentes, mert kiilénben tartalmazna egy révidebb
paratlan kort. Legyen k£ = |K|. k = 3-ra a lemma 4&llitasa igaz. Tehat
legyen most k > 5, megmutatjuk, hogy minden v € V — V(K) cstcsnak
legfeljebb két szomszédja van V(K )-ban. Tegyiik fel, hogy a v € V — V(K)
cstucsnak van két szomszédja V(K)-ban, u; és us. Ekkor (uius) ¢ E(K),
mert kiilonben {v,u;,us} egy haromszog lenne, ellentmondasban k& > 5-
tel, ami a legrévidebb paratlan kor hossza. Tovabba kell, hogy legyen egy
w € V(K) — {uy,us} csiucs, amelyre (ujw), (wuz) € E(K), mert kiilonben
lenne egy K-nal rovidebb paratlan kér E(K) U {(uw), (wuz)}-ben.

Tegyiik fel, hogy van egy v' € V — V(K) cstics, amelynek harom szom-
szédja van V(K)-ban, u;,us és usz. A fenti megfigyelés alapjan {uy,us, us}
nem szomszédosak egymaéssal, és barmely kett6 u;, u; € {u1, s, us}-hoz van

egy wij € V(K) — {u1, ug, us} cstcs, amelyre (uw;w;;), (wiju;j) € E(K). Ezek

12



a w;;-k kiilonbozéek és nem szomszédosak. Ebbdl kovetkezik, hogy |K| = 6,

ellentmondasban azzal, hogy K paratlan. O

6.3. Definicié. Nevezziink egy pdratlan kort szabélyosnak, ha teljesiti a (2)

tulagdonsdgot.

6.2. Az algoritmus szabalyos korok segitségével

Az algoritmus alapétlete az, hogy mivel egy darab paratlan korben, illetve
paros grafban konnyen tudunk talalni lefogé ponthalmazt, ezért paratlan

koroket keresiink.
6.1. Algoritmus.

C:=0, Gy:=G;
while(a) és (b)nem teljesiil Go-ban:
(a) Gy egy paratlan korbél és néhany izolalt pontbdl all
(b) Gy paros graf do
K := egy szabalyos paratlan kor Gg-ban;
C:=CUV(K);
Gy := Gy — V(K);
end
C' := minimalis lefog6 ponthalmaz Gg-ban;
C:=Ccuc
Output: C.

6.4. Lemma. H = (V4,V,, E) pdros grafban OPT(H) > |E(H)|/|V(H)|.

Bizonyitds. Legyen m = |E|, p = |V;| és ¢ = |V3|. Feltehets, hogy p < gq.
Tekintsiink egy m : Vi — Vs leképezést, amelyre u,v € Vi, u # v ese-
tén m(u) # w(v). Osszesen (Z)p! ilyen m van. Egy (uv) € E élre, melyre
u € Vyésve Vs, (gj) (p — 1)! olyan leképezés van, ahol m(u) = v. Igy
a skatulya-elv szerint van egy m leképezés, amelyre {(u,m(u))|u € V1} lega-
1abb (m(;”j) (p— 1)!) / ((g)p!) = m/q élt tartalmaz E-ben. Igy a maxima-
lis parositas mérete (amely paros graf esetén megegyezik a minimalis lefogo
ponthalmaz méretével) legalabb m/q > |E(H)|/|V(H)|. O
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Legyen C egy lefogas G = (V, E)-ben. Ekkor egy tetszsleges V' C V
részhalmazra |C N V'| > OPT(G[V']), hiszen C NV’ egy lefogas G[V']-ben.
Igy kapjuk a kovetkezd megfigyelést:

6.5. Lemma. V-nek egy {Vi,...V,} particidjdra teljesiil a kivetkezd:
OPT(G) > OPT(GV4]) + - - - + OPT(G|V,]).
Most vizsgaljuk meg, hogy az algoritmus milyen eredményt ad.

6.6. Tétel. Egy G = (V,E) grdfban az algoritmus dltal adott C lefogdsra
teljestil
|C| 8m

o R S L 3

OPT(G) — 13n2 4 8m ()
Bizonyitds. Legyenek Ki,... K, a paratlan kordk, amelyeket az algoritmus
valasztott, legyen k; = |V(K;)|, és G; az a graf, amelyet G-bdl kaptunk
V(K;) U...V(K;) torlésével. Nyilvan az algoritmus 4altal adott C' lefogéasra
|IC|=ki+--+k,+ OPT(G,). Az is lathato, hogy

OPT(G) > OPT(K;) +---+ OPT(K,) + OPT(G,) (a 6.5 lemma alapjan)

1 1
- kl; te kp; +OPT(G,) (mivel K;-k paratlan korsk).  (4)

Tekintsiik a végsé G, grafot, amely kielégiti vagy (a)-t, vagy (b)-t, ahol
np, = |V(G,)| és mp, = |E(G,)|. A 6.2 lemma szerint legfeljebb 3(n — k;) él
van K; és G; kozott. Ezért m, > m — 3pn.

A kovetkez6 vizsgalatokban hasznaljuk a tényt, hogy a > b > 0 és ¢ > 0-

b+c

ra teljesiil g < are:

cl . i ki +OPT(Gp) p+ OPT(Gy)
OPT(G) — 15°F (ki +1)+OPT(G,) LS (ki + 1)+ OPT(G,)
. 2p + 20PT(G,) 5)
(n —ny + p) + 20PT(G)p)
cg-_ % (6)
n—n,+p

14



Ezen a ponton mar latszik, hogy az algoritmus 2-approximacio.
Ha p > 4m/13n, akkor kapjuk:

2p S 8m/13 S 8m
n—n,+p n+4m/13n — 13n2+8m’

Igy a (6) alapjan megkaptuk (3)-t. Ezért most felthetjiik, hogy p < 4m/13n.
my, > m — 3pn szerint m, > m — 12m/13 = m/13. Vizsgaljuk meg kiilén azt
a két esetet, amikor a while ciklus az (a) illetve a (b) miatt ér véget.

(a) eset: G, egyetlen paratlan korbél és néhany izolalt pontbol all. Ekkor
nyilvan n > ky +n, > 6, és OPT(G,) > my,/2. Mivel m, > m/13, ezért
OPT(G,) > m,/2 > m/26. Igy

2p + 20PT(G,)
(n —ny +p) + 20PT(Gp)

20PT(G,) m/13
(n —n,) +20PT(G,) — n—n, +m/13’

>

ami legfeljebb

m/13 m S 8m
n+m/13  13n+m ~ 13n2 +8m’

n > 8-ra.

Ha 6 <n <7, akkor (n, > 3 miatt) n —n, < 4. fgy n—n, < 5n/8 és

m/13 m/13 _ 8m S 8m
n—mn,+m/13 = 5n/8+m/13 13-5n+8m ~ 13n2 +8m’

(5)-b8l megkapjuk (3)-at.
(b) eset: G, paros graf. Ekkor a 6.4 lemma alapjan tudjuk, hogy
OPT(G,) > m,/n,. Mivel m, > m/13, ezért m,/n, > m/13n,. Igy

2p + 20PT(Gp) S 20PT(G)p) S 2my, /[y
(n —np +p) +20PT(G,) ~— (n—np) +20PT(Gp) ~ (n—ny,) + 2my/n,
2(m/13n,) _ 2(m/13)
= (n—ny) +2(m/13n,) — (n - ny)n, +2(m/13)
2m/13 .

2 4+ 2m13 +/2m/13 ((n — np)n, < n?/4 alapjan)
_ 8m
~ 13n2 +8m’

Ebbél (5) alapjan kovetkezik (3). O
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6.3. Szabalyos korok keresése

Az algoritmus a while ciklus magjaban valaszt egy K szabalyos paratlan
kort. Az 6.2 lemma szerint egy legrovidebb paratlan kor egyben szabalyos is.
A kovetkezd lemma azt mutatja, hogy linearis idében tudunk taldlni egy sza-

balyos paratlan kort anélkiil, hogy egy legrovidebb paratlan kort keresnénk.

6.7. Lemma. Egy szabdlyos és hirmentes kor O(n+m) idében megtaldlhato

egy mem pdros grdfban.

Bizonyitds. Valasszuk ki G-nek egy Osszefliggé H komponensét, amely nem
paros. Ez szélességi kereséssel O(n+m) id6ben megtehets. Ha a szélességi ke-
resést egy s € V(H) cstccsal kezdtiik, particionaljuk V(H)-t {Vo, V4,... V. }-
re, ahol V; jel6li az s-t6l i tavolsagra 1évs pontok halmazat. Nyilvan Vy = {s}.
Legyen k € {1,...r} az a legkisebb index, amelyre H[Vj] tartalmaz egy
er = (ugvy) élt. Ilyen él létezik, hiszen H nem paros. Ellendrizziik le, hogy
van-e olyan haromsz6g H-ban, amely ex-t tartalmazza, O(|V(H)| + |E(H)|)
id6ben. Ha van ilyen haromszog, akkor mivel ez egy szabélyos kor, készen
vagyunk.

Tehat tegyiik fel, hogy nincs eg-t tartalmaz6é haromszog. Legyenek P,
és P, az s-bol ug-ba illetve vg-ba vezetd utak, V(P,) = {ug,u1,...,ux},
V(P,) = {vo,v1,--., 0k}, us,v; € Vi, 0 <4 < k (esetleg u; = v; valamely i-re).
Legyen h € {0,1,...,k—1} a legnagyobb index, hogy V}, tartalmaz egy olyan
s’ csucsot, amely szomszédos up1-gyel és vy y1-gyel, ahol up1 # vpy1. Ilyen
s’ létezik, mivel ug = vo = s. Az {s',ups1,...,ur} és {8, vpy1,...,vx} utak
az ey, éllel egy K paratlan kort alkotnak. Megmutatjuk, hogy K szabalyos
és hurmentes. Ehhez tekintsiink egy w € V; — V(K) cstcsot. Ha i < h,
akkor w csak s'-vel, upy1-gyel valamint vy, i-gyel lehet szomszédos V(K)-
bol. Ha h+1 < i < k — 1, akkor w nem lehet szomszédos sem u;-vel,
sem v;-vel V; NV (K)-bol a k valasztasa miatt, (Vo U---UV;_1) N V(K)-bol
csak u;_1-gyel és v;_1-gyel, (Viup U -+ U Vi) N V(K)-bol pedig u;y1 és ;11
legfeljebb egyikével lehet szomszédos h valasztasa miatt. Az utolso6 eset, ha
i >k, ekkor wa (VoU---UVi_1)NV(K)-bol csak uy_1-gyel és vy_1-gyel,
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Vi N V(K)-bol pedig uy és vy legfeljebb egyikével lehet szomszédos, mivel
nincs ex-t tartalmazo haromszég. Mindegyik esetben w-nek legfeljebb harom
szomszédja lehet V(K)-bol, azaz K szabélyos. k és s’ valasztasabol pedig
konnyen lathato, hogy K hirmentes.

Az is latszik, hogy egy ilyen K kor megkonstruilasa O(n + m) idében
lehetséges, mivel egy w € V(H) csticsra illeszked§ élek halmazat O(1) id6ben
végignézhetjiik. O

Mivel a while ciklusban legfeljebb n iteracio lehet, mindent dsszevetve azt

kapjuk, hogy az algoritmus futési ideje O(nm).

7. LP als6 becslés és lefog6 ponthalmaz kere-
sése

A minimalis lefogd ponthalmaz feladat megfogalmazhaté IP feladatként.
Legyen A a graf incidenciaméatrixa, azaz olyan (m X n)-es métrix, ahol az

oszlopoknak pontok, a soroknak pedig élek felelnek meg. Vagyis

1, ha e; illeszkedik v;-re
az-]- =
0, kiilonben.

Legyen 1y a csupa 1-esbdl all6 k£ dimenzids oszlopvektor. Ekkor az IP feladat

a kovetkezSképpen néz ki:

Az > 1,
z € {0,1}"

min II x
Vegyiik ennek a feladatnak az LP relaxaltjat.

Az > 1,
0<x<1,

—
minl z
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Az LP relaxalt z* megoldésa alsé korlatot ad az IP feladatra, 1} z* < 1] z!P.
Ez hasznos lesz akkor, amikor a kiilénb6z6 approximécios algoritmusok ered-
ményeit vizsgaljuk. Ugyanis ha egy tetszdleges algoritmus megoldasa eléri
az LP als6 korlatot vagy annak fels§ egészrészét, akkor biztosak lehetiink
abban, hogy optimalis megoldast kaptunk.

Emellett érdemes azt is megvizsgélni, hogy az LP feladat megoldasabol,
amely nem feltétleniil egész, hogyan kaphatunk lefogd ponthalmazt. Tehat

adott egy z* = (z1,...,T,)' vektor, ekkor legyen C' = {v; : z; > %}
7.1. Tétel. C lefogo ponthalmaz, és mérete legfeljebb 2 - OPT.

Bizonyitds. Ha C nem lenne lefogd ponthalmaz, akkor lenne olyan e = (v;v;)

1 1

él, amelyre z; < 5, z; < 3, ellentmondésban az z; + z; > 1 feltétellel.

Tovabba a C' incidenciavektora y = [z*], ahol y; < 2z}, igy

OPTSiy¢§2ix;‘ <2.0PT.

O

A fenti LP feladatnak mindig van félegész bazismegoldasa, azaz olyan,
hogy z* € {0,1,1}". A szimplex algoritmus egy ilyet taldl meg. (Ennél
gyorsabb algoritmusok is ismertek.) Amennyiben sok koordinitdban van %,
akkor a kerekitéses mddszer nagyon rossz megoldast adhat az optimalishoz

képest.

A minimalis lefogd ponthalmaz feladatot megfogalmazhatjuk hipergra-
fokra is. Ekkor az IP feladat és az LP relaxalt ugyantgy néznek ki, mint
az el6z6 esetben, természetesen az A matrix sorai most 2-nél tébb 1-est tar-
talmahatnak, de legfeljebb f darabot. Most a lefog6 ponthamaz legyen a
kovetkezs: C = {v; : z; > %} Errél a kovetkez6t mondhatjuk:

7.2. Tétel. C lefogo ponthalmaz, és mérete legfeljebb f - OPT.

A bizonyitas ugyanigy miikddik, mint az el6z6 esetben.
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8. Az algoritmusok gyakorlati 0sszehasonlitasa

Az el6z6ekben lathattuk, hogy az egyes algoritmusok milyen approxima-
cios faktort tudnak biztositani. Néhany helyen lattunk arra is példat, hogy az
adott faktor éles. Felmeriil a kérdés, hogy altaldban milyen eredményt tud-
nak adni ezek az algoritmusok. Ezért néhany algoritmust beprogramoztam

MATLAB-ban. Kétféle grafgenerdlé algoritmust hasznaltam.

e G1: Adott n pont, és barmely 2 pont kozott p valoszintiséggel megy él.

Ekkor a fokok eloszlasa egyenletes.

e (G2: Kiindulok egy kis grafbol, és ehhez egyesével veszek 1j pontokat.
Minden 14j pontboél adott szdma meglévé pontba hizok élt dgy, hogy
a mar meglévs pontok koziil az aktualis fokuk négyzetével aranyos va-
loszintiséggel valasztok. Ekkor eléfordulhatnak nagyon kicsi és nagyon

nagy fokd pontok is.

Kevés ponti grafokra az LP feladatot is megoldottam, igy megoldast és
als6 korlatot is kaptam, de mivel a MATLAB szimplex algoritmust hasznal,
és az lasst, igy nagyobb grafokra ezt mar nem tudtam megtenni.

Jelolések:

e M - Moh¢ algoritmus

e P - Parositas végpontjai

e DFS - Dfs fa nem-levelei

e LP - LP relaxalt kerekitése

e AB - Als6 becslés az LP relaxaltbol

Lassunk néhany futési eredményt 10, 50, 100, 500 és 1000 pontia grafokra:
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10 Gl G2

M 21 5|2 3| 6 5| 6

P 21 5|2 3 6

DFS |4| 62 4| 7 6| 6

LP |2|10(2|10|3|10| 1010|1010

AB (2| 52| 5|3 5| 5| 5| 5] 5
a0 G1 G2

DFS | 39 | 40 41 | 38 38 142 44 144 39| 35
LP |50 |50 48 | 50 48 | 50 | 50 | 50 | 49| 49
AB | 2525|245 |25 (245 |25 |25 |25|24,5 24,5

100 G1 G2

DFS | 83 |84 |86 |82 |84 |81 |89 |89 |86 |86

500 G1 G2

M 421 | 422 | 335 | 421 | 412 | 422 | 425 | 405 | 393 | 359
P 423 | 426 | 340 | 425 | 416 | 431 | 430 | 416 | 407 | 374
DFS | 441 | 440 | 351 | 438 | 437 | 478 | 475 | 470 | 462 | 443

1000 G1 G2
M 860 | 856 | 598 | 717 | 718 | 851 | 850 | 849 | 852 | 846
P 865 | 861 | 632 | 744 | 749 | 859 | 856 | 858 | 863 | 848
DFS | 886 | 883 | 807 | 911 | 876 | 886 | 882 | 885 | 891 | 887

Amint latszik, a legtobb esetben a moho algoritmus adta a legjobb ered-
ményt. (Ez érdekes, ha figyelembe vessziik, hogy az elméleti eredménye ennek

az algoritmusnak a legrosszabb.) Ennél valamelyest rosszabb a parositasos
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algoritmus, és sok esetben lényegesen rosszabb a dfs. Az LP relaxaltbdl sza-
molt kerekitett eredmény legtobb esetben az als6 korlat kétszeresét adta,
vagyis a varakozasainknak megfelelGen rossz eredményt.

Az algoritmusok egy kicsit javihatok a kovetkez6 meggondolas alapjan:
ha van els6fokt pont a grafban, akkor annak egyetlen szomszédjat bevéve a
lefogd ponthalmazba biztos nem rontunk a lefogé ponthalmaz méretén. Ezért
érdemes az elsG lépésben (és a dfs kivételével minden tovabbi iteracio elstt)
az els6fokt pontok szomszédait bevalasztani a lefogasba és torolni a grafbol,
amig csak van els6fokti pont. Ha nincs els6fokt pont, akkor az algoritmus
kovetkezd 1épését hajtsuk végre, ekkor persze ismét keletkezhetnek elséfoku

pontok.
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Stlyozott eset

9. Moh6 algoritmus

9.1. Mohé algoritmus grafokon

A moho algoritmus mindig kivalasztja a legjobb pontot, azaz azt a pontot,
amelyikre a min{w(v)/d(v)} érték felvétetik. Ezt a pontot bevilasztja a
lefog6 ponthalmazba, majd torli a grafbol. Ezt iterdlja mindaddig, amig az

Osszes élt le nem fogtuk.

9.2. Mohé algoritmus a halmazfedési feladatra

A mohd algoritmust altalanosithatjuk a halmazfedési feladatra. Ezt az
algoritmust Chvatal 6] vizsgalta meg. Egy iteraciéban legyen C azon elemek
halmaza, amelyeket mar lefedtiink. Egy S halmaz kéltség-hatékonysdgdnak
nevezziik a w(S)/|S —C| hanyadost. Minden iteracioban a leginkabb koltség-
hatékony halmazt valasztjuk.

Az algoritmusunk tehat a kovetkezd:

9.1. Algoritmus.

C:=0,J:=0
while C # U do
S; := argmin{w(S)/|S - C|: S € S};

J=JU{j}
C:=CUSj;
S$:=8-5;;
end
Output: J.
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9.3. Az approximacids faktor

9.1. Tétel. A mohd algoritmus H(m)-approzimdcid a minimdlis halmazfe-

dés problémdra, ahol H(m) =1+ 1+ -4+ L.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért legyen w; = w(S;) Vj = 1,...,n. Le-

gyen A = (a;;) m X n-es métrix, ahol

1, hae; € Sj
a,-j =
0, kiilonben.

A halmazfedések incidenciavektorai, z = (z;;) kielégitik az alabbi egyenl&t-

lenségrendszert:
n
Za,-jxj 2 1 Vl,
j=1
Vezesslink be nemnegativ viltozoékat: v, ..., ym, amelyek kielégitik a ko-
vetkezGket:

Zaz’jyi < H(Z aij)w; Vj, (7)
i=1 i=1

D_ui=D 8)

Vizsgéljuk meg ezeket a valtozokat: y; azt jelenti, hogy mi a koltsége e;
fedésének. Legyen t az iteraciok szdma (azaz ¢t = |J| az algoritmus végén),
és 57 := S; — C az r-edik iteracio elején. Feltehetjiik, hogy r iteraci6 utan
J ={1,...,r}. Ekkor |S]|/w, > |S}|/w; Vr,j. Minden e; pontosan egy
Sr-hez tartozik, ahol 7 = 1,...,t lehet. Erre az r-re y; = w,/|S;|. Ekkor

Doui=> > v eSt=Y ISi(w/IS[)) =D w =Y w

i=1 r=1 jeJ

Ezzel megkaptuk a (8) egyenlGséget.
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Legyen j rogztett. Figyeljiikk meg, hogy S; N S; = 57 — S;-"“. Legyen s a
legnagyobb index, amelyre |S?| > 0. Igy

Zaijyi—ZZ{yz-ez €S5;Ns}t= Z S5 = 1S57H) - (we/ISTI)
i=1

—Z|S’" |S5FL)) - (wr/|ST) <w,Z|ST 1S74)/155

Végiil mar csak a kovetkezére van sziikségiink:

S

(EARFas) /\S’\<Z (1S5) — H(IS7™) = H(S5])

r=1
= H(|S;]) = Z”’za

Ezeket sszevetve megkapjuk a (7) egyenétlenséget.

Az igy kapott y valtozok segitségével a kovetezdt kapjuk:

ZH Za” w;T; > Z Za”yz = Z Za”:r] Yi > Zyz ij.

j=1 i=1 i—1 j—1 jeJ
Az elejét és a végét Osszevetve, valamint a H(D " a;;) < H(m) egyenl6t-
lenséget tekintve, ha x egy optimalis fedés incidenciavektora, éppen a kivant
eredményt kapjuk. S&6t egy kicsivel erGsebb eredményt is kapunk, mivel a
H(>"™ aij) < H(N) egyenl6tlenség is igaz, ahol N a legnagyobb halmaz
elemszama, vagyis Y {w;:j € J} < H(N)- -OPT. O

A fenti eredmény éles, amint azt a kovetkez6 példa is mutatja:

1/N  1/(N-1) 1

Az algoritmus sorra bevalasztja az egyelemi halmazokat, és igy egy H(N)

silyu fedést kapunk. Viszont egy optimalis fedés stlya 1 + €.

24



10. Moho6 algoritmus javitasa

10.1. A moho algoritmus javitasa grafokon

Amint az el§z6 részben lattuk, az egyszerd moho algoritmus approxima-
cios faktora O(Inm). Clarkson [7] a kiovetkezd egyszerii kis modositast haj-
totta végre: amikor megkapjuk a min=min{w(v)/d(v)} értéket egy v ponton,
akkor v szomszédainak a silyat cs6kkentjiik min-nel. Amint azt 1atni fogjuk,
ez az apré kis modositas 2-approximécids algoritmust eredményez.

Lassuk az algoritmust formalisan:

10.1. Algoritmus.

C =0
for v € V do
wo(v) := w(v), do(v) := d(v);
end
for e € F' do
c(e) := 0;
end
while max{dy(v) : v € V} > 0 do
v; := argmin{wg(v)/dy(v) : v € V};
min := wo(v;)/do(v;);
C:=CuU{v};
for u: (uv;) € E do

wo(u) := wo(u) — min, c(uy;) := min;

end

V=V —u;
end
Output: C.

10.2. A javitott approximaéacios faktor

10.1. Tétel. A mohd algoritmus javitott vdltozata 2-approximdcid.
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Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy wo(v) > 0 és c¢(e) > 0 végig fennall minden
v € V csics és minden e € E él esetén. Tovabb4 a while ciklus elején fennall
w(v) = wo(v) + D _{c(uv) : (uv) € E}. Ehhez csak annyit kell latnunk, hogy
minden u cstcsra, amelyet érint a bels ciklus, a ré illeszkedd (uwv) élt is érinti
a bels6 ciklus, méghozza tugy, hogy u sulyat csokkentjiik, mig (uv) salyat
néveljitk a min értékkel. A v; cstcs stlyat min - do(v;)-vel csokkentjiik, és

pont dy(v;) darab bel6le kimeng él stulyat néveljiik min-nel. Ebbél kovetkezik:

w(v) > Z c(uv) Yv eV, és

(wv)eE

w(v) = Z c(uv) Vv e C.

(wv)eE

Ezek segitségével konnyen lathato:

Z Z Z Z w(v) = w(C*), valamint

ecE veC* (uv)eFE veC*
W@ = Y =Y ¥ etu) <23 el
veC veC (uwv)eE eckE

Figyelembe véve, hogy w(C*) < w(C), az eléz6ekbdl w(C)/w(C*) < 2-t
kapjuk. O

11. Szintezés

11.1. A szintezéses technika

A csicsokon értelmezett salyfiiggvényt foksilyozottnak nevezziik, ha van
olyan K konstans, hogy minden v csics stlya K -d(v). A most kivetkezs al-
goritmus lényege, hogy az adott w sulyfliggvényt fokstlyozott fiiggvényekre
bontjuk. Minden iteraciéban kiszamoljuk a legnagyobb foksulyozott fiigg-
vényt w-ben: K = min{w(v)/d(v)}, t(v) = K -d(v). Ezt a t-t kivonva w-bél,
a 0 stilyt pontokat bevalasztjuk a lefogd ponthalmazba, majd a tobbi ponton
a maradék salyfliggvényre iteraljuk az eljarast.

Tehat az algoritmus a kovetkezd:
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11.1. Algoritmus.

C = 0;
for v €V do

wo(v) := w(v), do(v) := d(v);
end

while nem iires a graf do
K := min{wy(v)/do(v) : v € V};

for v € V do
t(v) := K - do(v), wo(v) := wo(v) — t(v);
end
W :={v :we(v) = 0};
C.=CUWw,;
V=V-W,
end
Output: C.

11.2. Az approximéaciés faktor

11.1. Lemma. Legyent : V — R, foksilyozott fiigguvény. Ekkor teljesiil a
kovetkezs: t(V) <2-OPT.

Bizonyitds. Legyen K az a konstans, amelyre t(v) = Kd(v), tovabba legyen
C* egy optimélis lefogd ponthalmaz G-ben. Mivel C* lefog minden élt, ezért
> {d(v) : v € C*} > |E|, és igy t(C*) > K|E|. Tovabba tudjuk azt, hogy
Y {d(v) :v € V} =2|F|, innen t(V) = 2K |E| < 2t(C*) = 20PT. O

11.2. Tétel. A szintezéses algoritmus 2-approxrimdcid.

Bizonyitds. Jelolje D; az i-edik iteracioban izolaltta valt pontok halmazat,
G; = (Vi, E;) az i-edik iteracio és D; elhagyéasa utdn a maradék grafot, k az
iteraciok szamét.

Elsszor belatjuk, hogy C lefogd6 ponthalmaz. Ha nem igy lenne, akkor
lenne olyan (uv) él, amelyre v € D;, v € D; valamely i, j-re. Feltehetd,

hogy i < j. Ekkor (uv) € E;, ellentmondasban azzal, hogy u izolalt.
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Legyen C* egy optimdlis lefog6 ponthalmaz. Tekintsiink egy v € C
pontot. Ha v € Wj, akkor a stulyat a kovetkezéképpen tudjuk felbontani:
w(v) = >, ti(v). Most tekintsiink egy v € V — C pontot. Ha v € Dj, ak-
kor a siilydra alsé korlat: w(v) > 3, ;ti(v). Figyeljiik meg, hogy az i-edik
itercié utan C* N G; lefogd ponthalmaz G;-ben. Igy a (11.1) Lemma szerint
t:(C NG;) < 2t,(C*NG;). A sulyok felbontasa szerint:

k k

w(C) =) t(CNG;) <2) H(C*NG;) < 2w(C).

O

Az approximacios faktor nem javithaté, mint azt a kovetkezs példa is
mutatja: Legyen G = K, ,, a teljes paros graf 2n ponton, w(v) = 1 Vu. A
szintez6 algoritmus mind a 2n csticsot bevalasztja a lefogd ponthalmazba,

holott egy optimalis lefogasban elég csak az egyik oldal.

12. Lefogd ponthalmaz és altalanositott paro-
sitas
12.1. Altalanositott parositas

A silyozatlan esetnél lattuk, hogy hogyan lehet egy parositasbol meg-
kapni egy lefogd6 ponthalmazt. Ennek egy altalanositisa Gonzalez [8] algo-
ritmusa.

Altaldnositott pdrositds alatt az élek olyan ¢ : E — R stlyozaséat értjiik,
amelyre fennall w(v) > > {c(e) : v € e} minden v csucsra. Egy altalanositott
parositds maximdlis, ha barmely él sulyat barmilyen § > 0 értékkel névelve
mar nem lesz altaldnositott parositds. Egy v cstcsot telitettnek neveziink,
ha w(v) = Y {c(e) : v € e} teljesiil. Nyilvan egy maximalis &ltalanositott
parositdsban nincs olyan él, amelynek egyik végpontja sem telitett.

Egy maximélis 4ltalanositott parositas a kovetkezSképpen allithato elé:

jelolje tot(v) a v csucsra illeszkedd élek stulyanak Osszegét. Az élek kezdetben
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0 salytak. Minden olyan élnek a sulyat, amelynek egyik végpontja sem teli-
tett még, noveljiik, ameddig csak lehet. Azaz addig noveliink, mig valamelyik
él egyik végpontja, v telitettté valik, vagyis w(v) = tot(v) Ezutan mar csak
a maradék éleken néveliink. Ezt addig folytatjuk, amig végiil minden élnek
legalabb az egyik végpontja telitett.

Mivel a telitett pontok lefogd6 ponthalmazt alkotnak, igy a lefog6 pont-

halmaz keres§ algoritmus a kovetkezd:

12.1. Algoritmus.

T := 0;
for v € V do
tot(v) := 0;
end
for e € E do
c(e) := 0;
end
while F # () do
min := min{(w(v) — tot(v))/d(v) : v € V'};
for e € E do

c(e) := c(e) + min;

end
for ve V do
tot(v) := tot(v) + d(v) - min;

end

T :={v:w(v) =tot(v)};

V=V-T,

E:=FE—{e=(w):uecTorveT}
end
Output: 7.
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12.2. Az approximéacids faktor

12.1. Tétel. A telitett pontok silya legfeljebb 2 - OPT.

Bizonyitds. Legyen C* egy optimalis lefogas. Ennek segitségével bontsuk fel
T-t két halmazra:

T(in) :=TNC*, T(out) =T —C".
Hasonléan, a nem-telitett pontok halmazat is bontsuk fel:
NT(in):=(V-T)NnC*, NT(out) :=(V-T)—-C".

Nyilvan OPT > w(T'(in)). Megmutatjuk, hogy OPT > w(T(out)). Mivel
minden v € T'(out) telitett pont, ezért w(T (out)) = c(E(out)), ahol E(out)
jeloli a T'(out)-beli pontokra illeszkeds élek halmazat. Mivel T'(out) diszjunkt
C*-tol, és C* lefog6 ponthalmaz, ezért T (out) fiiggetlen halmaz, és a T'(out)-
beli pontok szomszédai C*-ban vannak. Abbol, hogy w(v) > tot(v) Vv € V,
lathato, hogy

c(E(out)) < w(T(in)) + w(NT(in)) = w(C*) = OPT.
Ebbdl w(T(out)) < OPT, és igy

w(T) = w(T(in)) + w(T(out)) < 2 - OPT.

13. Az el6z6 algoritmusok osszehasonlitasa

A szintezéses (SZ) algoritmus a pontok stlyat cs6kkenti, mig az altalano-
sitott parositasos (AP) algoritmus az élek stlyat néveli. Ez a novelés azonban
a pontok silyainak és a mar meglévg élsiulyok fiiggvényében torténik. Fel-
vet6dik a kérdés, hogy ez a két modszer Gsszefligg-e egymassal, és ha igen,

akkor hogyan. Megmutatjuk, hogy valdéjaban ugyanarrél van szo.
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Ezt az iteraciok szama szerinti indukcioval latjuk be. A jobb atlathatosag

kedvéért vezessiink be néhany jelolést. Legyen t az iteracidk szdma. w az
l

eredeti sulyfiiggvény a pontokon, legyen w;(v) a v pont stlya az SZ i-edik

iteracioja utan, min! a min = K érték az i-edik iteraci6 soran. Az AP-nél
pedig legyen tot¢(v) a tot(v) értéke az i-edik iteracidja utan, ming a min

érték az i-edik iteracio soran. Megmutatjuk a kovetkezét:

13.1. Allitas.
w(v) — tot?(v) = wi(v) YVweV,V1<i<t.

13.2. Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogy az i-edik iterdcidban ugyanazok a
pontok kerilnek be AP szerint T-be, mint SZ szerint W -be. Tehdt a maradék

pontok halmaza is ugyanaz a V; lesz, és a fokfiigguény ugyanaz a d;.

Bizonyitds. Az els6 iterdcioban min} = min{ = min{w(v)/d(v) : v € V},

igy
w' (v) = w(v) — d(v)min} = w(v) — d(v)min$ = w(v) — tot?(v) Vv € V.
Tegyiik fel, hogy valamely 1 < ¢ < t-re mar belattuk az allitast. Legyen

az i + 1-edik lépésben u! az SZ szerinti, u® az AP szerinti minimum helye.
Ekkor

U(,! l — tot® l a) _ tot%(u®
it W) wlad) = vt ) ot (u)
4 () () di(u?)
valamint
i ) 10 _ i)l

d,-(u“) N d,-(ua) - dz(ul)

vagyis min. 41 = mang,. Igy jelolhetjiik a k6z6s min;,i-gyel. Tudjuk, hogy
tot?, | (v) = tot?(v) + di(v)min;yq, valamint wi,,;(v) = wi(v) — di(v)min,
és igy

w(v) — toty (v) = w(v) — totf (v) — di(v)min

= wi(v) — d;(v)mini = wi  (v) Vv eV
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13.3. Kovetkezmény. Az AP és az SZ algoritmus tetszéleges G = (V, E)

grdfra ugyanazt az eredményt adja.

14. Elek, elemek egyenkénti vizsgalata

14.1. Elvalasztasos algoritmus

Ez egy nagyon egyszerti algoritmus. Véalasztunk egy tetsz6leges élt, és
ennek a két végpontjat vizsgaljuk. Azt, amelyiknek kisebb a silya, beva-
lasztjuk a lefogd ponthalmazba, toroljiik a grafbol, a masik pont silyat pedig
csokkentjiik a tordlt pont stulyaval. Ezt iteraljuk addig, amig még van él a
grafban.

Mint latni fogjuk, ez 2-approximacios algoritmus.

14.2. Altalanositas a halmazfedési problémara

A kovetkezd algoritmust Bar-Yehuda és Even [1] talaltak ki. Jeldlje az
e elemet taralmazé halmazok indexeinek halmazat F(e). Ezzel a jeloléssel
f = max{|F(e)| : e € U}. Valasszunk ki egy tetszéleges e elemet, és vizs-
galjuk meg F'(e)-beli indexti halmazokat. A minimalis salyut (legyen ez S;)
valasszuk be a halmazfedésbe, a tobbinek a silyat pedig csokkentsiik S; si-
lyaval. Toroljiik U-bol az S;-beli elemeket. Ezt iteraljuk addig, amig van
fedetlen elem.

Tehat az algoritmus a kdvetkezdképpen néz ki:

14.1. Algoritmus.

C:=0, J:=0
for S € S do
wo(S) = w(S);
end
for e € U do
c(e) :== 0;
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end
while U # () do
Legyen e € U;
S; = argmin{w,(Sk) : k € F(e)}, min := wo(S;);
c(e) := min;
for k € F(e) do

wo(Sk) := wo(Sk) — min;

end
C:=CUS;, J:=JU{il
U:=U-85;

end

Output: J.

14.3. Az algoritmus approximéaciés faktora

14.1. Tétel. Az algoritmus dltal adott halmazfedés W silydra teljesiil a ko-

vetkezd:
W < OPT-magc|F(e) nJl|.
ec

Bizonyitds. Nyilvan wo(S;) > 0 VS; € S, és c(e) > 0 Ve € U teljesiil. To-
vabba teljsiil wo(S;)+> {c(e) : e € S;} = w; VS; € S is. Ez kezdetben nyilvan
igaz, a tovabbiakban pedig, amikor e € S; stlya min-re nd, wy(S;) min-nel
csOkken. Ebbdl 1atszik:

w; > Zc(e) Viel, és

ecsS;

w; = Zc(e) Vi e J.

ecsS;

Tekintsiik a kovetkezst:

W= Y= 33l

ieJ i€J e€S;
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Ebben a szummaban c(e)-t pontosan |F(e) N J|-szer szalmoltuk, amibsl

W<Z maX|F e)NJ| (9)

ecU
kovetkezik.

Vezessiink be 1j valtozokat, amelyek kielégitik a kovetkezdket:

Zyegwi ViEIa

ecsS;

Ye >0 VeeU.
ye = c(e) kielégiti ezeket a kovetelményeket. Tekintsiik a dualis programot:
Z z; >1 VeeU,

i€F (e)

z; >0 Viel.

Minimalizaljuk a Y {z;w; : ¢ € I'} értéket. Elgszor tekintsiik a kovetkezst:

Zye<zye Z Ti = inzyeﬁzxiwi-

ecU ecU  i€F(e) el e€sS; el

Ebbél kévetkezik, hogy

Ye < min Y z;w;. (10)
> )

ecU icl
Ha J* egy optimalis fedés indexhalmaza, akkor legyen
=1, i€ J,
T; = 0, 1 ¢ J.

Ezek az x;-k kielégitik a fenti kovetelményeket, és ezért

OPT > min Z TW;. (11)
icl
(10) és (11) segitségével
Z c(e) < OPT,
ecU

igy (9) felhasznalasaval a tételt belattuk. O
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A tételbsl konnyen latszik a gyengébb allitas is, vagyis hogy W < f-OPT.

Ez éles, amint azt a kovetkez6 példa is mutatja. Legyenek a halmazaink a

kovetkezdek:
S1 = ey,
Sy = {e1, €2},
S3 = {ey, e3},

Sn—l = {ela enfl}a

Sn={e1,ea,...,en}.

Minden halmaz stlya legyen w. Ha az algoritmus el&szor e;-et valasztja, és
en-t utoljara, akkor minden halmaz belekeriil a fedésbe. Igy W = n-w, holott

Sy, egy optimalis fedés, azaz OPT = w, és f = n.

15. A Local-ratio theorem

15.1. Egy lokalis algoritmus

Bar-Yehuda és Even [2] eredménye a Local-ratio theorem. Ennek lényege,
hogy a grafnak egyszerre csak kis részeit vizsgéalva épitjiik fol a lefogd pont-
halmazt, és az approximécids faktort is ezen részek segitségével kapjuk meg.

Legyen most A egy tetsz6leges approximéacidés algoritmus a minimalis st-
lyta lefog6 ponthalmaz problémara. Ha C4 az algoritmus altal adott lefogd
ponthalmaz, C* pedig egy optimalis, akkor definidljuk a kovetkezs értéket:
RA(G,w) = w(Cy4)/w(C*). Legyen G egy n ponti, stlyozatlan graf, amely-
nek az optimalis lefogo6 ponthalmaza ¢* elemti. Legyen 7 = f/e*. A és G

felhasznalasaval tekintsiik a kovetkezd algoritmust:

15.1. Algoritmus (LOCAL).

Legyen G(V,E) a G egy részgrafja, amely izomorf G-sal;
Legyen 0 < § < min{w(v) : v € V};
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for v € V do

if v € V then
wo(v) := w(v) — 9;
else

wo(v) := w(w);

end

Cy = A(G,wy);
C = Cy;
Output: C.

15.1. Lemma. Legyen G eqy grdf w, w; €s wo sulyfiggvényekkel, amelyekre
teljesil, hogy minden v € V : w(v) > wi(v) + we(v). Legyenek C*, C} és
C5 optimdlis lefogo ponthalmazok a megfeleld silyokhoz. Ekkor teljesil, hogy
w(C*) > wy (CF) + wa(C3).

Bizonyitds.

w(C) =Y w)> Y (wi(v) +ws(v))
veCH veC*
]
15.2. Tétel (Local-ratio theorem). R;ocar(G,w) < max{7, R4(G,w)}

Bizonyitds. Legyenek c* és cj a w-hez illetve wy-hoz tartoz6 optimaélis lefo-

gasok sulyai, valamint legyen r = max{7, Ra(G,w)}. Ekkor

w(C) <wo(C)+4d-7 (mivel |C N V| < n)
= Ra(G,wp) - cg+7-6-¢ (a definiciokbol)
<r-(cy+dc") (r definiciojabol)
<r-c (a lemmabal).
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15.2. Egy altalanosabb algoritmus

Tekintsiik most grafoknak egy véges I' csalddjat, valamint legyen ehhez
rr = max{7g : G € I'}. Egy G = (V, E) grafraés U C V ponthalmazra jel6lje
G[U] az U altal feszitett részgrafot. Tekintsiik a kovetkez§ algoritmust:

15.2. Algoritmus (LOCALr).

for v € V do
wo(v) := w(w);
end

for é’(f/, E): G részgrafia, amely izomorf valamely G € I'-val do
§ := min{we(v) : v € V};
for v € V do

wo(v) := wo(v) — 6;

end

end

Cy = {v : wo(v) = 0};

Vi=V —-Ch;

Csy = A(G[V1], wp);

C:=CLUCy;

Output: C.

15.3. Tétel. Rrocar.(G,w) < max{rr, Ra(G[V1], wy)}

Bizonyitds. Indukciéval a mésodik for ciklus iteracidinak szamaéra, i-re.

1 = 0-ra az allitas trivialis, 7 = 1-re pedig éppen a 15.2 tétel.

Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz i-re, és valamely (G,w)-re a masodik
ciklusban i + 1 iterdcidja van. Legyen G € T az a graf, amelyik az els6
iteracioban szerepel. Ekkor tekinthetjiik a LOC AL algoritmust, amely a G-
sal izomorf részgraf kivalasztasa utan az A = LOCALp_g-t hivia meg. Az

indukcié szerint kész vagyunk. O

15.4. Megjegyzés. HaT egyetlen él, és A = LOC ALy, akkor az élvdlasztos

algoritmust kapjuk, amelynek approximdcios faktora a 15.3 tétel alapjdn 2.
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16. Egy parhuzamositott primal-dual moédszer

16.1. Elpakolas, elempakolas

Khuller, Vishkin és Young [11] kifejlesztettek egy parhuzamos algoritmust
a hipergrafos lefog6 ponthalmaz probléméra. Ehhez tekintették a dualis fela-
datot. Elpakoldsnak egy olyan ¢ : E — R, hozzarendelést neveziink, amelyre
¢(E(v)) < w(v) minden v pontra, ahol E(v) a v-re illeszkedd élek halmaza.
(Ez a definici6 hagyomanyos grafok esetén egy az egyben megegyezik az al-
talanositott parositas definici6javal.) A maximalis silyu élpakolas probléma
¢(FE) maximalizalasat jelenti.

A lefogé ponthalmaz és az élpakolas feladat relaxaltjai linearis programo-
zasi duéalisok.

A halmazfedési feladatot a bevezet6ben mar definidltam. Ennek dudlis
feladata az elempakoldsi probléma, egy olyan ¢ : U — R, sulyfliggvény meg-
keresése, amelyre minden S halmazra a benne 1év§ elemek Gsszstlya legfeljebb
w(S).

Ahogy a halmazfedési feladatot megfeleltettiik a hipergrafos lefogd pont-
halmaz feladatnak, ugyanigy a dudlis problémék is megfeleltethet6k egymas-

nak.

16.2. e-maximalis pakolas

Mostantol adott egy € > 0 szdm. Bevezetésként nézziink néhany lemmat.

16.1. Lemma. Legyen C tetszdleges lefogds, c eqy tetszéleges élpakolds. Ek-
kor ¢(E) < w(C).

Bizonyitds.

c(E) = Zc(e) < Z leNnCle(e) = Zc(E(v)) < Zw(v) = w(C).

ecE ecE veC veC

16.2. Lemma. Legyen C egy lefogds, ¢ eqy élpakolds gy, hogy teljesiljon
c(E(v)) > (1 - e)w(v) Yv € C. Ekkor (1 — e)w(C) < f-c(E).
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Bizonyitds.

(1-u(C) = (1-) D w(e) < S e(B(w) = 3 len Cle(e) < f - ().

veC veC ecE

O

16.3. Lemma. A 16.2 lemmdban, ha a silyok egészek és e < 1/w(V), akkor
w(C) < f-OPT.

Bizonyitds. Legyen C* egy minimalis sulyu lefogas. A 16.2 lemma alapjan
(1= ew(C) < fw(C"), igy w(C) < [fw(C”) + ew(C)] = fw(C*). [

Ha adott egy c¢ pakolas, legyen C. = {v € V : ¢(E(v)) > (1 — e)w(v)}.
Ha C, egy lefogas, akkor ¢ e-maximdlis. ¢ pontosan akkor 0-maximélis, ha

maximalis.

16.3. Az algoritmus

Most bemutatunk egy paruzamos algoritmust a minimalis lefogé pont-
halmaz problémara. Az elz6ekben redukaltuk a probléméat egy e-maximélis
pakolasira. Az algoritmus fenntart egy c pakolast és egy részleges lefogast:
C.={veV:c(Ew)) > (1-e¢ew(v)}. Az algoritmus noveli a c(e)-ket ad-
dig, amig ¢ e-maximalis és C, lefogas nem lesz. Amikor egy v csiics bekeriil
C.-be, v-t és az 6t tartalmazo hiperéleket toroljiik a hipergrafbol. Jeldlje
E. a maradék hiperélek halmazat, E.(v) a v-t tartalmaz6 maradék hiperélek
halmazat, d.(v) a maradék fokot és w.(v) a maradék sulyt.

A while ciklus minden iteraci6jaban c(e)-t akarjuk névelni a maradék e
hiperélekre. Ahhoz, hogy c pakolas maradjon, minden v € e csiics korlatozza
c(e) novelését w.(v)/d.(v)-vel. Az algoritmus alabbi leirdsadban ¢ névelése
helyett w, csokkentése szerepel. Ahogy az SZ és AP algoritmusok esetén
lattuk, hogy ez a kétfajta valtoztatas megfelel egymasnak, ez most is konnyen
belathato.
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16.1. Algoritmus.

C:=0,V,=V,E,:=F;
for v € V par do
we(v) == w(v), E.(v) := E(v), d.(v) := |E(v)[;
end
while E, # () do
for e € E, par do
d(e) := min{w.(v)/d.(v) : v € e};
end
for v € V, par do
we(v) = we(v) — ZeEEC('U) &(e);
if w.(v) < ew(v) then
C:=CU{v}, V.:=V.— {v}
end
end
end
Output: C.

Itt az egyes for ciklusokban parhuzamosan hajtjuk végre a miveleteket.
Az el6z6 részben szerpls lemmak segitségével konnyen latszik a kovetkezd

eredmény:

16.4. Tétel. Az algoritmus f/(1 — €)-apprizimdcict ad. Vagyis hagyomd-

nyos grafokra 2/(1 — €)-approzimdcio.

16.4. Bonyolultsagvizsgalat

16.5. Tétel. Az algoritmus O(fIn>mIn %) id6t, M/ In®> m processzort, azaz
O(fM1n %) miveletet igényel.

Bizonyitds. Adott ¢ pakolashoz vezessiik be a kovetkezs értéket:

$e= do(v)In we(v)

veEV ew(v) .
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Vizsgaljuk meg, hogy ¢, hogyan valtozik a while ciklus egy iteraci6ja alatt.
Jeldlje ¢; az i-edik iteracio el6tti értéket, ¢;11 az i-edik iteraci6é utani értéket.

Hasonléan bevezetjiik a d;, E;, V; jeloléseket is.

16.6. Lemma. (}51_ - ¢i+1 2 |Ei+1|.

Bizonyitds. Az i-edik iteracio alatt azt mondjuk, hogy egy v pont korldtoz
egy ré illeszkedd e € E; hiperélt, ha a min, e, w;(v)/d;(v) érték v-n vétetik fel.
Egy v pont L(v) darab hiperélt korlatoz. Igy wii1(v) < w;(v)(1—L(v)/d;(v)).
Ekkor

$i— dip1 = (di(v) In wilv) _ dis1(v) In—= = w,+1 d ) Y diw wz(”)

) veEVit1 )

> Y div)ln wiv) > Y —di(v)In(1 - L(v) /di(v))

v€EVi11 1(U vEVit1
> Y L(v) > |Binl.
ve€Vit1

Az utolso el6tti lépés a —In(1 — z) > z Gsszefiiggésbdl jon. Az utolsé lépés
pedig abbol kévetkezik, hogy minden megmaradé hiperélt korlatoz valamely

v € V41 pont. O

16.7. Lemma. Legfeljebb (1+ fIn{)(1+Inm) iterdcid van.

Bizonyitds. Legyen a = fIn % Ko6nnyen kiszamolhato, hogy ¢;11 < |E;;1|a.
Az el6z6 lemma felhasznalasaval ¢; 1 < ¢;(1 — 1/(a + 1)). ¢1 < ma, és

indukcidval
¢; <ma(l —1/(a+1))"" <maexp(—(i—1)/(a+1)),

ahol felhasznaltuk, hogy e® > 1+ x. Rogzitsiik le most i-t a kovetkezének:
i =1+4[(a+1)Inm], ekkor exp(—(:—1)/(a+1)) < exp(—Inm) = 1/m, ezzel
¢; < a. Az utolso iteracio kivételével minden iteraci6 utan marad legalabb
egy hiperél, ezért ¢ legalabb eggyel csokken. Igy i+a = (1+ f1In 5)(14+1nm)
iteracio utan ¢, < 0. O
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Ha a while ciklus i-edik iteracioja elején |E;| = ¢, akkor az iteracio O(In q)
id6t igényel. Igy a lemma alapjan a teljes id6 O(fIn® mIn L). Egy iteraci-
6ban O(fq) mivelet van, emiatt a miveletek teljes szdma f-szer az egyes
iteraciokban 1év6 élszamok Gsszege. A 16.6 lemma szerint ¢; — ¢ 1 > |Fiy1,

tovabba ¢o = M In 1, igy (t-vel jelélve az iteraciok szamat, vagyis ¢, = 0):
1
[Bol + |Ex| + -+ + Bl < m+ (g0 — 1) + -+ (P-1 — ¢) =m + Mn —.

Tehét Ssszesen O(fM In ) miivelet van. A miveleteket hatékonyan tudjuk
{itemezni ugy, hogy az id6 legfeljebb konstanssal né. Igy a miiveletszam
és az id6 hanyadosdbol megkapjuk a sziikséges processzorok szaméat, vagyis
M/ 1n® m-et. O

17. Lefogé ponthalmaz keresése LP segitségé-

vel

Amint a silyozatlan esetben lattuk, az LP relaxalt segitségével konnyen
tudunk megoldast taladlni a minimalis lefog6 ponthalmaz feladatra. Most
adott egy w : V — R, sulyfiiggvény. Legyen w = (wi,...,w,)", ahol

w; = w(v;). Nézziik meg, hogy ebben az esetben hogy néz ki az LP relaxalt.

Minden eredmény, amelyet a silyozatlan esetben lattunk, egyszert modon
atmegy a stlyozott esetre is, ezért ezeket most nem részletezem.

Most nézziink egy masik megkdzelitést, amellyel linearis programozasi
modszerrel kaphatunk megoldast. Ezt most a halmazfedési feladatra fogal-

mazzuk meg. Tekintsiik az LP duélis feladatot.
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yTASwT
0<y

max 1,y

17.1. Definicié. Egy § megengedett megolddsrol azt mondjuk, hogy maxi-
malis, ha nincs olyan y megengedett megoldds, amelyre > - y; > > oo §; €s

Y > Ui teljesdil.

Legyen tehat most ¢ egy maximélis megengedett megoldasa a duélis fel-

adatnak. Legyen C = {j : ) 1" a;;i = w;}.

17.2. Tétel. C megengedett megoldds a lefogo ponthalmaz feladatra, tovdbbd
w(C) < f-OPT.

Bizonyitds. Elgszor belatjuk, hogy C' megengedett. Tegyiik fel, hogy nem
megengedett, ekkor van egy olyan g elem, amelyet nem fedtiink. Legyen
0 = minj.ges {w; — Z;nzl a;;Ui} > 0, eg az az egységvektor, ahol a g elemnek
megfelel§ koordinita 1-es, a tobbi 0 . Ekkor y = § + 0 - e; megengedett
megoldas, ellentétben y maximalitasaval.

A tétel masodik feléhez legyen z* a primal LP feladat egy optimalis meg-
oldasa. Ekkor tekintsiik a kdovetkezGt:

w(C) = w; =Y O ayf) < miax(z aij) > i

jec jeC i=1 jec i=1

< max()  aij) ) wjzj = f-OPTyp < f-OPT

jec j=1

18. Az algoritmusok gyakorlati osszehasonlitasa

A silyozatlan esethez hasonléan a silyozott eset algoritmusait is meg-
vizsgaltam konkrét futisi eredmények alapjan. Ugyanazt a két grafgeneralo

algoritmust hasznaltam, és a pontokhoz véletlen stlyokat rendeltem.
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A primél-dudl algoritmust természetesen nem parhuzamosan programoz-
tam be, a for ciklusok 1épéseit egyenként hajtatom végre, de ez csak a futasi
id6 novekedésével jar, a végeredményt nem befolyasolja.

Jelolések:
e M - Moh¢ algoritmus

e JM - Javitott moho algoritmus

SZ - Szintezéses algoritmus

EV - Elvalasztasos algortimus

PD - Primé&l-dual algoritmus

LP - LP relaxalt kerekitése

AB - Als6 becslés az LP relaxaltbol

Lassuk, hogy milyen eredmények sziilettek:

10 G1 G2

M | 28(34|14| 33| 32(18(26| 30| 3229
JM | 28(43|14| 33| 32|18|26| 30| 32|32
SZ | 28|43|14| 33| 37|18|26| 30| 32|32
EV| 28|37|14| 33| 32|18|26| 30| 26|29
PD| 28|36|14| 33| 37|18|26| 30| 32|32
LP | 49(20|14| 51| 45|18|26| 49| 47|28
AB | 245 (29|14 | 255|225 | 18|26 | 24,5 | 23,5 | 28
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50 G1 G2
M 184 | 181 | 198 175 173 148 154 | 141 | 179 170
JM 185 | 196 | 214 178 183 155 158 | 148 | 195 170
SZ 185 | 196 | 214 178 183 155 158 | 148 | 195 170
EV 187 | 191 | 196 193 195 165 180 | 161 | 186 189
PD 185 | 193 | 214 178 173 150 158 | 144 | 182 170
LP 249 | 244 | 264 241 257 | 213 238 | 232 | 251 251
AB | 124,5 | 122 | 132 | 120,5 | 128,5 | 110,5 | 119,5 | 117 | 128 | 125,5

100 G1 G2

M | 376 | 311 | 356 | 416 | 381 | 376 | 334 | 327 | 371 | 371

JM | 384 | 320 | 371 | 436 | 408 | 387 | 349 | 348 | 379 | 386

SZ | 384|320 | 371 | 436 | 408 | 387 | 349 | 348 | 379 | 386

EV | 409 | 342 | 386 | 458 | 432 | 414 | 353 | 351 | 401 | 413

PD | 380 | 320 | 363 | 426 | 391 | 382 | 339 | 344 | 388 | 379
500 G1 G2
M | 2283 | 1979 | 1971 | 2379 | 2091 | 1144 | 579 | 842 | 1082 | 1282
JM | 2379 | 2090 | 2109 | 2424 | 2185 | 1188 | 605 | 885 | 1135 | 1354
SZ | 2379 | 2090 | 2109 | 2424 | 2185 | 1188 | 605 | 885 | 1135 | 1354
EV | 2400 | 2211 | 2172 | 2505 | 2297 | 1356 | 688 | 1019 | 1236 | 1483
PD | 2353 | 2048 | 2051 | 2424 | 2169 | 1160 | 585 | 842 | 1098 | 1312

A silyozott esethez hasonléan a mohé algoritmus adta a legjobb ered-

ményeket.

A legrosszabb pedig ismét az LP relaxaltbol kapott kerekités.

Eszrevehetjiik, hogy a javitott moh6 és a szintezéses algoritmus majdnem

mindig ugyanazt az eredményt adta. A priméal-dudl algoritmus egy kicsit

jobb ezeknél, a legrosszabbnak pedig az élvilasztds algoritmus tiinik.

Nézziik, hogy most milyen mo6don lehet javitani az eredményeket. Olyan

pontot kell keresni, amelynek stilya nagyobb, mint a szomszédainak a stlya

0sszesen.

biztosan nem néveljiik feleslegesen a lefogé ponthalmaz sulyat.
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