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1. fejezet

Bevezetés

Az egészértéki programozas egy kémiai alkalmazésaval fogunk foglalkozni. Adva van egy reak-
ci6, ami tulajdonképpen nem egy reakciobdl all, hanem t6bb elemi reakcié torténik, de mi csak a
kezdeti és végtermékeket ismerjiik. A feladat, hogy meghatarozzuk, hogy mik azok az elemi reak-
ciok, amelyek az adott folyamatban lezajlanak. Erre adunk egy egészértékid programozasi modellt,
és megoldjuk a csoportelméleti modszerrel. Vizsgaljuk azt is, hogy mi az elemi reakciék Hilbert-

bézisa, és ezekbdl a reakciokbol elGall-e a teljes reakceio.

1.1. Altalanossiagban az egészértékid programozasrol

Az egészértékii programozés széles korben elterjedt, mind a tudomény, mind a gazdasagi és
ipari teriileteken. Egészértékii programozasi feladatok szinte barhol el6fordulhatnak, és bar néhol
egy alkalmas kozelité megoldas is j6, ez nem mindig elegend6. Mindig az adott probléma hatarozza
meg, hogyan is kezdjiik el megoldani a feladatot. Az egészértéki programozasi feladat NP teljes,
azaz nem tudjuk polinom idében megoldani. A matematika teriiletérdl ilyen problémék példaul a
halmazfedési feladatok, mig a gazdasagban példaul az utazéiigyndk feladat, kiilonb6zé raktarozasi,
készletezési, és termelésiitemezési feladatok. Elméletben, végig tudnank nézni minden megoldast,
de ezek szama exponencialisan né a valtozok szaméban.

Jeloljiik Z7}-szal az n-dimenzi6s, nemnegativ egész koordinatdju vektorokat.

Egy altalanos egészértéki feladat a kovetkezs alaki:

min ¢ z + ¢y y

Az +By=1b,

Pz +Qy<b (1.1)
T eZl

yezwm

ahol 4: (k x n), B: (k x m), P: (I xn), Q: (I x m)-es matrixok, ¢c' = (c],c5): (n + m)-es és b:
(I + k)-as vektorok.



Tobbféle megoldasi lehetGség és modszer 1étezik. Vannak heurisztikus algoritmusok, amelyek
mar egy meglévé megengedett megoldasbdl indulnak ki, és azt moédositjak, amig jobb megoldast
tudnak igy elérni. Ezekre a modszerekre létezik a TSPLIB mérGszam, ami mutatja, hogy az
optimalis megoldastol altalaban (tesztfeladatokra futatjak Sket, és igy mérik) mennyire tér el az
igy kapott eredmény. Legtobbszor érdemes t6bb ilyen heurisztikat is alkalmazni egymaés utan.

Egy masik megoldasi lehetGség, hogy a feladat valamilyen relaxaltjat oldjuk meg. Ez azt je-
lenti, hogy valamit elhagyunk a feltételek koziil, ami nélkiil egyszeriibb feladathoz jutunk. Az igy
kapott feladatot megoldva kapunk egy alsé, illetve fels6 korlatot a feladat minimum, illetve maxi-
mum értékére. Az egyik legelterjedtebb, mikor az egészértékiiségi feltételt hagyjak el, és a linearis
programozasi relaxéltat oldjak meg. Erre jol miikodd megoldd programok léteznek.

Erre aztan akar felépithetiink egy korlatozas, és szétvalasztas modszert is. Ez azt jelenti, hogy
felbontjuk a megoldasok halmazat, majd ezeken vizsgéiljuk az optimumot, és azon a részhalmazon
haladunk tovabb, ahol a jobb optimumot tudjuk elérni. Léteznek vagas-tipust mddszerek is, amik
az egész pontok konvex burkat kozelitik, és igy allitanak el6 megoldast.

Legtobbszor a feladat tulajdonsagabol adoddan, gyors megoldasra van sziikség, ilyenek példaul

a kiilonbo6zd iitemezési feladatok, ami ajabb korlatot ad a feladatmegoldéasnak.

Ezeket a modszereket legtobbszor nem 6nmagukban hasznaljak, hanem kombinaljak egymaéssal,

annak érdekében, hogy minél jobb optimumot tudjanak elérni.

1.2. Kémiai alkalmazas

Egy adott folyamat reakcié utvonalainak meghatarozasa fontos elméleti kérdés, mindamellett
ipari fontossaga is van. Szeretnénk pontosan ismerni mi zajlik egy folyamaton beliil, és az ipar ezt
szeretné szabalyozni is, és azt a reakcié Gtvonalat meghatarozni, ami szadmara valamilyen szem-
pontbdl a legjobb, példaul a legkisebb koltségi.

A probléma tulajdonképpen kétszinti. Az egyik, hogy meghatarozzuk, milyen elemi reakciok
mehetnek egyaltalan végbe, és ezek utan a masodik feladat annak leirdsa, hogy all ezekbdl el§ a
folyamat. Ez természetesen tobb uton mehet végbe.

Az els6 problémaval [5] foglalkozik részletesen. Hogy szemléltethessiik, tekintsiik a kovetkezd

reakciot:
2MnO; +6H' + 5H,C504 = 2Mn>T + 8H,0 + 10C0,

Elemi reakci6nak azt nevezziik, amelyben legfeljebb két anyag reagal (molekula, ion, atom, illetve
gyok). Tételezziik fel egy kozvetits oldat jelenlétét. Adva vannak azok az anyagok, amelyek a koz-
vetitd oldatban benne vannak, ezeket a kémikusok mérésekkel allapitjak meg. A mi példankban

Osszesen 19 anyag. Ezek 4 atombdl és elektronokbdél allnak els. Ezt mutatja a kovetkezs tablazat:



C|H|Mn|O
H,C,04 22| 0 |4
HC,0, 2|11 0 |4
H* 01| 0 |[0]-1
C,03~ 2|0 0 |42
Mn?+ 0lo| 1 |0]|-2
MnC20,4 20| 1 |40
MnO; olo| 1 |41
MnO- 0|0 1 210
Mn3+ 0/0| 1 [0]-3
CO; 1]0] 0 |2
H,0 02 0 |1
[MnOy, HyCo0,4] 22| 1 |6
Ccoy; 1{0] 0 |2
[Mn (C204)]F 20| 1 |4]-1
[Mn (C204),]” alo| 1|8
[MnC204, MnOy ,HY] 211 2 (8]0
[MnC,02", MnO; 1" 20| 2 |71
[MnCy02*, MnO; , H*]™ | 2 | 1| 2 | 7|2
[Ht,MnO,, H,Co0 —4]" | 23| 1 |6 ]-1

A tablazat egy matrixot ad, melynek transzponaltjat D-vel jeldljiik. D € Z3%'%. D nevezhets
atom matrixnak, hiszen azt mondja meg, hogy az egyes jelenlévé anyagokban a kiilonb6zd ato-
mokbol és az elektronbdl mennyi van. Az utobbiakbol csak a hidnyt, vagy a tobbletet mutatja.
Egy elemi reakci6 tobbféle lehet. Vagy egy létezd molekula felbomlasa, példaul ha az olddszer egy
molekuldja nekiiitk6zik és "felrobbantja", vagy két (azonos, vagy kiilonboz6) molekula iitkozése
és atalakulasa nyomén jon létre. Jelolje d azt a vektort, ami vagy egy D-beli oszlop, ha egy elem
felbomlasat szeretnénk megkapni, vagy két D-beli oszlop Osszege, ha két anyag talalkozasakor létre-
jOvG6 reakcidt akarjuk leirni. Ekkor egy = € Zf vektor fogja megadni, hogy milyen anyagok jonnek

létre:
Dz =d,

feltéve, hogy z-ben a d-t el6allit6 oszlopokhoz tartozé komponensek 0-k. Példaul: HoC204 dekom-
2

pozicidja. Ennek az anyagnak a d = vektor felel meg. Ekkor az

S B~ O N

T
.'B:(OOZOOOOOOOOOZOOOOOO)

megoldas a HyC204 = 2HT + 2C0, reakciét fogja meghatéarozni.



Ebben az esetben Gsszesen 19 4+ 19 + N = 209 linearis egyenletrendszert kell megoldani,

az egész szamok halmazan. A kapott reakciok szamat csokkenteni lehet kémiai vizsgalatokkal.

[5] alapjan, meg tudjuk adni a folyamatban lezajlé elemi reakcidkat. Tekintsiik a [3] altal adott

egyszeriibb példat. A folyamat, azaz az Osszetett reakci6 a kovetkezs:
CyH19 — C4Hg + Ho

A butan dehidrogenizalasa. Temkin (1971) hatérozta meg a folyamatban 1év6 elemi reakcidkat:
1—) Cy4Hio+ A — C4HgA + H,
CyHgA + Hy — CyHyo + A
C4HgA — CyHg + A

CyHg + X — C4Hg)

C4Hg)\ — C4Hg\ + H,

C4Hg) + Hy — C4HgA

CyHgA — CyHg + A

C4Hg + X — CyHgA

CyHyo + A+ CsHg — 2C4HgA
2C4HgA — CyHyg + A+ CyHgA

CECENENICECECEOICEG
TdirtL L7

N N N N N N’ N N N

[3]-ban felteszik, hogy minden elemi reakci6, mindkét irdnyban végbe tud menni. Bevezettek
6 axiéméat, amelyek a folyamat lefolyasadnak szabalyait adjik meg, és amelyeknek teljesiilniiik kell
minden egyes reakci6 ttvonalra. (Azaz minden olyan reakcié részhalmazra, amelyek elsallitjak az
Osszetett reakciot.) Kiindulasi anyagoknak fogjuk nevezni az Osszetett reakci6 kiindulasi anyagait,
és célanyagoknak a létrejovs anyagait. Ebben a példaban, kiindulasi anyag a CyH1g, és célanyagok
CyHg, Hy. Kozbiils6 anyagnak neveziink minden olyan anyagot, amely a folyamatban létrején, vagy

keletkezik, a kiindulési, és célanyagokon kiviil. Az axiémék:
(R1) Minden célanyag el84ll az Gtvonalban szerepld reakciokbol.
(R2) Minden kiindulasi anyagot felhasznalnak az Gtvonalban 1év§ reakciok.

(R3) Minden kozbiils6 anyag, ami elgall valamely reakciobol, az teljesen felhasznalodik egy, vagy
tobb reakcioban, amely az ttvonalban szerepel. Illetve, minden kozbiilsé anyag, amit felhasz-

nalunk valamely reakciéhoz, az el6all egy, vagy tobb reakciobol.
(R4) Az dtvonal csak elére definialt reakciokat tartalmaz.

(R5) Az atvonal kdrmentes, azaz nincs olyan reakciohalmaz (résztitvonal) az titvonalban, amelyre

a kiindulé és célanyagok megegyeznének.
(R6) Legalabb egy elemi reakci6 felhasznalja a kiindul6 anyagot.

Az elemi reakcidkat, és az Osszetett reakciot le tudjuk irni vektorokkal aszerint, hogy melyek a

kiindulasi és célanyagaik. A vektor legyen a kovetkezs: Minden koordinita egy anyagnak felel meg



aszerint, hogy ha az az anyag kiindulasi anyaga a reakciénak, akkor negativ szam, ha célanyag, ak-
kor pozitiv, egyébként 0. A szdmok az a mennyiséget jelolik, ahany egységnyi anyag felhasznalodik,
illetve létrejon a reakcioban. A példaban Gsszesen 7 anyag van, ezért most 7 dimenzids vektoroknak

felelnek meg. Azaz a reakcidkat leir6 matrix:

1 1+ 25 2+ 3> 3« 4— 4+ 55— 5+« | afolyamat
CyHyo | -1 1 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1
A -1 1 1 -1 0 0 1 -1 -1 1 0
C4Hg\ 1 -1 -1 1 -1 0 -2 0
Hy 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1
CyHg 0 1 -1 0 0 0 0 1
CyHg 0 0 1 -1 -1 1 -1 1 0
CyHg 0 0 0 0 1 -1 0 0 0

Ekkor az el6z6 példahoz hasonloan, A jelolje a tablazat els6 10 oszlopa altal adott méatrixot,
mig b legyen az utolsé oszlop. Ekkor a kévetkezs egyenletrendszer és az egészértékiiségi feltétel
kielégiti az axiémékat, kivéve a kdrmentességet. De azt is biztositani tudjuk a csupa 1-bél &ll6

célfiiggvényvektorral.
Az =ab: (A€Z™beZ") z€ZacZia+#0.

A jelenlegi feladatunk olyan, hogy mindkét irdnyt reakci6 szerepel benne, ezért a feladatot ata-
lakithatjuk egy ekvivalens alakba, igy, hogy a matrixunk, csak az odairanyud reakciénak megfeleld
oszlopot tartalmazzak, és ha a neki megfelel komponens pozitiv, akkor a reakci6 az adott iranyban
fog végbemenni, mig ha negativ, akkor visszafelé. Ez kovetkezik abbol, hogy az Gtvonal kormentes,
azaz nem szerepelhet egyszerre az oda- és visszareakci6 is. A jobboldali b vektort is atvihetjiik a

maésik oldalra, és akkor a-t is valtozoként tekintve, egy homogén rendszert kapunk. Azaz

-1 0 0 -1 1 [0
-1 1 1 -1 0 0
1 -1 -1 0 2 0 0
A= 1 0 1 0 0 -1 {,b=]0
0 1 0 0 0 -1 0
0 0 1 -1 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 0

Vizsgalnunk kell az

rendszert, az
zg >0

feltétel mellett, ami ekvivalens az g > 1 korlattal. Az egyenletrendszert megoldva a kovetkezd



megoldasokat kapjuk:

C

a

ahol a > 1 és c tetszdleges egész szamok. Ekkor a és ¢ szamok nagysigatol fiiggben a kovetkezd

eredményeket kapjuk:

a megoldas elGjelei | reakciok

c<0<a | (+, —+) 1-es és 2-es oda-, 3-as és 5-Os visszafelé
c=0<a| (+, +,0 0 0 +) 1-es, 2-es odafelé

0<c<a| (+,+,+,0,+,4) 1,2,3,és 5-6s odafelé

0<c=a| (0,+,+,0,+,+) 2,3,és 5-0s odafelé

0<a<c| (—,+,+,0,+,+) 1-es vissza-, 2,3,és 5-6s odafelé.

Ebbdl az eredménybdl latszik, hogy a 4-es reakcié egyik ttvonalban sem fut le, mig a 2-es
reakci6 mindegyiknél odafelé minden esetben végbemegy. Az azonosan 1 célfiiggvény, a feladat

ezen alakjaban a kovetkezs alaku:
la —c|+2]al +2|c|.
Ennek segitségével tudjuk meghatarozni, hogy az egyes intervallumokon beliil, melyik a kérmentes

megoldas. Ilyen modszerrel meghatarozhatjuk az 6sszes reakcié utvonalat:

e Ha ¢ < 0 < a, akkor a célfiiggvény: 3a — 3c. Ez akkor minim4lis, ha a = 1,¢ = —1. Ez azt

jelenti, hogy

1— reakcio 2-szer
2— reakcid 1-szer
3¢+ reakcid 1-szer

5¢ reakcio 1-szer

teljes reakcié  1-szer megy végbe
e Ha ¢ =0 < a, akkor a célfiiggvény: 3a, azaz a = 1,¢ = 0 az optimalis.

1— reakcio 1-szer

2— reakcid 1-szer

teljes reakcié  1-szer megy végbe

e Ha 0 < ¢ < a, akkor a célfiiggvény: 3a + c. Ha itt a = 1 lenne, akkor nem lenne egész c érték,

igy a célfiiggvény akkor minimélis, ha a = 2,c = 1.



1— reakcio 1-szer
2— reakcid 2-szer
3— reakcid 1-szer

5— reakcio 1-szer

teljes reakcié 2-szer megy végbe

e Ha 0 < ¢ = a, akkor a célfiiggvény: 4a. Ekkor az a = ¢ = 1 az optimalis.

2— reakcio 1-szer
3— reakcid 1-szer

5— reakcio 1-szer

teljes reakcié 1-szer megy végbe

e Ha 0 < a < ¢, akkor a célfiiggvény: a + 3¢, azaz a = 1,¢ = 2 minim4lis. Ekkor:

1+ reakcid 1-szer
2— reakcio 1-szer
3— reakcid 2-szer

5— reakcio 2-szer

teljes reakcidé 1-szer megy végbe
Azt is észrevehetjiik, hogy 0 < ¢ < a eset eldall a ¢ = 0 < a, és a 0 < ¢ = a esetek Osszegeként.

Tehat a reakci6 Gtvonalakat az azonosan 1 célfiiggvénnyel hatarozhatjuk meg, és igy kaphatunk
képet a folyamat hatterérsl. Masrészt, ha célfiiggvénynek példaul az adott elemi reakcié elGalli-
tasanak koltségét adjuk, akkor ipari haszna is lehet, hiszen meghatarozhatjuk azt az Gtvonalat,
ami a legkoltségkimélébb és optimalisan allithatjuk el6 az Gsszetett reakcidt. Feltehetjiik, hogy a
koltségek pozitivak, igy garantalni tudjuk ismét a kormentességet. (Hiszen igy a kor silya is pozitiv

és azt elhagyva jobbat kapnank.)

Az elemi reakciék matrixa, tObbnyire alacsony rangu, ezért jol alkalmazhato rajuk példaul a

csoportelméleti modszer.

Egy maésik lehet8ség, hogy az elemi reakcidk altal kifeszitett kup Hilbert-bazisat vizsgaljuk.
Feleltesslink meg minden reakcidénak egy vektort, ugyanigy mint az elébb. Ezek a vektorok egy
kiupot feszitenek ki. Ha ismerjiik ezen kap Hilbert-bazisat, akkor minden reakcié a kupbdl elGall
ezen Hilbert-bazis elemeinek egész egyiitthatos linearis kombinéciojaként. Azt kell ezutan megvizs-
galnunk, hogy az Gsszetett folyamatunk benne van-e ebben a kipban, azaz el6all-e Hilbert-bazis-beli

elemek Osszegeként.



2. fejezet

A csoportelméleti médszer

Ebben a fejezetben az egészértéki programozasi feladat megoldasat relaxacioé segitségével fog-
juk megadni, és igy egy olyan feladathoz jutunk, amelyben a feltételek egyiitthatéi egy csoport

elemei.

A megoldani kivant egészértéki feladat:

min¢' z
Az =1b (2.1)
TeZl

ahol A € Z™*™ teljes rangd, (m < n), b € Z™, ¢ € Z". Megoldjuk a linearis programozasi

relaxaltat és felbontjuk az A matrixot, az optimalis bazis szerint:
A= (B,N)

(B a linearis programozas szerinti optimalis bazis), igy a megfelel§ vektorok is felbomlanak két
CB B
CcC = ) Tr =
CN N

Bzg+ Nzy =b

részre:

Ekkor az Az = b atirhato

alakba. Mivel feltettiik, hogy A teljes rangd, B optimalis bazisa, ezért létezik a B matrix inverze.

igy zp a kovetkezd alakba irhato:

rp = B_lb—B_leN-



Innen a feladat kévetkezs ekvivalens alakjat kapjuk:
min (cy —cgB 'N)zy +cgB b
zg =B 'b— B 'Nzy
(2.2)
B € ZT
TN € Ziﬁm
A feladatnak ebbdl az alakjabol készitiink relaxaciot. Tobbnyire az egészértékiségi feltételt szok-
tak elhagyni, és igy linearis programozasi feladathoz jutnak, amire vannak megoldasi lehetGsé-
gek. Most ehelyett zp pozitivitdsi megkotését hagyjuk el. zp egészértékilisége miatt, az zp =
B~'b — B~'Nzy-nek is egésznek kell lennie. Igy a feladat kovetkezs alakjat kapjuk:
min (cy —cgB™'N) 2y +cgB™'b
B 'Nzy =B~ 'b (mod 1) (2.3)

TN € Ziﬁm

A kongruencia minden sorra vonatkozik.

Az A matrix elemeinek egészértékiiségébsl kovetkezik, hogy a feltétel egyiitthatoi, és a jobboldal
egy véges csoport elemei. Ezt a csoportot a B~! matrix oszlopai generaljik, a komponensenkénti
mod 1 dsszeadéssal. Ennek a csoportnak a B~! métrix elemeit explicit médon megadé algebrai
tétel kovetkeztében legfeljebb |det (B)|™ eleme lehet.

Hogy a csoport elemeit meg tudjuk adni és a feladatot megoldjuk, sziikségiink van a matrixok

Smith-féle normalalakjara.

2.0.1. Tétel. Legyen B € Z™*™ nem szingularis méatrix. Ekkor léteznek olyan, szintén (m X m)-

es P és ) matrixok, hogy
i |det (P)| = |det (@)] = 1,

ii. léteznek olyan €1, ¢, ...,€m egészek, hogy

€1 0 0
€y ... 0

PBQ = )
0 O Em

iii. g | Ei+1, 1= 1, ey M — 1.

Azaz a matrix olyan alakra transzforméalhatd, hogy a f6diagonéalisban 1évs elemek, az el6z6ek

t6bbszorosei. Ennek egy kovetkezményét hasznaljuk majd fel a csoportfeladatnal.

2.0.2. Kévetkezmény. Legyen d = |det (B)|. Legyen p* a d szam legnagyobb kitevés prim fak-
tora. Ekkor az el6zé tétel ii-pontjaban, a PB(Q) transzformilt alakban legfeljebb k darab e; lehet

kiilonb6z6 az 1 vagy —1 szamoktél.



Mivel a PB(@) matrix diagonalis, ezért konnyen megadhatjuk az inverzét. Jeloljiik e-nal a PBQ

matrixot, ekkor

é 0 0
1
1 0 5 0
0 0 i
Ekkor vilagos, hogy
PBQes'=E,

ahol E az m x m-es egységmaétrixot jeloli. Ezt az egyenletet beszorozva balrél P~1-el, jobbrél P-vel
a kovetkezét kapjuk:

BQe 'P=E.
Ebbél latszik, hogy a B maétrix inverze:
Bl =Qe'P.

Most visszatérhetiink a feladathoz, de nem B~!-el fogunk beszorozni, mint (2.2)-ben, hanem
¢~ 1 P-vel. Ez szintén nem szingularis métrix, igy tovabbra is ekvivalens feladatot fogunk kapni. Az
elgbbiek szerint e~ 1P = Q~!B~1. A felbont4s tulajdonsigai miatt

|det (Q)] = |det (Q7")| =1,

ezért Q! matrixnak is egészek az elemei. A kovetkezs allitas szerint ezért a Q! maétrixszal valo

szorzas nem valtoztat a feladat kongruencidjan.

2.0.3. Allitas. Legyen r és s két rogzitett pozitiv egész, Y tetszéleges (r x s) méretd matrix, w
| =

r-dimenzids vektor. Legyen tovabbd V € Z™*" métrix, melyre |det (V) 1. Ekkor tetszdleges

z € R® esetén az
Yz=w (modl)
kongruencia akkor és csak akkor all fenn, ha
VYz=Vw (mod1),
ahol a kongruencia soronként értendd.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy Yz = w (mod 1) igaz, akkor 3z € Z" vektor, hogy
Yr—w==2
Ezt megszorozva balrél a V' matrixszal, kapjuk:

VY- Vw=Vz.
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Mivel V egészekbdl 4ll6 matrix, igy V z is egész, amibsl VY z = Vw (mod 1) kovetkezik. Visszafelé

ugyanigy bizonyithatd, csak most ¥V ~! szintén egész matrixszal kell szorozni. O

Az allitas szerint a feladatunk ekvivalens alakja:

min (cy —cgB 'N)zy +cgB'b

e 'P'!Nzy = 'P7'  (mod 1) (2.4)

TN € Ziﬁm
Az ¢! matrix diagonalis, ezért a vele valé szorzas azt jelenti, hogy minden sort beszorzunk a
hozz4a tartozd Eii—vel (f = 1,..,m). P és N is egész egyiitthatés matrixok, ezért ha g; = +1,
akkor a kongruencia tetszéleges egész zy vektor esetén fenn fog &llni. Most tudjuk felhasznélni a
(2.0.2.)-es kovetkezményt, hogy e diagonalisaban, csak legfeljebb annyi kiilonbozik +1-t61, mint d =
|det (B)| primtényezds felbontasaban szerepls legnagyobb kitevs. Altaldban ez jelentdsen csdkkenti
a feltételek szamat.

Jelolje p; a PN métrix i-dik sorét, és g; a Pb vektor i-dik elemét. Tegyiik fel, hogy az utolsé r

¢; kiilonbozik +1-t61, ahol r : 0 < r < m. Ekkor a feladat ekvivalens alakja:

min (c;'\—, — cEB_lN) N+ cgB7b
DiTN = ¢; (mod &), i=m—-r+1,..,m (2.5)

TN € ZT_:'__m

Ebbdl lathato, hogy a kongruenciarendszer bal oldalan legfeljebb d kiilonb6z6 vektor allhat, melyek
a komponensenkénti (mod ¢;) vett Gsszeadasra nézve egy legfeljebb d-edrendii csoportot alkotnak.

Tehat igy javitani tudtuk kordbbi d™-es becslésiinket.

2.1. A csoportfeladat megoldasa dinamikus programozassal

Az egyszeriibb jelolés kedvéért vezessitk be a kévetkezsket: ¢ := n — m,  := xn. Legyenek
a csoport generald elemei, azaz a PN matrix oszlopai a1, as,...,as, és a jobb oldalon 4ll6 elem

Pb = (3. Jelolje a csoportbeli Osszeadast @, a csoport nullelemeit 0, és a célfiiggvény vektort

¥ =cj — cpB7IN. Az altalanossig megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

aiyéaj, ’L;é]

Igy a csoportfeladat:

t
min E YiZj
j=1

t
Z@ ;T = B (2.6)
Jj=1

t
T €L
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Jelolje G az a;,1 = 1, ..t elemek &ltal generalt részcsoport elemeinek halmazat, azaz

¢

G= a;zi: xw€t
S o sez,
=

G véges halmaz, elemeinek szdma legfeljebb d. G nem az 6sszes r-dimenziés, (mod ¢;) komponen-
senként vett vektor additiv csoportja, hanem ennek csak a részcsoportja, amit az a;-k (1 =1, ..., 1)
feszitenek ki. Igy el6fordulhat, hogy 3 ¢ G. Ez azt jelentené, hogy a csoportfeladatnak nincs meg-
engedett megoldasa. Ebbdl az is kovetkezne, hogy az eredeti egészértékii programozasi feladatnak
sincs megengedett megoldasa, hiszen a csoportfeladat ennek relaxacidja.

Ha

Begq,

akkor a csoportfeladat ekvivalens egy grafban legrévidebb utat keress feladattal. Legyen ez a graf

a kovetkezd: a cstucsok halmaza G, az élek:
E:{(l‘l‘”/):N1VEG; HJ:/J«@aJ:V},

a (u, 1 @ aj) él koltsége pedig ;. Ebben a grafban keressiik a 0-bol 3-ba vezets legrévidebb utat.
Ilyen optimélis it akkor és csak akkor létezik, ha a grafban nincs negativ kor. Erre sziikségiink van
ahhoz, hogy a dinamikus programozasi algoritmus megtaliljon egy legrévidebb utat. Negativ kor

akkor és csak akkor van a grafban, ha
¢
inf{ y'z:2€Zt; ;=03 <0. 2.7
inf¢y z:2€Z; .Zl@aﬂ;] < (2.7
j=

Most fog nagyon fontos szerepet jatszani, hogy miért a linearis programozas szerinti optimalis bézis
szerint osztottuk fel az eredeti métrixunkat. Linearis programozasban optimalis béazis esetén a 7y

célfiiggvény vektor nemnegativ. Ha nem tettiik volna ezt fel, és létezne egy j index, melyre
v <0.

Mivel G véges csoport, ezért elemeinek rendje véges, azaz Ik € Z, hogy ka; =0, igy
kv; <0,

és teljesiil (2.7).

Ezek alapjan mar fel lehet épiteni, egy dinamikus programozason alapul6 legrévidebb at keresd
algoritmust, amely megoldja a feladatot. Ehhez persze fel kell tenni, hogy a szamitégépnek van
elegendGen nagy memoridja, a csoportelemekhez tartozé Gsszes adat taroldsadhoz. Sziikségiink van
arra is, hogy egyszerien tudjunk hivatkozni a csoportelemekre. Felhasznalva a p;z = ¢; (mod ¢;)

kongruenciat, minden csoportelem egyértelmten felirhaté egy u, r-dimenzids vektorként:

veZ" 0<u;<¢g -1, i=12,..,r

12



Ez pedig egyértelmiien megfeleltethets egy 0 és d — 1 kozé es6 egésznek, az ¢; (2 = 1,...,7) alap-

szamokkal meghatarozott altalanositott szamrendszerben a kdvetkezd médon:

T i—1
u+— E U; E;-
1

i=1 k=

Igy sorba rendeztiik a csoportelemeket.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
4 (g): a g indexii csoportelem,
c(u), c(q): a p, illetve a §(q) csoportelemhez vezets eddig megtalalt legrovidebb tit,

m(v): a v-hoz vezets, eddig megtalalt legrévidebb at utolsé élének tipusa, azaz ha az 1t utolso éle

(1, p @ aj = v), akkor j,

w(q): a &(g) csoportelem allapotvaltozdja, értéke true, ha §(g)-bol, mint a graf csiicsabol még nem

léptiink tovabb, kiilonben false,
z: egy valos értékd segédvaltozo.

A dinamikus programozas a Bellman egyenletek kielégitésével adja meg a graf minden pontjahoz

a legrévidebb utat, az egyenletek mostani alakja, a kovetkezs:

¢(v) = min {c(u) + 7 : p® o = v}

Az algoritmusban mindig abbol a legkisebb c(q) értékkel rendelkezs §(q) csticsbdl / csoportelembdl
lépiink tovabb, amelybdl ezt még nem tettiik meg, mert itt mar nem érhetd el javulas a nemnegativ
koltségek miatt.

Az algoritmus:

I Begin

2 ¢(0) := 0;

3 w(0) :=true;

4 fork:=1tod—1do
5 begin

6 c(k) := +o0;

7 w(k) :=true;

8 end;

9 q:=0;
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10 for k:=0tod—2do

11 begin

12 z 1= +00;

13 forj:=1tod—1do

14 if ¢(j) < z and w(j) then
15 begin

16 q:=7J;

17 z = c(j);

18 end;

19 w(q) :=false;

20 for j=1totdo

21 begin

22 ¢ :=6(q) ® ay;

23 if ¢(¢) > c(q) +v; then
24 begin

25 c(¢) == c(q) + 5
26 m(¢) := Js

27 end;

28 end;

29 end;

30  end;

Az els6 9 sor a valtozdk beallitidsa, és a kezdeti értékek meghatarozasa. Utdna kovetkezik a
f6 ciklus, ami két masik ciklust tartalmaz. Az elss, a 13-diktdl a 18-dik sorig kivalasztja azt a
csicsot, ahonnét tovabblépiink. A masodik, a 20-dik sortdl, a tovabblépés. A f6 ciklus d — 1-szer
fut le, minden lépésben tovabblép egy cstcsbol, és aztan abbdl t6bbszor nem 1ép, ezt azzal tudjuk
biztositani, hogy mindig a legkisebb potencialértéki csicsbol 1épiink tovabb. A 6 ciklus d — 1-szer,
a két belss ciklus d — 1-szer és t-szer fut le. Igy az algoritmus lépésszama: O(d? + dt).

Az algoritmus meghatarozta a [(-ba vezets legrovidebb utat, ebbdl ezutan meg kell adnunk
a csoportfeladat optimélis z megoldasat. Minden csoportelemhez az algoritmus eltarolta, az oda
vezets legrovidebb at utolsé élének tipusat, igy a kovetkezd algoritmussal meghatarozhatjuk az

r-et.

14



[y

6:=0;

2 while § £ 0 do

3 begin
4 Tm(s) = Tm(s) T 1;
5 0 =06 © am(s);

6 end;

2.2. A csoportfeladat optimalis megoldasanak néhany tulaj-

donsaga

Tekintsiik Gjra a csoportfeladatot.

t
min E ’)’j.’L‘j
Jj=1

t

0T =
>, e =6
j=1

t
T €L
Jeloljiik v, vs, ..., vi-vel az ag, as, ..., a; elemek rendjét a csoportban.

2.2.1. Tétel. A csoportfeladatnak van olyan x* optimalis megoldasa, amelyre
z; <wvi—1, j=12,.,t

Bizonyitas: Jelolje z* az x* értékhez tartozé optimalis célfiiggvényértéket. Indirekt tegyiik fel,

hogy z* valamely k komponensére: z; > v, — 1. Legyen Z az a vektor, melynek elemei:
gy k

i {x; i#k

Zj = % .
zp—v j=k

Legyen Z az ehhez az elemhez tartozo célfiiggvényérték. Ekkor Z > 0, és

t t t
— * *
Q;T; = a;T; © QU = a;T; =
Z@ JLj E:QB JLj E:EB idj B,
j=1 7j=1

j=1
azaz T kielégiti a csoportfeladat feltételeit, és
¥ =Z+ gy > 2.

Mivel z* optimalis, ezért itt csak egyenlGség lehet, azaz Z is optimélis megoldasa a csoportfeladat-
nak. O
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2.2.2. Tétel. A csoportfeladatnak van olyan z* optimélis megoldésa, amelyre

t
Zz; <d-1.
j=1

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy a csoportfeladat egy tetszéleges megoldéasara:

t
Z z; > d.
=1

Ekkor a grafban z-nek egy legalabb d+1 csticsot érinté ut felel meg, ami azt jelenti, hogy tartalmaz

kort. Ha kort elhagyjuk, akkor csokkenhet az ut hossza, és igy a célfiiggvényérték. O

A csoportfeladat az egészértéki programozasi feladatnak egy relaxacioja, igy az optimalis meg-
old4as nem biztos, hogy az egészértéki programozasi feladatnak is optimalis megoldésa lesz. Ahhoz,
hogy optimalis megoldast kapjunk az egészértékd programozasi feladatra is, teljesiilnie kell a ko-

vetkezdnek:

tp = B™'b— B 'Nzy > 0.

j
csoportfeladat optimalis megoldésa, amelyre 7 < v; — 1, (j =1,2,...,t) teljesiil. Jelolje e a csupa

2.2.3. Tétel. Jelsljev = (v1,va,...vs), N azt a métrixot, amelyre N;; = ‘(Ble) ‘ Legyen z* a

1-esbél 4116 t-dimenziés vektort. Ha
B7'v>N(v—e),
akkor
B~ 'b—B7!Nz* >0.

Bizonyitas: Legyen y; = |(B_1N.'z:*) (:=1,2,...,m), ekkor

J
B 'Nz*<y< Nz* <N (v—e) < B 'b O
2.2.4. Kévetkezmény. Az el6zd tétel jelolései mellett, ha
B7'%b>N(d-1)e,
akkor
B - B !Nz*>0.

Bizonyitas: Az el6z6 tételbsl adodik v — e < (d — 1)e miatt. O

2.3. A csoportelméleti médszer felhasznalasa a korlatozas és

szétvalasztas algoritmusaban

A korlatozas és szétvalasztas algoritmusok azon alapulnak, hogy adva van egy relaxécio, amelyet

kénnyen, gyorsan meg tudunk oldani, és ennek segitségével sziikitjiik a megengedett megoldasok
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halmazat. Pontosabban felbontjuk a megengedett halmazt diszjunkt részekre és a relaxécio segitsé-
gével als6 korlatot adunk a célfiiggvény értékére az egyes halmazokon. Ennek segitségével 1épésrsl

lépésre kizarjuk a megengedett halmaz egy-egy részét és eljutunk az optimalis megoldasig.

Jel6lje v, mint eddig, a csoportfeladatot meghatarozé elemek rendjét.

2.3.1. Definicié. Legyen y € Z', y < v egy tetszoleges vektor. Ekkor z € Z az y vektor
folytatdsa, ha

Y3z,
z <.

Tehat y folytatasai nem egyenlSk vele.

Legyen 0 < y < v egy tetsz6leges egész vektor, és tekintsiik a (2.6)-os csoportfeladatot az
x > y plusz feltétel mellett. Legyen ennek optimalis megoldasa Z. Ekkor a kovetkezd feladatot kell

megoldanunk:

t
min E Yiuj
=1

t t
(2.8)
Z® aju; =4O Z® a;y;
j=1 j=1
t
u €L

Ennek u* optimalis megoldasa megadja az ¥ vektort is, £ = u* + y. Ezutan legyen y < w < T egy
tetszoleges egész vektor, ekkor ha megoldjuk a csoportfeladatot ((2.6)-ot) az z > w feltétel mellett,

akkor az optimalis megoldas megint Z lesz. Ezért vezessiik be a kovetkezdt:

2.3.2. Definicié. Legyen egy rogzitett y vektor mellett a (2.8)-as feladat optimalis megoldésa u*.
A0S z<w, z€ Zi az y vektor kézvetlen folytatasa, ha létezik olyan 1 < k < t index, hogy

; yr+up+1 haj=k
= .
Y haj #k.

Tehat az y vektor kozvetlen folytatasai, azok a parcilis rendezésben minimalis folytatasai,
amelyek a csoportfeladat garantiltan mas megoldasat adjak meg, mint y. A definicibban megadott

z vektort y k-adik kozvetlen folytatasidnak fogjuk nevezni. Ha
yr +up > vp — 1,

akkor a k-adik kozvetlen folytatas nem létezik.

A kozvetlen folytatdsok meghatirozasihoz a (2.8)-as feladatot kell megoldani. Ehhez nincs
sziikség a csoportfeladatot megoldé algoritmust jra és djra lefuttatni, mert az minden jobboldalra

meghatarozza a megoldast. Ez még inkabb felgyorsitja a megoldast.
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Az algoritmusban a megoldasok szerinti részhalmazokat az y folytatasai adjak. Tehat a hal-
mazt legfeljebb ¢ részre bontjuk fel, az egyes részekben y k-adik kozvetlen folytatasa, (ha létezik)

és annak folytatasai vannak.

Legyen S az a halmaz, amelybe y és folytatasai tartoznak. y-t az S halmaz gyokérpontjanak
fogjuk nevezni.

Az algoritmus jelolései:
L: a felbontandé halmazok listaja, amelyeket a gyokérpontjukkal adunk meg,

h(y): az y gybkérpontd halmazhoz tartozo alsé becslés, azaz a (2.8)-as feladat optimalis célfiigg-

vényértéke,
Opt(y): az y vektorral definialt (2.8)-as feladat optimé4lis megold4sainak halmaza,
f: az eddig megtalalt legjobb megengedett megoldas célfiiggvényértéke,
g: segédvaltozd.

Az eljarasban feltételezziik, hogy a csoportfeladatot mar megoldottuk, és volt optimalis megoldasa,
de az nem volt megoldasa az egészértékd programozasi feladatnak. Ezért a h(y) értékeket és a
hozzajuk tartozé optimalis megoldasokat ki tudjuk olvasni a dinamikus programozas altal készitett
tablazatbol.

Az algoritmus:

I Begin
2 L:={0}
3 = o0;
4 while L # 0 do
5 begin
6 kivalasztunk egy y elemet L-bél;
7 L:=L—uy;
8 megoldjuk a (2.8)-as feladatot y-nal;
9 while Opt(y) # 0 do
10 begin
11 kivalasztunk egy u* elemet Opt(y)-bol;
12 Opt(y) == Opt(y) — u™;
13 if B~'b > B~!N(y + u*) then
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14 begin
15 g:=cgB b+ (¢ —cL B IN)(y + u*);
16 if g < f then f:=g;
17 end
18 else
19 begin
20 for j:=1tot do
21 begin
22 if (Jy k-dik kozvetlen folytatésa) then z := y k-dik kozvetlen folytatasa;
23 if h(z) < f then L:= L + z;
24 end;
25 end;
26 end;
27 end;
28  end;
2.3.3. Tétel. Ez az algoritmus véges.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy az algoritmus nem véges. Ez csak ugy fordulhat el§, ha az
L lista nem iiriil ki. Minden L-beli elem egy el6zdleg mar L-be keriil§ elem folytatasa, és kezdetben
csak a 0 vektor van L-ben. Ezért létezik egy egész vektorokbol 4116 {y;} végtelen sorozat gy, hogy

mind a 0 folytatasa, és kisebb, mint a v vektor, azaz

0=p1 < <...
Yy <v t=12,...

Ez viszont ellentmondés, mert csak véges sok olyan Z% -beli vektor van, ami a v vektornal kisebb. O

A korlatozas és szétvalasztas modszer valamilyen médon végignézi az Osszes megoldast, ezért
be kell latnunk, hogy az algoritmus nem hagy ki egy szdba johetd vektort sem. Azt kell bizonyita-
nunk, hogy egy tetszsleges w € Z%,w < v vektor minden (2.8)-as feladat 4ltal adott megoldéasat

megvizsgilja.

2.3.4. Tétel. Az algoritmus minden w € Z%,w < v vektorhoz tartozé (2.8)-as feladat egy op-
timalis megolddsabol szarmazoé w + u* vektort megvizsgél, feltéve, hogy a csoportfeladatnak van

optimélis megoldéasa.
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Bizonyitas: Legyen a csoportfeladat egy optimalis megoldasa z*. Ekkor az

* . . * .
_{:rj—w]+vj ha z} < w,
u; =
*
J

*

— w;j ha z3 > w;

valasztassal a (2.8)-as feladatnak egy megengedett megoldasat kapjuk, igy annak létezik optiméa-
lis megoldasa is. Indirekt tegyiik fel, hogy egy, w vektorhoz tartozé w + u* vektort nem vizsgalt
meg az algoritmus. Ez csak gy lehet, hogy w nem keriilt be az L listaba. Kezdetben csak a 0
vektor van a listdban, ennek w folytatasa, a valasztasa miatt. Legyen § az L listabdl utoljara ki-
keriils vektort, amelynek w a folytatasa. Ha w nem koézvetlen folytatasa az § vektornak, és nem
folytatasa gy valamely kozvetlen folytatasanak, akkor w vektort az algoritmus 13-dik soraban vizs-
galta, amikor y az § értéket vette fel. Ezek utan tegyiik fel, hogy §-nak van olyan Z kozvetlen
folytatasa, amelyre Z < w. Mivel Z nem keriilt be az L listiba, ezért az algoritmus 23-dik soradban
a feltétel nem teljesiilt, azaz az g-nal felirt (2.8)-as feladat megoldésa nem adott jobb megolda-

sat az egészértékii programozasi feladatnak, mint az algoritmus altal el6bb megvizsgalt vektorok. [

Az egészértéki programozasi feladat, igy a kovetkezSképpen oldhaté meg. ElGszoér megoldjuk
a feladat linearis programozasi relaxaltjat, ha ekkor egész megoldast kapunk, akkor kész. Ha nem,
akkor ez ad nekiink egy optimalis bazist, amelynek segitségével fel tudjuk irni a csoportfeladatot.
Ha a csoportfeladatnak létezik megoldasa, és az optimalis, akkor megint kész vagyunk, ha nem
akkor az el6zd algoritmust lefuttatva kapunk megoldast. Azaz az egészértékid programozasi feladat

megoldasidnak menete a kdvetkezd:

I Begin

2 Az egészértékii programozasi feladat LP-relaxaciojanak megoldasa;

3 a csoportfeladat felallitasa;

4 if (3 a csoportfeladatnak optimalis megoldasa) then z := egy optimalis megoldas;
5 if B71b #» B! Nz then az el6z§ algoritmus lefuttatésa;

6 end;

2.4. A csoportelméleti feladat alkalmazasa az (1.2)-ben adott

feladatra
A feladat a kovetkezs:

Ax =ab: xEZiO,a€Z+,a7é0
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ahol

-1 1 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1
-1 1 1 -1 0 0 1 -1 -1 1 0
1 -1 -1 1 -1 0 0 2 -2 0
A= 1 -1 0 0o 1 -1 0 0 0 o0 |,b=] 1
0 1 -1 0 0 0 0 0 O 1
0 0 1 -1 -1 1 -1 1 0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0

és a célfiiggvény:
.
c:(1111111111).

Ez azonban nagyon sok feladat, igy nehéz lenne megoldani, de atirhat6 egy ekvivalens alakba,
ahol csak egy egyenlségrendszeriink lesz. Vigyiik at a b jobboldali vektorunkat a bal oldalra. Igy
az a tekinthets mint a —b-hez tartozoé valtozo. Ekkor viszont fel kell még tenniink, hogy ez a valtozo
pozitiv, ami az egészértékiiség miatt ekvivalens azzal, hogy a > 1.

Igy a kovetkezs feladathoz jutunk:

min (¢,1) z

-1 1 0 0 0 0o -1 1 0
-1 1 1 -1 1 -1 -1 1 0
1 -1 -1 1 -1 0 0 2 =2 0
1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 0 -1 |z= 0
0 1 -1 0O 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 1 -1 -1 1 -1 1 0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0

z11 21

z ez

Itt (¢, 1) a csupa egyesbdl all6 11 dimenzi6s vektor.
A csoportelméleti modszert ugy épitettiik fel, hogy a korlatozasok egyenléségek, ezért vezessiink

be egy kiegészits valtozot, legyen ez 12, olyan, hogy

zn>1 & —zpu+zTi2=-1, z122>0
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Ekkor a feladatunk a kovetkezd alakba irhato:

min é' z
-1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0
-1 1 1 -1 0 1 -1 -1 1 0 0
1 -1 -1 1 -1 0 0 -2 0 0
. 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 -1 0 N 0
A = Tr = b =
0 0 1 -1 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1 -1 -1 1 -1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1
Tz e

Itt ¢ a csupa egyesbdl all6 12 dimenziés vektor.
A csoportelméleti modszer alkalmazasahoz kell még, hogy a matrixunk teljes sorrangi. Az A
métrix rangja 5, azaz el kell hagynunk 3 sorat, amely linearisan fligg a megmaradé 5-t6l. Jeloljiik

az A matrix sorait a’-vel § = 1,...,8. Ekkor

al = —a*+a®+4d”
a2 = —a*+ad®+a®+24
a® = a*—a%—2a%—24".

Igy a kovetkezs matrixhoz és hozza tartozod jobboldali vektorhoz jutunk:

1 -1 0 0 1 -1 0 -1 0 0
0 0 1 -1 0 O 0 0 0 -1 0 0
A=]10 0 0 0 1 -1 -1 1 —-11 0 0],b=] 0
0 0 O 0 O 1 -1 0 0 O 0
0 0 O 0 O 0 0 0 -1 1 -1
Ekkor a feladatunk:
min é' z
Az =b
z €L

A csoportfeladat felallitasahoz sziikségiink lesz egy optimalis bazisra, az els6, a harmadik, a hetedik,

a kilencedik, és a tizenegyedik, (azaz a b-nek megfelels,) oszlopokbdl 4116 vektorok megfelelnek, azaz

10 0 0 -1
01 0 o0 -1
B:=|00 -1 -1 0 )
00 1 0 O
00 0 0 -1



ekkor

10 0 0 -1 -1 0 1 -1 00
01 0 0 -1 0 -1 0 0 0 00
B'=loo o 1 o0 |,N=] o0 1 -1 10
00 -1 -1 0 0 0 -1 00
00 0 0 -1 0 0 0 0 1

A bazis optimalis, mert
h-ckB'N=(2211224)>(0000000).

Meg kell hataroznunk a B bézis Smith-féle normalalakjat is.

10 0 0 -1
01 0 0 -1
P=B'=l00 0 1 o0
00 -1 -1 0
00 0 0 -1

Ez megfelel, mert P-vel balrél megszorozva egységmatrixot, azaz diagonalis matrixot kapunk, és

P determinansa -1. Ezért a ¢ = {~! = E, ahol E a (5 x 5)-0s egységmatrix. Igy a csoportfeladat:

min(221 1224)z+3

-1 0 1 -1 0 0 -1 1
0 -1 0 0 0 -1 1

¢ 1PNz = 0 0 0 0 -1 0 z=¢1Pb=| 0 (mod 1)
0 -1 1 -1 0
0 0 0 0 -1 1

z €L’

Mivel a B maétrix determinansa -1 volt, ezért a kongruencia (mod 1), és igy minden egész x

vektorra teljesiilni fog. Ezek koziil a minimalis a

zNz(o 00000 o)T.

Ekkor

zg =B 'b— B 'Nzy =

O O =
V
[e=]

és igy az eredeti feladat optimalis megoldasa

a::<101000000010).
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Ez azt jelenti, hogy a kovetkezs két elemi reakciobol 4ll el6 a kivant reakcié optimalisan:

CyHiyo+ ) — Cy4HgA+ Hy
CyHgA — C4Hg+ A

(A megoldasnal a szamolasokat MATLAB-bal végeztem.) A feladat linearis programozasi rela-
xaltjat a MAPLEV simplex csomagjanak minimum programjaval megoldva is ugyanezt az egész

megoldast kapjuk.
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3. fejezet

A Hilbert bazis meghatarozasa

Ebben a fejezetben a kovetkezd alaki egészértéki feladattal fogunk foglalkozni:

Az =0
x>0 M
T €L

ahol A € Z™*" b € Z™. Ennek a rendszernek a megoldasai egy kapot alkotnak, az egész megol-

désait pedig generaljak a nem nulla minimalis elemek.

3.0.1. Definicié. Az M rendszer egész megoldasainak a kivetkez$ rendezés szerinti minimélis

elemeinek véges halmazat, H(M)-t Hilbert bazisnak nevezziik. A rendezés:
(1, s2n) < (Y1,--,un) & Vi 1<i<n, z;<uy.
Ekkor az M rendszer minden megoldasa elgall a # (M) Hilbert bazis elemeinek valamilyen po-
zitiv, egész egyiitthatos linearis kombinaciojaként.

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

n
Ml = sup lzlly, [|Ally= sup | layl]|,
H(M) =

€ i=1,...,m
ahol ||z, = Y7, |zi|, tovabba legyen r := rang(A).
3.0.2. Tétel.

M|, < (1 + ||A||1,oo)r

Bizonyitas: Az Az = b egyenletrendszerbdl kivalaszthatunk r linearisan fiiggetlen sort, ezért
feltehets, hogy az A matrixunk r sorbol all. Legyen = (z1,...,2Z,) € M, az M egy nem nulla
eleme, p := ||z||;, és e;, (i = 1,...,n) az a vektor, amelynek az i-edik koordinataja 1, a tobbi 0.

Minden y € R™ vektorra, jelolje C, azt az egységkockat, amelyre
Y gyseg

n
ZEC'y@z:y—I—E)\iei, A €0,1] Vi=1,...,n.

=1
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0

Definidlunk y°,...,yP € Z7% és 2°,..., 2P € R™ vektorokat tgy, hogy

P¥=0<y'<---<yP=2
Vk € [Oap_l]a El] yk+1 :yk+ej

Vk €[0,p] 3% € Cpnl0,2]

Azaz lépésenként valamelyik koordinatat eggyel névelve haladunk 0-bél z-be gy, hogy kozben a
megfelels egységkocka messe a [0, z] szakaszt. (Ezekb6l a metszetekbdl valasztjuk a zF-kat) Tudunk
ilyen vektorokat valasztani, mert tegyiik fel, hogy y*-kat és z*-kat ismerjiik valamilyen k-ig (0 <
k <p-—1). (z° = 2° = 0) Ekkor, mivel z* € [0,2] N Cyx, ezért IX : 0 < X < 1, hogy z* felirhat6

n
Zk = )\Zx,e,
i=1
alakban, agy
s k k

Legyen

k
y’z erl . Ekkor legyen

Legyen j az az index, amelyre A\, =
n

2= Zﬂfiei, Yt =9k +e;.
i=1

Mér csak azt kell belatnunk, hogy z¥t! € Cyrs1. Ay valasztésa szerint
Vi=1,...,n: yf"'l < Apx; Syf“-ﬁ-l,

azaz 2Ft1 € Cyusa teljesiil. Ha k = p — 1 akkor y? = z, mert y? < z és |[y?||, = p = ||z||,. Ebbsl
az is kovetkezik, hogy 2P = x.

Legyen most 4* = z* — y*. Ekkor
Vi=1,...,n 0<gF<1.

Jelolje (Ay*); az Ay* i-edik koordinatajat. Most AzF = 0, mert 2* a [0, z] szakaszon van, ezért

|(Ayk)z| = |(Azk)i - (Agk)i| = |(Aﬂk)i| = Zaijg;'c < Z |ais] -
7j=1 j=1

Mivel |(Ay’°)z-| nemnegativ egész, ezért Osszesen ) [a;;| + 1 kiilonb6zd értéket vehet fel.
(0,1,...,37; las;| értékeket veheti fel.) Ay* egy r-dimenziés vektor, igy legfeljebb

r

1+ sup E |@ij]
2 .
j
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kiilonb6zd értéket vehet fel.
Tegyiik fel, hogy p > (1 + sup; Y |ai; |) . Ekkor léteznek 4,5 : i > j > 0 indexek, hogy Ay’ = Ay/.
Legyen

2=y -y

Ekkor Az =0, és 0 < z < z miatt z € M, amibdl kovetkezik, az ellentmondéas, hogy =z ¢ H(M). O

3.1. Contejean-Devie algoritmusa

E.Contejean és H.Devie algoritmuséhoz nincs sziikség H (M) korlatjara. Az algoritmus elve a
kévetkezd: rendezziik Z'}-t a mar definiélt rendezés szerint, igy kapunk egy kérmentes, irdnyitott
grafot, amelynek a gyokere 0. Nevezziik el a grafot DAG-nak (directed acyclic graph). Az algorit-
mus ebben a grafban fog keresni, mégpedig a kovetkezSk szerint: Induljunk ki a nulldbél.

Csak olyan z csticsra lépilink tovabb, amely teljesiti, hogy = minden y sziilGjére A (z — y) # 0, és

z csak olyan x + e; gyerekeire lépiink tovabb, amelyekre teljesiil, hogy (Az, Ae;) <O0.

Vizsgaljuk meg, miért igy valasztjuk a csicsokat.

3.1.1. Lemma. Elég azokat az x > 0 csticsokat vizsgalni, amelyekre:

A(z—y) #0
az ¢ minden y Osére.
Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy létezik z-nek y &se, hogy A (x — y) = 0. Azaz
Jy: y<z, Ax=Ay
Ha z megoldas, akkor y is az és y < z, ami ellentmond annak, hogy « minimalis megoldas. Igy z
nem eleme a Hilbert bazisnak.
Ha z nem megoldas, de létezik z > 0, z # 0 vektor, hogy z + 2z megoldas, akkor A(z+2) = A(y+ 2)

miatt y + z is megoldas. y + z Gse x + z-nek, ezért csak y + z lehet a Hilbert bazis eleme. Azaz z

egyik leszarmazottja sem lehet tagja a Hilbert bazisnak. O

3.1.2. Lemma. Legyen z > 0, z # 0. Elég « azon = +¢; (j € 1,2,...,n) gyermekeit vizsgalni,

amelyekre
<A:E, Aej) < 0.
Bizonyitas: Azt kell belatnunk, hogy minden, a rendezés szerint, miniméalis megoldasba el lehet
jutni ilyen dton.
Tegyiik fel, hogy y minimalis megoldas, azaz a Hilbert-bazis eleme. Ekkor VO < z <y dz >
0:x+ 2z =y. Mivel Ay = 0, ezért
0

(Ay, Az) = (A(z + 2) , Az) =
|Az||®> + (Az, Az) =

= |lAell” +_ z(Ae;, Az)

Jj=0
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Mivel y minima4lis megoldas, ezért Az # 0, azaz
[|Az]| > 0.

A z-r6l feltettiik, hogy minden koordinit4ja nem negativ, Vz; > 0, ezért

n

Z zj(Aej, Az) < 0.

=1

Ebbdl kovetkezik, hogy létezik egy j € {1,...,n} index, hogy
(Aej, AZE) < 0.

Igy az e; (i = 1,...n) vektorokbél kiindulva, minden megoldashoz meg tudunk konstrualni egy ilyen

utat. Ezt az utat az algoritmus vizsgalni fogja, és igy eljut a megoldashoz. [

Ha nem vizsgalunk t6bbszér egy csicsot a DAG-ban, és csak a rendezés szerinti legkisebb
megoldéasokat keressiik, akkor megkapjuk H(M)-et. Ez az algoritmus jol mikddik a gyakorlatban,

de id6igényes, ha H (M) elemeinek nagy a norméjuk.

3.2. A Contejean-Devie algoritmus médositasa a (3.0.2)-es té-

tel alapjan

Az elgbbi algoritmus futasat lerévidithetjiik, ha figyeljiikk azt is, mekkora a valasztandé csics
norméja. A H(M) norméjara adott egy felss becslést a (3.0.2)-es tétel. Ez alapjan adodik a kvet-

kezg tétel:

3.2.1. Tétel. Elég x azon z + e; gyermekeit vizsgalnunk, amelyre az A(x + e;) i-edik koordinétéja
— Y1 a; és Y7, af; kozé esik.

Bizonyitas: Legyen egy a € R szam pozitiv része: at := max{0, a}, illetve negativ része:

a~ := max{0, —a}. Azaz mind a pozitiv, mind a negativ rész pozitiv szam, emellett igaz a kovet-
kez6:

a=at —a",

la] =at +a".

A (3.0.2)-es tétel bizonyitasanak alapjan megbecsiilhetjiik (Ay’“)i—t:
n n n
k k _k _k K K ok
(Ay )z = (Az ),’ - (Ay )z = (Ay )i = Zaijyj = Za;;yj - Zaijyj'
i=1 =1 i=1
Mivel 0 < g% <1, és a;;,af; > 0 (Vi, j -re), ezért:

n n n n
- st < St < 3ol

Zaijya a;;9; < a;9; < a;;

=1 -1 =1 =1
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és

igy a kovetkezd becslésbdl kovetkezik a tétel
n n
-2 a5 < (Ay), <) af)
j=1 j=1

Ezek alapjan felirhatunk egy elméleti, szélességi keresésen alapulé algoritmust. Legyen az X a

vizsgalandé cstcsok halmaza, a DAG valamelyik szintjén.

Az algoritmus:

I Begin

2 X:={ex: k=1,...,n}

3 H(M):={ex: k=1,...,n; Ae, =0};

4 X =X\ H(M);

5 while X # 0 do

6 begin

X={z+e: z€X, k=1,...,n

. (Az, Aeg) <0
Az £ Ay: 0#y<z
—Yie; <Al +e) < ah)s

8 H(M)=H(M)U{z e X: Az =0}

9 X:=X\{reX: Az =0}

10 end;

11  end;

Az algoritmus minden lépésében egy szintjét vizsgaljuk a DAG-nak, azokat a vektorokat, ame-
lyek 1-es norméja k.(ha a k-adik szinten vagyunk.) Az adott szinten viszont, csak azokat a vekto-
rokat vizsgalja, amelyek megfelelnek a valasztasi szabalyoknak, és igy sokat kizar, ami nem lehet

tagja a Hilbert bazisnak.
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3.3. A Hilbert bazis meghatarozasa az (1.2)-ben adott fela-

datra

A feladatunk a kovetkezs:

-1 1 0 0 0 0o -1 1 0
-1 1 1 -1 1 -1 -1 1 0
1 -1 -1 1 -1 0 0 2 =2 0
1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 0 -1 |z = 0
0 1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 -1 -1 1 -1 1 0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0
i > 1
z € ZY

Tekintsiink el egy kicsit az z1; > 1 feltételtsl. Ekkor z1; = 0, ami azt mutatja, hogy az adott
reakciok vektoraibol a nullat allitjuk eld, azaz az igy kapott megoldasok okoznak koroket a reakcid

atvonalban. Igy elég az algoritmussal azokat a vektorokat vizsgalni, ahol z1; > 1.

Az 1.fejezetben megadott megoldasbol a feladat altalanos megoldasa a kovetkezs:
(|a - C|+ + by, |a - C|_ + b1, a+ by, b, |c|+ + bs, |C|_ + b3, ba, ba, |c|+ + bs, |C|_ + bs, a)T

(a nemnegativ egész, ¢ egész.) A b;, (1 =1,...,5) azoknak a trivialis koroknek felelnek meg, amikor
az egyes reakci6k oda, és vissza irdnyban is végbemennek. Ezért ezeket el is hagyhatjuk, hiszen
a parcialis rendezés szerinti legkisebb megoldasokat keressiik. Ha a = 0, akkor megkapjuk a nem

trivialis koroket:

| I=cly |=d- 0 0 e, [d_ 0 0 e, I 0
c>0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
c<0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

azaz az (1 +,3 —, 5 —) és az (1 —, 3 +, 5 «) reakciok koroket alkotnak.
Ezek utan tegyiik fel, hogy a > 1. Ekkor két eset lehet: a — ¢ > 0 és 0 < a < ¢, a parcialis

rendezés szerinti legkisebb megoldasok ekkor:

[la—cl, la—c_ a 0 e, le. 0 0 e, le_

a
a—c>0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0<a<ec 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1

Minden més megoldas el6all ezeknek a vektoroknak nemnegativ, egész linedris kombinacidja-
ként. Nézziik meg az 1.fejezetben kapott megoldasokat. Ezekbdl kettét megkaptunk most is, igy

ezeknél trivialis.
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Az (1 -, 2 >, 3 ;5 —) a kapott két megoldas Gsszege, azaz:

+

—=lo =
oo O

1
1
2

oo O
== O
o | o O
oo O
oo O

0
1
1

oo O

1
1
| 2
Ebbdl a felirasbol kideriil viszont, hogy a méasik két megoldas tartalmaz kort, hiszen egyik sem

allithato el6 az el6zbleg megkapott megoldasok linearis kombinécidjaként, csak ha olyat vesziink

hozz4a, ami kort okoz.

1 0 0
+ |1 0 1 0
2 1 1
0 1 1
+ 0 1 0
11 0 2 0 0 0 2

Ez azt jelenti, hogy Gsszesen 3 reakci6 utvonal van, (1 =, 2 =), (2 =, 3 =, 5 =), és ennek a

kettének az Osszege.

Futtassuk le az algoritmust gy a feladatra, hogy elhagyjuk z1; > 1 feltételt, és megengedjiik,
hogy nulla legyen. Ekkor megkapjuk azokat a vektorokat amikhez az el6bb eljutottunk, és azokhoz

amik kordket okoznak. Azaz a Hilbert bazis:
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Osszehasonlitasképpen az algoritmus a masodik szinten 112 vektor helyett, csak 26-ot vizsgal

meg, a harmadik szinten 11° vektor helyett, csak 34-et, a negyedik szinten 11* vektor helyett 36-ot.
(Ha csak e;1-bél inditjuk, akkor is eljut az algoritmus a Hilbert bézis 2 eleméhez, és igy még
kevesebb vektort vizsgal szintenként, példaul: a harmadik szinten 9-et, a negyediken 13-at, az 6t6-

diken 9-et.)

(Az elméleti algoritmus lépéseinél a szamolasokat MATLAB-bal végeztem.)
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