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1. El6szo

Az S&P500 logaritmikus hozamfolyamatat illusztralé abran is jol lathato a
pénziigyi id6sorok sajatossaga, hogy kis és nagy variabilitast id&szakok valto-
gatjak egymast (volatility clustering). A kis és nagy volatilitasa® periodusok
valtakozasa azt mutatja, hogy egy hirtelen bekovetkezd valtozas hatésara
megnovekszik a pénzpiaci forgalom, ezzel szamos tovabbi reakciot inditva el,
mig az ilyen jelenségek kozott nyugodtnak mondhaté a piac. Szadmomra ér-
dekes tapasztalat volt, hogy mig az altalunk hasznalt adatsorok logaritmikus
hozamai korreldlatlanok, bar id6ben nem fiiggetlenek, addig a négyzetes és
logaritmikus hozamok mar hosszi emlékezetet mutatnak. A logaritmikus
hozamfolyamatok dont6 hanyada hajlamos jelents volatilitas-kiugrasokat,
sokkokat mutatni. Jol szemlélteti ezt az S&P500 amerikai kompozit index

1950.01.03. és 2000.10.09. kozotti értékeinek alakulasa (2.4bra). Kezdetben

P
Pi—1

érdekes ,pupperodicitas” lathato. A masodik dbran az y; = log( ) logho-

zamok lathatok, ahol P, a t. napi zar6arfolyamot jelenti.
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1. abra. Az S&P500 napi zardéarfolyamai 1950.01.03-2000.10.009.

'Volatilitas alatt a hozam valtozékonysagat értjiik, amit a folytonos kamatozassal sz4-
mitott hozam szérasaval szokds mérni.
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2. dbra. Az S&P500 logaritmikus hozamai 1950.01.03-2000.10.09.

Empirikus arfolyamadatokat vizsgéalva lathato, hogy az id6 elérehaladta-
val a variancia valtozik. Mind erGs, mind gyengén stacionarius idGsor esetén
a folyamat viszont alland6 varianciaji, ezért csak a feltételes szorésnégyzet
valtozasat kovetelhetjiik meg. Részvény- és devizaarfolyamoknal tapasztalt
jelenség, hogy az eloszlas szélei vastagabbak (fat tails), mint amit a nor-
mélis eloszlas adna, azaz a nagy valtozasok relative gyakran alakulnak ki,
akarmelyik irdnyban. Tehat a normalis eloszlas haranggdrbéje alulbecsli a
piaci kockazat f6 forrasat adé nagy ingadozasok valdszintiségét. Ez adta az
alapot az id6ben valtozo, feltételes normalis eloszlasi modelleket célzo kuta-
tasok felé. A szakdolgozat f6 célja, hogy a linearis ARMA (Autoregressive
Moving Average) modellektsl indulva lényegretors, atfogd képet nytjtson
az ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity), majd a szintén
a variancat (nem a varhat6 értéket) modellezs altalanositott ARCH, azaz
GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) model-
lekrél, és ezeknek néhény lehetséges modositasarol. A GARCH folyamatok-
kal egy olyan folyamatosztalyt is bemutatunk, amely jol illeszkedik a t6zsdei
termékek adatsoraira. Majd vazoljuk az emlitett folyamatokhoz kapcsolodo
definiciokat, alapfogalmakat, hogy a késébbiek soran ezek alaptulajdonséa-

gaival mar tisztaban legyiink. Ezt kovetSen ratériink a nemlineéris ARCH
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és GARCH folyamatok tanulményozéisara, megismerjiik a gyengén illetve az
ergsen stacionarius megoldéas létezésének sziikséges és elégséges feltételét, és
a Gauss eloszlasbol generalt ARCH(p), GARCH(p,q) folyamat allapottér-
reprezentaciojat. Az ARCH és GARCH folyamatok a pénziigyi idésorok,
logaritmikus hozamfolyamatok modellezésében alapvets eszkozokké valtak.
A tovabbiakban a klasszikus GARCH (p,q) modell paraméterbecslése fog ko-
vetkezni. Meglep6 modon az «; és 5y egyiitthatok statisztikai becslése nem
til nehéz, ami egy alapvets érv a GARCH folyamatok mellett. Ha az €(t) zaj-
sorozat adott, i.i.d. és standard normalis eloszlasu, akkor az (y(1),...,y(n))
megfigyelésvektor likelihood-fiiggvénye felirhato, és a feltételes maximum-
likelihood elmélet a paraméterek konzisztens és aszimptotikusan normalis
becslését adja (Berkes, [3]). Ez az eredmény akkor is érvényben marad, ha
nem Gauss eloszlasi €(t)-kel hajtjuk meg a folyamatot. A dolgozat végén
technikai elemzést végziink. Matlab segitségével szimulédlt id&sorokat vizs-
galunk, elvégezziik a paraméterbecslést a maximum-likelihood modszerrel,
az ad6dé nemlinearis egyenletet pedig gradiens modszerrel oldjuk meg. Az
1980-as évektsl a részvényarfolyamok specidlis tulajdonsagaival foglalkozo
irodalom hatalmassa duzzadt. Engle és Nelson is ebben a témaban elért

eredményeiért kapta meg a Nobel-dijat 2003-ban.

2. Linearis modellek

Ha egy id&sor valamely jelenség idébeli fejlédését irja le, akkor az egymaés
uténi allapotok altalaban Osszefiiggenek - méghozza erésen - egyméssal. A
bizonyos értelemben stabil vagy stabilizalédott idGsort staciondrius iddsornak
hivjuk. Ha ¢ = 0-ban nem a stacionérius eloszlasbél inditottuk a folyamatot,
akkor exponenciélis sebességgel fog stacionarizalodni. (A stacionrius elosz-

lastol valo eltérés exponencidlisan gyorsan 0-hoz tart.)

Definici6é: Az y(1), y(2)... id8sor gyengén/ mdsodrendben staciondrius
(widely stationary), ha a varhato értéke allando: E(y(k)) =konstans V k, és
Cov(y(t),y(s)) csak a (t — s) kiilonbségtdl fiigg V¢, s esetén. t = s valasztas



mellett kapjuk, hogy a D?(y(k)) =konstans is teljesiil.

Definici6é: Az y(1), y(2)... idGsor erdsen staciondrius (strictly statio-
nary), ha V n-re az
(y(t),y(t+1),...,y(t+n)) és az (y(t + s),y(t + s+ 1),...,y(t + s + n))
vektorok eloszlasa megegyezik V ¢, s esetén.

Jelolés:
(y@), y(t+1),..., yt+n)) ~ (yit+s), yt+s+1),..., y(t+s+n)).

Specidlisan: y(t) ~ y(s) Vt, s-re.
Ha egy id&sor erGsen stacionarius, akkor gyengén is. Normalis eloszlas esetén

a kétféle stacionaritis ekvivalens.

2.1. A mozg6 atlag folyamat

Definicio6: y(k), k € Z, MA(q) (mozgo dtlag/ moving average) folyamat,
ha

g
y(k) = by +w(k = j),
7j=1
ahol w(k), k € Z Gauss-fehérzaj (GWN), azaz E(w(k)) =0, D*(w(k)) =1,

fiiggetlen, azonos eloszlasi (i.i.d./ independent, identically distributed) valo-

szintiségi valtozo sorozat. (Feltessziik, hogy y, w skalarértéki.)



Igy néz ki egy 1000 elemt normalis fehérzaj folyamat:

0 200 400 600 800 1000

3. dbra. 1000 elemii Gauss fehérzaj folyamat

Az dllapottér-realizdcio: Az allapotvektor a teljes multbél mindazt 6rzi, ami
sziikséges a kovetkezd pillanat megismeréséhez, tehat a jovGbeli allapotok

feltételes eloszlasat mar ismerni fogjuk.

Az dllapotvektor és a paramétervektor:
Xp=|whn-1), ... ;,win—gq) |-

0 =[b,....b, € RO

Ha X, ismert, akkor az y(n) mar meghatarozhato:

y(n) = Xn+0" +w(n).



Az dllapotegyenlet:

0 .0 1
1 : 0

Xpy1 = . | x X+ || xw(n).
0 1 0 0

Megjegyzés: Az X, egyiitthatojaként megjelend matrix szingularis,

minden sajatértéke 0.

2.2. Az autoregresszids folyamat
Definici6: y(k), k € Z, AR(p) folyamat, ha

P
y(k) = a;+y(k —j) + o xw(k),
j=1

w(k), k € Z fehérzaj (WN: white noise), (azaz E(w(k)) =0,

D?*(w(k)) < oo, azonos eloszlast, korrelalatlan folyamat), és w(k), k € Z
korrelalatlan a korabbi y-oktol: y(k—1), y(k—2),...-tol. (Gauss-eloszlast w
esetén fiiggetlenek is.) Az y(k) —a1 xy(k—1)—...—ap*xy(k —p) = o xw(t)
egyenlet karakterisztikus polinomja a kovetkezd:

P _ p—1 _ —
T a, * T c.—a,=0.

A gyengén stacionarius megoldas létezése a karakterisztikus polinom z4, ..., z,
gyokeinek a komplex egységkor belsejébe esésével ekvivalens. Ha § jeloli az
idd-eléreléptetés (forward shift operator), S~ pedig az idd-visszaléptetés ope-

ratora (backward shift operator), azaz
Sy(k) =y(k +1),

S7y(k) = y(k - 1),



akkor akkor a definiciéban szerepld egyenlet
A(S T y(k) = o xw(k),

azZaZz

alakot is Olthet. Az

1
M:50+51*$+5Q*$2+...

sorfejtés visszahelyettesitésével kapjuk, hogy
y(k) =0 * [0o * w(k) + 01 *w(k —1) + .. ] :0*25k*w(k—i),
i=0

ami a fehérzaj linedris szirén vald dtbocsdtdsdt jelenti. Ha van masodrend-
ben stacionarius megoldas, akkor ez a végtelen Osszeg Lo—ben konvergens

lesz.

AR(1) folyamat esetén szeretnénk felirni az y(k) folyamatot a zaj multja-
nak segitségével. Legyen w(k) GWN'!

Iteracioval:

yk)=arxylk—1)+wk)=a * (a1 xy(k —2)+wk —-1)) +wk)=...=

= Zal xw(k —1).
i=0

Ez egy olyan folyamat, amely a zaj jov§jétdl fiiggetlen. Az ilyen reprezenté-
ciot oksdgi reprezentdcionak nevezzikk. Ey(k) =0, y(k — 1) és w(k) fiigget-
lensége miatt pedig D?(y) = a? x D?(y) + D?(w), ebbél adodik, hogy

_ D*(w)

= 5 -
1_0/1

D*(y) = R(0)



Az y(k) autokovariancia-fiigguényére a kovetkezd rekurzio igaz:
R(r) = E(y(7) *y(0)) = E (a1 x y(r — 1) + w(7)) * y(0)] = a1 x R(T — 1) =

=...=a] * R(0).

Igy T‘(T):gggg = al, ahol |a;| < 1. Tehat az y(k) folyamat autokovariancia-

fliggvénye exponencialisan lecsengs, ami a révid emlékezetet mutatja.
Ha mar rendelkezésre all az y(k — 1), y(k — 2), ..., akkor y(k)-ra a legjobb
elérejelzés, illetve Lo-értelemben a legjobb kozelités a feltételes varhato érték

lesz. Ez az Ly téren egy projekciot jelent.

E(y(k) | y(k—1),y(k—2),...) = E(a1xy(k—1)+w(k) | y(k—1),y(k—2),...) =

=a xy(k—1),

amiben a zaj mar nem is szerepel. Tehat a legjobb el6rejelzéskor nem is
vessziik figyelembe a zajfolyamatot, a tavoli mult nem ad a jelenre nézve in-
formaciot, a folyamat a multjat gyorsan elfelejti. Az AR(p) folyamatok révid

emlékezetliek, és nem érdemes til messzire el6re jelezni Gket.

AR(2) folyamat esetén szeretnénk meghatarozni a legjobb elérejelzést, ha
y(k —1),y(k — 2),... alapjan méar van informacionk a folyamatrol, amit az
Fr—1:=0(y(k—1),...,y(1)) o-algebra hordoz:

E(y(k) | Fro1) = E(arxylk— 1) +ag xy(k —2) + o xw(k) | Fx_1) =

=ayxylk—1)+axxy(k —2).

Azt hasznaljuk ki, hogy y(k — 1) és y(k — 2) mérhet§ az Fj_, feltételre
nézve, w(k) pedig fiiggetlen a feltételtsl. Mivel a kozelitésben az y(k — 2)
is szerepel, ezért y(k) nem Markov-folyamat. Az autokovariancia-fiiggvényre

adott rekurzional y(k) és w(k +7) Gauss fehérzaj fiiggetlenségét hasznaljuk:

R(r)=Eyk)* (a1 xylk+7—1)4+a*xylk+7—-2)+oxwk+7)] =
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=a; *R(T — 1)+ ayx R(T — 2),
a1

R(1) = x R(0).

1—0,2

Ugyanigy: 7(7) = a1 (7 — 1) + ag x (7 — 2).
Az dllapottér-reprezentdcio:
Ay = w.

Az dllapotvektor és a paramétervektor:

Xn: _y(n_1)7 :_y(n_p)]'

0 =laiy,...,a, € RP.

Ekkor
y(n) = X, * 07 +w(n).

Az dllapotegyenlet:

—a1 .. ... —U,p
1 0 --- 0 0
Xpi1 = _ _ _ x Xp+ | | xw(n).
0 1 0 0
—a ... —Qp
3 1 0 - 0 _ ,
Az A = ' _ ) € RP*P matrixot kisérd vagy companion
0 1 0

mdtriznak nevezik.

Allitas: Az A(z') = 0 egyenlet gyokei azonosak a det(A — z % I) = 0

polinom gydkeivel, ahol A a fenti kisérématrixot jelli:
det(A —zx 1) = (—2)P x A(z7Y).
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Bizonyitas: A tételt a fokszamra vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk .

Legyen a,(z) := det(A, — z* I). p =1 esetén

a(z)=—a—z2=—z+x(14+a x27") = —zx A (z7}).

A szobanforgd determinanst az utolsé oszlopa szerint kifejtjiik, és felhasznal-
juk az indukcios feltevést. Az indukcios feltétel szerint

Gy (2) = (—2)P 1 % Ay (27,
det(A — 2z % I) = —ap(—1)P™ + (=2)ap_1(2) = (—2)ap_1(2) + (1) * a, =

= (2P * (A () Hap 2P = (=2 A (7).

Ap(;r_l)

Ko6vetkezmény: Az A(z™') polinom stabil (abban az értelemben, hogy
a gyokei az egységkor belsejébe esnek) akkor és csak akkor, ha az A métrix
stabil.

Gyakorlatban AR(1) modellt az

I(t) =log Q(t) —log Q(t — 1)

logaritmikus inflaci6folyamatra szoktak illeszteni, ahol Q(t) a t. id6pillanat-
ban a fogyaszt6i arindex. A 0. id@pillanatot tekintjiik 100%-nak, Q(t) az

ehhez képesti valtozast mutatja.

Q) = Qt — 1) xexp {I(1)}.

A £(t) = px&(t— 1) + €(t) folyamat AR(1), ha az €(t) fehérzaj fiiggetlen
E(t—1),&(t—2)...-t0l, €(1) fiiggetlen £(0)-t6l. Az e(1), €(2),...-r6l gyakran
felteszik nemcsak azt, hogy fiiggetlen, azonos eloszlastiak, hanem azt is, hogy
normalis eloszlast kovetnek (e(t) ~ N(0,0?) , azaz €(t) GWN). Az
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(I(t)—m)=px*(I(t—1)—m)+ e(t)

els6rendd autoregresszio a skot Wilkie nevéhez fliz6dik, hdrom paramétere

van: p, m, o>.

Definicio: y(k), k € Z, ARMA(p,q), ha
y(k)—arxy(k—1)—...—apxy(k—p) = boxw(k)+byxw(k—1)+.. . +byxw(k—q),

ahol w(k), k € Z fehérzaj, és w(k) korrelalatlan az y folyamat multjatol
(y(k —1), y(k - 2), ...-t6l).

Megjegyzés: Az S~ (visszafelé léptetd/ backshift operdtor) segitségével
az egyenlet ilyen alakot is Olthet:

(a3 xS — .. . —a,xS7P)y(k) = (b [ +b, xS~ +...+b,%S7P),

azaz

a(S™)y(k) = b(S™)w(k),

ahol a p-edfoki, b ¢g-adfoki polinom. Még egy lehetséges feliras:

vagy \
y(k) = —w(k).

a
b

a

stabilitas feltétele, hogy az a polinom gyokei a komplex egységkoron kiviil

Ebben a mérndki felirdsban a 2 racionélis tortfiiggvény (, nem polinom). A

essenek.
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Tétel: ARMA (p,q) folyamatnak mindig létezik allapotteres realizacioja,
és tetszGleges allapotteres realizacioval rendelkezd folyamat ARMA (p,q).
Konstrukcid: ARMA (p,q) folyamathoz megadjuk az allapotteres leirasat.
El6szor definidlunk egy segédfolyamatot, amit jeloljon n(t):

n(k)—a xn(k—1)—...—ap,xn(k —p) = w(k),

illetve

Az dllapotegyenlet
z(k+ 1) = Az(k) + Bw(k),

ahol z(k) € RF*!| A € RP*P, B € RP*! lesz, amely kifrva a kovetkezd:

n(k) O n(k —1)
n(k —1) 1 0 0 : 0
=10 0 0 |=* + xw (k)
: : 0 : :
| n(k—p+1) | | 0 ... 0 1 0] | n0k—p+1] [O]

Feltehets, hogy p = ¢, hiszen ha példaul p < ¢, akkor a kovetkezd egyiittha-
tokat 0-nak definidljuk: a,.; :=0,...,a, := 0.

Az dllapotegyenlet:

z(k) = =(S™1) x w(k).

A megfigyelésegyenlet:

y(k) =[b1 +bo *ar,..., b, + b *ap| x x(k) + by xw(k) =

14



=byxnk—1)+byxn(k—2)+...+b,xn(k —p)+

+£)0*[a1*n(k—l)—i—...—i—ap*n(k—p)]—i—bo*w(k)J:

bo* (k)

b
=boxn(k) +byxn(k—1)+byxn(k—2)+...+bgxn(k —p) =b(S™ ")y = —w.

Definici6: ARIMA (p,d,q) folyamat esetén a d-ed rendben vett differen-
cia legyen ARMA (p,q). Az X (t) folyamat ARIMA (p,d,q), ha az
Y(t) = AYX(t) ARMA(p,q).

Példaul az folyamat ARIMA(p,1,q), haa AX(t) =Y (t) = X(¢) — X(t—1)
folyamat ARMA (p,q).

Maximum-likelihood médszerrel ARIMA(3,1,2)-t illesztiink az S&P500 in-
dex logaritmikus hozamfolyamatara 1959.01.03-t61 2000.10.09-ig:

AR egyiitthatok: | -0.57702 | -0.00704 | -0.02357 ‘
MA egyiitthatok: | 0.31137 | 0.65693 -]
A variancia-kovariancia matrix:
aq as as by by
a; | 0.0303142 | -0.00271724 | 0.00276676 | 0.0302134 | -0.02959010
as | -0.0027172 | 0.00035996 | -0.00020507 | -0.0027580 | 0.0027094
a3 | 0.0027668 | -0.0002057 | 0.00033048 | 0.0027650 | -0.0027036
by | 0.0302134 | -0.00275803 | 0.002764095 | 0.0301876 | -0.0295656
by | -0.029590 | 0.00270939 | -0.00270362 | -0.0295656 | 0.0289647

A tablazat a fenti idGsorra legjobban illeszked6 ARIMA(3,1,2) folyamatnak
az idGsortol vald atlagos négyzetes eltérését mutatja. Az S&P500 idGsor
mintaelemszama: 1338 adat (1950.01.03-2000.10.09).
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3. ARCH(p) folyamatok

A linearis modellek illesztése miért viselkedik rosszul? Tekintsiik az AR mo-
dell Ay = w alakjat, ahol w i.i.d. sorozat, A pedig a visszaléptetés ope-
ratoratoranak stabil polinomja, gyokei az komplex egységkoron kiviil esnek.
Frori=o0(y(t—1),...,y(1)).

A feltételes szorasnégyzet: o2(y(t) | Fi—1) = o?(w) =konstans. Viszont va-
16di adatsorra: o?(y(t) | F;_1) #konstans.

Legyen €(t) GWN. Ekkor egy diszkrét ideji, valos értéki sztochasztikus
ARCH(p) folyamatot leir6 egyenletek a kovetkezGek [4]:

y(t) = o(t) * €(t),

o (t) = o + Zai x> (t —i).

i=1
A modell Engle nevéhez fliz6dik, aki 2003-ban Nobel-dijat kapott a pénziigyi
matematika teriiletén végzett kutatasaiért. A hangsiilyos az els6 egyenlet, a
visszacsatoldst (feedback) megadé egyenlet | o |= ag+ Y o, auk | y(t—1) | is
lehetne. A fenti két egyenlet altal meghatarozott y(t¢)-t nevezzitk ARCH(p)
folyamatnak. Adodik, hogy

o0
() = |ao+ > o xy*(t—ij) | *€X(t).
=0
o?(t) éppen az y(t) folyamat feltételes szorasnégyzete a miltra nézve:

D(y(t) [ y(s), s <t) = D*(o(t) *€(t) | y(s), s <) =

=o%(t) * DZ(E(t) | y(i), s <t)= o2 (t).

D2(e(t)=1
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Tegyiik fel, hogy D?*(y(t)) < oo. Ekkor belatjuk, hogy az y(t) ARCH(p)
folyamat fehérzaj.

E(y(t)) = E(E(y(t) [ y(s), s <t)) = E(o(t) » E(e(t) | y(s), s <)) =0,

- o

-~

=0

kihasznalva, hogy az €(t) fehérzaj eloszlasa gaussi .

Megjegyzés: Az ARCH(1) folyamat tehdt fehérzaj, de nem i.i.d. folya-
mat.

Ely*(®t) | y*(t —1)] = E (a0 + a1 xy?(t — 1)) x 2(t) | y°(t — 1))] =

= (ap+ a1 *y%(t — 1)) * E[é%(t) | y*(t — 1)] #konstans.

E(y*(t) | y(t—1)) = E(o*()x€*(t) | y(t—1)) = 0*(t) = o+ xy*(t—1).

Legyen s < t. Ekkor a
Cou(y(t), y(s)) = E(y(t) x y(s)) = E(E(y(t) xy(s) | y(l), L < 1)) =

= E(y(s) « E(y(t) | y(l), L <)) =0,

-~

=0

mivel az y(s) mérhets az y(l), | < t feltételre nézve. Mivel az y(t) azonos

eloszlast, 0 varhato értékiek és korrelalatlanok is, az y(t) folyamat fehérzaj.
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Szimulalt ARCH(1) folyamat w = 1, a; = 0.3 egyiitthatokkal és N =

10000 mintaelemszammal:

0 2000 4000 6000 8000 10000

4. abra. Az y idGsor

1.8
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10000
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5. abra. A o2 volatilitasfolyamat

Specidlisan tekintsiik az ARCH(1) folyamatot | oy |< 1, €(t) GWN mel-

lett (ekkor a méasodrenben és erésen stacionérius fogalmak ekvivalensek). A
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miltak folyamatos behelyettesitésével visszafejtjiik az y*(t) folyamatot:
204 _ 2
o(t) = ap+ g xy“(t —1).

Y2 (t) = (o + aq x Y2 (t — 1)) x €2(t) = ap * €2(t) + aq x y*(t — 1) x €2(t) =

=o€t +a *E) *[agx et —1) o xy*(t=2) %t —1)] =
:ao*Za{*g(t) s (t—1)x...x(t—5)+
§=0
+a kPt —n— 1) () x(t — 1) * ... x (t — n).
Vajon y%(t) el6éll-e zart alakban? Konstrualunk egy megoldést és megadjuk

y%(t)-nek a fehérzaj folyamat segitségével torténd elsallitasat. Belatjuk, hogy

a

§::Za{*ez(t—l)*...*GQ(t—j)
j=1

valoszintiségi valtozo létezik, véges varhatd érték és nem fiiggetlen tagi

sorozat. Ha

lim {/‘ o [P xe2(t—1)*%...x2(t—j) <1
J—00

egy valoszintiséggel, akkor £ majdnem mindeniitt létezik. Mivel
e(t—1),...,e(t—j) fiiggetlenek, alkalmazhat6 a Kolmogorov-féle nagy szimok

torvénye:

loge?(t — 1)+ ...+ loge*(t — §) .

; E(loge*(t —1)) (j — o0)

majdnem mindeniitt és F(loge*(t — 1)) < 0 a Jensen-egyenldtlenség miatt.
Tehat

lim {/| ap [Txe2(t—1)*%...xe2(t—j) =
j—r00

loge?(t — 1)+ ...+ loge®(t — j
zlim{|a1|*exp{0g€(t )+ '—i—oge(t ])}}<1,

J—00 ]
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EQ lon P+t —1)x...x(t—35)=> |as .
7=1 7j=1

Tényleg teljesiil, hogy E | £ |< oo, igy £ valoban jol definialt, véges varhato

értéki valoszintiségi valtozo. Az

y(t) = €(t) * ozo—i-Za{*e?(t—l)*...*62(t—j) (1)

i=1

kielégiti az y(t) = o(t) * €(t) egyenletet, stacionarius ARCH(1) folyamat,
Ey(t) = 0, Ey?(t) < oo, Cov(y(t), y(s)) = 0, ha t # s, a varincia pedig a
kovetkezs: D?(y(t)) = 122-. A fenti

n
Y2 (t) = o * Za{ M) x et — 1) %...xE(t—j)+
=0

A skt —n—1)xE@)xEt—1)*...x(t —n)

elgallitasbol kovetkezik, hogy ha y(t) stacionarius ARCH(1) folyamat és
D?(y(t)) < oo, akkor y(t) csak (1) alakt lehet. Igy a zaj segitségével ki-
fejeztiik az y(k) folyamatot.

3.1. A stacionarius megoldas létezése

Legyen €, adott, standard normaélis eloszlast folyamat. Létezik stacionarius
Y, megoldasa az ARCH(1) folyamatnak, ha ag > 0 és a; € (0,2 * €7)?,

2Abban az esetben, ha Elog | A; |< 0 ekvivalens vy < 0-val:

1

(L

Elog| A |= Elog(a; * €2(t)) = logay + Eloge?(t) = loga; + log2 + 1‘((12)) =
2

=loga; +log2 —c—2xlog2<0&loga; —log2 —c< 0 0<a; <2xe=

~ 3, 5686.
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ahol v az un. Fuler-konstans ([5]). GARCH(1,1) esetben az w > 0 és
Flog(a; * €2 + ;) feltételek sziikségesek és elégségesek is egy erdsen sta-
cionarius megoldas létezéséhez. ARCH(1) esetben létezik véges szorasu sta-
cionarius megoldas, ha |aq| < 1 és ap > 0. A megoldas korrelalatlan folyamat,
azaz fehérzaj lesz, igy y(t) és y(t — k) korrelalatlansaga konnyen adodik.

A megoldas eloszlasa szimmetrikus lesz: F[y(t)%*!] = 0, de V ay-re Ik :
E [y(t)*] = oo, igy lassan lecseng6 vastag farku eloszlast (heavy tail distri-

bution) kapunk. Az ARCH(1) folyamat néhany tulajdonsdga:
e Vaj-hez 3k : E(y**(t)) = co.

e Ha 3% a? < 1, akkor y?(t) ACF-e megegyezik egy w(t) =
=y xw(t— 1)+ €(t) AR(1) folyamat ACF-ével.

ARCH(1) folyamat esetén amennyiben teljesiil, hogy |aq] < 1 és ag > 0,

akkor az
y*(t) = o * Za{ () x 2t —1) ... (t — j)+
=0

A x Pt —n—1)x ) xE(t— 1) %...x(t —n)

Ls-értelemben konvergens (ha n — o0), és létezik stacionarius megoldas,
amely véges varianciaju. |a;| > 1 mellett is el6fordulhat, hogy van stacioné-

rius megoldés, viszont ebben az esetben a szoérasnégyzete végtelen.

Definicio: A ((X) = WJTE)(())())AI—t kurtosisnak nevezziik.
Ez a normalis eloszlastol valo eltérés kimutatasara szolgdl. Normadlis eloszlds

esetén [y = 3, logaritmikus hozamfolyamatokra viszont 5 = 50 is lehet.

Allitas: Feltéve, hogy y(k) stacionarius ARCH(1) folyamat, o > 0 és
O<a; <1:
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1 P . . E(y*(k)
2. Ha of < 3, akkor E(y*(k)) < oo és az un. kurtosis=rz e > 3- B2

az eloszlas csicsosabb, mint a normaélis.

Megjegyzés: Az 1) Wilkie-modell, amely méar id6ben véltozé volatili-
tast feltételez, az ARCH(1) folyamatra emlékeztet. €;-r6l kihasznaljuk, hogy
Gauss fehérzaj.

Ity=m+px(L(t—1)) + 0y * &,

07 =qsa+qsp* (It —1) — gsc)?,

ahol gsa > 0, gsp, gsc > 0, I(t) az inflacio. Ha ¢sp = 0, akkor vissza-
kapjuk az eredeti konstans volatilitasi modellt. Ha y; és o; stacionérius,

€ ~ N(0,1), akkor a logaritmikus inflaci6 varhato értéke és szorasnégyzete:

EI(t)=m+p* (EI({t—1)—m)+ E(E(o % e | F11)).

=E(otxE(et|Fr—1))=0

Kovetkezésképpen FEI(t) = m, ha p # 1.

D?I(t) = p* «* D*(I(t — 1)) + E(0} * €) + 2/)\E'(ot * € % ({r(t -1)— m))/

=0

Mivel E(o? x €2) = E(E(0? x €2 | F;_1)) = E(0} * E(ef | Fi1)) = E(0?), azt
=1
kapjuk, hogy
D*I(t) = p* «* D*(I(t — 1)) + E(0?),

(1—p?) x D*I(t) = E(o}).

Tehat
E(af) =qsa+qsp* E(I(t—1) —m—i—m—qsc)2 =

= (qsa + QsB * [D2I(t) + (m— qSC)Q] )
atrendezve pedig az
(1 —p* — qsp) * D’I(t) = gsa + gsp * (m — gsc)®
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egyenlethez jutunk. Az erds stacionaritas érdekében gsp-t nem szabad tul
nagynak valasztanunk: 0 < gsg < 1 — p?. A modell elénye, hogy hosszitavi
elérejelzésre jol hasznalhato, mivel figyelembe veszi a sajat tapasztalatot, vé-
letlen szimulaciora is kivaloan alkalmazhat6 , valamint I(t) jol generalhato

vele.

Tétel: |Engle [4], 1982] Legyen r € Z, ,ap > 0, oy > 0. Az ARCH(1)

folyamatnak pontosan akkor létezik a 2 * r-edik momentuma, ha

T

of «[J(2i-1) <L

j=1

A paratlan momentumok szimmetria alapjan 0-val egyenlGek.

Megjegyzés: Még ¢, Gauss-folyamatnak sem létezik az Gsszes momen-

tuma.

3.2. ARCH(p) folyamatok paraméterbecslése

Legyen az 2y, Zs, ..., Z, stacionarius folyamat. Mivel €, Gauss fehérzaj, igy
ekvivalens a Zi-k erds, illetve gyenge értelemben vett stacionaritasa. El6-
szor tekintsiik az ARCH(1) esetet. A likelihood-fiiggvény felirasa nehéznek
igérkezik, viszont ha az Z;-re vett feltételes eloszlast nézziik, az mar sokkal
konnyebb lesz, a stirtiségfiiggvény felirhato. Zy = o9 * €5 feltételes eloszlasa a

Z1-re nézve normaélis, 0 varhato értékkel és oo szérésnégyzettel.

onaZn—lr--yZZ'Zl (Zn’ AR Z2 | Zl) =

= *exp{ — )
g \/271' * (cg + ay x 22 1) { 2% (g + ay * Z2 )

Igy az fz,)7 (22 | 1) is felirhato zart formulaval, a feltételes siiriségfiiggvé-
nyek tehat megvannak, ezek maximalizaldsaval kapjuk meg a becslést. Ha
ARCH(p) folyamatunk van, akkor nem Z;-re vessziik a feltételes stirtiséget,

hanem az els6 p darab megfigyelésre: Z,,, Z,_1,..., Zps1 | Z1,...,Zy. Ez mar
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joval bonyolultabb.

A tapasztalat azt mutatja, hogy egy p-edrendii ARCH modell valodi ada-
tokra csak akkor ad jo becslést, ha az a; paraméterek szama eléggé nagy. A
konstrukci6 mogott huzodo alapgondolat az volt, hogy az y(t) eloszlasanak
el6rejelzéséhez csupéan két Osszetevs ismeretére van sziikség: a o(t)-re és az
€(t) eloszlasara. Ha példaul e(t) ~ N(0,1), és az id6sor miltbeli megfigyelései
rendelkezésiinkre allnak, akkor y(¢) ~ N(0,0%(t)) lesz. Igy a jelenlegi y(t) fel-
tételes varhato értéke a multbeli y(t—1), ..., y(t—p) értékekre nézve 95%-os
valoszintiséggel fog a [—1.960(t), 1.960(t)] intervallumba esni. A logaritmi-
kus hozam eloszlasanak 5%-os kvantilisét a szoban forgo eszkoz kockazatéanak
mértékeként tekintik. Pénziigyi teriileten ezt a kvantilist kockdztatott érték
(Value at Risk/ VaR) néven ismerik. A gyakorlatban alkalmazott VaR mo-
dellek (Risk metrics, Credit metrics, Crash metrics) kozil a Risk metrics
méri az eszkozok volatilitasat. A variancia-kovarianciamatrix becslésével, a
korrigilt tapasztalati szoras, az opci6arbol visszaallitott o meghatarozasaval,
valamint GARCH modellek alkalmazéséaval foglalkozik. Egy GARCH(1,1)-re
emlékeztetd modellt hasznal, amely a teljes miltat figyelembe veszi, de egyre
kisebb sillyal:

Gi=,|(1=A)* > XN-ixR?

j=—00
6?:/\*0?71+(1—/\)*Ri,

ahol A € (0,1), R; pedig a j. napi megfigyelés. Minden részvényarfolyamra
egységesen A\ = (0.94-et hasznalnak napi adatoknal, és A = 0.97-et havi ada-
tok estén. A Credit metrics a hitelkockdzatok veszélyességével foglalkozik,
mig a Crash metrics sztochasztikus differenciilegyenletet ir fel a portfolio

valtozasara, ennek alapjan szamol cs6dvaldszintiséget.

Kézenfekvének ttinhet, hogy a o?(t)-t ne csupan maltbeli y?(k) (k < t) meg-
figyelések stlyozott, id6ben valtozo linedris kombinacidjaként definialjuk, ha-
nem miltbeli 0?(k) (k < t)-kat is szerepeltessiink a o?(t) elgallitasdban. Az
Engle-féle klasszikus ARCH(p) modell |[4] megkoveteli a feltételes szorasnégy-

zet linearitasat és markovitasit az elsG p idépontra nézve visszamengleg. A

24



kovetkez6kben vizsgalt Bollersev nevéhez fiiz6d6 GARCH(p,q) specifikicio

mar sokkal rugalmasabb struktirat biztosit [1].

4. GARCH(p,q) modell

Az ARCH és GARCH folyamatok a volatilitds modellezésében azt az Gjdon-
sdgot hoztdk, hogy a szoérédsnégyzet nem konstans, igy jobb illeszkedést is
varunk t6liik, mint az ARMA folyamtoktol. Az 2. dbrara pillantva is lathat-
juk, hogy a nagy értékek meghaladéisa klaszterekben torténik. Az ARCH és
GARCH folyamatok a pénziigyi id&sorok, példaul logaritmikus hozamfolya-

matok modellezésének alapvets fontossagi eszkozévé valtak. P, jeldlje az n.

P,
P

napi zaréarfolyamat egy részvénynek vagy indexnek. Ekkor y, = log - a

logaritmikus hozamfolyamat.

Definici6: A GARCH(p, q) folyamatot az alabbi két egyenlet definiilja:

Yn = Onén, (2)
p q
on=wt Y i+ Bion;, (3)
i=1 j=1

ennek rovid mérndki felirdsa:
B(S™)o® =w+ A(ST)y?,

ahol A és B a backward shift operator (S~') stabil polinomja, w > 0, és a;, 3,
nemnegativ konstansok Vi, j. €(t) pedig i.i.d. valoszintiségi valtozo sorozat,
E(e,) =0, D%*(¢,) = 1-el. Mint az ARCH folyamatok esetében itt is az (2)
egyenleten van a hangsily, a (3) egyenlet a visszacsatoldst adja meg. A 02 az
y, feltételes variancidja az y,_;-re nézve. A o2 feltételes szorasnégyzet egyik
leghasznosabb specifikicioja a GARCH modell. Ekkor az y,-et nevezziik
GARCH(p,q) folyamatnak. Egy még tomérebb feliras:

Bo? = w + Ay”.
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Itt B(z) =1—0b(z),degB(2) =¢q, b(z) =1 *x 2+ ... — +5, * 27,

A(z) = ay*2z+. ..+ a,*x2P pedig p-edfoki polinom. A stabilitas és a staciona-
ritas érdekében az [1 — A(S) — B(S)] és a [1 — B(S)] polinimok gy6keinek az
egységkoron kiviil kell esniiik. Ha az [1 — A(S) — B(S)] polinomnak létezik
egységgyoke, akkor a folyamat az integralt GARCH (IGARCH) folyamatok

osztalyaba tartozik.

Példa: GARCH(1,1) folyamat oy = 0.3, f; = 0.5 paraméterekkel és N =
1000 mellett:

Time Series

100 200 300 400 5QO 800 V00 80O 900 1000

Volatility

100 200 300 400 KOO 800 700 80O 900 1000
Blue = Simulated Red = Forecasted

6. abra. Szimulalt 1000-es mintaelemszami GARCH(1,1) folyamat
A GARCH(p,q) folyamat ARCH (o) folyamatként is felirhato, azaz

0% = w(l = b(1)) ™+ A(S™) (1 = b(S7Y)) M2 = w(l — b(1)) ™" + A(S~H)y.

n

€, eloszlasat gyakran valasztjak t-eloszlasnak: 4/ ”—;2 x1,, ahol v > 2 a sza-

badsagfokot jelenti. Teljesiil, hogy E(e,) = 0, D*(¢,) = 1.

A GARCH modell felirhaté ugy is, mint egy ARMA (max{p, ¢}, ¢) folyamat,
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azaZz

ahol

2 _ .2 2
vV, =Y, —0p-

Ezt a valtozatot hasznalva lathato, hogy a folyamat autokorrelacio-fiiggvénye?
rovid emlékezetet mutat. Ha y, erSsen stacionérius és E(y?) < oo, akkor
v, er6sen stacionarius martingéaldifferencia-sorozatot alkot. A fenti ARMA-
alaku reprezentaci6 hamisan azt sugallhatja, hogy az ARCH és GARCH
négyzetes folyamatok elmélete hasonléan "egyszerti", mint a linedris ARMA
folyamatoké. Azonban néhany kivételtdl eltekintve (a GARCH(1,1) valamint
ARCH(1) modellektdl is) az €,-k eloszlasa, és a paraméterek ismeretében sem
tudunk tul sokat az y, marginélis farokeloszlasarél, az ARCH-tipusi model-

lek tobbvaltozos kiterjesztéseinek elméletérsl pedig még kevesebbet.

4.1. Véletlen linearis modellek

Tekintsiik a kovetkezd homogén linedris mdtrizeqyenletet:

Yo = BY, Y =1, (4)

ahol Y,,, B egy r X r dimenziés métrix, B = FA,, Vn,I pedig az r X r dimen-
zi6s egységmatrix. Tegyiik fel, hogy B mérhetd és korlatos madtrizfiggvény,
melynek spektralsugara 1 alatt marad: p(B) < 1. Ekkor a (4) matrixegyen-

letnek létezik egyértelmi Y, megoldasa.

3Stacionérius Yo sorozatra az autokorrelacié-fliggvény (ACF):
vy (h) =Corr(Yy, Yz), h € Z. Azt mondjuk, hogy Y, hosszi emlékezetet (long range
depence/ LRD)mutat, ha

> 1w (h) |= .
h=0

Kiilonben pedig rovid emlékezettinek (short range dependence/ SRD) nevezziik Yy,-t. Az
erGsen keverd tulajdonsig specidlis kivetkezménye, hogy vs(yv)(h) |<konstans*a" vala-
mely a € (0,1)-re, barmely f mérhets fliggvényre, feltéve, hogy a korrelacio jol definialt.
Speciélisan, ha 7|y| és yy= jol definiélt, akkor ezen ACF-ek exponencidlis sebességgel csen-
genek le a 0-ba. A GARCH modell hossztiemlékezetd folyamatok modellezésére nem jol
hasznéalhato.
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Az alébbi véletlen egyenletben A(e,) egy r X r-es méatrixértékd mérhets vé-
letlen folyamat.
Xn+1 == A(€n+1)Xna XO =1. (5)

Tétel: Ha n > 0-ra EA(e,) = B és €, korlatos i.i.d. zajfolyamat, akkor

a (5) véletlen mdtrizegyenletnek létezik egyértelmi X, megoldésa.
Definici6: Az

alaku egyenleteket sztochasztikus rekurziv egyenletnek (6) nevezziik, ahol A,
véletlen méatrix, B, véletlen vektor, (A,, B,) i.i.d. n szerint, és egyméstol

nem feltétleniil fiiggetlenek.

Jelolje || Ay ||= sup, =1 Az operdtornormdt, | B, | pedig az euklideszi vektor-
normdt.

Célunk a négyzetes GARCH folymatot meghatérozo y2 egyenletet (6)-é ala-
kitani, és igy kapcsolatba hozni a sztochasztikus rekurziv egyenletek elméle-

tével.

Definici6é: A Ljapunov exponens:

1
fy:inf{—*Elog || A1... A, ||}
n

n>1

Megjegyzés: Ha log’ || A; ||< oo, akkor a szubadditiv ergodtételbsl
adodik, hogy:

1
v = lim {—*Elog || Ar... A, ||}
n

n—oo
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majdnem mindeniitt.

Definicié: Oksagi (kauzdlis) megoldason azt értjiik, hogy X, fiiggetlen

B, jovEjétol.

Tétel: Legyen A,, B, i.i.d. n szerint. Ha
e E(log(]| A1 [|7)) < oo,

e E(log(| B [)) < o0,

e v Ljapunov-exponens< 0,

akkor az X, = By, + Y ;o A1 * ... % Ap_py1B,_ sor egy valoszintiséggel
konvergens és egyértelmi, tovibb4 erdsen stacionarius, oksigi megoldasa a
(6)-nak.

Kovetkezmény: Ha d = 1, akkor a 7y < 0 feltétel Flog | A; |< O—ra

egyszertisodik, hiszen
1 1 1 &
—*xFlog|| A1... A ||=—*Flog| A1... A, |=—*FE E log | A |=
n n n —

= Flog | A; |< 0.

Er6sen stacionarius sorozatok esetén az adatok 6sszefiiggésének mérésére egy-
fajta keverd feltételt hasznalnak. Y, véletlen vektoroknak erdsen stacionarius
sorozatat erdsen keverdnek nevezziik, ha léteznek olyan ¢, keverd egyiittha-

tonak nevezett konstansok, hogy

sup | P(AN B) — P(A)P(B) |=: ¢, — 0, (k — 0).

A€a(Ys, s<k), B€o(Ys, s>k)

or 0-hoz tartasanak sebessége egy mértéke annak, hogy az idGsor mennyire
gyorsan felejti el a miltjat. Minél lassabban tart ¢ 0-hoz, annal hosszabb

emlékezetl a folyamat. Az Y, sorozat erdsen keverd geomertriai sebességgel,
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ha 3 k > 0 konstans és a € (0,1) tgy, hogy ¢, < k*afF Vk > 1-re. Az
ilyen tulajdonsaggal rendelkez8 sorozatok gyorsan elfelejtik a multjukat (Do-
ukhan, |9]). Az ersen keverd tulajdonsag szavakban kifejezve azt vizsgélja,
hogy egy adatsor elemeinek mennyire szabad még 6sszefiiggniiik ahhoz, hogy
a centralis hatareloszlas tétel (CHT) érvényben maradjon. A CHT az adatok

fliggetlensége és véges szorasa mellett teljesiil.

Tétel: (GARCH (p,q)-folyamatokra) Tegyiik fel, hogy az
X, = Ap X1+ B, Ljapunov-exponense szigorian negativ (7 < 0) és w > 0.
Tovabba A, véletlen méatrix, B, véletlen vektor, (A,, B,) ii.d. n szerint.
Ekkor

1. ha e abszolat folytonos és E(log | €; |T) < oo, akkor egyértelmien lé-
tezik okséagi, erésen stacionarius megoldasa (6)-nak, azaz a négyzetes
GARCH egyenletnek.

2. tovabba, ha €; siirtiségfiiggvénye abszolit folytonos,
E|e |"< oo Vh < hg,de E | € ["= oo valamely 0 < hy < oo esetén,

akkor 3 k; > 0 olyan, hogy X, regularis valtozasi * k; indexszel.

4Definicio: Az X valdsziniiségi vektorvaltozé eloszlasa reguldris vdltozasa, ha
nx P(| X |>t*an, e; € Bs) >t **Q(Bs),
ahol e, az z iranyd egységvektor, a, — oo szdmsorozat, o konstans, Bg az n-dimenzios

egységgdmbot jeloli. e, € Bg azt jelenti, hogy az z vektor irdnya szerint az egységgdmb
Borel-halmazaban van.

Kovetkezmény :

(a) d=1esetén: nx P(| X |>t+*a,) = c*xt~, ahol ¢ konstans.

(b) Szintén d = 1 mellett a szamsorozatot a,, = n-nek valasztva kapjuk, hogy

P(| X |>txn) t_a*g,

azaz a tulélésfiiggvény hiperbolikusan cseng le t~% nagysigrendben, mint a vastagfara
eloszlasok.
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3. ha még az is teljesiil, hogy az €, siirtiségfiiggvénye a 0 egy kornyeze-

tében szigortan pozitiv, akkor X, er6sen kever§ geometriai sebességgel.

Tétel: (GARCH (p,q)-folymatokra, Mikosch és Starica |5, 2000)

1. v < 0 sziikséges és elégséges feltétele annak,hogy létezzen egyértelmii

ergsen stacionarius oksigi megoldasa a GARCH egyenletnek.
2. 3791 B <1, (85 > 0) sziikséges v < 0-hoz.
3.3 ai+ >0, B <1, (2 >0, B > 0) elégséges v < 0-hoz.

4. Ha €; véges tartoja, nincs atomja a 0-ban, (azaz P(e; = 0) = 0), a; > 0,
Bj >0 Vi, j—re, akkor Y77 a; + 7| B =1 elégséges v < 0-hoz.

Példaként vizsgaljuk a GARCH(1,1) modellt. Célunk az y2 = A, xy?_,+B,
sztochasztikus rekurzios egyenletben szerepl6 A,, és B, meghatarozasa, majd
az egyértelmi stacionarius oksagi megoldas létezéséhez sziikséges és elégséges
Elog | A, |< 0 feltétel megadasa. A fenti kovetkezményben lattuk, hogy a
Ljapunov exponens () szigori negativitasa éppen erre a feltételre

(Elog | A, |< 0) egyszeriisodik egy dimenziéban. A modell:

Yn = Op * €p,

O'i = Q) —+ aq * yi_l + 51 * 0t2—1'
Ekkor

2 2,2 2 2 2 2 2 2 2 2
Y, = oa%€, = [ptanxy; +0i1xo; k€, = qpxertayxy, ke +Pixo; kel =

2 2
2 2. 9 Yn-1 _ o 2 €n 2 2
=o€, oy ke kY, + ik o x€, = [a ke, + P * |*ys_1 + oo *€.
e €

2 2
n—1 n—1
Azaz 5 9 5
€ o1 %€, ke .+ D] xe€
— 2 n o __ n n—1 n
Ap=oa1 %€, + B x 5— = 5 ,
enfl 6nfl



2
B, =ap x €,

Igy a
1k €2 x €2, + B x €2
Elog | A, |= Elog | 17 n 62_1 brxen |= F'log | a1*€i*ﬁi,1+ﬁ1*€z | —
n—1

—FElog efl_l = Flog ei + Elog | a; * ei_l + 61 | —Elogeﬁ_1 =

* exp(

= Flog | a1*572171+51 ‘:/ log(y + B1) * —
0 1

dy <0
2Ty a)y

egyenlGtlenséget kell megoldani. Adott oy esetén [i-nek kisebbnek kell len-

nie a hozzatartozo értéktsl ahhoz, hogy a fenti egyenlGtlenség fennélljon. A
kovetkez6k adddnak:

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 | 09

(851

1

B < | 0908 | 0.828 | 0.757 | 0.692 | 0.633 | 0.579 | 0.529 | 0.483 | 0.44 | O

A4

Az y2 és a 02 a folyamatok kielégitik az aldbbi sztochasztikus rekurziv diffe-
renciaegyenletet:
X, =A,X,_1+ B,.

Az dllapottér-reprezentdcio (Markov-reprezentdcio):
Legyen Xy, = (Y2, Y2 pi1:00s 100 _gr1)" € RPT az allapotvektor és igy

definialjuk az dtmenetmdtrizot (transition matriz):

al*ﬁi

1

ay

Qp1x€ apkes Prre
0 0 0
1 0 0
-1 %8 5]}
0 0 1
0 0 0
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azaZz

Tkn ap * 6?7, é-fn /Bq * 67?2
| B0 0 0
n GQp 3 By
0 0 I 0
ahol
Ne, = (1 % €, ..,y 1 ¥ €2),
n= (alv ERI ap—l)?
£, = (Bi*e€nz,, Byr x €2),
g = (ﬂla IO Bq—l)a

és I,_1, I,—1 a p—1illetve ¢ — 1 méretid identitdsmatrixok. Vegyiik észre,

hogy a varhatoérték-matrix két sora azonos, ezért szingularis lesz:

noo & By

a0 0 0

noo & B

0 0 I 0
B,=(wxée,...,0ap,...,0)" € RPT

valasztéassal az alabbi sztochasztikus rekurziv egyenlethez jutunk:
Xn—|—1 = An+1Xn + Bn—|—1-

Megjegyzés: ¢ := 0 mellett kapjuk az ARCH(p) folyamat dllapottér-
reprezentdcidjat.

Az allapotteres felirdssal a négyzetes GARCH folyamat (y2) és a o2 négyze-
tes volatilitasfolyamat bedgyazhato az X,, Markov-ldncba, igy alkalmazhatok
a sztochasztikus rekurziv egyenletekre vonatkozo tételek [9]. Ha az A, vélet-
len matrixok Ljapunov-exponense szigortian negativ (ez a feltétel biztositja

a stacionaritést), és az ¢, eloszlasara vonatkozo gyenge feltételek mellett az
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X, Markov-lanc erGsen keverd geometriai sebességgel, akkor kovetkezik, hogy

X, és 0, is erdsen keverd lesz geometriai sebességgel.

Most ARCH(1) modell esetén fogjuk alkalmazni a sztochasztikus rekurziv
egyenletekre vonatkoz6 tételeket. Az ARCH(1) folyamatot meghatarozo két
egyenlet:

Loy(t) = o(t) xe(t) (= y*(t) = o*(t) x €(t)),

2. 0%(t) = ap + oy x Y2 (t — 1).
Az y%(t) stochasztikus rekurziv differenciaegyenletté alakithato:
205 _ 2 2 204y _ 2
y(t) =ag*xe(t) +ayxy (t—1)xe(t) = Ay xy*(t — 1) + By,

ahol A; = ay * €(t), By = w x €2(t). Az ARCH(1) folyamatoknal maradva
célunk a x; megadasa az «; egyiitthato fiiggvényében. Tegyiik fel, hogy

pontosan egy k; megoldéisa létezik a
N 1 n\K1 __ : K1 K1
0= lim = xlog(E|l ;") = lim log(E||4i]))" = log(El 4]
egyenletnek. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
(E]A )" =1

Ekkor a k1 megoldast reqularitdsi indeznek nevezziik. Fontos, hogy €(t) Ga-
uss fehérzaj.

1 1
E | apxé*(t) |"= of \/7 / s xe T dx = (2*041)n1*7*r(/€1+2) 1.

SMivel ay * €2(t) > 0, igy az abszolutérték automatikusan elhagyhato. Ez az
egyenlet explicite nem oldhaté6 meg, a kovetekezd tablazatot szoktak hasz-

nalni:

SA T-fiiggvény: T'(z) = [ t* L xe tdt
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o; | 0.1 0.3 05 [ 07109 1] 1.5 2 2.5 3 3.5

k1 | 13.24 | 14.18 | 12.37 | 1.59 | 1.15 | 1 | 0.54 | 0.31 | 0.17 | 0.075 | 0.007

Az oy = 1-hez éppen a k; = 1 tartozik, hiszen

1 1

*F(1+—):2*ﬁ*

E(€(t)) =2 % 5

=1.

=SB
ol

Tulajdonsdgok:

e k1 >1,haa; €(0, 1).
e k1 =1, haa; =1.
e k1 < Lhaay € (1, 2%€°) =~ (1, 3.5686).

e E[y>™(t)] < oo, amennyiben m < k.

4.2. A stacionarius megoldas létezése

ARCH(1) esetben normalis eloszlasti €(t) mellett létezik erdsen staciona-
rius y(t) megoldas, ha ap > 0 és a; € (0, 2 x €°), ahol ¢ az tugyneve-
zett FEuler-konstans (2 x e¢ ~ 3,5686). GARCH(1,1) esetben az w > 0
és Elog(ay * €2 + 1) < 0 feltételek sziikségések és elégségesek is az erd-
sen stacionarius megoldas létezéséhez (Mikosch, Starica [5]). Az altalanos
GARCH (p,q) eset azonban sokkal Gsszetettebb: pontosan akkor létezik erd-
sen stacionarius megoldas, ha az allapottér-reprezentacioban szereplé A, vé-
letlen matrixok segitségével definialt Ljapunov-exponens negativ. Bollersev
tétele sziikséges és elégséges feltételt adott a GARCH(p,q) folyamatok md-

sodrendben staciondrius megolddsdnak létezésére [1].
Tétel: |Bollersev, 1986] Az (3) és (4) egyenletek altal meghatérozott

GARCH (p,q) folyamatnak F(e,) = 0 és Cov(e;, €5) = 0 (t # s) mellett

pontosan akkor létezik mdsodrendben staciondrius megolddsa, ha
P q
A +B1) =) o+ B <l
=1 j=1
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Tovabba:
o o?(e,) =w(l—AQ)—BA) t=wx (1 -3 o =37 87,
o () = w(A(L) = B(1))",
e E(y,) =0.

Tehat a folyamatot meghajto zaj nem skalazhato at tetszélegesen az w (po-

zitiv) konstans miatt.

Az (2) és (3) egyenletek altal meghatarozott GARCH (p,q) folyamat erdsen
staciondrius megolddsdnak létezésére sziikséges és elégséges feltételt Bougerol
és Picard [2]| adott.

Tétel: [Bougerol és Picard, 1992] Tegyiik fel, hogy az {e,, n > 0} i.i.d.
sorozat. A GARCH (p,q) folyamatnak akkor és csak akkor létezik egyértelmii
erdsen staciondrius, kauzdlis megolddsa, ha az A,, véletlen méatrix v top Lja-

punov exponense szigoruan negativ:

L P

Tovabbé az erésen stacionarius megoldas ergodikus.

p

Megjegyzés: (Integrated GARCH) Ha w > 0 és Zai +Xa 8 =1,
i=1

akkor a folyamatot IGARCH(p,q)-nak nevezziik. Az IGARCH folyamat-

nak ugyanazon feltételek mellett van erGsen stacionarius megoldasa, mint a
GARCH folyamatnak, de az y,-ek masodik momentuma végtelen. Vegyiik
észre, hogy Eo? = Ey?. Igy

P q
E02:ao—l—Zaj*EyQ-i—Zﬁj*EoQ:a0+E02,

j=1 J=1

kovetkezésképpen Eo? = Ey? = 0.
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4.3. GARCH folyamatok paraméterbecslése

Legyen (yx), 0< k < 0 legyen egy masodrendben stacionérius folyamat.
Az w* i, ..., 00, B, ..., B, rendszerparamélereket becsiiljik a megfigyelt
(yx) adatokbol. A paramétervektor 0* = (w*, o7, ..., qp, 85, ..., B;). Legyen
D ={6: A, B stabilak}C RP+7+1.

Feladatunk a logp(y1,...,yn, ) loglikelihood-fiiggvény kiszamolasa adott
(y1, - - ., yn) megfigyelésvektor mellett. A folyamategyenletek:

P q
op(0) =w+ Zai * Yy + Zﬂj xo,_;(0),
i=1 =1

1. Feltétel: ([3]) Tegyiik fel, hogy az

e {€,, —00 < n < oo} fehérzaj folyamat fiiggetlen, azonos eloszlasu szto-

chasztikus folyamat,
o €2 nem degeneralt valoszintiségi valtozo,

e 36 > 0 1gy, hogy

1+4
)

E(|eg‘ < 00,

® ¢, stiriisége a 0 koriil ilyen alak:

)=t 0<c<1—el

Legyen Dy C D kompakt tartoméany tgy, hogy 6* € intDgy. A kvdzi maximum-

likelihood becslés konzisztencidjdt Berkes bizonyitotta.

Tétel: (Berkes, [3|) Tegyiik fel, hogy teljesiil
e az 1. Feltétel,
e 0* € intDo,
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e A(x), B(zx) stabil és relativ prim polinomok,
e 7 < 0 (er6sen stacionarius a GARCH folyamatunk).

Ha Gauss fehérzaj hajtja meg a folyamatunkat, akkor a likelihood-fiiggvény

logaritmusa:

1 y2
L = § ——(log o} k_y.
n(e) p 2( Ogak + 0_]%(0))

A 0, kvdzi mazimum-likelihood becslés (quasi mazimum estimator) definici-
Oja:

0, = arg max L,(0).

Ekkor 9n — 0* majdnem mindeniitt, midén n — occ.

Tegyiik fel, hogy az 1. Feltétel teljesiil. Feladatunk a

logp(yb s ,yNae)

loglikelihood-fiiggvény kiszamitasa adott (yi,...,yn) megfigyelések esetén

[6]. A rendszer a kovetkezd:

p q
o2(0) = w+ Z oyl + Z Bion_;
i=1 j=1

Legyen Y = (y1,...,yn)" és e = (e1,...,ex)". Ekkor e = F(Y), a Jacobi-

matrix

o7 0
dF L
J= 21 o5
dY
anit an2 #

Igy



logp(Y,0) = ZlogoZ Z—.

Tehéat N-eleml megfigyelésminta esetén a loglikelihood-fiiggvény

Ly(0) = Z

Megjegyzés: A tapasztalat azt mutatja, hogy elég hosszu logaritmikus

yi)

"oz

1l
5 (logo?(

Mz

n=1

hozamsorozat-mintak esetén a » o, &; + Z?:l Bj ~ 1. Ha kisebb részmintat
hasznalunk a paraméterbecsléshez, akkor a becsiilt paraméterértékek osszege

bar nem lesz nagyon kicsi, de 1-t6l tavol marad.

4.4. Rekurziv hibabecslés

Célunk a 6* paramétervektor megtalélasa. ElGszor is vegyiink egy tetszdleges
6 € D, vektort, majd definidljuk az € = €,(0) becsiilt predikcids hibafolya-

matot 0 kezdBértéket feltételezve a kovetkezd modon:

B(S)o® = w+ A(S)y?

A Jacobi-determindns ekkor:

W(6) = %E(gz(e) +log o(8)).

Jelolje G(0) az aszimptotikus koltségfiigguény derivdltjdt:

on(0) _ o9n (6) _ %
Un(e))—E( (1==3));

G(0) = Wy(8) = E(€gn(0)e.(0) + o (0) 72
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ahol &, () illetve oy, (0) a O-szerinti derivaltjat jelenti az €,(6), 0,(0) folya-
matoknak. A becslési probléma a G(6) = 0 egyenlet gyokének megtalalasa.

Az dltaldnos sztochasztikus kézelitd eljards rekurziv médon mikodik ([8]):

1 Oon y2
0,., =20 (= (2 -1
n+1 n+n(an (GTQL ));

ahol o,, = 0,,(0) kiértékelve a 6, helyen, oq,=0¢,(#) szintén a 6 = 6, helyen.

4.5. A derivalt folyamat stacionarius limesze

Idézziik fel az dllapotegyenletet:
Xn—|—1 = An+1Xn + Bn—|—1-
Derivaljuk le a # paramétervektor szerint:

XO,n—H - A9,n—|—1Xn + An—HXHn + BG,n+1-

Tekintsiik a két egyenletet egy kdzds rendszerben:
Xn—|—1 _ Xn +
Xﬂ,n—}—l Xen

ahol Xy, az X,, 0-szerinti derivaltjat jeldli.
A kovetkezs lemma Mikosch és Straumann [10] eredménye, ez bizonyitja

Appr O

AO,n—H An—|—1

Bn+1

B@,n—|—1

, (7)

az (7) egyenletben szerepl§ atmenetmatrix top Ljapunov exponensének (yp)

szigori negativitasat.

Lemma: [Mikosch és Straumann| Tegyiik fel, hogy

A, O
B, C,

n

, nEZ

egy k x k-as i.i.d. matrixsorozat, melyre E || P, ||°< oo valamilyen s > 0
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esetén. Itt A, € R™*", B, € RE—xr ¢ ¢ RE"xET) Ekkor a P, top
Ljapunov exponense (yp) szigortian negativ akkor és csak akkor, ha az (4,),
(C,,) matrixsorozatok top Ljapunov exponensei is szigorian negativak:

Y <0 & 74 <0és . <0.

Konnyen 14tszik, hogy ha még az is teljesiil, hogy

By

60

o E(log" | ) < o0,

.7P<05

akkor minden n € N-re az
X, B
X@n B

sor egy valoészintiséggel konvergens és az

ank
Bﬂ,nfk

n

on

] folyamat egyértelmi meg-

oldéasa az (7) koz0s rendszeregyenletnek.

5. Bilinearis és egyéb alternativ modellek

Definicio: e(t) legyen i.i.d. valosziniiségi valtozo sorozat, Fe(t) =
0, D?%¢(t) = o?. Ekkor az

€(t) =e(t)+ B xe(t—1)xe(t —2)

folyamatot bilinedris fehérzajnak (BWN': bilinear white noise) nevezziik.

Tulajdonsdgai:
e Fe(t) =0,
o Fle(t) xe(t — 1) =E[(e(t) + Bxe(t—1)xe(t —2)) * (e(t — 1)+

+8xe(t—2)xe(t—3))]=0
= ¢(t) is korrelalatlan sorozat 0 varhato értékkel, tehat fehérzaj,
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o Ele(t) xe(t —2)] = E[(e(t) + S x e(t — 1) x e(t — 2)) * (e(t — 2)+
+5xe(t—3)xe(t—4))] =0,

o Ele(t)xe(t —p)|=0p>2—reis,

o Ele(t—1)xe(t) xe(t+1)] = E(e(t) + fxe(t —1)xe(t —2)) x(e(t—1)+

+Bxe(t—2)xe(t—3))*(e(t+1)+B*e(t)xe(t—1))] = E[Bx*e*(t)*e(t—1)] > 0.

Definicio: y(k) bilinedris folyamat (BL(p,q,P,@)), ha

j4 q P Q
y(k) = Zai*y(k—i)+ij*6(k—j)+ZZcij xy(k—1)xe(k—j)+e(k),
i=1 j=1 i=1 j=1
ahol €¢(k) BWN-t jelol.
A bilinearis folyamatok nemlinearisak, foldrengések leirasara gyakran hasz-

néaljak.
A BL(1,0,1,1) folyamat:

yk)=axyk—1)+bxy(k—1)xe(k — 1) + e(k).
Erdekessége, hogy R(7) = a* R(t — 1) = ... = a” * R(0), éppen az AR(1)
folyamat autokovariancia-fiiggvénye. Az erGsen stacionérius folyamat létezé-

séhez elégséges feltételt ad az a? + b% < 1 feltétel.
Tekintsiik az

Xt)=axX({t—1)+bxX(t—1)*xe(t—1)+e(t) =Y (t — 1) + €(1)

N /

Y (t—1)

BL(1,0,1,1) folyamatot. Tegyiik fel, hogy €(t) GWN. Ekkor Y (¢) alakja az
alabbi:

Y(t) = (a+bxe(t)) * X (&) = (a+bxe®)(Y(t = 1) +€(t)).
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Kovetkezésképpen az Y (t) = (a+bxe(t)) * Y(t — 1) + (a x €(t) + b x (1))
%,_/ - -~ ’/
At) B(t)
sztochasztikus rekurziv egyenlethez jutunk.

A(t) ~ N(a, b?) esetén keresiink feltételt, amely mellett létezik Y stacionarius
megoldas. Ennek érdekében a E'log | A(t) |< 0 feltételnek kell teljesiilnie,

azZaZ az

1 o0
* log | z | xe~ 2b2 da: <0
Vv 27Tb /;oo 8 ‘ ‘

egyenlGtlenségnek kell fennallnia.

1 o0
1=FE(A}R))" & */ T | xe 2b2 d:c—l
AWy & s [ o

Az x© = by + a helyettesitést hasznédlva kapjuk, hogy

_ (zfa,)2
|";'1 262 d./L' =

2 *° ¥
* by +a)*t xe” Tdy = 1.
P /0 (by + a) y

A fenti egyenletet csak specidlisan megvélasztott a és b mellett lehet megol-

vl

dani. ¢ = 0 mellett a folyamat:
X(t)=bxX(t—1)xe(t— 1)+ €(?).

A megoldand6 egyenlet x = b * y helyettesitéssel az alabbiva egyszertisddik:

1 * /oo | z | *e’%dm _ 2 * /oo(by)’“‘1 * e’%dy =1
\V27b —oo 2 0 .

Most alkalmazzunk y? = ¢, majd % = z valtozocserét, igy a fenti egyenlet

tovabb egyenl§ az alabbival:

1 1 f1 " o
\/j*b'“*/ £5 we s %= % — b—*212+1>|</ lel*e’zdz:I.
2 \/E V2 Jo

-’

—
1
r(*Lt)
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I€1+1
2

* ['( )=1.

A D(&f L) = ( ﬂ‘fg)m egyenlet numerikusan megoldhato, b fliggvényében kap-
juk meg a regularitasi indexeket bel6le. Amennyiben a = 0 és b = 1, akkor

kKi=2,a=0,b= %—hez pedig k1 = 0 tartozik.
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Megjegyzés:

e A GARCH(1,1) modell akalmazéasainal gyakori, hogy a becslés soran
a1 + [ =~ 1 vagy egyenlgség all fenn. Ha oy + 8, = 1, akkor IGARCH
(Integrated GARCH ) folyamatrol beszéliink, ekkor az erds stacionaritas
feltétele, hogy

Ellogay +€,-1 + 1] < 0.

e Buaillie, Bollersev és Mikkelsen 1996-ban vezették be a Fractionally In-
tegrated GARCH modellt a hosszi emlékezetii folyamatok elemzésére.
Az alap a FIGARCH(1,d,0) modell volt, amely a kévetkezo:

(1- S_l)def =+ v —Pr*v_1,
ahol v, = €2 — §;, S™! pedig a visszaléptetés operétora.
e A GARCH folyamatok nem tudjak mérni a sokkok irédnyat, mivel a
feltételes variancia csak a sokkok négyzetétsl fiigg. Ennek a hianyos-
sdgnak a kikiiszobdlésére hoztak létre szamos kiilonb6z6 nemlinearis

GARCH folyamatot. Nelson 1991-ben fejlesztette ki az exponencialis
GARCH modellt:

log(07) = ag + a1 * f(z1-1) + By * log (0 4),

ahol f(z—1) =M * 2+ (|21 [ +E | 21 |) €8 221 = 2

ot—1 ot—1"

e Az EGARCH (Ezponencidlis GARCH) modell a multbeli sokkok és a
feltételes szorasnégyzet logaritmusa kozotti kapcesolatot irja le. Ekkor
f(z) alakja:

f(Zt) = (041 + /\1) * 2t ¥ X{z>0} T (al - )\1) * 2t * X{z:<0}-

Vagyis a negativ sokkoknak («; — A1) hatasa van a feltételes variancia

logaritmuséra, mig a pozitiv sokkoknak (a; + A;).
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e Szintén egy alternativ modell:
o=A|y|+w.

A 0 = w+ai* | yi—1 | abszolutértékes modell véges varianciaju minden

w, aq > 0 mellett.

e Altaldanos nemlinearis visszacsatolas:
Ti41 = f(CUt, yt),

Ot+1 = h(xt),

Yy = O¢ * €.
e Hosszu emlékezetl a linedris ARCH modell:

Yn = Op * €y,
00
Op=0a+ E biyi—i »
=1

ahol @ > 0, és b; > 0. |[L. Giraitis, P. P. Robinson és D. Surgailis (2000)]
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6. Historikus és szimulalt idGsorok

6.1. S&P500

Az amerikai S&P500 kompozit index (, amely 411 részvényt tartalmaz)
logaritmikus hozamfolyamatara illesztett normaélis eloszlas (1950.01.03-t61
2000.10.09-ig, 13338 adat):

1601 — S&P500 |
normalis

140

120+

100 m

|

60

Sarlség

40

201

o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02
Adatok

7. dbra. Az S&P500 loghozamaira illesztett normaélis eloszlas

Eloszlas: Normalis
Log-likelihood érték: 55096.4
Tartomany: -Inf <y < Inf
Varhato érték: 0.000125102
Szorasnégyzet: 1.51217e-005
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Paraméter Becslés

mu

sigma

Standard hiba

0.000125102 3.3671e-005

0.00388867

2.38103e-005

A fenti logaritmikus hozamfolyamat autokorrelacié-fiiggvénye:

Autokorrelacio

Autokorrelacio

Az S&P500 logaritmikus hozamainak ACF-e

0.8

0.6

0.4r

0.2

Az S&P500 abszollt logaritmikus hozamainak ACF-e
T T T

0.8F

0.6

0.4

0.2

L

i i i
5 10 15 20
Késleltetés
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Az S&P500 négyzetes logaritmikus hozamainak ACF-e
T T T

0.8F

0.6

0.4

0.2

i
10
Késleltetés
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B(s) jelolje az autokovariancia-fiiggvényt: B(s) =Cov(&;,&4s), s € Z. A
becslése pedig:

n—s

TL—SZ §t+s_£)'

=1

A kiilfoli devizaarfolyamok, t6zsdeindexek, részvényarfolyamok y(t) logarit-

mikus hozamsorozatéanak az alabbi k6zos tulajdonségai vannak [5]:

e Az adatok becsiilt ACF-e minden lag-re (késleltetésre) kicsi, kivéve
nagy valoszintiséggel az els6 néhanyat. A mintaitlag nem tér el szigni-
fikdnsan a 0-t6l. Ez arra utal, hogy y(t) fehérzaj folyamat.

e Az abszolutértékben vett és négyzetes megfigyeléseink ACF-e pozitiv,
gyorsan csOkken az els6 néhany lag-re, és ,majdnem konstans” marad

a nagyobb lag-ekre.
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Hogyan illeszkedik a GARCH(1,1) modell?

Innovations

0.1 ;
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Ei‘ L | L i
2 0 M e bbby
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_01 Il Il Il Il Il Il

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
5 Conditional Standard Deviations
= 0.04 T T
8
>
a
- O'Ozw 7
5
©
% 0 I Il Il 1 Il
7)) 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Returns

0.1 ‘
c
2 0 " ‘”‘*“*‘w
3 M At o

_0.1 Il Il Il Il Il Il

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

8. abra. A GARCH(1,1) modellillesztés eredménye

Paraméter Erték Standard hiba | T Statisztika
C 0.00020378 | 2.4932e-005 8.1733
w 2e-007 1.7136e-008 11.6712
o7 0.89888 0.0028534 315.0180
B 0.090931 0.0019866 45.7723

Log-likelihood érték: 57148.3

C jeldli az y hozamok atlagat.
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A logaritmikus hozamfolyamatra illesztett GARCH(1,1) folyamat:

Time Series

0.02

2000 4000 6000 8000 10000 12000
10° Volatility

4000 8000 8000 10000 12000
Blue = Simulated Red = Forecasted

2000

9. abra. Az illesztett GARCH(1,1) folyamat

A modell:

Yn = On * €p,

02 =2%107" +0.89888 x 32_, 4+ 0.090931 * o> _,.
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6.2. BUX és MAX

Nézziink meg egy magyar részvényindex, a BUX, napi zaré arfolyamait
1996.12.31. és 2002.05.21. kozdtt (1397adat):

0.15

0.051

-0.05

—0.1}F

-0.15

200 400 600 800 1000 1200 1400

10. abra. A BUX napi zaréarfolyamai 1996.12.31-2002.05.21.

Ugyanebben az idGintervallumban tekintjiik a M AX allampapirt, amely

lathatoan sokkal kevesebb kockazatot rejté eszkoz:
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11. abra. A MAX napi zaréarfolyamai 1996.12.31-2002.05.21.

A Budapesti Erték T6zsde indexének (BUX) logaritmikus hozamai 1996.12.31.
és 2002.05.21. kozott:

0.0151

0.01F

0.005

-0.005

-0.01}

-0.015}
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~0.025 I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

12. dbra. A BUX logaritmikus hozamai 1996.12.31-2002.05.21.



A BUX adatokra torténd normaélis eloszlas illesztés eredményei:

M — BUX
normalis | |

351

301
251
20

isf \

10

S(rlség

-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Adatok

13. abra. A BUX logaritmikus hozamaira illesztett normalis eloszlas

Eloszlas: Normélis
Log-likelihood érték: 3404.47
Tartomény: -Inf <y < Inf
Varhato érték: 0.000513945
Variancia: 0.000447816
Paraméter Becslés Standard hiba
mu 0.000513945 0.000566176
sigma 0.0211617 0.000400562
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Az BUX adatok autokovariancia-fiiggvénye:

A BUX logaritmikus hozamainak ACF-e
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A BUX négyzetes logaritmikus hozamainak ACF-e
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A BUX logaritmikus hozamfolyamatara GARCH(1,1)-et illesztve kap-

juk:

1400

1400

1400

Innovations

0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
% OWWMWMWWMMW
T o2 i i i i i i

0 200 400 600 800 1000 1200
5 Conditional Standard Deviations
ﬁ 01 T T T T T T
F MMJ\UU\JMMMWW
o 0 200 400 600 800 1000 1200
Returns

0-2 T T T T T T
o

-0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 200 400 600 800 1000 1200
14. d4bra. A BUX adatokra illesztett GARCH(1,1) modell
Paraméter Erték Standard hiba | T Statisztika

C 0.0012634 0.00045174 2.7966

w 2.8605e-005 3.0039e-006 9.5224

o 0.7352 0.0133 55.2802

Ioi 0.21645 0.0085641 25.2737
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Time Series

200 400 §00 800 1000 1200

Volatility
AP P =
AN S N S N P -
5 IO UL D OO | .
NPT WU WOV SO WO (W
0.02 ' ' ' : : |

200 400 8§00 800 1000 1200

Blue = Simulated Red = Forecasted
15. 4bra. A BUX adatokra illesztett GARCH(1,1) modell
Log-likelihood érték: 3633.8

A modell:

Yn = Op * €y

02 =2.8605%10° 4+ 0.7352 x 32 | 4+ 0.21645 x 02_|.
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A MAX allampapir logaritmikus hozamai 1996.12.31-t61 2002.05.21-ig:

0.0151
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16. abra. A M AX logaritmikus hozamai 1996.12.31-2002.05.21.

Erre is elvégezzikk a GARCH(1,1)-modell illesztését, normalis eloszlast

fehérzajt hasznalva:

Paraméter Ertek Standard hiba | T Statisztika
C 0.00055813 | 3.8411e-005 14.5306
w 2.0000e-007 | 1.5195e-008 13.1626
o 0.75295 0.0090718 82.9989
B 0.23159 0.012397 18.6820

Log-likelihood érték: 7036.34

A modell:

Yn = Op * €y

02 =2%107"+0.75295 * y2 | +0.23159 % 02 _,.
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6.3. OTP

Az OTP részvény napi értékei 1998.01.07-2005.04.01 (1806 adat):

25

1.5

500 1000 1500 2000

17. abra. Az OTP napi zaroarfolyamai 1998.01.07-2005.04.01.

A logaritmikus hozamok 1998.01.07-2005.04.01:

0.5
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18. abra. Az OTP logaritmikus hozamai 1998.01.07-2005.04.01.
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Az OTP adatsorara illesztettiink t eloszlast:

Eloszlas: t
Log-likelihood érték: 4272.64
Tartomény: -Inf <y < Inf
Vérhato érték: 0.000986491
Variancia: 0.000687669
Paraméter Becslés Standard hiba
mu 0.000986491 | 0.000472674
sigma 0.01653 0.00048391
nu 3.31864 0.270975

A paraméterek becsiilt kovarianciamatrixa:

mu sigma nu

mu 2.2342e-007 | 1.3748e-008 | 8.30557e-006

sigma | 1.3748e-008 | 2.34169e-007 | 8.20337e-005

nu | 8.30557e-006 | 8.20337e-005 | 0.0734273

A normalis eloszlés illesztésének eredménye:

Eloszléas: Normalis
Loglikelihood érték: 2527.95
Tartomény: -Inf < y < Inf
Varhato érték: -0.000111659
Variancia: 0.0035697
Paraméter Becslés Standard hiba
mu -0.000111659 | 0.00140552
sigma 0.059747 0.000994265
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6.4. RICHTER

A RICHTER részvény arfolyamainak alakulasa (1998.01.07-2005.04.01, 1806
adat):

x 10

500 1000 1500 2000

19. abra. A RICHTER napi zaréarfolyamai 1998.01.07-2005.04.01.

Logaritmikus hozamok (1998.01.07-2005.04.01):
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20. abra. A RICHTER logaritmikus hozamai 1998.01.07-2005.04.01.

25r RICHTER|
normalis
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-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Data

21. abra. A RICHTER logaritmikus hozamaira illesztett normélis eloszlés

Normélis eloszlast illesztettiink a RICHTER logaritmikus hozamaira:

Eloszlas: Normélis
Log-likelihood érték: 3843.94

Tartomany: -Inf <y < Inf

Véarhato érték: 4.96529e-005

Variancia: 4.96529e-005
Paraméter Becslés Standard hiba
mu 4.96529e-005 | 0.000677891
sigma 0.0288084 0.000479541
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t eloszlas illesztésének eredménye:

Eloszlas: t
Log-likelihood érték: 4162.84
Tartomény: -Inf <y < Inf

Varhato érték:

0.000273933

Variancia: 0.000841193
Parameéter Becslés Standard hiba
mu 0.000273933 | 0.000490989
sigma 0.0170476 0.000511721
nu 3.0557 0.238412
A becsiilt kovarianciaméatrix:
mu sigma nu
mu 2.41071e-007 | -2.30523e-009 | -1.13977e-006
sigma | -2.30523e-009 | 2.61858e-007 | 7.66745e-005
nu -1.13977e-006 | 7.66745e-005 0.0568401
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6.5. MATAV

A MATAYV napi zaréarfolyamai 1998.01.07-t6l 2005.04.01-ig:
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22. abra. A MATAYV napi zaroarfolyamai 1998.01.07-2005.04.01.

A logaritmikus hozamok 1998.01.07-2005.04.01 (1806 adat):
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23. abra. A MATAYV logaritmikus hozamai 1998.01.07-2005.04.01.
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7. Szimulaciok Matlabbal

A Matlab Financial Toolboxénak segitségével szimulaltunk GARCH(1,1)
folyamatot w =1, a; = 0.3, 1 = 0.5 egyiitthatokkal.

e N = 1000 mintaelemszammal:

Time Series

T T T I I T T T I
5_,,_,_ SO, P P ......
a | I : : |

IR I WX
_5 ____________________________________________________________
100 200 300 400 500 800 700 800 900 1000
Volatility
a ...............................................................
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100 200 300 400 500 &0 700 800 900 1000
Blue = Simulatad Red = Forecasted

w | o | B

Valédi érték 1 0.3 | 0.5
Becsiilt érték | 1.2 | 0.26 | 0.41

Becslési hiba | 20% | 4% | 9%
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e N = 10000 esetén:

Time Series

sl 0. d -~ 8 ds 42 B B M4 ]
1000 2000 3000 4000 5000 §000 7000 8000 9000 10000
Volatility
10_._._._._._._._._._._._ _._._._._:.___._ "I _._._.l ............
! : ! : b !
[T L li ' M | || || [i
|.L.| . s i ]I.“_..._l.l._.ul - _....I - ..| Il I

1000 2000 3000 4000 5000 §000 7000 5000 S00Q 10000
Blue = Simulated Red = Forecasted

w | o | B
Valédi érték 1 0.3 | 0.5
Becsiilt érték | 0.93 | 0.34 | 0.48

w | a | B

Becslési hiba | 7% | 4% | 2%

A nagyobb mintaelemszam esetén jelentGsen jobb lett a becslés ered-

ménye.
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Tekintsiink egy szimulalt GARCH(2,1) folyamatot w = 1,4 = 0.1, ap =
0.3, B1 = 0.2.

o N = 1000 elemszammal:
Time Series

4 ______ | ______ .‘ ______ - EEEEE T - J- - T - -7
0 Ml | i | | | III : i
I S T i, (| paliae, N0 L [ —— (A T (T
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Blue = Simulated Red = Forecasted

w a; (65)] 51
Valédi érték 1 0.1 103 0.2
Becsiilt érték | 1.4 1 0.19 | 0 | 0.11

Becslési hiba | 40% | 9% | 30% | 9%
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e N = 10000-es mintaelemszammal:

Time Series
! ! ; ! ! ! ! ! ;

4 l Ay O SR
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Volatility
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1000 2000 3000 4000 5000 &§000 7000 8000 9000 10000
Blue = Simulated Red = Forecasted

w aq (8%) ﬂ1
Valodi érték 1 0.1 0.3 | 0.2
Becsiilt érték | 0.93 | 0.098 | 0.33 | 0.27

w aq (8%) 51

Becslési hiba | 7% | 0.2% | 3% | 7%

A tizszeres mintaelemszamnak koszonhetGen sokkal kisebb lett a becs-

lés hibaja.
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Szimulalt GARCH(2,2) folyamat lathato az alabbi abran w =1,
a; = 0.1.ap = 0.3, 51 = 0.2, 5, = 0.3 paraméterekkel.

e N = 1000 esetén:

Time Series

100 200 300 400 500 600 VOO0 80O 900 1000

Volatility
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Wt VSt Sl AW i FA i ] S
100 200 300 400 500 &0 700 800 900 1000
Blue = Simulated Red = Forecasted

w (031 (6%)] ﬂl 52
Valédi érték 1 0.1 0.3 0.2 0.3
Becsiilt érték | 0.98 | 0.021 | 0.22 | 0.21 | 0.26

Becslési hiba | 2% | 7.9% | 8% | 9% | 4%
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e N = 10000 esetén:

Time Series

1000 2000 3000 4000 5000 §000 7000 8000 9000 10000

Volatility
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1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Blue = Simulated Red = Forecasted

w (651 (6] 51 52
Valodi érték | 1 0.1 0.3 0.2 0.3
Becsiilt érték | 1 | 0.013 | 0.28 | 0.21 | 0.28

Becslési hiba | 0% | 8.7% | 2% | 1% | 2%
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7.1. Paraméterbecslés Matlab programmal

Matlab program segitségével szimulaltunk ARCH(1) folyamatot, majd el-
végeztilkk a paraméterbecslést maximum-likelihood moédszerrel. Az addédo
nemlineéris egyenletet gradiens moédszerrel oldottuk meg. Az iterécios 1épé-

sek szamanak maximumat 100-ra allitottuk be.

e N = 1000 mintaelemszam esetén:

w (073]

Valodi érték 1 0.1
Becsiilt érték | 0.4998 | 0.0143

w (05}

Becslési hiba | 50.02% | 8.57%

e N = 10000 mellett:

Valodi érték | 1 0.1
Becsiilt érték | 0.5 | 0.039

W (05}

Becslési hiba | 50% | 6.1%

Szimulaltunk GARCH(1,1) folyamatot N = 1000 mintaelemszam mellett:

w (o7 B
Valodi érték 1 0.1 0.1
Becsiilt érték | 0.4702 | 0.0927 | 0.1424

Becslési hiba | 52.98% | 0.73% | 4.24%
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26. abra. Az y és a becsiilt folyamat kiilonbsége

Az eredeti és a becsiilt folyamat kiilonbségének Lo-norméja: 4.0288
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