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Koszonetnyilvanitas
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1. fejezet

Bevezetés

A szakdolgozat célja betekintést nyujtani a belsépontos mddszerek vilagaba. A linearis
optimalizdlas feladatainak megolddsira legelterjedtebb eljards a szimplex moédszer
(1947), 4m egyre ismertebbé és elfogadottabbd vilnak a belsépontos algoritmusok
(1984) is. A két kiilonb6z6 médszercsaldd Gsszevetését taldlhatjuk meg Illés és Ter-
laky cikkében [7], melybél néhdny fontosabb gondolatot most itt is megemlitenénk.
Taldn a legszembet{in6bb kiillonbség az algoritmusok geometridjdban jelentkezik.
Mig a szimplex algoritmus a polinom cstucsait latogatja végig, addig a bels6pontos al-
goritmusok a megengedett tartomdny (relativ) belsejében haladé centrélis utat kovetve
konvergalnak a megoldashoz. Mindkét médszer a gyakorlatban jol alkalmazhatd, ezt
igazolja az is, hogy a f6bb programcsomagok részét képezi mindkét algoritmus-csalad
egy-egy implementdciéja. Ennek ellenére a szimplex mddszer esetében léteznek olyan
feladatok, melyekre exponencidlis a futdsideje — a legels6 exponencidlis ellenpélda
Klee és Minty nevéhez fliz6dik (1970). A belsépontos algoritmusokkal polinom idében
allitunk elo egy jol kozelito megoldast. Megfelel6 pontossag esetén ebbdl a pontbol
egy erosen polinomidlis eljarassal nyeriink szigorian komplementaris egzakt megoldast,
sot 1étezik olyan polinomidlis algoritmus, mely ennek a pontnak az ismeretében op-
timalis bazismegoldast nyujt. Ezzel szemben a szimplex algoritmussal kapott optimalis
bazismegoldasbdl szigorian komplementaris megoldds el6allitdsa degeneracié esetén
kozel olyan nehéz, mint az eredeti feladat. Minden algoritmus esetén fontos kérdés az in-
dulé pont megadésa. Ez a szimplex algoritmus esetén az els6 fazis feladat megolddsédval
allithaté el6. A bels6pontos médszerek esetén két lehetdség all rendelkezésiinkre, vagy
mint egy infizibilis feladatot oldjuk meg a problémat — ekkor belathatd, hogy az al-

goritmus végére az eredeti feltételeinket kielégité megoldast kapunk— vagy pedig egy



FEJEZET 1. BEVEZETES

bedgyazast alkalmazunk, &m ekkor megné a feladat dimenzidja.

Mint lathatjuk mindkét moddszernek vannak elonyei és hatranyai is a masikkal
szemben. A gyakorlati problémak esetében ezeknek megfelelen kell eldonteni, melyik
eljarassal oldjuk meg a problémat, példdul megmutathaté, hogy a vagdsikos mdédszerek
esetén a szimplex algoritmus, mig az érzékenységvizsgalat esetén a belsépontos algo-
ritmusok a hatékonyabbak.

A dolgozat kovetkez6 fejezetében a sziikséges elméletet ismertetjiik. Majd a har-
madik fejezetben megmutatjuk, hogy létezik polinomidlis bels6pontos médszer (Dikin
algoritmus), és polinom id6ben pontos megoldas is elééllithaté. A negyedik fejezetben a
primal-dudl feladatpart visszavezetjiik a ferdén szimmetrikus 6ndudlis feladatosztalyra
— melyet a mésodik fejezetben tdrgyalunk — a Goldman-Tucker modellen keresztiil.
Tovabba a linearis optimalizalas néhany alapveto tételére adunk bizonyitast az ismerte-
tett eredményekre tamaszkodva. A dolgozat masodik felében konkrét, a gyakorlatban
is hasznalt algoritmusokat mutatunk be egyfajta fejlodési utat kovetve. Ezen kiviil
minden fejezet bevezetésének végén kitekintést adunk, hogy az adott fejezet eredme-
nyeinek milyen dltaldnositasai sziilettek mar a belsépontos algoritmusokra értelmezhet6

legb6vebb, P,-matrixokkal definidlt linedris komplementaritdsi feladatosztdly esetén.




2. fejezet

A ferdén szimmetrikus ondualis

modell

A fejezetben a ferdén szimmetrikus 6ndudlis feladattal (SP) foglalkozunk, melyet
el6szor Tucker [29] vizsgdlt 1956-ban. Annak ellenére, hogy a O vektor megoldésa,
sOt optimalis megoldasa a feladatnak, nem érdektelen a tovdabbi vizsgdldédds, ugyanis
altaldban a 0 nem az egyetlen optimdlis vektor, és célunk szigorian komplementaris
megoldas eldallitasa.

A feladatot iterativ médon oldjuk meg, melyhez sziikségiink lesz a Newton—
rendszerre illetve a Newton—1épésre, igy a fejezetben ezekre is kitériink. Az iterativ meg-
oldds sordn a centrdlis utat kovetjiik, melyet eldszér Sonnevend Gyorgy definidlt [26].
Megmutatjuk, hogy ha létezik bels6é pont, akkor a centrilis ut létezik, s6t egyértelmi.
Tovabbé ekkor a centrdlis it a p paraméter csokkentésével egy szigorian komple-
mentdris megolddshoz tart (Goldman és Tucker [4] mutattdk meg, hogy a feladat-
nak létezik szigorian komplemntaris megoldasa, a konvergencia kérdésével pedig Meg-
iddo [15] foglalkozott legelészor), s6t a torlédédsi pontja megegyezik az (SP) feladat
tgynevezett analitikus centrumdval, amely fogalmat szintén Sonnevend [26] vezette be
a szakirodalomba.

Végiil az indexhalmaz optimdlis particigjarol ejtiink par szét. Ennek segitségével
becslést adhatunk a centralis it mentén a valtozok méretére, aminek segitségével pontos
megoldast lehet elédllitani. Erre a kovetkezo fejezetben tériink ki.

Mint latni fogjuk a ferdén szimmetrikus feladatnak megfeleltetheté egy linearis
komplementaritdsi feladat (LCP). Ennek segitségével definidlhatjuk a ferdén szimmet-

rikus feladat altalanositasait, amir6l akkor beszélhetiink, ha a feladat matrixa nem



2.1. A ferdén szimmetrikus 6nduédlis feladat alaptulajdonsigai

ferdén szimmetrikus, hanem valamely tdgabb matrixosztily eleme. Kojimaék [12] ve-
zették be a P, matrixosztalyt, amely a legbévebb olyan feladatosztalyhoz vezet, melyre

a fejezet eredményei érvényben maradnak (ldsd Pélik Imre szakdolgozata [21]).

2.1. A ferdén szimmetrikus ondualis feladat alap-

tulajdonsagai

Tekintsiik a kovetkez6 (specidlis) linedris programozasi feladatot
3

min q’x

Mx —q > (SP),

v

X > 0

/

ahol M € R™ " ferdén szimmetrikus métrix (MT = —M) és q € R} vektor. Az (SP)

feladat megengedett megolddsainak halmazat
F={xeR": x>0, Mx> —q}

jeloli. Felhaszndalva, hogy az M maétrix ferdén szimmetrikus és, hogy a jobb oldalon

allé vektor (—q) a célfiiggvényvektor negativja, az olvas6 kénnyen ellendrizheti, hogy
(SP) dudlja ekvivalens az (SP) feladattal, azaz az (SP) dndudlis feladat. Az 6nduélis

tulajdonsag miatt a kovetkezo eredmény trividlis.

2.1.1. Lemma. Az (SP) feladat optimdlis értéke nulla, tovdbbd az azonosan nulla

vektor, x = 0 megengedett és egyben optimdlis megolddsa az (SP) feladatnak. O
Ha (x, s(x)) adott megoldasa az (SP) feladfatnak, ahol s(x) = Mx + q, akkor
afx = xT(s(x) — Mx) = xTs(x) = eT(x 5(x)),

azaz tetszdleges optimélis megolddsra e’ (x s(x)) = 0, azaz xs(x) = 0, amibél az is
kivetkezik, hogy az x és s(x) vektorok komplementarisak. Jeldlje
Fo= {xeF: x <q'x, \xe€ F}
= {x*eF : q'x*=0}={x" € F : x*s(x*) =0},




2.1. A ferdén szimmetrikus 6nduédlis feladat alaptulajdonsigai

az (SP) feladat optimdlis megolddsainak a halmazdt.

Az x € F esetén az x” s(x) = q7'x értéket dualitds résnek nevezziik.! Az F* halmaz
definiciéja alapjan vildgos, hogy optimdlis megoldds esetén a dualitas rés nulla.
Az optimdlis megoldasok egy, a tovabbiakban gyakran hasznalt tulajdonsagat fo-

galmazzuk meg az aldbbi lemmadaban.

2.1.2. Lemma. Legyen x és y az (SP) feladat megengedett megolddsa. Az x és'y

vektorok akkor és csak akkor optimalisak, ha
xs(y) =y s(x) =xs(x) =ys(y) = 0.

Bizonyitas. Mivel M ferdén szimmetrikus, igy (x — y)TM(x —y) = 0, amibél kivet-
kezik, hogy (x —y)7(s(x) — s(y)) = 0. Ekkor x7s(y) + yTs(x) = xT's(x) + y's(y) és
ez akkor és csak akkor nulla, ha x és y is optimalis, de ekkor

x"s(y) +y"s(x) = 0. (2.1)

Figyelembe véve az x,y € F feltételt xTs(y) > 0 és yZs(x) > 0 teljesiil, amelybdl, az
(2.1) Gsszefiiggés alapjan

xTs(y)=el(xs(y) =0 &  y's(x)=e'(ys(x)=0

kovetkezik. Tehdt x s(y) = y s(x) = 0 adédik. O

Megéllapithatjuk, hogy az optimdlis megolddsok &ltaldnos értelemben is komple-
mentdrisak, azaz nem csak sajat eltérés vektorukkal, hanem barmelyik mas optimalis

megoldas eltérés vektoraval is, komplementaris part alkotnak.

Az (SP) feladat optimalitdsi kritériumat a kovetkezé alakban is megadhatjuk

-Mx+ s=q
x>0, s>0 (LCPsp),
xs=0

amelyet az (SP) feladathoz tartozé linedris komplementaritdsi feladatnak neveziink.

Az Gsszes eddigi eredmény, egy trividlis optimalis megoldds 1étezését is beleértve,
szinte magatdl érthetd volt az (SP) feladatra. Ebbél talan arra kovetkeztethetnénk,

1Tessziik ezt annak ellenére, hogy az dndudlis feladat esetén az x7s(x) = q¥'x nyilvan csak a fele
a klasszikus értelemben vett dualitds résnek.




2.2. A Newton-1épés és tulajdonsagai

hogy az (SP) feladat érdektelen, nagyon specidlis esete a linedris programozési felada-
toknak.

Miel6tt megmutatnank, hogy barmely primal és dudl linedris programozasi fela-
datpar egy veliik ekvivalens 6ndudlis feladatta transzformalhaté, épitsiik fel az 6ndudalis
linearis programozasi feladatok elméletét. Az elsé felmeriilo kérdés az, hogy létezik-e
a trividlison kiviil masmilyen optimalis megoldasa a feladatnak. Ennek a kérdésnek
a megvalaszoldsa elvezet az optimadlis megoldasok bizonyos komplementaritdsi tu-
lajdonsagainak kérdéséhez, azaz a linedris programozas elméletének egyik alapveto
jelentéségli tételéhez, a Goldman-Tucker-tételhez. Sziikségiink lesz a kovetkezd de-

finiciéra.

2.1.3. Definicié. Legyen x € F*. Az x és s(x) vektorokat szigorian komple-
mentdarisnak nevezziik, ha x + s(x) > 0 feltétel teljesiil.

Az x és s(x) vektorok szigortian komplementaritdsdnak az egyszerii kévetkezménye
az, hogy barmely i = 1,2,...,n index esetén az x; = 0 és s;(x) = 0 feltételek koziil
pontosan az egyik teljesiil.

Vezessiik be a megengedett bels6pontos megoldasok halmazat
F={xeF : (x, 5x)) >0}
Ekkor az un. belsé pont (BP) feltételt az aldbbi médon fogalmazhatjuk meg
FO#0,
amelyet masként igy is kimondhatunk, hogy létezik olyan x € F vektor, amelyre

(%, 5(x)) >0

teljestl.

2.2. A Newton—lépés és tulajdonsagai

Legyen adott (x, s) > 0, melyre s = M x + q. Célunk, hogy adott w > 0 vektorra
meghatdrozzuk a (Ax, As) lépést gy, hogy

M(x+Ax)+q = s+ As
(x+Ax)(s+As) = w

6



2.2. A Newton-1épés és tulajdonsagai

teljesiiljon. SOt, azt is szeretnénk biztositani, hogy
x+Ax>0 és s+ As>0,

teljesiiljon. Ekkor a (Ax, As) ismeretlenekre vonatkozéan a kovetkezd egyenletrend-

szert kapjuk
MAx—As = 0
xAs+sAx+AxAs = w—Xxs,
amely még mindig nemlinedris. A masodrendii Ax As tag elhagydsaval a

MAx— As = 0
SAx+XAs = w—xs

Newton egyenletrendszer adédik, ahol X = diag(x) és S = diag(s) pozitiv diagondlis

matrixok. Ez mér egy linedris egyenletrendszer, amelynek a méatrixa

_ M -I
M= ( s x ) € R22n (2.2)

alaki, mig az egyenlet, a As = M Ax behelyettesitése utan
(S+ XM)Ax = w—xs (2.3)
lesz.

2.2.1. Allitds. Legyenek az X, S, I, M € R"™™ matrixok. Az X és S pozitiv di-
agondlisak, az I egység, mig az M ferdén szimmetrikus mdtrix. Ekkor a (2.2)
sszefiiggéssel definidlt M matrix reguldris, tehét a (2.3) linedris egyenletrendszer meg-

oldédsa létezik és egyértelmii.

Bizonyités. Indirekt, azaz tegyiik fel, hogy az M métrix szingularis. Ez azt jelenti,
hogy létezik z € R?™ : Mz =0, de z # 0.
Legyen z = (u, v) alaki, és ekkor az M z = 0 egyenletet

Mu—-Iv = 0
Su+Xv = 0

alakban irhatjuk. Ekkor nyilvan v = M u lesz.




2.2. A Newton-1épés és tulajdonsagai

Mivel a z # 0 vektor, ezért nyilvan az u # 0 Osszefiiggés is teljesiil, vagyis 1étezik
olyan 1 < ¢ < n index, amelyre u; # 0. Figyelembe véve, az S és X matrixok diagona-
litasat

S; Uy + T; Vi = 0
adédik, barmely 7 indexre. Mivel az x; > 0 és az s; > 0, ezért, ha u; = 0 akkor v; =0
teljesiil, viszont, ha u; # 0 akkor
U; Ty

all fenn, azaz az u; és v; el6jele kiilonb6z6. Az M matrix ferdén szimmetrikussaga miatt

n
0=uTMu:uTv:zuivi<0,
i=1
ellentmondés adddik, tehat az M métrix reguldris.
Ekkor a (2.3) egyenletnek is egyértelmii megolddsa van, azaz az S + X M matrix is

invertilhato. O

A Ax és As Newton—irdnyok az aldbbi formdban adhaték meg
Ax = (S+XM) ' (w—xs) é As=M(S+XM) "' (w-xs). (2.4)

Miutdn a Newton irdnyban egy « lépéshosszi 1épést tesziink, az 4j (x*, s7) megolddsra

a kovetkezo kifejezést kapjuk:

xTst = (x+aAx)(s+ alAs) =xs+ a(xAs + sAx) + o Ax As

= xs+oa(w—xs)+a’AxAs.

Ez az Osszefiiggés vilagossa teszi, hogy az x s vektor lokalis megvaltozasat a w—x s vek-
tor hatarozza meg. Szerencsére ezt a vektort explicit ismerjiik, amikor a Newton—1épést
alkalmazzuk. fgy amikor « elegendden kicsi, akkor pontosan tudjuk, hogy x s mely ko-
ordindtai csokkennek lokdlisan (pontosan azok, amelyekre a w — x s vektor megfelel§
koordindtdi negativak) és xs mely koordinatai névekednek lokdlisan (pontosan azok,
amelyekre a w — x s vektor megfelel koordindtai pozitivak).

Ezeket az észrevételeket fejezi ki pontosabban a kovetkezo 4allitas is.

2.2.2. Allités. Legyen az M ferdén szimmetrikus métrix és x € F°, azaz (x, s(x)) >
0. Legyen tovdbbd, w € R", w > 0 és w = x s(x). Definidljuk a

Tw, w)={ueR" : w; <u; <w; vagy w; < u; <, Vi}

8



2.2. A Newton-1épés és tulajdonsagai

tégla halmazt. Ha int T (W, w) # 0 akkor létezik o € (0,1) és (Ax, As) igy, hogy az

+

xT i =x+alAx, st :=s+adls, w:=x"s’

és wt € int T(W, w), valamint x* € F° teljesiil.

Bizonyitds. Az int T(w, w) # 0 feltétel miatt w — w # 0 és {gy a (2.4) képletek
miatt, a Ax és As vektoroknak nem lehet minden komponense nulla.

Az a > 0 szamot tgy kell meghatarozni, hogy
xTi=x+aAx>0 és s :=s+alAs>0 (2.5)

teljesiiljon, hiszen ekkor az x* € F? fendll, tovdbba azt szeretnénk, hogy legyen w* €

int T (W, w), ehhez pedig az kell, hogy barmely 1 < i < n index esetén

min{;, w;} < w; =z]s < max{w;, w;} (2.6)

egyenlotlenségek teljesiiljenek.

Vildgos, hogy az (2.5) egyenl6tlenségek teljesiilése a Ax és As vektorok koor-
dinatainak az elgjelétol fiigg.

Ha Azx; > 0 akkor barmely a > 0 esetén :151+ = z; + aAz; > 0 addédik. Ezzel
szemben, ha Ax; < 0 akkor

. Z;
a<m ::mln{— L Awi<0}.
Al‘i
Hasonléan
s.
agaz::min{— L Asi<0}.
A.S'z'

A (2.6) egyenlétlenségek teljesiilésének az elemzésekor sziikségiink lesz a kovetkezd

két index halmazra
To:={i:w<w} és ZIg:={i: 0 <w}
Amikor az i € I, akkor azt szeretnénk, hogy w; < w;" < 1 teljesiiljon, azaz
w; < wi = 57 = (2 + aAzy) (si + @ Asi) = wi + a (0 — w;) + @ Az As;.
Figyelembe véve az o > 0 osszefliggést, a kovetkezd korldtot kapjuk

) Wi — W;
a<az:=mind — : Az; A\s; <0¢.
=3 iEIw{ A.’Ez Asi ’ ‘

9



2.3. Az (SP) feladat nivéhalmazai és tulajdonsigaik

Amennyiben a w;" < 10; egyenlétlenséget vizsgdljuk akkor
W > w =z} sf = (2 + a Azy) (si + a Asy) = wi + o (; — w;) + @ Az As;,
adddik és ezt tovabb alakitva a
0 < (s — w;) — o (W; — w;) — o® Ax; As;

egyenlotlenséget kapjuk, amely az o ismeretlenben mésodfokid. Ha a Az; As; < 0 akkor
bérmely a € (0, 1) esetén, az el6z6 egyenlétlenség teljesiil. Az ellenkezd esetben, amikor
Ax; As; > 0 akkor

< = — : i i .
R { 2 Aa; As, foibsi=0
Hasonléan elemezhetd ki az ¢ € Iy eset is. Ekkor az
a < a5 = min (wi — ;) — \/(wi —Wi)* — 4w — i) D D : Ax; As; <0
€Ty 2 Az; As;
illetve .
. W; — W4
< g = ——— : Az; As; >0
= Qe 112%2 { A.’Ei AS,; Ti oS }
Legyen az o* := min{1, a;, as, ..., as} és ekkor barmely a € (0, a*) 1épéshossz esetén
xt e F' & wheintT(w, w)
teljesiil. O

2.3. Az (SP) feladat nivohalmazai és tulajdonsagaik
Vezessiik be elészor a kovetkezd szinthalmazt
Lx={xeF : x"s(x) <K}={xeF : d'x<K}
és barmely w € R} vektor esetén az alabbi dltaldnositott szinthalmazt
Lo={(x,8)€RY : s=Mx+q és xs€ (w—R})}

is. Nyilvdnvald, hogy ha az (x,s) € Ly, teljesiil, akkor xs < w.
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2.3. Az (SP) feladat nivéhalmazai és tulajdonsigaik

2.3.1. Lemma. Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F° # (. Ekkor

barmely K € R, K > 0 szam esetén az Lk szinthalmaz korlatos és zart, azaz kompakt.

Bizonyitas. Két eset lehetséges: Lx = 02 illetve Lx # 0. Az elsd eset trividlis.
A F° £ azt jelenti, hogy létezik egy X € F : (X,5(z)) > 0 belsd pont. Mivel az M

matrix ferdén szimmetrikus, igy
0=x—-%)"MEx-%)=x-%)7(s—85) =x"s+x'5 —x'5—s"x,

ahol az x € L C F tetszOleges vektor és az s a hozzatartozé eltérés vektor. Ebbdl, az

L szinthalmaz definiciéja alapjan azt kapjuk, hogy
2,8 <x's+s"x=x"Ts+x's<K+%x"s, j=1,...,n
és igy az (X, §) > 0 belsépont feltétel miatt, barmely 1 < j < n indexre

< K +xTs

hasonléan
< K +xTs

azaz az Lk szinthalmaz korlatos. A zartsiga egyszerti kdvetkezménye a szinthalmaz

masodik felirdsanak, azaz annak, hogy véges sok zart féltér metszete. O

Az el6z6nek megfelel6 lemma igazolhaté az L szinthalmazokra is. A szinthalmaz
definiciéjaban szereplé nemlinedris kifejezés miatt kicsit bonyolultabb a zartsag bi-

zonyitasa.

2.3.2. Lemma. Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F° # (. Ekkor

barmely w € R, vektor esetén az L, szinthalmaz korldtos és zdrt, azaz kompakt.

Bizonyitas. Ha L, = () akkor igaz az &llitds. (Kés6bb megmutatjuk, hogy a F° # ()
feltétel miatt ez egyetlen egy w > 0 esetén sem fordulhat elé.)

Legyen (x, s) € Ly, azaz x € F és xs < w. Mivel M ferdén szimmetrikus, ezért

(x-%)T(s—35) =0,

2Err6l az esetrdl késdbb megmutatjuk, hogy az F° # 0 feltétel mellett nem 4llhat fenn.
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2.3. Az (SP) feladat nivéhalmazai és tulajdonsigaik

ahol x € F° és ekkor

azZaz

2,5 <x's <x"s+x"s = e’(xs) + e’ (x58) < (W + W),
ahol w = x 5. Ekkor barmely 1 < j < n index esetén

el(w + w el(w +w
¥ illetve s; < ¥

a: .
_7 —
5 Zj

teljesiil, tehat az L, szinthalmaz korlatos.

Legyen
F={(x,s) eR®" : xe€ F,s= Mx+q} C R*"

korldtos, zart halmaz és az f : R2™ — R", f(x, s) = xs folytonos leképezés. Ekkor az
f(F) CRY  zért halmaz és igy az  f(F)N(w—RY) is zért,

tehat az Osképe L., halmaz is zart. O

2.3.3. Lemma. Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F° # 0. Definidljuk

a kovetkezo halmazt
G:={wec Rl : I(x,s) € F amelyre xs = w}.
Ekkor a G halmaz nem tires és zart.

Bizonyitas. Mivel F° # (), ezért létezik (X, 8) > 0 és x € F0, tehdt xs = w > 0, és
igy w € G. Azt kell még belatni, hogy a G halmaz tartalmazza az Osszes limeszpontjat
is. Legyen w > 0, amelyhez létezik w* € G sorozat, 1igy, hogy lim;_,o, w* = W. Legyen
tovabba W olyan, hogy w > w* teljesiil, barmely k indexre és w > W is igaz. Az el6z6
lemma és az Ly szinthalmaz konstrukciéja alapjan, Ly nem iires és kompkat halmaz.
Tovébba létezik (x*, s¥) € L, amelyekre x* s* = w*. Az L halmaz kompaktsiga mi-
att, az 4ltaldnossag korldtozasa nélkiil feltehetd, hogy (x*,s*) konvergens pontsorozat,
és limy_,o0 (x¥, sF) = (%, 8).

Figyelembe véve a szorzas folytonossagat és a pontsorozatok definicidjat kapjuk,

hogy
%§ = lim x*s* = lim w*

= ﬁr,
k—o00 k—o00
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2.3. Az (SP) feladat nivéhalmazai és tulajdonsigaik

azaz a G halmaz zart, mert tartalmazza a limeszpontjait. Il

Az el6z6 lemma segitségével beldtjuk, hogy belsé pont 1étezése mellett tetszéleges

L. szinthalmaz nem fires.

2.3.4. Tétel. Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F° # 0. Ekkor bdrmely

w € R?, vektor esetén az L., szinthalmaz nem iires.

Bizonyitas. Az 2.3.2 Lemmaban mar igazoltuk, hogy az L., halmaz kompkat. Indirekt
médon tegyiik fel, hogy létezik egy w € R vektor, amelyre Ly = 0.
Az FO # () feltevés miatt létezik egy X € F° vektor és egy w = %5 > 0, ahol
§ = M x+ q > 0 vektor, amelyek esetén az L szinthalmaz nem iires és kompakt.
Legyen w' > w és w' > w. Ekkor az 4 := {w € R} : e"w < e"w'} nem iires
és kompakt halmaz. Tovdbba az A N G halmaz sem iires és kompakt. Definidljuk az
f: ANG — Ry fiiggvényt a kivetkezd kifejezéssel

0, ha Ww; S ’lZ)z
fi(w) ==

w; — Wi, kiilonben
Nyilvan az f; leképezés folytonos barmely ¢ index esetén, tehdt az f is folytonos. A

||-||o folytonos fiiggvény, ezért az || f(.)| o is az. Ekkor a Weirstrass—tétele miatt, létezik

7= 1f(®)llo = min [|F(W)leo < [If(%)lloo-

weANG

Mivel az Ly = 0 (indirekt feltevés), ezért v = || f(W)]||eo > O.
Ha intT (w, w) # () akkor létezik @ € (0, 1), amelyre x* = x+a Ax éss™ = 5+a As

olyan vektorok, amelyekre wt = x* s™ € intT (W, W), azaz

1FW oo < 1F(F)lloo =

ami ellentmond a Weirstrass—tételnek.
Ha intT (W, w) = 0 akkor legyen w* € B, 3(W) N intT (0, W) vektor, amely esetén
intT (W, w*) # 0 és megismételhetjitk az el6z6 gondolatmenetet. ( B,(w) = {x €

R* : ||x — w| < v}, azaz a w kdzepli y sugaru gémbdt jeldli.) O

Ezek utan egyszeriien bizonyithatd, hogy belsé pont feltevés mellett a ferdén szim-

metrikus feladat optimadlis megoldasainak halmaza kompakt.
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2.4. Centralis 1t

2.3.5. Kovetkezmény. Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F° # 0.
Ekkor az F* halmaz kompakt.

Bizonyitds. Legyen w' € R% és w' > w't!, valamint lim; ,o, w* = 0. Ekkor
Lyit1 C Lyi

teljesiil. Ebbdl
F*=Lo=N2; L

adédik, azaz az F* halmaz zart és mivel F* C L, kovetkezik barmely ¢ indexre, ezért
korlatos is. Tehat az F* kompakt halmaz is. O

Belathaté a kovetkezo allitdsok ekvivalencidja. Tekintettel arra, hogy ezeknek az
allitasoknak az ekvivalencidjat nem fogjuk haszndlni a bizonyitds részleteit az olvaséra

bizzuk.

2.3.6. Allitas. Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F # 0. Ekkor az

alabbi allitasok ekvivalensek:

(i) az FO # 0

(ii) az L kompakt, nem iires halmaz;
(iii) az Lx kompakt, nem iires halmaz;

(iv) az F* kompakt, nem iires halmaz.

2.4. Centralis ut

Az (SP) feladat optimalis kritériumdanak a relaxdltja

—-Mx+ s=q
x>0, s>0
XS = ue

2.4.1. Definicié. Az aldabbi halmazt

C = {(x(n), s(x(w))) : x(u) € F°, x(u)s(u) = pe, valamelyu € R, }

az (SP) feladat centralis itjdnak nevezziik.
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2.4. Centralis 1t

A tovédbbiakban a centralis ut tulajdonsdgaival foglalkozunk. El6szor egy segédtételt

bizonyitunk be, amelyet a késébbiekben hasznalunk fel.

2.4.1.1. Segédtétel. Legyen M € R*"*" egy ferdén szimmetrikus matrix. Ekkor min-
den z € R* \ {0} vektor esetén létezik olyan j index, melyre z; # 0 és z;(Mz); > 0.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan z # 0, hogy minden j-re, amelyre
Z; #0, Zj(Mz); < 0. Ez esetben

0=2"Mz =) z(Mz);= ) z(Mz); <0,

j=1 §:2; 40

ami nyilvanvald ellentmondas. U

Megmutathaté, hogy belsé pont 1étezése esetén a centralis ut 1étezik és egyértelmi,
sOt a centralis it egy kornyezete is egyértelmii. Ennél tobbet mutatunk meg a kovetkezo

tételben, mégpedig a fenti tulajdonségok ekvivalencidjat.

2.4.2. Tétel. Legyen adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F # (). Ekkor a kivet-

kezé allitasok ekvivalensek:
(i) F°4£0
(ii) Vw € R} esetén 3! (x,s) >0 : Mx+q=sésxs=w
(iii) Y > 0 esetén 3! (x,5) >0 : Mx+q == ésXs = pe

Bizonyitas. A (iii) az (ii) 4llitds specidlis esete, igy (ii) = (iii).
A (iii) feltételbsl kovetkezik (i) ugyanis x(u)s(u) = pe esetén x(u) € F°
Az (i) = (ii) implikdciét indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy Iw € R} tgy, hogy
#%x € FO és § = Mx + q, amire teljesiilne W = %x8. Mivel fennall a belsé pont feltétel,
L # 0 és kompakt.

Legyen f : Li — R, fiiggvény, f(x,s) = x's. Az indirekt feltevésiink miatt
f(x,s) = x's < e’w minden (x,s) € L4. Az f folytonos fiiggvény, igy Weierstrass
tétele miatt felveszi a maximumat az Ly kompakt halmazon, azaz

e’w=%"s = f(X,5) = max f(x,s)= max x's<elw (2.7)
(X,S)G[,‘,‘v (X,S)Eﬁv‘v

ahol W := X5 és W < W, de W # W az indirekt feltevésiink miatt.

Két eset lehetséges:
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2.4. Centralis 1t

1. Ha intT (W, W) # (), akkor Iw" € T(W,Ww) : W < w' < w és wt = xTsT,
ahol xt € FO. Igy eTw < eTw, ez ellentmond a (2.7) egyenldtlenségnek hiszen
(x+, S+) €Ly

2. Ha intT (W, w) = 0, akkor legyen § := e’ (W — W) > 0 és definidljuk

. .. .0

we R} : w>w>w—ﬁe.
Ekkor w vélasztdsi szabdlya miatt T (W, W) # 0, azaz létezik w' € T (W, W) gy, hogy
wh =xTst, xt =X+ alAx, st =5+als,ahol z7 € F%és a € (0,1). A tovabbiakban
megmutatjuk, hogy eTw™ > eTw, ami ellentmondés (2.7) miatt. Felhaszndlva a Ax,
As vektorok ortogonalitasat, illetve az SAx +XAs = w — XS egyenloséget a kovetkezot

kapjuk:

ef(wh —w) = X5+ aE"Ax +x7As) + ?(Ax)TAs — x5
= a(8"Ax +xTAs) = a e’ (W — W) (2.8)
w definiciéja miatt
. . )

wW—w>(W—-W)— —e, Igy eT(vV—W)>eT(vAv—W)—EeTe:5—5:0.
n

A (2.8) egyenléséget figyelembe véve e’w™ > e’w, amit igazolni szerettiink volna,
azaz ellentmondasra jutottunk.
A fentiekben beldttuk, Vw € R esetén 3(x,s) > 0: Mx+q=s, W = xs.

Az egyértelmiiség bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy w € R vektornak létezik két

kiilonbozd eldallitdsa, azaz létezik (x',s!) > 0 és (x2,s%) > 0, hogy
Mx'+q=s", w=x's' és Mx*+q=s? w=x%’ tovdbba (x',s') # (x°,s7).
Legyen z = x! —x? # 0. Ekkor a fenti segédtétel alapjan létezik olyan j index, amelyre

z; £, b 0< (z; —ad)(M(x' —x%)); = (zj — 27)(s; — 57)-

Feltehet6, hogy z; > z7 (a masik eset hasonléan bizonyithaté), igy s > s3. Mivel

el = w,; = 1252, ezé
T;s; = w; = s, ezert

i%5
zt  §2
1< —; = —{ = 5} < s? , ami ellentmond az elobbi feltevésiinknek. O
x4 S
j J

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a centralis 1t torlédasi pontja az (SP) feladat

egy optimdlis, s6t szigorian komplementaris megoldésa.
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2.4. Centralis 1t

2.4.3. Tétel. Legyen adott az (SP) feladat, amelyre teljesiil a bels6 pont feltétel.
Ekkor létezik (x*,s*) az aldbbi tulajdonsdgokkal:

(1) (x*,s*) =lim, o (x(),s(u))
(2) x* € F*
(3) (x*,s*) szigorian komlementdris megoldds.

Bizonyitas. Legyen p; — 0 (k =1,2,...) egy monoton csokkend sorozat. Ekkor min-
den k indexre fennall, hogy (x(ux),s(ux)) € Lo, ahol w® = x%s%. Mivel az L0 halmaz
kompakt, létezik a sorozatnak legaldbb egy (x*,s*) torléddsi pontja. Az dltaldnossig
korlatozéasa nélkiil feltehetd, hogy (x*,s*) = limg_y00 (X(px), s(z))-

A masodik tulajdonsag nyilvanval6, ugyanis
x*s* = lim (x(px),s(px)) = lim e =0
k—o0 k—o0
Az utolsé 4llitds igazoldsdhoz vezessiik be a kovetkezd jelolést. Legyen x € Ry és

jelolje o(x) = {i : z; > 0} az x vektor tartéjat. Felhaszndlva az M matrix ferdén

szimetrikussagat

0= (x"—x(n)" (5" —s(w) = (x")"s" +x(n) () — (x")"s(u) — (s")"x(n)

egyenlet adédik. Figyelembe véve a mésodik allitdst és az x(u);s(u); = p Osszefiiggést

pn = (x)Ts(u) + () x(w) = Y wi(s())i+ Y si(z(w)

i:x;>0 i:5;>0
« (s(1))i o (@(p))s ] si
DO LN SRy
i:ar>0 H i8>0 H i a0 (@) s3>0 (s(1)):
Hatdrdtmenettel, amikor 4 — 0, akkor
jo(x")[ + |o(s™)| = mn,
ami csak ugy teljesiilhet, ha az (x*,s*) egy szigorian komplementdris megoldds. [

Az el6z6 tétel harmadik dllitdsa Goldman és Tucker eredménye, ami a kovetkezo

formaban ismert.

2.4.4. Kovetkezmény. (Goldman-Tucker tétel belsé pont feltevés mellett) Legyen
adott az (SP) feladat és tegyiik fel, hogy F° # 0. Ekkor létezik szigorian komple-

mentaris megoldas.
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2.5. Optimélis particié, analitikus centrum

2.5. Optimalis particié, analitikus centrum

Ebben a fejezetben a centralis Ut torlédasi pontjat vizsgaljuk meg. Ehhez definidljuk
a vektorok indexhalmazdnak egy particidjat, melyrol a kovetkezo fejezetekben tovabbi

tulajdonsdgokat 14tunk be.

2.5.1. Definicié. Legyen

B: = {i: z; >0, valamely z € F* esetén}
N: = {i: s(z); >0, valamely z € F" esetén}

Ekkor az indexeknek a (B, N) felbontdsat optimdlis particiénak nevezziik.

A definiciéban megel6legeztiik, hogy a (B, N) felbontds egy particié, ezt az
alabbiakban bebizonyitjuk.

2.5.2. Allit4s. Legyen adott az (SP) feladat, és tegyiik fel, hogy teljesiil a bels6 pont
feltétel. Ekkor I = {1,2,...,n} indexhalmaznak a (B, N) valéban particidja.

Bizonyitds. BU N = I, mert a 2.4.4.Kévetkezmény miatt 1étezik (x*,s*) szigortian

komplementéris megoldas. A 2.1.2. Lemma miatt pedig BN N = ) is teljesiil. O

A centrdlis it az optimdlis megoldasok halmazanak egy specidlis pontjdhoz tart
amikor p tart nulldhoz, ez az igynevezett analitikus centrum, amit a kovetkezoképpen

definidlunk

2.5.3. Definicid. Jeldlje x € F*, s = s(z) azon vektorokat, melyek maximalizaljdk a

szorzatot az JF* optimdlis halmazon. Ekkor az X vektort az F* optimdlis halmaz ana-

litikus centrumdnak nevezziik.

Az 2.3.5. Kovetkezmény szerint bels6 pont feltevés mellett az F* halmaz korlatos,
igy ekkor létezik az analitikus centrum. Tovabba létezik szigorian komplementaris
megoldas a 2.4.4. Kovetkezmény alapjan, igy a definiciéban szereplé szorzat maxi-
mumértéke pozitiv, tehat az analitikus centrum egyben szigorian komplementaris meg-

oldés.
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2.6. Az optimadlis particié meghatdrozasa

2.5.4. Tétel. (Sonnevend) Legyen a centralis it hatdrpontja (x*,s*). Ekkor x* az F*

halmaz analitikus centruma.
Bizonyitas. Legyen X € F* tetszbleges, és § = s(X). A 2.4.3 tétel bizonyitdsdban
leirtakhoz hasonléan az alabbi Osszefiiggésre jutunk:
Z; S;
Z —i + —i =n.
ieB Ui ien %
Mivel z; > 0 Vi € B és s; > 0 Vi € N, alkalmazhatjuk a szdmtani-mértani kozép kozti
egyenlGtlenséget:
1
Tiyr S\ 1 T Si
(M) < (saexi) -1
i€B "t {eN Tt i€B ' ieN !
Igy

HfiHEi S HLL':HS:,

i€B tEN i€B tEN

2.6. Az optimalis partici6 meghatarozasa

A kondicié szam
Ahhoz, hogy a valtozék koordindtdira a centrdlis it mentén egy korlatot tudjunk
adni, sziikségiink lesz egy, az optimadlis megoldasok halmazat jellemz6 mérdszamra.
Az el6z6ek alapjan az x € F vektorra pontosan akkor igaz, hogy x € F*, haazxy =0

és sg = 0 teljesiil. Tetszéleges x € F* optimalis megoldasra fenndll az
xs(x)=0 é x+s(x)>0

Osszefiiggés. Els6 1épésként az optimdlis megolddsok nemnulla koordinatainak
nagysigara keresiink egy jellemz6 mennyiséget. Definidljuk az (SP) feladat
kondicidszamat, amely az JF* optimdalis halmazon a nemnulla koordinatdk

nagysagrendjét jellemzi.

2.6.1. Definici6é. Legyen

i a) .}, haB i a i}, ha N
o5p = R s ik #9 és op = mip max {s(z):} #0
0, kiilénben 0, kiilénben

Az (SP) feladat kondici6 szdma  ogp = min{o%p,0ip}.
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2.6. Az optimadlis particié meghatdrozasa

Mivel a B és N halmazok egyszerre nem lehetnek iiresek, az F* halmaz pedig korlatos,
oSp és o§p szdmok koziil legaldbb az egyik véges. Tovabbd o%p,oip > 0, azaz a
kondicidszam egy véges pozitiv szdm. Valamint 0§y és o p esetén a maximumot (x,s) €
JF* komplementaris megoldasokra nézziik, kovetkezésképpen

osp = min max {z; + s(z);}
i (x,8)EF*

2.6.2. Lemma. Tekintsiik a kovetkez6 megengedettségi feladatot
M={xeR"; Ax=b, x > 0},

ahol az A € Z™ ™ matrix és b € Z™, b # 0 vektor. Legyen az M korldatos halmaz és
tegyiik fel, hogy tartalmaz egy pozitiv vektort. Ekkor barmely ¢ € I index esetén
max ; > Ellajll-

Bizonyitas. M korlatos halmaz, igy az A matrixnak nem lehet csupa 0 oszlopa. Ez
a tulajdonsdg sziikséges ahhoz, hogy a Cramer szabdlyt alkalmazhassuk majd a bi-
zonyitds soran. Két eset lehetséges:
1l.eset rangA = m (igy sziikségképpen m < n)
Rogzitsiik az 7 € I indexet és legyen x € M olyan vektor, amelyre z; maximélis (ilyen
létezik, ui az M halmaz korldtos és zart). Mivel az M halmaz tartalmaz pozitiv vek-
tort, nyilvan z; > 0. Legyen J := supp(x) = {j € I : z; > 0}. Tegyiik fel, hogy az
x olyan vektor, melynek a tartdja (supp(x)) minimdlis méreti. Ekkor az a; vektorok
linedrisan fiiggetlenek (indirekt bizonyithatd). Ha |J| < m, akkor J kiegészithet§ egy
K indexhalmazza 1gy, hogy {a; : j € K} linedrisan fiiggetlen, és |K| = m, ugyanis
az A matrix rangja m.
Ekkor Agxxx = b egyenletrendszer xx megoldasat kiegészitve nulldkkal, azaz x; :=
0, j ¢ K, a kapott = vektor az eredeti rendszernek megolddsa. A Cramer szabély
miatt

_ det(AR)

A S () ; K
z; det(Ar) VieJCK,

ahol A%) jeloli azt a matrixot, amelyet igy kapunk, hogy az A matrix j. oszlopdt b-vel
helyettesitjiik. Mivel z; > 0 (j € J), ezért det(A%) # 0, valamint az A € Z™*" is
figyelembe véve | det(AY))| > 1. Tehat

| det(AP) 1
J e >
zj = || [det(Ax)| = [det(Ax)]
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2.6. Az optimadlis particié meghatdrozasa

Alkalmazzuk a Hadamard egyenlétlenséget: det(Ax) < |det(Ax)| < [[}_, llajll, az x

vektor koordinataira az elvart alsé becslést kapjuk:

1
IT5-1 llal

l'jz

2.eset ¢ = rang(A) <m

A redundéns feltételek elhagydsaval egy A’ € Z7*", b € 74 feladatot kapunk, ahol a
matrixunk mar teljes rangi, azaz az elsé esethez jutottunk.

Vegyiik észre, hogy [|aj]| < [la;]| (7 = 1,2,...,n), igy a masodik esetben is igaz az
allitasunk. ]

A fenti tétel akkor is igaz marad, ha a feladat adatai raciondlis szdmok, ugyanis
ekkor a legkisebb ko0z0s tObbszorossel beszorozva az eredetivel ekvivalens, de mar

egészértékili feladatot kapunk.

2.6.3. Tétel. Legyen adott az (SP) feladat, melyre teljesiil a belsé pont feltétel. Ha
az M mdtrix és a q vektor raciondlis értékd, akkor az (SP) feladat kondiciészdmdra a

kovetkezo also becslés teljestil:

1

[ L= [yl

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (B, N) particiét ismerjiik, ekkor

osp >

SB Mgpp Mpgn XB n aB

SN Myg Mnyn XN aqn

Legyen (x,s) € F szigoruan komplementaris megoldds. A komplementaritds miatt
a vektorunk optimalis (4.1.3. Kovetkezmény), azaz q¥x = 0. Tovdbbé felhasznalva
a (B, N) particié definiciéjat (xy = 0) kapjuk, hogy qLxp = 0. Figyelembe véve a
szigori komplementaritast xg > 0, igy sziikségszertien qg = 0. Ezeket felhaszndlva a

fenti rendszeriink a kovetkezd alaki:

0 Mgg Mpgn XB 0 0 Mpgpxp
= + = =

SN Mypg Mnyn 0 an SN Mnypxp + dn
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2.6. Az optimadlis particié meghatdrozasa

Tehat
Mgpg Opn XpB Op
= XBZOaxN:OaSBZOaSNEO

Myg —Inn Snv —an

Az utébbi rendszer éppen az F* leirdsa, ami nem iires és tartalmaz szigorian komple-

mentdris megoldést, igy az

Mg Opn Xp Op

A= , y= , b=

Myg —Inn SN —an

valasztassal alkalmazhatjuk az el6z6 lemmat.
1 ) 1 .
maxzr; > ————, Vi€ B maxs; > —————, VieEN
x HjeB ||m]|| s HjeB ||m]||

1 1
= oOsp 2> >
[Les lmyll — TT5—, [lmyl]

A valtozok mérete a centralis it mentén
A osp kondicié szam segitségével alsé és felso korlatokat adhatunk a valtozdkra a

centrélis it mentén. Legyen (B, N) az (SP) feladat optimélis particiéja.

2.6.4. Lemma. Minden (x(u),s(u)) € C, p > 0 esetén igazak az aldbbi

egyenlotlenségek:

o n
n(w)>2 i€B, @<= ieN,
siw) <22 ieB, si(u)Z% i€N.

o

Bizonyitas. Legyen (x*,s*) egy tetsz6leges optimdlis megoldas. Ekkor az ortogona-

litasi tulajdonsag miatt

(x(p) —x*)"(s(u) —s*) = 0,
x(u)'s* +s(p)'x* = np,

zi(p)st < x(u)Ts* < nu, 1<i<n.

Mivel s} > o és z;(p)s;() = p, minden ¢ € N esetén, igy

g

S
s; o

zi(p) < és  si(p) > %, i€ N.
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2.6. Az optimadlis particié meghatdrozasa

A t6bbi korlat hasonléan bizonyithatd. O

A lemma alapjan természetesen adédnak a kévetkezd elnevezések:

2.6.5. Definicié. Legyen (x(u),s(u)) € C, p > 0. Ekkor az z;(u) koordindtdt nagynak
mondjuk, ha i € B, illetve az s;(u) koordindtdt nagynak mondjuk, ha i € N. Ellenkezd

esetben kicsinek nevezziik.

Az elnevezés is mutatja, hogy az x vektor nagy koordinatdi alkotjdk a B halmazt,
mig az s nagy koordindtai az N halmazt. A lemma alapjan ha a p paraméter elég kicsi,
akkor egyértelmiien eldonthetd, hogy a vektorok mely koordinatai nagyok és melyek

kicsik, azaz a (B, N) particié egyértelmiien meghatdrozhaté.
2.6.6. Kovetkezmény. Ha u < Z—z centralis ut paraméterhez ismert egy

(x(u),s(p)) € C megoldds, akkor meghatdrozhatjuk a (B, N) particiét.

Bizonyitas. A megadott u érték mellett % < Z teljesiil, igy az el6z6 lemma alapjan

a kovetkezo szétosztds egyértelmi és megfeleld

B:={i : z;(pu) >

319

booON={i s> o)
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3. fejezet

Dikin—féle affin skalazasu

algoritmus

Az €l6z6 fejezetben megmutattuk, hogy ha 1étezik belsé pont, akkor a centralis utat
kovetve a ferdén szimmetrikus 6ndudlis feladat megoldasahoz tartunk. Ennek a fejezet-
nek a célja igazolni, hogy ezt a gondolatmenetet kovetve polinom idében a ferdén szim-
metrikus ondudlis feladat megolddsdhoz tetszolegesen kozeli pontot tudunk eléallitani,
azaz tetszéleges € > 0 szdmhoz olyan (x,s) pontpért, amely a megengedett tar-
tomanyban van és x's < e. E célbél egy konkrét algoritmust, egy affin skaldzasi
primal-dudl mddszert ismertetiink, melyet Dikin [2] 1967-ben fogalmazott meg. Ezt
kévetben a (B, N) particié meghatdrozdsardl ejtiink par szét, majd ennek segitségével
ismertetjitk a kerekitési eljardst Ye [30] 1992-es eredménye és Terlakyék konyve [24]
alapjan, azaz azt, hogy a Dikin mddszerrel kapott j6 kozelitd megoldasbdél milyen
médon lehet egy szigorian komplementaris megolddst elééllitani (a szakirodalomban
példdul az ellipszoid mddszer estén is taldlkozhatunk kerekitési eljarassal [3, 25]). Ez-
zel eloszlatjuk azt a tévhitet ami a mai napig a kéztudatban él, és amelyet Andersen
és Ye [1] fogalmazott meg, miszerint linedris optimalizalasi feladat pontos megoldasa
bels6pontos mddszerrel polinom idoben nem allithaté elo.

A Dikin algoritmust pozitiv szemidefinit matrixokkal adott linearis komplementa-
ritasi feladatokra altalanositotta Jansen, Roos és Terlaky [9]. Ezt kovetéen Illés, Roos,
Terlaky [5] P,(k)—métrixokkal meghatdrozott linedris komplementaritasi feladatokra is
megmutatta az algoritmus hatékonysigit, valamint Illés, Peng, Roos és Terlaky [6] a

kerekitési eljarast is elemezte ebben az esetben.
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3.1. Dikin—féle affin skdldzasu algoritmus

3.1. Dikin—féle affin skalazasu algoritmus

A fejezetet két technikai jellegili lemmaval kezdjiik, melyeket majd a kés6bbi vizsgalatok

sordn haszndlunk fel.

3.1.1. Lemma. Legyen D € R™™™ pozitiv definit, M € R"™*" ferdén szimmetrikus
matrix. Ekkor D + M és I + DM D pozitiv definit matrixok.

Bizonyitas. Barmely x € R* \ {0} esetén
x"(D + M)x = x"Dx +x"Mx = x" Dx > 0,
xT(I + DMD)x = x"x + x’ DM Dx = x"x + (x’ D)M(Dx) = x"x > 0.

g

Ezek utdn beldtjuk, hogy két pozitiv definit matrixb6l az alabbi médon képezett

matrix is pozitiv definit.

3.1.2. Lemma. Legyenek A, B € R™*" pozitiv definit métrixok. Ekkor A='B € R™*"

is pozitiv definit matrix.

Bizonyitas. Legyen A~' B métrix ) sajatértékéhez tartozé sajatvektora q € R, azaz
A7'Bq = \q. Ekkor Bq = X\ Aq . Szorozzuk meg balrél q” vektorral, adédik a

a'Bq=XAq"Aq
Mivel A és B pozitiv definit, és q # 0, ezért qT Aq > 0 illetve g7 B q > 0 és igy

a’Bq

A\ =
qTAq

>0 O

Csokkenési irany meghatarozasa
Tekintsiink az (SP) feladatot, és legyen x € F°, s = s(x) > 0.

Keressiik (Ax, As) € R?":

—-MAx+As = 0
x+Ax, s+As > 0
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3.1. Dikin—féle affin skdldzasu algoritmus

Ennél mi t6bbet szeretnénk elérni, mégpedig: x* = x+ Ax > 0és s™ =s+ As > 0,
valamint, hogy kézben csokkenjen a dualitasrés is. Az 1j dualitasrés értéke felhasznalva,

hogy M ferdén szimmetrikus matrix:

a'xt = (xN)TsT = (x+ Ax)T(s + As) = xTs + sTAx + xTAs + (Ax)TAs =
= x's +sTAx+xTAs = q'x + s Ax + x7 As.

A dualités rés csokkenésének a feltétele az, hogy qTx" < qTx, azaz s’ Ax+xTAs <
0. Ebben az esetben a (Ax, As) € R?" vektort csékkenési irdnynak nevezziik. Célunk
csOkkenési irdany keresése, ami a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg
3

min{s” Ax + xT'As}

~MAx+As=0 ¢ (IF)

x+Ax>0,s+As>0 )

irdinymeghatarozasi segédfeladatot szeretnénk megoldani. De ez egy az eredetivel

azonos ,nehézségl” linedris programozasi feladat.

Dikin (1967) otlete: Keressiink egy konnyebben megoldhaté feladatot, amely
valamekkora dualitasréscsokkenést azért biztosit. Tegyiik ezt gy, hogy a pozitivitasi

megkotést relaxdljuk”. A kozelitést egy (konvex) zart ellipszoiddal képzeli el.

Dikin ellipszoid: Legyenek

A A
Ep = {(x+Ax,s+ As) e R : H—X+—S
X

<1
S IsU

FO o= {(x,5)eR" : xc F*, s> 0}
Ekkor F2NEp # 0, mert (x,s) € F2Nint Ep . Beldthatd, hogy FONEp egy nemiires
kompakt halmaz.
Legyen (x + Ax,s + As) € F? N Ep, ekkor

sAx +x MAx
XS

Ax As
__l__

X S

s Ax + x As
XS

= (X85 + XM)Ax|| = |57 (XS + M) Ax|
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3.1. Dikin—féle affin skdldzasu algoritmus

Az el6z8 lemmdk alapjan S—1(X 1S + M) pozitiv definit matrix, ezért az
|1S~HX S + M) Ax||
a Ax konvex kvadratikus fiiggvénye, azaz
{Ax : ||S7Hx71S + M) Ax|| < 1}

korldtos konvex nemiires zart halmaz. Vagyis az (IF) feladat relaxdlhaté a kovetkezd

modon:
min{sTAx + xXTMAx} | __
(IF)
|1S~HX 1S + M) Ax|| < 1
Az (IF) lineéris célfiiggvény minimalizdldsa konvex kompakt nemiires halmaz

felett, igy Weierstrass tétele miatt létezik megolddsa.

Atskaldzas
Az (IF) feladat helyett tekinthetjiik az

\

min{s” Ax + xT As}
~MAx +As =0 ¢ (SF)

Jx+ 2 <1

Vs

A célunk az, hogy olyan olyan skaldzdst (koordindta transzformaciét) vezessiink be,

amely utdn (SF) linedris célfiiggvényét egy gombon kell minimalizdlnunk.

xT \/7 xs
W= —— u:=
n V u

Ekkor /xs = ,/pu és dix = V#u = ds. Vezessiikk be a p, és p, vektorokat ugy,
hogy

Legyen

d'Ax = VEP, é dAs=.,/up,

Ekkor
Ax d'Ax  \/EP:  P.

x d-1x Viu u
és &_dAX_\/ﬁps_&:g_i_&_pz‘}‘ps

s_dx_\/ﬂu_u x s u
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3.1. Dikin—féle affin skdlazasu algoritmus

Bevezetve a p := p; + p; jelolést
p_ Ax As

u x s’

illetve sAx+xAs = (sd)(d'Ax)+(xd ")(d As) = \/pu/EPs+/EU/EPs = pup
Tehdt az (SF) dtskéldzott alakja rogzitett u paraméter mellett

min pu’p
IEl<1
Legyen p := . Ekkor az (SF) a kovetkezd alakot Glti:
min 1 (u?)7p
Ipll <1

ami gomb felett egy linedris fliggvény minimalizazldsa, tehat 1étezik egyértelmi mini-

muina.:
uma 9 3

és ekkor p=— ||u2”
u

p=-
[[u?]]

A (Ax, As) csokkenési irdny meghatarozasa

Mivel 0 = —MAx + As = —-MD(D'Ax) + D '(DAs) = —,/u(MDp, — D 'p,),
ezért
ps =DMDp, ésigya p:pz+ps:(I+DMD)pm

A 3.1.1. Lemma szerint I + DM D pozitiv definit matrix, igy
p.= (I +DMD)'p é p,=DMD(I+DMD)'p.
Figyelembe véve a d 'Ax = /up, és dAs = /i p, Gsszefiiggéseket
Ax = ,/uD(I+DMD)'p é As=,/uMD(I+DMD)'p

adddik. Az igy kapott (Ax, As) vektort Dikin irdnynak nevezzik.

Ezt meglépve a dualitdsrés csokkenése:

_ u’? [u?||?
p () Tp = p(u®)” (—m) = ~h ey = H |0?|| = —p

XS

= —[lxs]l-

A Ax vektorra kapott kifejezésbe behelyettesitve d, p, illetve p képletébe u de-

finicigjat, konnyen adédik a kovetkezo allitas.
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3.1. Dikin—féle affin skdlazasu algoritmus

3.1.3. Allitds. A fenti jelélésekkel

x2 g2

Ax=./uD(I+DMD)'p=—(S+XM)™! teljestil.

sl

Az eddigieket Gsszefoglalva, az algoritmusunk a kovetkezo:

Dikin—féle affinskalazasi algoritmus

Input:

megélldsi paraméter € > 0
lépés paraméter a, 0 < a < 1
x? e F0: 5(x%) > 0.

begin
Legyen x :=x°,  s:= s(x).
while xTs > ¢ do
begin
x2s?
Ax :=—(S+XM)™!
[ x|

X 1= X + aAX, s := s5(x)

end
end

end.

Az algoritmusunk elemzéséhez definidljuk a kovetkezé centralitdsi mértéket:

max(x - s(x))  maxu’ < F0

i(x) =

Ekkor 6(x) > 1 teljesiil barmely x € F°, s = s(x) > 0 esetén, valamint §(x) = 1

pontosan akkor, ha x € F°: x - s(x) = pe.

min(x - s(x))  minu?’

Nevezziink egy o Iépéshosszt megengedettnek, ha az 1j pontunkra is teljesiil a

pozitivitasi megkotés, azaz x + aAx > 0, s + aAs > 0.
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3.1. Dikin—féle affin skdlazasu algoritmus

3.1.4. Lemma. Ha az o lépéshossz megengedett, akkor

(xHTs* < <1 _ %) s,

Bizonyitas. Mivel az
x"T=x+aAx=d(d 'x)+ad(d'Ax)=d/pu+ad/up; = y/ed(u+ap,)

és
st =s+aAs= \/ﬁd_l(u+aps)a

ezért

(xN)s(x") = (x+alAx)(s+alAs)=p(u+ap;)(u+ap;)
= p(®+a(p: +ps)u+ o’ p,ps).

Figyelembe véve a

3
u
P=P:+Ps=—7 5
B 15[
oOsszefliggést )
u
xts(xt)=p (u2 -« o] + o’ p, ps) (3.1)

adédik. Mivel az oo megengedett 1épéshossz, ezért

4
2 u

u’ —om—r + o’p.ps > 0.
[[u?]]

Az M métrix ferdén szimmetrikus, ezért (Ax)TAs = 0 azaz
T T/ 1—1 1 1 T
p,ps=¢€ (d Adis); = p (Ax)" As = 0. (3.2)

Szamitsuk ki az 1j dualitas résnek és a p paraméternek a hanyadosat

T+ eTu?
(x")'s —eTu? — o 121
[ [[u?|

+a?p,ps = [|ul* — aflu’],

ahol figyelembe vettiik a p, és p, vektorok ortogonalitdsat és az e’u? = (u?)Tu? =

||u?||? osszefiiggést. A Cauchy-Schwarz egyenlétlenség alapjan
1 efu?  ||u?
2 2
= > —
Il = el ) > <2 = XL
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3.1. Dikin—féle affin skdlazasu algoritmus

behelyettesitve

st < (1= )l = (1- ) s

adédik. -~

Legyen 7 > 1,7 € R és x € F : 6(x) < 7. Tovdbbd legyen u :=, /% ekkor

max u?

i(x) = <7 <= maxu’ < 7minu’

min u?

osszefliggésbdl kovetkezik, hogy 1étezik 71,75 > 0 és 75 = 771, amelyekre

ne < u? < ne.

3.1.5. Allitas.

Ipll*

1
1Pz Pslloo < = |IP2 +ps||2 - 4

4
Bizonyitas. Irjuk fel a p,p, szorzatot a kovetkezd alakban

1

PzPs = Z ((pz + ps)2 - (pz - ps)z) )

ekkor trividlis alsé és fels6 becslések nyerhetok

1

—=(pz — Ps)® < PaPs <

1 (P + Ps)’.

>~ =

Az ortogonalitési tulajdonsag (3.2) miatt ||p, + Ps||? = ||pz — Ps||?. A

1 2
PzPs < Z“pz + psl|°e,

hiszen barmely ¢ indexre igaz a kovetkezo egyenlotlenség

((Pe)i + (Ps)i)?,

> =

tehat

n

max ()i(Ps)0) < 3 D (@) + (92)o)?

i=1
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3.1. Dikin—féle affin skdlazasu algoritmus

teljesiil, ami igy is irhaté

[Pl
4 bl

1 1
IPzPslloo < || |Pz + psnze”oo = —|pz + Ps||2 =
4 4

ahol az utolsé el6tti egyenléség a végtelen norma definiciéja miatt teljesiil, mig az utolsé

a p vektor értelmezése miatt igaz. O

Az iteracidk sordan csak egy tompitott Dikin 1épést tesziink meg. A 1épéshossz
megfelel6 megvalasztasaval biztositjuk az 1j pontunk pozitivitdsat, igy a megenge-
dettségét, valamint a pontunkat nem engedjiik ki a centralis it 7 kornyezetébol. Ezen

elvardsoknak megfeleld o 1épéshosszra ad elégséges feltételt a kovetkezé lemma.

3.1.6. Lemma. Legyen 7 € R, 7 > 1. Tegyiik fel, hogy x > 0, s :=s(x) >0, x € F
és 6(x) < 7. Ekkor bdrmely o lépéshossz amely kielégiti az

47'1

21y [[u?]

egyenl6tlenségeket, megengedett 1épéshossz és az x* := x + aAx vektorra §(x*) < 7.

Bizonyitas. Az (3.1) dsszefiiggésbél, a baloldalon zar6jelben 1év6 elsé két tagjadban az
u? vektor helyett egy t valtozét irva az

2

f: t—t—a
[[u?]

(3.3)

fiiggvényt nyerjiik. Az « értékére kirétt elsé fels6 korldt alapjan a (3.3) fliggvény

novekvd a t € [0, 7] intervallumon, mert az

b 2
”112” >0 egyenértékﬁ az a< ||;t||

f't)=1-2a

feltétellel, amely igaz a lemmaban szerepeld els6 felsé korlat miatt.

Alkalmazzuk ezt a leképezést az u? vektor minden komponensére, ekkor

2 4 2
7 ) 2 u Ty
-« e<u’—« §<Tz—a )e (3.4)
( [[u?| [[u?| [[u?|

és igy az el6z6 egyenlbtlenség és a (3.1) alapjan

2

T2 T.
u(<71—am>e+a2pzps) <xFs(x)" <p (TZ—am‘i‘a’szPs),

alsé és fels6 korldtot kapjuk.
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3.1. Dikin—féle affin skdlazasu algoritmus

Nyivan, ha az o megengedett 1épéshossz, akkor §(x*) < 7, ha

2 2
T((“ nﬂ06+“‘”“) (” nﬂoe+“‘”“ (3:5)

Misfeldl, ha (3.5) teljesiil, akkor az o nyilvdn megengedett 1épéshossz. A (3.4) becslés

miatt viszont

2 2
i 2 71 2
T T — 9 e+« Pz Ps > n—o 2 e+« Pz DPs
[u?|| [u?||

adddik, és mivel 7 > 1, ezért

Gi ||w)e+“p“*>°

azaz x*s(xT) nem tiinhet el egyetlen olyan « értékre sem, amely kielégiti a korldtokat,
és ekkor o megengedett 1épéshossz. Tehdt azt kell megmutatni, hogy az o kielégiti a

(3.5) osszefiiggést. Azaz

T 2 5 2
€+ T7a"'pyPs > o€ — « ”u2”e+a Pz Ps,

[[u?]

teljestil, mivel 7 = 77y, ezért egyszeriusiteni lehet a kifejezést, és a > 0 miatt «

TTI€E—

szammal elosztva az egyenl6tlenség mindkét oldalat a relécié irdnya nem véltozik meg.

Atrendezés utén a kovetkezd egyenlotlenséget nyerjiik
2 _7q?

Ty —
[[u?]]

A baloldali kifejezés els6 tagjanak a szamlaldjat atalakithajuk az alabbi médon

—————e+a(r—1)pyps > 0. (3.6)

T2
=TT =T —T Ty = <7_——1)7'17'2=(7'—1)7'17'2,
1

ahol az els6 és az utols6 azonossdgnal a 7 definicijdt haszndltuk. Ekkor a (3.6)
egyenlGtlenséget eloszthatjuk (7 — 1) kifejezéssel és az egyenlétlenség irdnya nem

valtozik meg, mert 7 > 1
T1 T9€

[l
Mivel a pLp, = 0, ezért a p, p, vektor 6sszes koordindtéja nem lehet negativ. A 3.1.5.
Allités miatt

+ap;ps > 0. (3.7)

Ip|?
4 )

[Pz Psloo < 4||pm+ps||2 (3.8)
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3.1. Dikin—féle affin skdlazasu algoritmus

illetve )

u? u

o]l = H \ _ ull < V7 (3.9)
] ]

A (3.7) egyenlbtlenségben szerepeld vektorok végtelen norméjit véve, tovabba alkal-

\ < [[ulle

mazva a (3.8) és (3.9) becsléseket elGszor az aldbbi (szigoribb) egyenlétlenséget

172 a|pl?
w2l 4

>0,

majd pedig a kovetkezo Gsszefliggést kapjuk

T1 T2 Ty
——>0
[w?] 4 ’

amelyik ekvivalens az a értékére adott masodik fels6 korlattal. O

Az el6z6 lemma szerint az o = 1/(74/n) valasztas' megfeleld, azaz ebben az esetben
az algoritmus jol definidlt. Az aldbbi tételben megmutatjuk, hogy ezen érték mellett

az algoritmus polinomialis.

3.1.7. Tétel. Legyen 7 := max(2,5(x°)) és « = 1/(r4/n). Ha n > 2 akkor a Dikin—

féle affin skaldzasu algoritmus a ferdén szimmetrikus linearis programozasi feladatot
legfeljebb
s ]
mn log
€

Iépésben megoldja. A megoldds x € F, amelyre §(x) < 7 és q'x < e.

Bizonyitas. Az x° € F? indulé megoldédsra §(x°) < 7 osszefiiggés teljesiilt. Az 3.1.6.
Lemma alapjan a lépéshossz megvalaszthaté Ugy, hogy minden egyes lépésben az 1j
megoldas pozitiv, megengedett megoldas legyen és a centralitds mértéke 7 értékénél
kisebb maradjon. Azt kell megmutatni, hogy a tétel feltételeiben megadott o érték
kielégiti az 3.1.6. Lemmdéban adott korldtokat. Mivel n > 2 ezért

1 n__nvn_ |nel _ v’

:T\/HZTZ\/H_ 27y 27 T 27y

ahol felhasznaltuk azt is, hogy 0 < e < u?. Az ||u?|| < 724/n miatt

(0%

4T1 > 4’7']_ 4

w2 = my/n Ty/n

>

ez

beszélunk.
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3.2. A (B,N) particié meghatdrozdsa a centralis Ut egy kornyezetében

adédik, azaz a tétel feltételeiben megadott 1épéshossz megengedett, mert teljesiti az
3.1.6. Lemmaban adott korlatokat.

Az indulé megolddsndl a célfiiggvény értéke q”x® volt. (Kénnyen megmutathato,
hogy q7x? = (x°)Ts(x?), ami pedig a dualitds rés.) A 3.1.4. Lemma alapjén a du-
alitds rés minden lépésben (1 — 1/(n7)) nagysigrenddel csokken. Igy k 1épés utdn a

célfiiggvény értéke ¢ ala csokken, azaz

1\*
(1 — —) qTx0 <e.
nrT

Szeretnénk meghatdrozni a k értékét. Vegyiik a logaritmusat az el6z6 kifejezésnek,
ekkor

1
klog (1 — —) +log(q'x%) < loge.
nr

Atrendezés utdn T o
q'x

< —klog (1 — i)
€ nr

adédik. Mivel —log(1l — t) > t, ezért a kovetkezd egyenlGtlenség erésebb feltétel a

log

fentinél

k T,0
— 2 log 1% ’
nr €
ebbdl pedig mar kovetkezik a tétel allitasa. 0

3.2. A (B,N) particié meghatarozasa a centralis ut

egy kornyezetében

Legyen adott x° € F°, % > 0, melyek a u° = 1 paraméterhez tartoznak, azaz (x°)Ts® =
qTx% = nu® = n. Legyen 7 = 2, ekkor a 3.1.7. Tétel alapjan a Dikin lépéses algoritmus
[2nlog 2] iterdciéban el8allit egy x € F° pontot, melyre §(x) < 2 és q'x < e.

3.2.1. Lemma. Legyen x € F°, s > 0, melyekre §(x) < 7. Ekkor
T
o xTs |
x; > — 1€ B, ;< — 1EN,
™ o
xTs | o .
s < — 1€ B, 8§ > — 1€ N,
o ™

ahol o a feladat kondiciészdma.
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3.2. A (B,N) particié meghatdrozdsa a centralis Ut egy kornyezetében

Bizonyitas. 7 > 1, tehat 1étezik 7,75 > 0, hogy 75 = 71y és 74 > x;8; > T» barmely
¢ indexre. Legyen x € F*, § > 0 olyan, amelyre ; maximalis, azaz &; > o > 0, ezért
i € B. Felhasznélva az X komplementaritdsat és az (x — %x)7 (s — §) = 0 egyenléséget,
adédik, hogy %T's + x7s = xT's. Figyelembe véve a vektorok nemnegativitdsat kapjuk

a lemma harmadik 4llitasdt.

T T
- - = . , x's _x's
$;T; < sTx < xTs +xT§ = sz, ezért s, < — < —.
Z; g
Ezt felhasznalva egyszeriien adddik az elso egyenlotlenség.
T
X" S Nty o g
T <T;8 < xi— <T;—, azaz ;> — = —.
z; o nT,  NT
A masodik és a negyedik allitas hasonléan bizonyithato. u

Megfelel6 feltétel mellett a 3.2.1. Lemma segitségével az x illetve az s vektor koor-

dindtdit nagysag szerint szétvalogatva meghatarozhatjuk a (B, N) particiot.

3.2.2. Lemma. Legyen x € F°, s > 0, melyekre §(x) < 7. Ha xTs < %, akkor a
(B, N) particigja az (SP) feladatnak a kévetkez6 médon kaphaté meg:

B:={i : z; > s;} és N :={i: z; <s;}

Bizonyitas. A kicsi és nagy valtozdkat szét tudjuk védlasztani, ha "TTS < 2, azaz xTs <
%. Tehat az el6z6 lemma szerint a fent megadott B és N halmazok j6l definidltak, és

az indexhalmaz particiéjat adjak. 0

A 3.2.2. Lemma feltételeit kielégit6 (x,s) pontpdr a 3.1.7. Tétel szerint [2n log 26%,21
lépésben a Dikin algoritmussal elédllithatd, ennek tiikrében az aldbbi kovetkezmény

konnyen adodik.

3.2.3. Kovetkezmény. Legyen x° € F°, s° > 0, melyekre §(x°) < 7 és (x°)Ts? = n,
T = 2. Ekkor a Dikin lépéses algoritmus [2n log 20%21 l1épésben megtaldl egy olyanx € F°
megolddst, amely esetén (B, N) particiét meg tudjuk hatdrozni. O

Mint mdr az els6 fejezetben emlitettiik az x = 0 mindig optimdalis megoldésa az
(SP) feladatnak. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy ez akkor és csak akkor az egyet-
len optimdlis vektor, ha a B indexhalmaz iires. (Ezzel a specidlis, trividlis esettel a

tovdbbiakban nem foglalkozunk.)
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3.2. A (B,N) particié meghatdrozdsa a centralis Ut egy kornyezetében

3.2.4. Tétel. Legyen F° # (. Ekkor x = 0 az (SP) feladat egyetlen optimalis meg-
oldédsa akkor és csak akkor, ha q > 0. Ez az eset pontosan akkor fordul el§, ha B = ).

Bizonyitds. Ha B = (), akkor x = 0 optima4lis, sét szigorian komplementéris is az
FO # 0 mellett, azaz s(x) = q > 0 kell hogy teljesiiljon.
Maisfel6l s(0) = q és s(0) > 0 miatt g > 0, igy x = 0 egyértelmii optimum. O

Vizsgdljuk meg az x € F°, s(x) = s > 0 ¢-optimélis megoldast. Ha az ¢ kellen
kicsi, akkor a (B, N) partici6 ismert, igy a rendszeriink a kovetkez6 alaki:
Sp Mpp Mpn XB as
= +
SN Mnyg Mnyn XN an

Az el8z8 tétel szerint a B = () eset trividlis, ezért tegyiik fel, hogy B # (), ekkor az

optimalitds miatt qg = 0 .

SB :MBBXB+MBNXN+qBa tehat

MBBXB =SB — MBNXN- (310)

Ha x € F*, § = s5(X), akkor Xy = 0, §g = 0, és a szigori komplementraitds miatt
%Xp > 0, valamint (3.10) egyenldség miatt Mppxp = 0, azaz az Mpp matrix szinguldris.

Ennek kovetkeztében a
Mpp€& = sp — MpnXn (3-11)

egyenlet megoldasa nem egyértelmii és egy lehetséges megolddsa a & = xpg. Legyen
& tetszbleges megolddsa a (3.11) egyenletnek, ekkor definidlhatjuk, az Xp = x5 — &,
Xn = 0 megoldast és § = s(X) eltérésvaltozot, ahol S = MppXp + MpyXn + QB =
Mgp(xp—£) = 0. Tehdt az (X, §) komplementdris megoldds, de nem feltétleniil pozitiv

vektorok. Az (X,§) pozitivitdsdhoz sziikséges:
Xg=xg—&>0, illetve

Sy = MypXp + MynXn +dn = Mypxp — Mygé +an = sy — Mynvxy — Mygé > 0

Tehdt ¢ megfeleld értéke mellett el tudjuk &llitani az (X,S) vektort, ami az el6z6
feltételek teljesiilése mellett szigorian komplementaris megoldas lesz. A kovetkezo

részben ezen megoldas eléallitasiaval foglalkozunk.
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3.3. Szigortan komplementaris megoldas eloallitasa

3.3. Szigorian komplementaris megoldas elo-
allitasa
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
w:=|M|w , B* := {i € B : Mp,; oszlopvektor nem azonosan nulla }.

Definidljuk a 7 € N szdmot a kévetkezo médon

1’ ha, B* = 0
T =
IT || MBg,||, Kkiilonben

jeB

3.3.1. Lemma. Legyen adott egy egész egyiitthatés (SP) feladat. Legyen x € F°, s >

0, melyekre §(x) < 7 = 2. Hax"s < ¢, ahol ¢ = ﬁ, akkor a kerekitési eljards
nw B

O(|B*|?) aritmetikai miivelettel el8llitja az (SP) feladat egy szigoriian komplementéris

megoldasat.

Bizonyitas. A definici6kbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy w, mp, |B| > 1. A pontunk
a centrdlis ut 7 kornyezetében van, valamint

o? o? o?

E=— < — = )
6nw?/|Blrg 2n TN

azaz az € elegendden kicsi ahhoz, hogy a (B, N) particiét meg tudjuk hatdrozni. Mivel
a particid ismert, az Mgl = sp — Mpyxy egyenletet fel tudjuk irni. Megmutatjuk,
hogy létezik olyan £ megoldéasa, amelyre xg —& > 0 és Sy = sy — Mynxy —Mpypé >0
teljesiil. Két eset lehetséges:

(i) Mg = 0, ekkor £ = 0, azaz sy — M N Nxy > 0 kell hogy teljesiiljon. Ha Myy = 0,
akkor a feltétel mindig igaz. Ellenkezd esetben (Myy # 0) elegendd az sy > 7-e >
Mynxy egyenlétlenséget belatni. Az els6 része az N halmaz definicidja miatt teljesiil.

A végtelen norma tulajdonsiga miatt

E
| MyNxN]oo < [[MNN||oollXN oo < w—

A lemmaban megadottak szerint & < 2"—2, tehdt ws < X, azaz az egyenlGtlenség
nw o 2n

masodik fele is igaz.
(ii) Mg # 0. Oldjuk meg az Mgl = sp — Mpyxy egyenletet Gauss—Jordan el-

imindciéval (ez a kerekitési eljards). Ha Mpp szinguldris métrix, akkor hatdrozzuk
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3.3. Szigortan komplementaris megoldas eloallitasa

meg az Mpp maximalis reguldris részméatrixat, jelolje Mp,p,. Majd ezek utédn az
Mp,g,p = s, — Mp,nxn egyenlet megolddsat keressiik. Barmely ¢ € B esetén a

pi értékét a Cramer—szabdllyal is kiszamithatjuk, azaz

det(M$) )

i = det(MBle) ’

ahol ng B, 8z a matrix, amelyet Ugy kapunk, hogy az Mp,p, matrix i. oszlopat a
jobb oldal vektorraval kicseréljiikk. Mivel az Mp, g, matrix egész szdmokbdl &ll, ezért
| det(Mp,B,)| > 1. A Hadamard egyenl6tlenséget hasznélva

pi| < [det(M)p))| < llss, — Mp,wxnll [ 1Mzl < llss, — Mp,vxn|7s
j€B2\{i}

Felhaszndlva a normdk tulajdonsigait és az eddigi eredményeket tovabbi becsléseket
adhatunk

lsB — Mpnxn|| < +/|BlllsB — ManXn|loo < V/|B|([|sBllc + [|MBNXN|c0)
€ € € 2we+/|B
< vV |B‘ (;+;MBN||00) S;\/ |B‘(1+’w)§%

Ezt felhaszndlva a p komponenseire a kovetkez6 becslést kapjuk:

2we+/|B|7p

pi< ————, 1€ B,
o
Legyen
Pis ha i € B2
§=
0, kiilonben

Egyszertien ellendrizhetd, hogy & a megadott egyenlet megoldédsa, igy mar csak a két
pozitivitasi feltételt kell ellendrizni. Kénnyen lathatd, hogy az xg — & > 0 feltétel az
i ¢ B, indexeknél mindig teljesiil. A becsléseket felhaszndlva az xp — £ > 0 elégséges

feltétele az 1 € B, indexekre

2 B
g _ZUVIPIT | |7rBa > 0,
2n o

’ . 7 , . e . 2
am ez a lemmaban megadott € értékre teljesiil, ugyanis —%—— > ¢.
4nw/|B|TB

Az sy — Mynxy — Myg€ > 0 feltétel helyett pedig az erésebb 5- — || MynXn|loo —
||MnBE||loo > 0 teljesiilését vizsgaljuk.

E
| MyNEN]|oo < [[MNN]oollXN oo < w,
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3.3. Szigortan komplementaris megoldas eloallitasa

2w ‘B|7I'B
IMyBElloo < [Mnbllolléllec < w—"—"——¢

A fels6 becsléseket beirva egy szigoribb feltételt kapunk:

o w 2w?/|B|np
_ _E .

e > 0.
2n o o
Mivel 52 52
€= < ,
6nw?\/|Blrg  2nw(l+ 2w+/|B|7p)
ezért

bl (1 + 2w |B|7TB) e < i,
o 2n

azaz a megadott € érték mellett teljesiil a szigoribb feltétel, tehdt igaz az eredetileg
kitlizott pozitivitasi feltétel is.

Figyelembe véve a Gauss—Jordan elimindci6 1épésszamat a lemmat belattuk. 0

A most igazolt lemma &llitasa az el6z6ekben mar emlitett okok miatt raciondlis egytitt-

hatdk esetén is igaz marad. Az eddigi eredményeket a kovetkezo tételben foglaljuk Gssze.

3.3.2. Tétel. A Dikin—féle affin skaldzdsi algoritmussal egy x° € F° (s® > 0) pontbdl,
amelyre §(x°) < 17 = 2 és (x°)T's" = n teljesiil, el84llithaté egy olyan x € F° (s > 0)
pont, amelybdl a kerekitési eljardssal szigorian komplementdris megoldds szamolhatd
6n2w?\/|B|rp

ki. Az (x,s) pont elbéllitasahoz ’7271 log - —‘ iterdcio sziikséges. O
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4. fejezet

Linearis optimalizalas alapveto

tételel

Az eddigiekben a ferdén szimmetrikus ondudlis feladatosztdllyal foglalkoztunk. A fe-
jezet célja megmutatni, hogy tetszOleges primal-dual feladatparnak megfeleltetheto
egy specialis alaki ferdén szimmetrikus feladat, melyet a szakirodalomban a fela-
datpdrhoz tartozé Goldman-Tucker modellnek neveznek (ldsd példdul Roos, Terlaky
és Vial [24] konyvét). Beldtjuk, hogy elegendé a Goldman—Tucker modellt vizsgélni,
ugyanis az er6sen komplementaris megoldasaibol kovetkeztetni tudunk a primal és dual
feladat megoldasaira, illetve a nem megoldhatésagukra. Ezt kovetden feloldjuk az igen
erosnek tind belsé pont feltételt, mely az eddig ismertetett eredmények szinte minde-
gyikéhez sziikséges. Ezt a probléméat a Goldman-Tucker modell bedgyazasdval oldjuk
meg ugy, hogy a kapott feladatnak a csupa egyesekbdl 4ll6 vektor belsé pontja lesz.
Befejezésiil pedig a jél ismert Farkas lemmara mutatunk egy jabb bizonyitast a fejezet

eredményeinek segitsélgével.

4.1. Gyenge dualitas tétel

Az 4ltaldnos primdl (P) és dudl (D) linedris programozasi feladatot az aldbbi kanonikus
alakban tekintjiik:

(P) min {c’x : Ax>Db, x>0},
(D) max {bTy : ATy <ec, y> O} ,
ahol A € R™** mitrix, b,y € R™ és ¢,x € R*.
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4.1. Gyenge dualitas tétel

A kanonikus linedris programozasi feladatra a gyenge dualitas tétel egyszertien bi-

zonyithaté.

4.1.1. Tétel. (Gyenge dualitds tétel) Tegyiik fel, hogy x € R* ésy € R™ a primdl
(P) és dudl (D) feladatok megengedett megolddsai. Ekkor

c’x > bly,

ahol egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha
(i) zi(c— ATy); =0 mindeni=1,---,k és
(i7) y;(Az —b); =0 minden j =1,---,m.

Bizonyitas. Az x és y vektorok primal és dudl megengedettségét hasznalva kapjuk,
hogy

(c— ATy)"x >0 é  y'(Ax—Db) >0,
ahol egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha (i) és (i7) teljesiil. Ezen két

egyenlotlenséget Osszeadva a kivant
0<(c—ATy)"x+y"(Ax —b) =c"x - by

egyenlotlenség adodik. Tételliinket bebizonyitottuk. 0

4.1.2. Megjegyzés. Az (i) és (ii) feltételeket komplementaritdsi feltételeknek ne-
vezziik. A koordindtdnkénti jelolést haszndlva az x(c — ATy) = 0 és y(Ax —b) =0
egyenletekre jutunk. Tehat a Gyenge dualitds tétel szerint, komplementaritas és meg-
engedettség a megolddsok optimalitdsdt garantdlja.

Az alabbi elégséges optimalitasi feltétel konnyen levezetheto.

4.1.3. Kovetkezmény. (Gyenge equilibrium tétel) Legyenek x € R* ésy € R™ olyan
primdl és dudl megengedett megolddsok, melyekre ¢'x = by. Ekkor x a primal (P)
feladat egy optimdlis megolddsa és'y a dudl (D) feladat egy optimadlis megolddsa. [
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4.2. Goldman—Tucker modell

4.2. Goldman—Tucker modell

Célunk a linearis programozasi feladat olyan megoldasainak el6édllitdsa, melyekre a du-
alitasi rés nulla, igy azt az egyenl6tlenségrendszert kell megoldanunk, amely a primal
és dudl feltételekbol all, valamint eléirjuk, hogy a dudl célfiiggvény értéke legalabb ak-
kora, mint a primal célfiiggvény értéke (bTy > c¢Tx). Ekkor ugyanis az 4.1.1. Gyenge
dualitas tétel miatt ezen rendszer minden megengedett megoldasa primadl és dudl meg-
engedett megolddst ad, amelyre a célfiiggvényértékek sziikségképpen egyenlok, igy az
4.1.3. Kovetkezmény szerint optimadlis megoldasok.

A sziikséges slack valtozok (z,s, () bevezetésével az aldbbi egyenlStlenségrendszerre
jutunk:

Ax—z = b, x>0, z>0
ATy +s = ¢, y>0, s>0
by —c¢x—-¢ = 0, ¢>0.

Homogenizélva az egyenleteket a Goldman-Tucker feladatot kapjuk:

\
Ax —€¢b —z =0, x>0, z>0
—ATy +c —s =0, y>0, s>0 ¢ (GT)
bTy _CTX _C = 0, 6 > 03 C > 0. J

A trivialis, azonosan nulla megoldas kielégiti ezt a homogén rendszert, de ez a
céljaink szempontjabdl érdektelen. Ezen Goldman-Tucker rendszer bizonyos nemt-
rividlis, specidlis megoldésat szeretnénk el6allitani és ennek segitségével kovetkeztetiink

a (P) és (D) feladatok megoldhatésigira, megoldasaira az aldbbi tétel alapjan.

4.2.1. Tétel. Adott egy primdl (P) és dudl (D) linedris programozdsi feladatpdr. Az
alabbi allitasok igazak:

1. A (P) és (D) feladatok tetszbleges (x,y) optimdlis megoldds pdrja, melyre a

dualitasi rés nulla, a megfelel6 Goldman-Tucker rendszer egy megolddsat adja

¢ =1, ( =0 valasztassal.

2. Ha (y, x,&,2,s,() a Goldman-Tucker rendszer egy megolddsa, akkor vagy £ = 0
vagy ¢ = 0, azaz £ > 0 nem lehet igaz.
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4.2. Goldman—Tucker modell

3. A Goldman-Tucker rendszer tetszéleges (y,x, &, z,s,() megolddsa, ahol £ > 0 és
¢ =0, a primdl (P) és dudl (D) feladatok egy (%, %) optimdlis megoldds pérjét
adja, melyre a dualitasi rés nulla.

4. Ha a Goldman-Tucker rendszernek van olyan megolddsa (¥,%, €, %,8,(), ahol £ = 0
és ( > 0, akkor megallapithatjuk, hogy vagy a (P), vagy a (D) feladat, vagy

mindketté nem megengedett.

Bizonyitas. Az els6 és a harmadik &allitas behelyettesitéssel konnyen ellenérizheto.
A masodik allitast indirekt bizonyitjuk. Ha £( pozitiv lenne, akkor

0<&C=¢6bly —écfx=xTAy — 2Ty —xTATy —sTx = 2Ty —sTx <0

egyenldtlenséget kapnank, ami nyilvdnvalé ellentmondas.

Az utolsé allitas igazoldsdnal a € = 0 feltételbdl kovetkezik, hogy Ax > 0 és ATy <
0. Tovabbé, ha ¢ > 0, akkor vagy bTy > 0, vagy c'x < 0, vagy mindkettd fennall. Ha
bTy > 0, akkor, feltételezve, hogy a (P) feladatnak van egy x > 0 megoldésa a

0<bly <xTATy <0

ellentmondéshoz jutunk. Teh&t ha b7y > 0, akkor (P) nem megengedett.
Hasonléan, ha ¢T% < 0, akkor a dudl feladat nem megengedettségét kapjuk. O

Vegyiik észre, hogy a Goldman-Tucker rendszer az aldbbi kompakt alakba irhaté:

Mx>0, x>0, s(%) =M%, (4.1)
ahol
y z 0 A b
x=1x | s(X)=1| s és M=] _AT c
¢ ¢ BT —cf 0

egy ferdén szimmetrikus mdtrix, azaz tetszéleges (P) és (D) feladatpdrhoz tartozé

Goldmann—Tucker rendszer egy homogén (SP) feladat.
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4.3. Eros dualitas tétel

Az el6z6ekben mar igazoltuk belsé pont feltétel teljesiilése mellett (SP) feladatokra a
Goldman-Tucker tételt (2.4.4. Kévetkezmény). Célunk az dltaldnos esetben is beldtni a
tételt. Vegyiik észre, hogy az (4.1) Goldman—Tucker modell nem teljesitheti a bels6 pont
feltételt a 4.2.1. tétel miatt. Ezért sziikségiink van a (4.1) homogén feladat bedgyazasara
olyan ekvivalens (SP) feladatba, mely teljesiti a belsé pont feltételt.

Legyen x = s = e. Ezek a vektorok pozitivak, de nem elégitik ki a (4.1) feltételeket.
Definidljuk az r hibavektort

r:=e— Me, éslegyen A:=n-+1.

M r e 0 Me +r e

—rT 0 1 A —rfe+ )\ 1

A fenti konstrukcié alapjan definidljuk az (SP) feladatot a kovetkezSképpen:

M r x S 0 X S
min ¢ A9 : - = — ; , >0

-7 0 o, v A 0 v

feladat kielégiti a bels6 pont feltételt, mivel a csupa egyesbdl dllé vektor megengedett
megoldést ad. Ez a feladat (SP) alaky, ahol

M r X 0
M = , X = és q=
T 0 9 A

Mivel az (SP) feladat célfiiggvénye a 9 valtozé egy pozitiv tobbszorose, igy ennek
a valtozénak minden optimalis megoldasban, az 2.1.1. Lemma miatt, nulla az értéke.
Tehat az (x,9,s,v) szigorian komplementéris megoldésa az (SP) feladatnak, akkor és
csak akkor ha (x, s) szigorian komplementéaris megoldasa a (4.1) Goldman—Tucker mo-
dellnek. Figyelembe véve, hogy az (SP) feladat kielégiti a bels6 pont feltételt, az 2.4.3.
tétel miatt létezik szigorian komplementdris megoldésa, ezzel beldttuk a Goldman-—
Tucker tételt dltaldnos esetben is.

Az eddigieket Gsszefoglalva: Minden linedris programozasi feladat bedgyazhaté egy
az (SP) alakban adott 6ndudlis (SP) feladatba olyan médon, hogy az (X,5) = (e,e)
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4.3. Er6s dualités tétel

vektor az (SP) feladat megengedett megoldésa. Tovabba a (4.1) ferdén szimmetrikus
feladat barmely erésen komplementdaris megoldasa vagy az eredeti linearis programozasi
feladat egy optimadlis megoldasat adja, vagy bizonyitja, hogy az adott linedris progra-
mozasi feladatnak nincs optimédlis megolddsa.

A fenti eredmények segitségével konnyen bebizonyithaté az tigynevezett Erds dua-
litas tétel.

4.3.1. Tétel. (Erés dualités tétel) Legyenek a (P) és a (D) feladatok adottak. Ekkor

a kovetkez6 két alternativa valamelyike teljesiil:
1. P # 0 és D # 0, valamint Iétezik (X,y) szigorian komplementdris megoldds.
2. P* =0 és D* = 0, ez pontosan akkor fordulhat el8, ha létezik (X,¥), melyre

Ax >0, ATy <o0, cTx<bly.

Bizonyitas. Az dltalanossag korlatozasa nélkiil feltehetd, hogy a linedris programozasi
feladat Goldman-Tucker rendszerének van egy erésen komplementaris megoldasa. Egy
ilyen megoldasban vagy £ > 0, és ebben az esetben a 4.2.1. Tétel 3. pontjabdl kovetke-
zik, hogy létezik optimédlis megoldds par nulla dualitési réssel, vagy ¢ > 0 a Goldman-
Tucker rendszer erésen komplementdris megolddsdban. Az utébbi esetben az 4.2.1.

Tétel 4. pontja miatt (P) vagy (D) vagy mindketté nemmegengedett. O
A linedris programozas fontos és alapveté eredménye a Farkas lemma, melyre a
Goldman—Tucker tétel segitségével most egy 1jabb bizonyitdst adunk.

4.3.2. Lemma. (Farkas lemma) A kovetkezd két egyenlGtlenségrendszer kéziil ponto-

san az egyiknek van megolddsa

ATy <o
Ax >Db
€s bTy >0 >a
x >0
y 20|

ahol Ae R™" beR™ xec R*, y € R".
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Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkez6 primdl és dudl linedris programozési feladatot
(P) min {c¢"x : Ax>b, x>0},
(D) max {bTy : ATy <0, y> O} :

Elkészithet6 a (P) és (D) feladathoz az (SP) ferdén szimmetrikus 6ndudlis feladat

min 07y +07x +0-¢
Ax -b¢ >0
—ATy +c¢ >0 ¢ (SP)
bly —cTx >0
y,x,§ 20

/

Az &ltaldnossdg korldtozasa nélkiil feltehetd, hogy az (SP) feladatnak van belsé
pontja, igy 1étezik szigortian komplementéris megoldésa, (¥, X, £). Vezessiik be a kvet-

kez0 jeloléseket
s(y) :=c€ — ATy, 5(X) := AX — b¢, s(€) :=b'y — c'x.

Ekkor két eset lehetséges: (i) £ > 0, illetve (ii) £ = 0. Vegyiik figyelembe, hogy ¢ = 0.
(i) esetben X > 0, s(X) > 0, igy AX > b€, tehat az X/€ megolddsa az elsd egyenlet-
rendszernek.

(i) esetben mivel £ = 0, ezért s(§) > 0, tehat b’y > 0, ¥ > 0. Valamint s(y) > 0
miatt ATy < 0, azaz ebben az esetben az y vektor megold4sa a masodik rendszernek. A
szigori komplementaritas pedig biztositja, hogy a két rendszernek nem lehet egyszerre

megoldasa. 0
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5. fejezet

Primal—-dual belsopontos

algoritmusok

A primal-dudl bels6pontos algoritmusok a gyakorlatban is hatékonyan hasznalhaté
modszerek. Az ilyen algoritmusoknak két sarkalatos pontjuk van. Az egyik a u cent-
ralitdsi paraméter iterdldsi modja, a masik pedig, hogy milyen centralitdsi mértéket
haszndlunk a pontunk és a centrdlis it tdvolsdgdnak mérésére. Az elsé kérdés szem-
pontjab6l harom csoportba oszthatjuk a primal-dudl bels6pontos algoritmusokat.
Altaldnosan a centralitési paramétert pu* = (1 — 0)u szabdly szerint frissitjiik, és a
0 értékének megfelelden osztdlyozunk. Ha 6 egy konstans szam akkor hosszi 1épéses,
ha 6 a feladat dimenzi6jatdl, azaz n értékétdl fiigg, akkor pedig rovid 1épéses mddszerrol
beszéliink. A harmadik csoportot az adaptiv algoritmusok alkotjdk, ahol a 6 paraméter
ellentétben az el6z6 két esettel az iterdaciok soran valtozik, fligg az aktudlis ponttdél. A
r6vid lépéses médszerek O(/nlog ), mig a hossz1i 1épéses médszerek esetén O(n log 7)
a bizonyitott komplexitds [24], ez ellentmond a gyakorlati tapasztalatoknak, miszerint
a hosszu lépéses modszerek hatékonyabbak.

A masik lényeges kérdés esetén is tobbfajta megoldassal taldlkozunk a szakiroda-
lomban. A centralis uton az (x,s) vektor minden koordindtaja egyenld, igy kézenfekvo
* max (x s)

d.(x,8) := min (x5)
moédon definidlni a centralitdsi mértéket, ezt hasznaltuk a Dikin—féle affin skdlazasu
algoritmus elemzése sordn is [2, 24]. Ez a fajta centralitdsi mérték nem mindig felel
meg céljainknak, mert a vektornak csak a maximalis, illetve minimalis elemét veszi

figyelembe. Az aldbbi mérték, mellyet Kojimdék [11] vezettek be, mar a vektor Gsszes
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koordindtdjatol fiigg, valamint a centrdlis uton 1évé pontok esetén nulla az értéke,
ami jobban tiikrozi célunkat, miszerint a centrdlis it és az aktudlis pont tavolsagat

szeretnénk jellemezni vele.

1

XS
do(x,8, 1) := 5

e__
L

A fejezetben haszndlt centralitdsi mérték a szakirodalomban egyik leggyakrabban al-

kalmazott mérték, melyet Jansen 8| definidlt, a kovetkezd

() - (L)

Ez a fajta definicié6 még inkdbb megfelel az elvarasainknak. Nem csak hogy eltiinik a

1
61 ::E

centralis uton, hanem ha egy bizonyos korldt alatt akarjuk tartani, akkor nem engedi a
pontunkat a megengedett tartomany hatdrhoz tul kozel, ugyanis akir az x, akar az s
vektor valamely koordindtédja tart nulldhoz, vagy végtelenbe, akkor a pont centralitdsi
mértéke is tart végtelenbe. (Ennek a tulajdonsignak csak a fele teljesiil a §p mérték
esetén.) A d; centralitdsi mérték altalanositdsdnak tekintheték a legijabb, self-reguldris
fiiggvények segitségével definidlt mértékek, melyekkel Terlakyék foglalkoznak [19].

A fejezetben el6szor a Primal-dudl logaritmikus biintet6fiiggvényes algoritmust is-
mertetjiik (Kojimaék [11] és Terlakyék [24] elemzése alapjan), mely teljes Newton—
1épések megtételével konvergdl a megoldashoz. Az eljardas polinomialitdsa egyszeriien
bizonyithatd, és Ling lemmadi [13, 14] segitségével beldthaté az algoritmus O(y/nlog 7)
komplexitdsa is. Az algoritmus tovibbfejlesztett valtozatdnak tekinthetjiik a prediktor—
korrektor algoritmusokat, melyek egyik elsé valtozatdt Sonnevend, Stoer és Zhao [26]
vezette be linedris programozasi feladatokra. Sonnevendék algoritmusanak a prediktor
lépés utan tobb korrektor lépésre volt sziiksége ahhoz, hogy a centrdlis Uit megfeleld,
eléirt kornyezetébe visszajusson. Mizuno, Todd és Ye [17] olyan prediktor—korrektor
belsépontos algoritmust publikalt linedris programozasi feladatra, amelynél egy predik-
tor 1épést csupan egy korrektor 1épés kovetett és az algoritmus komplexitasa, a linearis
programozas szakirodalmabdl ismert legjobb. Ez utébbi algoritmus egy valtozatat is-
mertetjlik a fejezetben. A rovid lépéses prediktor—korrektor algoritmus elemzése utan
egy adaptiv valtozatot is mutatunk, amely esetén mar kvadratikus konvergencia is
bizonyithaté.

Mizunoék eredményét [17] Anstreicher és Ye [31] iiltette a4t pozitiv szemidefinit
matrixszal adott linearis komplementaritasi feladatokra megtartva az eljards komple-

xitdsdt. Az algoritmus tovébbi dltaldnositdsdt adta Miao [16], illetve Potra és Sheng

49



5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

[22] P.(k) méatrixokkal adott linedris komplementaritdsi feladatokra. Potra [23] djabb
valtozatat adta az eredeti algoritmusnak pozitiv szemidefinit matrixok esetére 14j cent-
ralitdsi mértéket haszndlva (a dp helyett a J; centralitdsi mértékkel a centrdlis Ut na-
gyobb koérnyezetében mozog a pontunk). Ezt az 4j verziét P,(k) matrixokkal meg-
hatdrozott linearis komplementaritasi feladatokra vizsgdlja meg a TDK dolgozatom
[18].

5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes

algoritmus

A linedris programozasi primal és dudl feladatok legyenek a kovetkezo alakban adottak

min c¢’x
max bly

Ax = b (P) (D)
ATy < ¢

X > 0 )

ahol A € R™" ¢,x € R” és y,b € R™. Az altaldnossag korldtozasa nélkiil felteheto,
hogy rang(A) = m. Legyen a primal illetve a dudl megengedett megolddsok halmaza

rendre
P:={xeR: : Ax=b} és D:={(y,s) e R""": ATy +s=c, s > 0}.
Jelolje a
P.,={xeP:x>0} éa D,={(y,s)eD: s>0}

primal- illetve dudl bels6pontok halmazat.

Belsé pont feltétel: 1étezik x € P+ (létezik (¥,8) € DT)

5.1.1. Megjegyzés. A belsépontos feltételek teljesiilése esetén, azaz ha P, # () és a

D, # 0, akkor az erés dulitds tétel alapjdan létezik primdl (és dudl) optimdlis megoldds.
A primal illetve a dual optimalis megoldasok halmaza a

Pr={x*€P: c'x* <cx, Vxe€P}
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5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

D* :={y* €D : b'y* >b"y, VyecDl

Dualitds rés: bTy — ¢Tx = yT(Ax) — (ATy +s)Tx = sTx.

A kovetkezo allitas konnyen belathato.

5.1.2. Allitas. Legyenek az x,s € R" olyan vektorok, amelyekre x > 0 éss > 0

o

teljesiil. Az x és s vektorok pontosan akkor ortogondlisak egymadsra, ha x;s; =
teljesiil 1 = 1,2, ..., n esetén. O

Felhaszndlva az el6zo allitast az optimalitasi kritériumok az alabbi formaban irhatok

AX = b, X 2 O,
ATy + s = c, s >0,
xs = 0.

5.1.3. Allitis. Ha az X € P, és (¥,8) € D, akkor Xx§ = w € R" , azaz az optimum

bels6 pontban nem vétetik fel. O

Ezen tulajdonsdg miatt az el6z6 feladatot relaxdljuk, olyan primal és dudl

belsépontos megoldaspart szeretnénk eléallitani, amelyre:

Ax = b, x > 0,
ATy + s = c, s> 0,
Xs = pue.

teljesiil, ahol u > 0 adott. Az (X,8) > 0 primél-dudl megolddsbél szeretnénk az el6z8
relaxalt optimalitasi kritériumoknak egy megoldasat el6allitani oly médon, hogy vala-

milyen ismeretlen Ax, Ay, As értékkel médositjuk a megengedett megoldast:
A(x + Ax) = b, X+ Ax > 0,

AT(y + Ay)+ (§+As) = ¢, 5§+ As >0,

(x+Ax)(8+As) = pe.
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5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

Egyszert szdmitasok utdn kapjuk, hogy
A Ax = 0, X+ Ax > 0,
AT Ay+ As = 0, S+ As > 0,
SAx+ xAs+ AxAs = pue—Xxs,

ahol az utols6 egyenlet nemlinedris (kvadratikus). Ezt a nemlineéris egyenl6tlenség-
rendszert egyszeriisitjiik. Két dolgot hagyunk el: a pozitivitdsi megkotéseket és a

masodrendii tagokat. Ekkor a harmadik egyenlet a kovetkez6 alakuva valik
SAx+XAs = pue—XSs.

Newton-rendszer: keresendd a (Ax, Ay, As) € R**™*" vektor gy, hogy

AAx = 0,
ATAy+ As = 0,
§Ax+ XAs = pe—XS.

Legyenek S = diag(s) és X = diag(X) pozitiv matrixok. Ekkor az utolsé egyenletet a

kovetkezd formdra hozzuk
SAx+XAs=pe—Sx, azaz Ax+S'XAs=pus'-—x.

Alkalmazzuk az A matrixot a kapott n-dimenzids vektorokra és hasznaljuk fel az x € P

osszefiiggést illetve a Newton-rendszer els6 egyenletét. Ekkor
AXS'As = AAx + AXS'As=pAs ! — Ax=pAs ! —b.

A Newton-rendszer masodik egyenletére alkalmazzuk az AX S~! matrixot, majd pedig

rendezziik at az egyenletet. Ekkor
—~AX S ATAy = AXS'As=pAsT! —b.

Mivel rang(A) = m, ezért AXS1AT € R™™ és nem szinguldris métrix, hiszen az A

teljes rangu, ezért Ay egyértelmiien kiszamithato:

Ay = (AXSTAT) Y (b — pAs7H).
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Ezek utan egyszeriien és egyértelmien kiszamithatok a As és a Ax vektorok, azaz
As = —AT(AXS'AT) Y (b — nA5') és

Ax=ps ' —x+ XS TAT(AXSTAT)"Y(b — n As7Y).

5.1.4. Lemma. Ax és As ortogondlis vektorok.

Bizonyitas. Ax € Null(A) és As € rowsp(AT) = columnsp(A) = R(A) és ismert,
hogy Null(A) L R(A). O

A Ax és a As Newton lépések merdlegességét felhaszndlva sziikséges és elégséges

feltételt adhatunk a teljes Newton 1épés megengedettségére.

5.1.5. Lemma. A (P) és (D) feladatok esetén, X + Ax > 0 és § + As > 0 pontosan
akkor teljesiil, ha pe + Ax As > 0, ahol x € P, és (¥,5) € D,.

Bizonyitas. 1. Ha X + Ax > 0 és § + As > 0, akkor
0<(x+Ax)(§+As) = X5+XAs+5Ax+ AxAs =X5+ pe — X5+ AxAs
= pe+ AxAs.
2. Legyen pe+ AxAs >0, azaz AxAs > —ue és legyen

x* =X+ aAx, s*: =5+ als, ahol a € [0, 1].

0

Ha o =0,akkoraz x° =% ésaz s® =5, tehat x°s® = x5 > 0. Midsfelsl, ha

a=1 akkor az x! =x+ Ax és az s' =5+ As. Szdmitsuk ki az x*s* vektort:

x*s® = X5+a(XAs+5Ax)+ o’ AxAs=%5+a(ue—x5)+a’AxAs
> x5+a(ue—%5)—c’pe=(1-a)xs+a(l—-a)ue=
= 1-ao)(XS+ape)>0 Vac|0,1)
Hatardtmenetet véve (o — 1): x's! > 0, azaz x! > 0, s' > 0. a

A tovabbiakban jelolje

+ 1

xt=x!=X+Ax, y =y'=§+Ay é s’ :=s

a Newton—lépéssel kapott 1j pontokat.
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5.1.6. Lemma. A (P) és (D) feladatok esetén, ha a (Ax, As) olyan, hogy x* € P,
(y*,st) € D, akkor (x*)Tst = pun.

Bizonyitds. Figyelembe véve, hogy (Ax)TAs = 0.

xM)IsT = x+Ax)T(5+As) =xT5+57Ax +xTAs + (Ax)TAs =

= x's+ef(ue—x5)=pele=pn.

Atskalazas
Célunk olyan jelolések bevezetése, melyekkel a Newton rendszer egyszeriibb alakra
hozhatd, ezzel kiemelve a feladat strukturdjat. Az aldbbi vektorok segitségével atirt

L — u vektor,

Newton-rendszer harmadik feltételének jobb oldaldn megjelenik az u~
melynek norméaja fogja mérni a pontunk tavolsigat a centrélis uttol, ugyanis ha a
pontunk rajta van a centralis uton, akkor ez a kifejezés nulldval egyenld. Legyen X €

P, és (¥, §) € D,. Definidljuk a kovetkezd vektorokat

d:= ?, u:= E, ekkor Xz—szu.
5 z VE Vi
Tovabba
d!'Ax , dAs
d, = és d,:= .
VH VH
Ekkor

x" =%+ Ax=,/pd(u+d;) és st =5+ As=,/ud ' (u+d,), valamint

x"st =pe+AxAs=pe+/updd,/ud ' d; = p(e+d,dy).

Az 1j jelolésekkel a 5.1.5. Lemma eredménye a kovetkezo alakban irhaté.

5.1.7. Kovetkezmény. A (P) és (D) feladatok esetén, x + Ax > 0 és s+ As > 0
pontosan akkor teljesiil, ha e + d, d; > 0, ahol X € P, és (¥,8) € D,. O
Mivel sd =Xd™' = ,/pu, ezért

xAs+5Ax =%./pd 'd,+5,/pdd, = /u(5dd, +xd ' d,) = pu(d, +d,).
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5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

M4sfelél pe—%5 = x As+5Ax = pu(d,+d,) éspe—xs=pe—pu?=pu(u?!—u),
tehdt d, + d; = u ' — u. Bevezetve a d, := Ay/ VI vektort, az dtskaldzott Newton-

rendszer a kovetkezo lesz
ADd, = 0,
(AD)'d,+ d, = 0,

d,+ d, = uv'!'-u

Tehdt a d, € Null(AD) és a d, € rowsp(AD) = Null(HD™'), ahol H tetszbleges

olyan matrix, melynek nulltere megegyezik az A matrix sorterével. Ekkor
d, =Psyp(ut—u) é d,=Pyp-i(u’—nu), (5.1)
és mivel a (Ax)TAs =dId, =0 ezért
1de||* + [ldy]|* = [fu™" — ull*.

A d, +d, =0 pontosan akkor teljesiil, ha u™' —u =0, ami azzal ekvivalens, hogy

u ! =u, azaz u = e. Vezessiik be a centralitds mértéket az alabbi médon

s(x,5) = 3w —ull = 3 [ /22— [ £ .

5.1.8. Lemma. Legyen a és b tetszéleges egymasra meroleges vektor. Ekkor

1 2
fabll. < Sla<bl® & fab] <Y ja+b?.

Bizonyitas. Az els6 egyenlétlenség a 3.1.5. Allit4shoz hasonléan igazolhaté.
A maésodik &llités esetén figyelembe véve, hogy |la+ b|| = ||a — b||, mert a’b =0,
adodik a

1
lab® = e"(ab)’ = ze"((a+b)’ — (a—b)*)* < rze'((a+Db)" +(a—D))
1 1
< 1 (la+bl*+[la—=b]") = 2 lla+Db]"
Ebbél pedig kapjuk, hogy |lab| < % |la + b]? O

Az el6z6 lemmat a = d, és b = d, vektorokra felirva, valamint figyelembe véve a

d, +d; = u™! + u osszefiiggést, a kovetkezbket kapjuk.
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5.1.9. Kovetkezmény. Legyen x € P,, (¥,8) € Dy és p > 0. Had := 0(X,5,u)
akkor

|dg dsllee < 62 és ||dgd,|| < 62V2. O

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy ha a centrélis it §(x,s, ) < 1 kornyezetében
vagyunk, akkor a teljes Newton-1épés megengedett illetve az igy kapott pont is ebben

a kornyezetben lesz.

5.1.10. Tétel. Ha ¢ := §(X,5,u) < 1 akkor x* € P, (y*,s') € D. Tovdbbd, ha
0 <1 akkor x* >0, st >0 és
52
0(x",s", 1) < —e—.
2(1—02)

Bizonyitds. Az x* és s* pontosan akkor megengedett, ha e +d,d; > 0, aminek
elégséges feltétele ||d,d;|lcc < 1. Legyen u' := 1/"2’“ , ekkor (ut)? = % =
(e +d,d;). Masfelél a
20" = (o *>‘1—u*H=H(u+)-l<e—
d; d, 262
< Adl —*f*, és igy
1- ”dwdsnoo 1—42

e—e—d d;)

e+d d,

5+

VAN
U

(1—52)'

Vildgos, hogy ha 6 < 1/4/2, akkor a tétel szerint 6+ < 62, azaz ez esetben az
algoritmus lokélisan kvadratikusan konvergens, 4m ha § > /2/3, akkor a tétel

semmitmondd, mert még a § < § egyenlétlenség se teljesiil.

A kovetkezo két Lingtol szarmazo lemma teszi lehet6vé, hogy az el6z6 tételben az
1) pont centralitdsi mértékére adott fels6 korlatot élesitsiik.

5.1.11. Lemma. ( Ling 1. lemmé&ja (1993) ) Legyen u € R olyan vektor, amelyre
u > —e 6s legyen o := eTu. Ekkor, ha u> 0 vagy u <0 akkor

b

—u; —0
1—|—uz “1+o0

és egyenloség pontosan akkor teljesiil, ha legfeljebb egy nem nulla koordindtdja van az

u vektornak.
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5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

Bizonyitas. Ha az u =0 akkor 0 = 0 és az egyenl{ség trividlisan teljesiil. Legyen

D
_u.
: ——1 P HR & = v .
FrloLoop 2R & =3
Ekkor
8f —_ (1 + Uz) — (—’u,) -1 — U; =+ U; 1
~(u) = 2 = 7 = = 29
du; (1+ u;) (14 u) (1 +u)
tovabba o o 5
_ h . . 0T _ .
8u]—6ui (U) 0, at 7& Js ©s 87.1:12 (U) (1 =+ ’U/i)3

Tehat barmely u > —e vektor esetén g 7; (u) > 0 teljesiil, ami azt jelenti, hogy az f
szigorian konvex fiiggvény, mert H; (u ) az f Hesse matrixa, pozitiv definit matrix.

Figyelembe véve azt, hogy u # 0 vektor, azt kapjuk, hogy e’u = o ekvivalens az

el (% ) = 1 feltétellel, ami pontosan azt jelenti, hogy Zl % =1, és mivel u>0
vagy u <0, ezért ¢ > 0. Kihaszndlva az f fiiggvény konvexitasit

w=s (3 M) <3 rwe =34 (55) - 15
i=1

i=1 i=1

ahol e; € RP? az i. egységvektor. Egyenloség pontosan akkor dll fenn, ha u = o e;,

valamely ¢ indexre. O

Az els6 Ling lemmadt alkalmazva két egymadsra meréleges vektor koordinatankénti

szorzatara a kovetkezot kapjuk.

5.1.12. Lemma. ( Ling 2. lemmdja (1993) ) Legyenek az u,v € R* ortogonilis
vektorokok, és tegyiik fel, hogy |lu+ v| =2p, ahol p < 1. Ekkor

) 4
el © —e | < d .
e+uv 1—pt

Bizonyit4s. 5.1.8. Lemma alapjén [luv| < 1 lu+v|? = 14p?

p? < 1. Jeldlje

w =uv, ekkor efw =0 é —e <w < e teljesiil az |Juv| < p® <1 miatt.
Jelolje

In={i: w; >0} é I_:={i: w; <0},
ekkor o := Y w; = — > w;. Egyszerii szdmolassal és az el6z6 lemma alkalmazdsival

el el

n n
T e T e 1 —w;
_ — _ — -1 —
© <e+uv e) © (e—l—w e) iz:(l—i-wi ) 1,2::1+w1—
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5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

_wz _wl —0 g 20-2 ;e
Zl—f—wi—i_iezll—i-wi_l—i-a—i_l—a 1— o2 adod

i€l

Az utolsé kifejezés o monoton névé fliggvénye, ezért tovabbi felsé becslést kapunk,
ha o szamot a fels6é korlatjaval helyettesitjiik

1 n 1 n 1 n 1 ) , ’
0:5 1221:|’w1\:§ 1221:|U1/U1|§Z ;(%24—@12) =3 lut+v]?=p® é igy

2 4
e’ © —e) < 20 < 2p .
et+uv “1—02 " 1—pt

O

Most mar rendelkezésiinkre 41l az a becslés, melynek segitségével pontosabb felso

korlatot tudunk adni az 1j pontunk centralitdsi mértékére.

5.1.13. Tétel. Ha ¢ := 0(X,§,u) <1 akkor

52
§(xT,sT,p) < —n—r.
( ) < IR0
Bizonyitas. Legyen 01 := ¢ (x*,st,u), xt = x4+ Ax, st =5+ As és ut =
xtst — e+ d,d,. Ekkor a dXd, = 0 osszefiiggést is figyelembe véve

m
[ut|* = e"(utut) = e"(u")? =" (\/e +d, ds>2 = e’ (e+d,d,) = eTe+dld, =n

adddik. Felhaszndlva az el6z6 szamitas eredményét, azt kapjuk, hogy

16 = @) —w | = (@) -u) (@) ) =
o R I (O N e e

= T(—% e
- e+d,d, )

Alkalmazva a 5.1.12. Lemmat az u=d, és v =d, vektorokkal

26"
4 (5%)" <
() < 2
adddik, ugyanis ||d; + ds|| = 2, a centralitds mértékének a definicidja szerint, ahol
§ < 1. Atrendezés utdn pedig megkapjuk a tétel allitasat. O
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5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

A 5.1.10. valamint a 5.1.13. Tételekben belattuk, hogy a centrdlis Gt megfelel6
kornyezetébol indulva a teljes Newton—lépés sem vezet ki a kornyezetbol, tehat az

aldbbi algoritmus megfelelé 7 (példdul 7 < 1) esetén jél definidlt lesz.

Teljes Newton-1épéses primal-dudl logaritmikus buntetofiiggvényes

algoritmus

Input:

T az eltérés paraméter, 0 <7< 1

€ > 0 szamitasi pontossag

kezdeti megoldas: (x°,y°%,s%) € P, xD, , (x°)Ts® = uOn és 6(x%, s, u0) <
.

biintet6 paraméter 6, 0 <0 <1

begin
x:=x° 5:=8% p:=pu°
while pn > (1-6)e
begin
x:=x+ Ax
s:=s+ As
p=(1-0)u
end
end.

Az algoritmus komplexitdsdnak meghatarozasa érdekében el6szor vizsgdljuk meg,

hogy hogyan véltozik a centralitdsi mérték a p paraméter valtoztatasa kovetkeztében.

5.1.14. Lemma. Legyen x € P,, (y,s) € D, és u > 0, amelyre x*'s = pun.
Tovabbd, legyen 6 := 6(x,s,u) és ut = (1 —0) u. Ekkor
6%n

(5(X,S,/J,+)2 = (1 — (9) 52 + m
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5.1. Primal-dual logaritmikus biintetofiiggvényes algoritmus

Bizonyitds. Legyen 01 := 0(x,s,u™) é u = \/ - El6szor beldtjuk, hogy az

u' —u ésaz u vektorok ortogonélisak. Mivel x”s = pun, ezért |[ul|> =n, tovidbb4
(u™ —u)Tu:eT (ut—uwu)=e"(e—uv’)=e’e—u'u=n—-n=0.

Ekkor

1(5%) = H\/%u_l— \/%u

o g,

2

|-

’ - 6% ||u|’
:(1—0) Hu 1—11H2+ﬁ

n 6>
1—-9¢’

ahol az utolsé egyenldségnél felhaszndltuk a 6 := 6(x,s, 1) = 1 |Ju

= (1-6)46*+

ol 6 lul =

n Osszfiiggéseket. O

Ezen eredmény ismeretében mar konnyen igazolhaté, hogy az elézéekben ismer-
tetett Teljes Newton-lépéses primal-dudl biintetéfiiggvényes algoritmus O(v/nlog ™)
1épésben elddllit egy legfeljebb ¢ dualitdsrésti pontpart.

5.1.15. Tétel. Legyen 7 = Lz és 0 = ﬁ akkor a primdl-dudl logaritmikus

biintetofiiggvényes algoritmus a teljes Newton—1épéssel legfeljebb
0
’72 Vv/n log %-‘
Iépést igényel ahhoz, hogy el8éllitson egy x € P,, (y,s) € D,, amelyre x's < e.

Bizonyitas. Az algoritmus kezdetén 0(x,s,pu) <7 = % teljesiil. Egy iteracié utan

62 72 1 1
6 + +’ < - < — _2 -
(' s%) < V21 —64Y) T 2(1-7Y \/§<2

adédik. Tovabbs (x7)Ts* = un a 5.1.6. Lemma alapjan. Miutan u* = (1 — ) g,
ahol § = -1—, 5.1.14. Lemma alapjan

2vn’
o+ 2 B £ oot N2 n 6 1-0 n 6”
5(x ,S ,p,) = (1 9)5(3( )8 aﬂ) +4(1_0)< 4 +4(1—9)
1—49 n(ﬁ) 1-60 1
< i — + <
4 "4(1-6) 4 16(1-9)
< T4i=Sciog
S 47878t T




5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

mivel 0 < 6 = ﬁ < % teljesiil, bairmely n esetén. Tehat az iterdcié utdn az 4j pont

ismét a centralis it megfelel6 kornyezetében van. Az algoritmus generdl egy

(XOaSO), (Xlasl)a R (Xk’sk)a

pontsorozatot, amelynek az elemei rendre a oy M1y <y My «-- paraméteri
centrumokhoz tartoznak, és az azoktél mért tdvolsiga nem nagyobb, mint 7. SOt
a pontpérokhoz tartozé dualitds rés egyre kisebb, hiszen xI s = ppn = (1—6)F uon,
ahol 1 -6 < 1, tehdt ez a sorozat tart a nulldhoz. Azaz barmely ¢ > 0 adott
pontossaghoz létezik k£ index ugy, hogy

x;sp=pmn=(1-0 pmn<e, ekkor k log(1 — 6) + log(uon) < loge,

a logaritmus monoton ndvekedése miatt. Figyelembe véve a —log(1—60) > 6
osszefliggést, az el6z6 egyenlétlenségnél egy erosebbet koveteliink meg, amely valamely,

az elozoleg megadott k£ indexnél nagyobbra teljesiil

k log(1 —0) +log(uon) < —k 6 +log(uon) < loge,

tehat
log(pon) — loge < k6,
ezért .
9 log Honv <k, valamely k € N esetén.
€
Behelyettesitve a 8 = ﬁ értéket azt kapjuk, hogy

2\/ﬁlogM <k, azaz [Zﬁlog%-‘ =k.
£

5.2. Prediktor—korrektor algoritmus

Az el6z6 fejezetben ismertetett primal-dudl algoritmust tovabbfejlesztve jutunk el a
prediktor—korrektor algoritmushoz. A bevezetett jeloléseket hasznaljuk a tovabbiakban
is. Mint mar lattuk, a d, és d; vektorok merdlegesek egymdsra, valamint d, az AD,

mig d, a HD~! métrixok nullterére vett vetiilete az u=! — u vektornak (lasd (5.1)).
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5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

Szedjiik szét a d, és d; vektorokat egy affin skdldzdsu és egy centralizdl6 résznek

nevezett komponensre a kovetkezoképpen:

centralizdld 1épés: dé :=Psp(ul) és d¢ :=Pgpi(ul),
affin skdldzdsd lépés: d? := Psp(—u) és d? := Pyp-1(—u).
Azaz

d, =d +d¢ és d, =d$ +ds,
valamint az u™! és u vektorok felbontdsat kapjuk a kovetkezd értelemben
ds +dS =ul, (5.2)
d; +d; =—u. (5.3)

Az eredeti skdlazassal analéog médon definidljuk az affin skdlazasu illetve a centra-

lizal6 1épésben a Newton irdnyokat:
A%x := /pddg, A%s := /ud~'d?,
Ax :=/pdd, A%s == /pd 'dS.

lépésben meglépjiik a teljes Newton—1épést, igy az (x,s) pontbdl a kévetkezd pontokba
lépiink:
x%(0) = x + A%, s?(0) = s + AT,
x¢ = x + Ax, s¢ =s+ ASs.
A fenti azonossiagok alapjan konnyen beldthatok az alabbi Osszefiiggések az affin

skalazasu illetve a centralizal6 lépésekre:

x A% +sA%% = —xs (5.4)
xA’s+sA°x =pe (5.5)
ugyanis xA% = ,/uxd 'd? = pud?, valamint sA%x = ,/usdd? = pud?. Az utébbi
két egyenlOséget Osszeadva, és figyelembe véve (5.3) Osszefiiggést, a (5.4) egyenldséget
kapjuk
x A% +sA%% = pudj + pudi = pu(—u) = —xs.
A centralizal6 1épésre vonatkozé (5.5) Osszefiiggést hasonléan igazolhatjuk felhasznalva

a definicidkat és a (5.2) egyenl8séget.
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5.2.1. Lemma. Legyen x's = nu. Tegyiik fel, hogy megengedett lépéseket tesziink,
ekkor a 0 hossziisdgu affin skdldzdsi lépésben (1 — 6)-szorosdra cs6kken a dualitds rés,

mig a centralizalo lépés soran megduplazodik.
Bizonyitas. Eldszor vizsgdljuk meg az affin skdldzasu 1épés esetén a dualitds rést.
x%(0) s*(0) = (x + A*x)(s + A%s) = x5 + O(x A% + s A*X) + 0> A%x A’.
Felhaszndlva (5.4) egyenléséget,
x%(0)s*(f) = (1 — f) xs + B>A*x A’ (5.6)

ad6dik. Mivel A®x és A%s merélegesek egymdsra (ugyanis d? és d? vektorok
merdlegesek a 5.1.4. Lemma bizonyitdsdhoz hasonlé megfontoldsok alapjin ), a kdvet-

kezot kapjuk

(A%x)"A% = e"((1 — f)xs + ?A*x A%s) = (1 — 0)x"s,
amivel belattuk az els6 allitdsunkat. A centralizdlé 1épésnél hasonléan jarunk el.

x°s = (x + A%X)(s + A®s) = xs + (x A% + s A°x) + A°x A’s.
Figyelembe véve a (5.5) Gsszefiiggést
x°s‘=xs+pue+ AxA’s

kapjuk. Hasonléan az el6z6ekhez a A°x és A°s vektorok is merdlegesek egymadsra, igy

(x9)Ts = eT(xs + pe+ Ax A%) = xTs + pele = 2ny,

ezzel igazoltuk a mdésodik allitdst is. 0

Az €l6z6 lemma vildgossa teszi, hogy a dualitas rés csokkenését az affin skdlazasu
1épéssel biztositjuk, mig a fenti médon definidlt centralizdld 1épés kdvetkeztében a dua-
litas rés megduplazodik, ezzel elrontva az algoritmus konvergenciajat, ezért ehelyett egy
teljes Newton 1épést tesziink meg az aktudlis u érték felé. Ennek kovetkeztében, mint
mdr az el6z6 alfejezetben is lattuk (5.1.6. Lemma) a pontunk dualitdsrése valtozatlan
marad, de kozelebb keriiliink a centralis ithoz. Ezen tulajdonsiaga miatt nevezziik ezt
a 1épést centralizalo 1épésnek. Ennek megfelelden az affin 1épést prediktor, mig a cent-

ralizdl6 1épést korrektor 1épésnek is nevezik.
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Célunk olyan megoldaspar el6allitdsa, melynek a dualitds rése kozel nulla, azaz a
dualitas rést szeretnénk minél gyorsabban csGkkenteni, vagyis az affin skalazdsu 1épés
hatékonysaga fontos kérdése az algoritmusnak. Ezen a gondolaton alapszik a prediktor—
korrektor algoritmus. Megjegyezziik, hogy ha az affin skalazasi 1épés esetén a teljes
Newton—lépés megengedett, akkor e 1épéssel egy nulla dualitasrésti ponthoz jutunk,

azaz egy optimalis megoldashoz, am ez az esetek tobbségében nem kovetkezik be.

Prediktor—korrektor algoritmus

Input:

T az eltérés paraméter, 0 <7< 1

€ > 0 szdmitdsi pontossig

kezdeti megoldés: (x°,y°,s%) € P, xD, , (x%)7s® = uOn és 6(x°,s% ul) <
.

biinteté paraméter 6, 0 <6 <1

begin
x:=x° s:=8% p:=pu°
while pn > (1-6)e
begin
Korrektor 1épés (Newton 1épés)
X :=x+ Ax
s:=s+ As
Prediktor 1épés (affin skélazasi 1épés)
x =X+ A%
s:=s+ 0A%
pi=(1-10)p
end
end.

A prediktor—korrektor algoritmus esetén ahelyett, hogy az affin skaldzasi és a
centralizalé 1épésbdl egy Newton—lépést készitenénk, az el6z6 primdal-dudal algoritmu-

sunk Newton-1épését két részre szedjiik szét. El6szor egy centralizdlé 1épést, majd
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egy affin skdldzasu lépést teszlink meg. Mivel a teljes affin 1épés nem megengedett,
egy 6 paraméterrel tompitjuk. A § megfelel6 megvélasztasaval egyrészrdl biztositjuk a
lépésiink megengedettségét, masrészrol korldtozzuk az 4j pontunk tulzott eltdvoloddsat
a centralis uttél. A centralizdlé lépésiink célja visszajutni a centralis Ut megfelelo

kornyezetébe, ezzel biztositva az algoritmus konvergencidjat.

Affin skalazasu 1épés
A tovabbiakban megvizsgédljuk, hogy a pontunk centralitdsi mértéke hogyan valtozik 6
fiiggvényében az affin skaldzdsi 16pés sordn. Legyen (x,s) pozitiv megengedett primal—
dudl par. Legyen tovabbéd u > 0, melyre x's = nu. Az elemzésiink sordn hasznéljuk

az el6zo fejezetben definidlt centralitds mértéket

s
'—u|, ahol u= ki

1.
d=46(x,s,u) = §||u .

A kovetkezd lemmadban az u vektor koordindtaira adunk alsé és felsé korlatot.

5.2.2. Lemma. Legyen p(é) := 6 + /1 + 62. Ekkor

1
<y <p(8), 1<i<n.
00 = p(9)

Bizonyitas. A centralitis mérték definicidja és az u > 0 miatt a kovetkezo

egyenlétlenség all fenn
—20u; < 1 —u? < 26u;.

Atrendezés utén
u? —20u; — 1 <0 < u? + 20u; — 1

adodik, azaz
(u; — 6> —1-82 <0< (u; +0)* —1— 6%

Atalakitasok utan
u—0 <|u; — 0| <V1+82<wu;+6

kapjuk, ebbdl az u; komponensre az aldbbi egyenlétlenség adédik
=0+ V1+62<u <6+ V1402 = p(9).
Felhaszndlva az aldbbi azonossagot rogton adodik a lemma &llitasa

1 1
—0+V1+6% = = .
§+vV1+62  pd)
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Az u vektorra adott korlatok ismeretében a 6 lépéshosszra a kovetkezo elégséges
feltételt kapjuk.

5.2.3. Lemma. Legyen (x,s) megengedett pont, melyre x*'s = nu és § := §(x,s, u) <
7. Jelolje tovabba x := x + 0A%x és st := s+ 0A%s az affin 1épés utdn kapott pontot.

Ekkor 6 := §(xT,s™, (1 —0)u) < 7, ha 6 paraméterre teljesiil az aldbbi egyenlftlenség

192_719 < 2v2 (T\/p(j)z + 46p(8)V2 4 272 — 26p(8) — T2\/§) .

Tovabba rogzitett T mellett a fenti kifejezés jobb oldala § monoton csokkené fiiggvénye.
Bizonyitds. Felhasznélva a (5.6) egyenl6séget a kovetkez6t kapjuk
xtst = (1 - 0)xs+ ?A*x A% = p ((1 — O)u® + 6°d2 d?) .

Vezessiik be az alabbi jelolést

+at+ 02 ade
+ . X's kk +\2 _ 42 T s
u': “7(1—9),“’(3 or (u")*=u’+ R

Az 1j pontunk centralitdsi mértékére

57 = 5 )™ (e~ )| < 5 )| fle — ()| 4l fenn.

Tovabbi becsléshez felsé korlatot adunk a fenti szorzat két tényezdjére kiilon-kiilon,
el6szor a masodik kifejezést vizsgdljuk.
o w2 Fdid]
1-46
6%n
< e-vll+ o 7=—F0

2v2(1-6)

Az utolsé egyenlotlenség a 5.1.9. Kovetkezmény miatt igaz, figyelembe véve az

02
||e—(u+)2H = < He—u2H +1T0||dgd?||

2 2 s . ) P
|2 + d%||® = ||u||” = n egyenléséget. A 5.2.2. Lemmabeli eredmények segitségével
kapjuk az aldbbiakat

2

e —u? —u

e —v?|| = |ju < 26p(0).

u

| <l |°

Tehat a masodik tényezore a kovetkezd felsé becslés teljesiil:

e 6%n
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Az els6 tényezd becsléséhez ismét hasznaljuk fel a 5.2.2. Lemmat és a 5.1.9. Kovet-

kezményt.

(W) >

azZaz

-1
) s ———
P07 ~ I(1-0)

A kapott fels6 korlatokat behelyettesitve a kovetkezore jutunk

y 26p(0) +

2f (1 0)

1 02n
2\ o7 ~ 1(1-9)

A fentiek alapjan a 6t < 7 fennalldsdnak elégséges feltétele

6%n 2 47 §pe?
Atrendezések utén
6%n 2 9 6%n 472 0
(2(5[)(5) + m) +27 \/5 (25/)(6) + 2\/5 (1 _ 0)) < (5)2 +4T (5[)(5)\/_

2 2

6%n ) 472 ) 4
<ap() (0 )+m/§> < P Sp(8)V2 + 274,

Mindkét oldalbdl gyokot vonva

2

26p(0) + T Vec< 7'\/

(5)\/5 + 272,

4
2v/2(1 - 6) p(6)?

és f paraméterre nézve rendezve

0%n

2¢/2(1—6) =

megkaptuk a lemma els6 allitasat. A masodik allitas igazolasahoz vegyiik észre, hogy a

4 ) 9
T\/W +46p(8)V2 + 272 — 25p(6) — T°V2

lemmabeli egyenl6tlenség ekvivalens a (5.7) egyenlétlenséggel, igy elegendé az utébbit
vizsgdlni. Kénnyen beldthat6, hogy a (5.7) egyenlétlenség bal oldali kifejezése mind
f, mind ¢ véaltozéban monoton nd, mig a jobb oldali kifejezés mindketté szerint mo-
noton fogy. Azaz ha 6 kielégiti az egyenltlenséget valamely § érték mellett, akkor
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ugyanezen 6 kielégiti kisebb § értékre is. Mivel az elobb emlitett két egyenlétlenség ek-
vivalens, ugyanez igaz a lemmabeli egyenlGtlenségre is, tehat a lemma masodik allitasat
is belattuk. O

A tovébbiakban legyen 7 = 1/2 és # = 1/(24/n). Megmutatjuk, hogy minden
iterdcié utdn olyan (x,s) pontba érkeziink, melyre 0(x,s, u) < 7, azaz az algoritmus
jol definialt.

A korrektor 1épés egy teljes Newton—lépés, igy a 5.1.13. Tétel alapjan a kapott (x,s)
pont centralitasi mértéke

: 1
6 :=0(x,8, ) < :
1_

2(1-1) V2

Tehdt a korrektor 1épés biztositja, hogy a pontunk visszajusson a centralis Ut 1/+/24

Ll Ll

kornyezetébe. Ezutan vizsgdljuk meg a prediktor 1épés soran kapott pontot. A megadott

0 érték kielégiti a 5.2.3. Lemma feltételét, ugyanis

Ezt behelyettesitve  paraméterre a kovetkezd egyenlétlenségnek kell teljesiilnie

0%n
1-6

< 0.612626,

ami a megadott # érték mellett minden n > 1 mellett fenndll. Ennek készonhetoen a
5.2.3. Lemma miatt a prediktor 1épésben kapott pontunk centralitdsi mértéke is kisebb
marad 7 értékénél.

Ezek utan megfogalmazhatjuk f6 tételiinket, mely a Prediktor—korrektor algoritmus
komplexitasat hatdrozza meg. A bizonyitds a teljes Newton—1épéses primal-dual loga-
ritmikus biintetéfiiggvényes algoritmus lépésszdmanak bizonyitdsdhoz (5.1.15. Tétel)

teljesen hasonléan megy.

5.2.4. Tétel. Legyen T = 1/2 és6 = 1/(2+/n), ekkor a Prediktor—korrektor algoritmus
legfeljebb

0
[2\/ﬁlog %—‘

Iépésben elédllit egy olyan x € P, (y,s) € D, primal-dudl pontpdrt, amelyre xTs < «.
O
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5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

A prediktor—korrektor algoritmus adaptiv valtozata

A prediktor—korrektor algoritmus hatékonysigat tovabb novelhetjiik, ha a p paraméter
iterdlasi stratégidjat megvaltoztatjuk. A fenti algoritmusban a @ értéke egy fix szam.
Ezzel szemben, ha az algoritmus sordn a pontunktél fiiggden véltoztatjuk a 6 értékét,
azaz a pu paramétert, akkor egy hatékonyabb, gyorsabb algoritmust kapunk.

El6szor a 6 megengedett értékére adunk egy jobb korldtot a 5.2.3. Lemma

eredményének a javitasaval.

5.2.5. Lemma. Legyen (x,s) megengedett pont, melyre x’'s = ny és§ := §(x,s, u) <
7. Jelolje tovdbbd x* := x + 0 A% és st := s+ HA%s az affin 1épés utdn kapott pontot.
Ekkor 6 := §(x*,s™, (1 —0)u) < 7, ha 6 paraméterre teljesiil az aldbbi egyenlftlenség

62 1
17| < 2 2 27| —28p(5).
g ldadi|l < T(\/p(5)2+ p(0) + 7 T) 5p(9)

Bizonyitas. A bizonyitds szinte megegyezik a 5.2.3. Lemma bizonyitdsaval, fel-
hasznaljuk az ottani eredményeket és jeloléseket. Mint mar lattuk az affin 1épés utan a

pontunk centralitasi mértéke

5 = Sl ™ (e —uh) | < 3 @) e — 2.

Tovabba 5
” e— (u+)2” < H e— 112” + 19 |dz ds] ,
és
| e —u?|| < 26p(5).
A centralitdsi mérték fels6 korlatjaban szerepld elsé tényez6 becslését is élesitjiik.

W) >t - @z, >t - &
1 — (2 1_9 T slloo — (3 1_9

|dg dgll -
Behelyettesitve a felsé korlatokat

2
_ 200(0) + 5 |z az)
2/ — g ldz ]

5+

A 6T < 7 teljesiil, ha

2 472 40%7?

0 2
2 a a < a a .
(20006) + ;g lazasl) < S - 57 ez
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5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

Atrendezés utdn kapjuk a kovetkezot

62 2 62 472
(20000) + {2 lazash) -+ (26000) + 125 lazasl ) < 5+ 87°00(0),
aZazZ 02 9 47-2
(25;)(5) +1 5 |2 a?|| +272> < POE +87%6p(6) + 47

Négyzetgyokot vonva

2

26p(9) + 10_0 |dede|| +27% < 27'\/

1
+ 26p(6) + 72
p(6)? p(0)

egyenldtlenséghez jutunk, melyet a 6 valtozéra rendezve megkapjuk a lemma allitasat.
O

A kovetkezo tételben adunk egy, a 7 = % értékhez tartozo megfelel6 6 paramétert,
azaz egy olyan valasztast, mely mellett az algoritmus jél definidlt, vagyis minden egyes

iteracioban olyan pontba jutunk, amely benne van a centralis it 7 kornyezetében.

5.2.6. Tétel. Legyen 7 = % Ekkor a

2
0 —
14 4/1+ 13]|d2 d?|]

vélasztds esetén minden iterdcié utdn fenndll a 6(x,s,u) < 7 egyenlStlenség.

Bizonyitas. Induljunk el egy (x,s) pontbdl, melyre §(x,s,n) < 3. Ekkor a centra-
1iz4l6 1épés utdn a 5.1.13. Lemma miatt egy olyan (X,§, x) pontba jutunk, melyre a
centralitdsi mérték
§:=06X,5,p) < —— = —.
21-3)
A 5.2.5. Lemma alapjan ha a 6 kielégiti a lemma feltételét, akkor az affin 1épéssel
kapott pont centralitdsi mértéke se fogja meghaladni a 7 értékét. Az emlitett feltétel a

f paraméterre az ismert értékek behelyettesitése utan a kovetkezo

02
d: d¢|| < 0,308103.
Sl g <
Egyszerii behelyettessel igazolhaté, hogy
6? 4
didi|| < =
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5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

azaz a feltétel teljesiil. Ezzel a tételt belattuk. O

Kvadratikus konvergencia
Ko6nnyen lathaté, hogy a konvergencia rendje 6 paraméter valasztasatol fiigg. A kvad-

ratikus konvergencia feltétele
(1-0)u=0(u?), azaz 1-0=0(p).

Megmutatjuk, hogy az el6z6 adaptiv algoritmus estén megadott 6 érték teljesiti ezt
a feltételt, azaz a fent targyalt adaptiv prediktor—korrektor algoritmus konvergencidja

kvadratikus.

2

——=______ vilasztdsa esetén
144/1+13||dade||

5.2.7. Lemma. A biintet6 paraméter 6 =

1
1—9< Z3 |de de|| 4l fenn.

Azaz az adaptiv prediktor-korrektor algoritmus konvergencidja kvadratikus, ha
||[dede|| = O(u) teljesiil.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az

f:[0,00) = Ry flz)=1 fiiggvényt.

9
141+ 13z

Ehhez szamoljuk ki a fiiggvény els6 és masodik derivaltjat

13 letve  £"(z) —169 (1 + 3/ + 13x)
1 Vi xr) = .
VI +13z(1 4 /1 + 13z)? (14 13z)2(1 + /1 + 13z)?

Ezek alapjén f monoton nové konkdv fiiggvény, és mivel f'(0) = 13/4, ezért f(z) <

(=) =

13z/4 fenndll minden =z > 0 szdmra. Alkalmazva a kapott eredményt z = ||d2d?||

értékre kapjuk a lemma allitasat. (Il

A tovdbbiakban az egyes bevezetett vektorok nagysdgrendjét fogjuk megbecsiilni,
pontosabban a koordinataikat aszerint, hogy az indexiik a B vagy az N halmazba esik.
Az allitasokat a kovetkezo tablazatban foglalhatjuk Gssze

El8szor az u vektort vizsgaljuk meg. Figyelembe véve, hogy § < 1/2 a 5.2.2. Lemma
alapjan

1

0,61833 < 75 < ui < p(6) < 1,618033, azaz u=0O(1).
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5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

vektor B N
1) x o(1) O ()
2| s O(n) o(1)
3| u o(1) e(1)
4 d o(7) O(vh)
5| dg O(u) o(1)
6| df o(1) O(k)
7| A% O(u) O(u)
8| A% O(u) O(n)

Ezutén foglakozzunk az x és s vektorok becslésével. Legyen o a (P) és D feladatpar
kondiciészdmal, ekkor a 2.6.4. Lemmahoz teljesen hasonléan beldthaté

o; < %, tehdt sp = O(u).

Ennek segitségével, felhaszndlva az xpsp = pu% = O(u) osszefiiggést

~ O O(w

tehat az xp elvdlaszthaté a nullatdl, azaz létezik egy pozitiv szam, ami alulrél

(xp) 1= 22 = 9B _ gy

korlatozza. Mdasrészrél az olyan (x,s) pontok halmaza melyekre a dualitds rés ny
korlatos, igy xp feliilrél is korldtos, tehdt xg = ©(1). Tovabbad mivel xgsg = O(u)
kapjuk, hogy sp = O(u). Hasonléan bizonyithaték az xy = O(u) és sy = O(1)
Osszefiiggések.

A d vektor koordinatainak nagysdga kozvetleniil kovetkezik a d vektor definiciéjabol
és az x és s vektorokra adott becslésekbol.

Definicié szerint d% a —u vektor vetiilete az AD matrix nullterére, igy a projekcié

tulajdonsidga miatt

Idzll = 1Pap(—w)l| < [lull = v/n, azaz dg = O(1).

I Megjegyezziik, hogy a kondiciészam csak a feladat adataitdl fiigg, azaz fiiggetlen a u paramétertdl,

minden itericié esetén ugyanaz.

72



5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

Mivel (d?)y a d? vektor részvektora, ezért (d2)y = O(1) teljesiil. Hasonl6an igazolhaté
a (d%)p = O(1). A (d;)p illetve a (d,)ny esetén ennél tobbet szeretnénk beldtni, ezért

tovabbi elemzéseket tesziink. A d2 definicidja és a projekcié linearitdsa miatt

¢ = —Pap(u) = —% Pan(y/x3) = —% Pan(ds). (5.8)

Legyen (¥,$§) optimélis dudl megoldas. Ekkor
s=c—- ATy =ATy+5 - ATy =5+ AT (3 —y),

igy ds = ds + (AD)"(y — y), azaz a ds — d § vektor az AD maétrix sorterében van.
Mivel a sortér meréleges a nulltérre, Psp(ds) = Pap(ds + (d§ — ds)) = Pap(dSs).
Ezt behelyettesitve a (5.8) Osszefliggésbe

dé = L P,p(ds) (5.9)

T \//7
kapjuk. Mivel § optimaélis, ezért §g = 0, igy a (5.9) Osszefiiggéssel ekvivalens a kovetkezo
—/prd; = argm&n (Jlds - h|> : ADh = 0), illetve

—\/;_Ld: = argm}}n (“dB §B — hB”2 + ||dN §N — hN”2 : ABDBhB + ANDNhN = 0) y

és hp = —, /i (d3) s, valamint hy = —, /i (d$)~ a minimalizdlds megolddsa. Behelyet-

tesités utan a kovetkezot kapjuk
—/1(d%)p = arg nﬁ]ign (Img|® : AgDghg = /i AxDx(d%)n),
ami azt jelenti, hogy a —/u (d3)s a legkisebb norméaji vektor az
S :={¢: AgDpf = \/u AxDn(d;)n}

affin altérben. Az Apz = \/u A ~Dn(d%)n egyenlet legkisebb norméji megoldédsa az* =
VBALANDN(d%)y vektor, ahol Af jeldli az Ap métrix pseudo inverzét (azaz jelen

esetben A}, = AL(ApAL)~!, bbvebben lésd [28]). Nyilvanvals, hogy Dg'z* € S, igy

IVE @2)sll < | D52

= Vit ||D5' A5 AnDn(d2)N ||

azZaz

I(d2)all < [|D5"[| [[AZ]| 1A 1D~ 11(d5)w]l
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5.2. Prediktor-korrektor algoritmus

ahol ||D3'||, |Dn|| ©(/B) nagysagrendd, || AL ||, |An|| és [|(a2)n|| pedig O(1). Ezzel
belattuk, hogy (d3)s = O(\/). Hasonléan adédik (d§)n becslése is.

A A%x és A®s vektorok esetén a bizonyitas egyszeriien kovetkezik a
Ax = /udd, és A%s = /pd'd,

osszefiiggésekbol és az el6z6 eredményekbol.

Ezek utdn megfogalmazhatjuk az alfejezetiink f6 tételét
5.2.8. Tétel. Az adaptiv prediktor—korrektor algoritmus kvadratikusan konvergens.

Bizonyitds. Az eléz6ekben beldtottak alapjan d? d? = O(u), ez pedig a 5.2.7. Lemma

szerint pont azt jelenti, hogy az algoritmus kvadratikus. 0
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6. fejezet

Self-regularis bels6pontos

algoritmusok

A kovetkezOkben ismertetett elmélet kiindulépontja az el6z6 fejezet bevezetdjében
emlitett ellentmondés, miszerint a révid 1épéses algoritmusok O(y/nlog2) bizonyitott,
komplexitdsa jobb, mint a hosszii 1épéses algoritmusok esetén ismert O(nlog?), ez-
zel szemben a gyakorlatban a hosszu 1épéses médszerek hatékonyabbnak bizonyultak.
Terlaky, Roos és Peng [19] ennek a felolddsa céljabdl a hosszi 1épéses eljardsokat ij
centralitdsi mérték bevezetése mellett vizsgdlta meg. Az uj mértékeket a self-regularis
fliggvények segitségével definidltdk. A megvaltoztatott centralitdsi mértéknek megfe-
leléen a Newton-rendszert is moédositottdk. Az igy kapott 1j algoritmus tekinthetd
az elozo fejezetben bevezetett d; centralitdsi mérték illetve a hozzd tartozé Newton—
rendszer dltaldnositdsdnak. A fejezetben a self-reguldris algoritmusok egy specidlis esete
keriil ismertetésre Peng, Roos és Terlaky [20] alapjdn, melyben a médositott eljards
komplexitasa O(y/nlognlog?), amely a révid 1épéses algoritmusok komplexitdsat igen

jol megkozeliti.

6.1. Self-regularis algorimtus

6.1.1. Definicié. Egy ¢ : (0,00) — R kétszer folytonosan derivdlhaté fiiggvényt

self-reguldris fiiggvénynek neveziink, ha teljesiti a kovetkezé feltételeket:

1. 9(t) szigorian konvex fiiggvény és a globdlis minimumpontjdban, t = 1 pontban
elttinik, azaz (1) = 9'(1) = 0. Tovdbb4d léteznek v; > vo > 0ésp > 1,q¢ > 1
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6.1. Self-reguldris algorimtus

konstansok gy, hogy

v+t < () < (P + 7179, Yt € (0,00)

2. Barmely t,,t5 > 0 esetén

Y(tit™") <rp(t) + (L—1)(ta), Vr€[0,1].

Ha a 9 self-reguldris fliggvény, akkor a g paramétert biintetés mértékének (a szdm
nulldhoz tartdsat biintetjiik), mig a p paramétert névekedés mértékének nevezziik.
Két specialis csaladjat emelnénk ki a self-reguldris fiiggvényeknek. Az elso csaladot
definidlja
S UN( Pt GRS S et
plp+1) ale—1) g

ekkor a definiciéban szereplé konstansok vy = v, = 1. A maéasodik csalad

(t—1), aholp>1,g>1,

tP+1—1+t1—q—1
p+1 qg—1

[pq(t) = , aholp>1,¢q>1,

és a konstansok 1, = 1 illetve v, = q.

Ezen fiiggvények segitségével definidljuk az eljaras soran haszndlt biintetéfliggvényt
n
T(u) = o(u)
i=1

egyenloséggel.

Ebben a fejezetben a masodik csaladba tartozé

t2—1+t1_q—1
2 g—1"~

h(t) = Trq(t) = q>1

fliggvénnyel foglalkozunk. Ekkor a biintet6fiiggvény

efu?>—n eTul"?1—n

lIIQ(X’S’:u’) = l:[111(11) = 2 + q-— 1

A U fliggvény elso tagja az u vektor koordinatainak névekedését, mig a masodik tag a

nulldhoz tartasukat biinteti.
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Az el6z6 fejezethez hasonléan definidljuk a Newton-rendszert, és annak

atskalazasat, csak a Newton iranyt valtoztatjuk meg a kovetkezOképpen:
ADd, = 0,
(AD)Tdy + ds - O,

d, + d;, = -V¥(u)=u?-u

Self-regularis primal-dudl bels6pontos algoritmus

Input:

T az eltérés paraméter, 0 <7< 1

€ > 0 szamitasi pontossag

kezdeti megoldés: (x°,y%,s°) e P, x D, , (x")7s’=pu’n
biintet6 paraméter 6, 0 <6 <1

begin
x:=x° s:=8% p:=pu°
while un > ¢
begin
pi=(1-10)p
while
X =X + aAx
s:=s+ als
end
end

end.

Az 1j bilintetéfliggvényiinknek és az 1j Newton—rendszernek megfeleléen definidlja

az elemzésnél hasznalt centralitdsi mértéket

o(u) = V()| = [[u™ —u|| = |d; + d,]| = [|(de, )| (6.1)
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kifejezés, ahol az utolsé egyenléség d,, és d; vektorok merélegessége miatt igaz (ezt az

el6z6 fejezetben mar belattuk).

Korlatok u vektorra és a 1épéshosszra

Els6 1épésként alsé és felsé korlatot adunk az u vektor koordinataira.
6.1.2. Lemma. Legyen o = o(u). Ekkor
_1
umin2(1+0) 7, umax§1+0-

Bizonyitas: A lemma két allitasa trividlis, ha uyp, > 1, illetve uma, < 1. El6szor

vizsgdljuk meg a umin < 1 esetet, ekkor

o=|u?—u| >u;?—ul], 1<i<n,
azaz
1
02 —g— — Unmin 2 75— —1
U .
min min

Maésrészrol, ha uma, > 1,

UZumax_ Zuma.x_l-

q
Umax

A lemma kovetkezik a két kapott egyenlGség dtrendezésével. (Il

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

A =BX_ Ly _As_d

x u’ S u

Tovabba jelolje az 1j pontunkat az o paraméterrel tompitott Newton 1épés utan

(xT,s1), azaz x = x + a Ax és sT = s + a As. Ekkor a kovetkez6t irhatjuk
+ _ +_
x"=x(e+al,), sT =s(e+al,).

Konnyen lathaté, hogy az o pontosan akkor megengedett 1épéshossz, ha e + a A, > 0

és e + a A, > 0 teljesiil, amiknek elégséges feltétele
1—al[(Az Ay)|| > 0. (6.2)

Ezutan mar adhatunk alsé becslést a legnagyobb megengedett 1épéshosszra.
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6.1.3. Lemma.
1(Ag, A)]| < o(1 + )7,

Valamint az amax legnagyobb megengedett 1épéshosszra fenndll az
1

>
o(l+o0)a

amax -

egyenlGtlenég.

Bizonyitas: A 6.1.2. Lemma és o (6.1) definicidja alapjin

e ag=| (L8| < M- 2 coni o,

Umin Umin

A (6.2) egyenlGtlenséget atrendezve
S 1
am X Z /A A NI
= I(As, Al

alsé becslést kapjuk, amibdl az elk6z6 egyenlétlenség figyelembevételével kovetkezik a

lemma maésodik allitasa. O

Ezutdn vizsgdljuk meg a biintetofiiggvény csokkenési mértékét. Jelolje a ¥

biintetéfiiggvény mésodik tagjat, azaz a nulldhoz tartdst biinteté részt

. =11
u) = ;%(Uz’)a ahol () = =1

Ezekkel a jelolésekkel a blintetéfiiggvényiink magfiiggvénye a kovetkezo alakban irhatéd

-1
2

P(t) = + o(t) (6.3)

Egy Newton 1épés megtétele utdn jelolje u vektor 1j értékét u™ = (/xts*/u. Ekkor

(ut)? = (x+ani(s+aAs) :%E <u+aujx) % (u—i—aUAS)
= (u+ad;)(u+ ad,).

Figyelembe véve a d, és d, vektorok ortogonalitdsat

ef(u")? =e’u? + au’(d; + d;) = e’u? + au’(u™? — u).
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A biintet6fliggvény értéke az 1j pontban

(xt,sT,p) = ¥(u) = % + To(u)
_ eTu? +au (2u‘1_u)_n+qlo <\/(u+ozd$)(11+04ds)) (6.4)

A kovetkez6 lemmaban egy fontos tulajdonsagat adjuk meg a ¥, fiiggvénynek.
6.1.4. Lemma. Legyen t; > 0 és ty > 0. Ekkor

o (Viats) < 5 (9(t) + to(t2)) -

N | =

Bizonyitas: Konnyen beldthat6, hogy az éllitds pontosan akkor igaz, ha a ¢y(e?) mint
z fiiggvénye konvex, ami akkor és csak akkor &ll fenn, ha §(t) + t ¢y (t) > 0 teljesiil

minden ¢ > 0 esetén. Mivel

Yo(t) = —t7%, o(t) =qt™"1,
igy ¥4(t) +tyg(t) = (g—1)t72 > 0, tehdt a lemmat beldttuk. O

A lemma eredményének segitségével fels6 becslést adhatunk a v, fiiggvényre

To(ut) =" (\/(u-l— ad,)(u+ ads)) < %i (@bo(ui + ady;) + Yolu; + adsi)).

i=1

Behelyettesitve a fenti becslést a (6.4) egyenléségbe

efi’ +aul(u?—u)—n
2

U(xt st p) < +%Z (¢0(ui+adm~) +¢o(ui+adsi))
i—1

egyenlGtlenség adddik. Legyen f(a) a ¥ fiiggvény megvaltozdsa egy lépés sordn a

lépéshossz fliggvényében, azaz

f(OZ) = \Il(x"" S+a,u) - \IJ(Xa S, ,U,) S .fl(a)’
ahol

T..2 + T —q __ _ 1 n
fi(a) = —\Il(x,s,u)—l—e u’+au (2u u) n+§ (¢0(ui+adm)—|—@/}0(ui+adsi)).
i=1
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6.1. Self-reguldris algorimtus

Vegyiik észre, hogy f(0) = f1(0) = 0. Szdmoljuk ki a az f; fiiggvény elsd illetve masodik

derivaltjat o 1épéshosszra nézve.

LS (gt (s o) + 0t (s + ) ).
2 -

=1

1
(@) = " () +
Felhaszndlva a Newton—rendszer harmadik egyenletét valamint a o (6.1) definiciéjat
£(0) = 2u(u - u) — —Zu—q doi + ) = o (de + d) (@ —u %) = 0. (6.5)
2 2
Tov4bbé felhasznélva, hogy a 9" (t) = qt 17 fiiggvény monoton csékken
@) = Z (6 (i + adui) €2, + 94 (s + ady) ;)
= 3 Z ( (q(us + ady) ™) d2; + (q(ui + ady) ™ 79) d§1>
i=1
g\ —q—1( 2 2
< 5 ;(umin - aa) g (dzz + dsz)

Az utolsé egyenlotlenségnél a kovetkezoket hasznédltuk fel
U; + adwi 2 Umin — & ”dz” 2 Umin — A0,

Ui + dyi > Umin — 0 ||ds|| > Upin — a0

Figyelembe véve (6.1) azonossigot

1
1(0) < h(a) := 5q0* (tmin — a0) ™7 (6.6)
adédik. Integraldssal kapjuk minden olyan « lépéshosszra, melyre uym;, —ao > 0 teljesiil,
hogy

@) = £0+ [ 1@ < £0)+ [ wiepae

Még egyszer integrdlva az egyenl6tlenséget, valamint felhasznédlva az f(a) < fi(«)

egyenlStlenséget és hogy f1(0) =0

fa) < / FQOdC < fo(0) = £L(0)a+ / / £)dedc
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6.1. Self-reguldris algorimtus

kapjuk. Nyilvdn fi(a) = h(a) > 0, igy az f> konvex fiiggvény. Mivel f»(0) = 0,
f5(0) = f1(0) < 0 és f)(a) = h(«) végtelenhez tart, ha « tart az Uy, /o értékhez, ezért

az f, fliggvény a minimumadt valamely & > 0 helyen veszi fel, mely az

fl@) = £+ [ he)ds =0
0
egyenlet megolddsa. Felhasznélva a (6.6) Osszefliggést az el6z6 egyenlet a kovetkezével

ekvivalens

2
Megoldva o paraméterre nézve az egyenletet

fll(O) + 1610_2 /a(umin - 50)_1_qd£ == 0
0

G = min (1 — 1+ augﬁn)%q) (6.7)
o
kifejezésre jutunk. A 6.1.2. Lemma alapjan
ugnin 2 . :
oc+1

Behelyettesitve a (6.7) Osszefliggésbe a kovetkezére jutunk

A kovetkezo lemmadra a tovabbi becslésekhez van sziikségiink.

6.1.5. Lemma. Legyen p € [0, 1], ekkor
(1-¢t)P <1-npt, minden t € [0,1].

Bizonyitds: Tetsz6leges rogzétett p < 1 esetén a (¢t — 1) — 1 + pt monoton fogyé
fiiggvény a t € [0,1] intervallumon, és nulla ¢ = 0 esetén. Ebb6l mar kdvetkezik a

lemma allitésa. 4

Az el6z6 lemma becslését alkalmazva

1 1
o\ ¢ o a 1
1 =|1- <1——¢q(20+1
(+a+1> ( 20+1) - aq< o+1)

adddik, igy még egyszer haszndlva a 6.1.2. Lemmat az & lépéshosszra a kovetkezo alsé

korlatot nyerjiik

5 > Umin o Umin 1
(6] = = .
oo q20+1)  q(20+1) T g(20 +1)(0 + 1)
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6.1. Self-reguldris algorimtus

A tovébbiakban feltessziik, hogy o > 1 és az
1
f=— (6.8)
3qo(o +1)q
lépéshosszal szdmolunk. Vegyiik észre, hogy o* < @. Az fo(a*) kifejezés becsléséhez

sziikségiink lesz a kovetkez6 lemmara.

6.1.6. Lemma. Legyen h(t) kétszer differencidlhaté konvex fiiggvény, tovabbd h(0) =
0, h'(0) < 0 és a h fiiggvény a t* > 0 pontban veszi fel a (globdlis) minimumét. Ekkor

ha h" fiiggvény monoton né a [0, t*] intervallumon, akkor

h(t) < 0<t<t,

Bizonyitas: A lemma feltételei alapjan

t t pt ¢
nt) = /0 W(€)de = I (0)t + /O /0 K (C)dede < H(0)¢ + /0 £ (€)de

= RO+ En© - [ #d < H O h)

Ezt atrendezve megkapjuk a lemma allitasat. U

Alkalmazzuk az el6z6 lemmat h = fy fliggvényre. Eloszor ellendrizziik, hogy az
el6z6 lemma feltételei teljesiilnek-e: fo(0) = 0 és f5(0) < 0. Tovabba f () = h(a) > 0
és

g(g +1)o°

5 (@) = h(a) = f(umin — o)1 > 0.

Tehét alkalmazhatjuk a lemmaét, tovabbd a (6.5) azonossigot figyelembe véve f(a*)

értékére a kovetkezo felsé becslést kapjuk

* £1 * £/ x 9
fo) < folar) < & f22(0) _ f21(0) _ a4a |

Végiil behelyettesitve a* (6.8) definiciéjat és figyelembe véve o > 1 feltevésiinket

flays — <2 <7 (6.9)
12¢(c +1)s ~ 12¢(20)a 24q

A u paraméter iteralasanak hatasa
A kovetkezokben néhany technikai eredményt ismertetiink melyekre a konkrét

elemzések soran lesz sziikségiink. Mivel

Y)y=t—t7,  Yt)=1+q™ 7,
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6.1. Self-reguldris algorimtus

ezért ¢”(t) > 1 minden ¢ > 0 esetén.
6.1.7. Lemma.

Y'(t)?, t>0.

l\DIr—l

S =17 <) <

Bizonyitas: Mivel ¢(1) =¢'(1) =0

= [ [wioucac> [ [ acae=Jo- 1y

all fenn, amibol kovetkezik az egyenl6tlenség els6é fele. A masodik egyenlGtlenséghez

feliilrdl becsiiljiik a 9 fiiggvényt

i) = / / $(Q)dcde < / / W€ (C)dCde
- /w" (€)de = S/ ("

amibdl kovetkezik a lemma allitésa. O

A fenti lemmadaban a biintet6fiiggvény magfiiggvényére kapott alsé becslés

segitségével az u vektor normdjara fels6 becslést adhatunk.

6.1.8. Kovetkezmény. A kovetkezo egyenlitlenség teljesiil

ull < vn+ /2% (u).

Bizonyitas: Felhaszndlva a 6.1.7. Lemmat és a Cauchy—Schwarz egyenldtlenséget kap-
juk
n

2 2 2
20(u) =2 (u—1)° = |[ul* —2¢"u+n > |[ul® — 2|l [l + [lel|* = (|[ul| - [le|])*.

i=1
Ezt atrendezve

[ull < lell + v2¥(u) = v + /¥(u)

adédik, amib6l mar kovetkezik az allitas. O

Az el6z6 lemmaéban a v fliggvényre adott felsé korlat osszevetve a o definiciéjaval

a biintetofiiggvényre felsé becslést eredményez.
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6.1. Self-reguldris algorimtus

6.1.9. Kovetkezmény. ¥(u) <

o(u)?.

Bizonyitas: Ismét a 6.1.7. Lemmat haszndlva, illetve a (6.1) alapjan

N[

V() = Y v(w) < 5 3w (w) = 5 V¥ = o)

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

A kovetkezd lemmaban megvizsgaljuk, hogyan valtozik 1 (t) értéke ha a t véltozét
(8 paraméterszeresére noveljiik, ahol 3 > 1.
6.1.10. Lemma. Legyen > 1. Ekkor
1
Y(68) < 9(0) + 5 (8- D

Bizonyitas: Hasznélva a bevezetett (6.3) jelolést

B2 —1 1
Y(Bt) = =+ %o(Bt) = ¥(t) + 5(6°F — £°) + Yo (Bt) — %o (t).
Mivel a 1) fliiggvény monoton fogy6, 1o(8t) — 1o(t) < 0. Ebbél pedig mar kdvetkezik
a bizonyitandé egyenlétlenség. O

A fenti lemmaban kapott egyenl6tlenség modot nytijt a p paraméter valtozasanak

a biintetofiiggvény értékére gyakorolt hatasdnak vizsgalatara.

6.1.11. Lemma. Legyen 0 € (0,1) és p* = (1 — 0)u. Ekkor

W&ﬁwﬂéwm&m+2

-?fgzs(zw@0+- 2nwon-+n).

Bizonyitas: Vegyiik észre, mikor a pu paraméter értéke ut értékre véltozik, az u
vektor ut = /xs/ut = 1/4/1 — 6 u vektorra mddosul. Alkalmazzuk a 6.1.10. Lemmat
B =1/4/1— 0 értékre

6 |ul”

T(ut) = Zd,(ﬁui) < Z (d;(ui) + %(ﬂ2 _ 1)u§) = U(u) + 21— 6)

Az 6.1.8. Kovetkezmény segitségével folytathatjuk a becslést

6 (i +/20)
Y(u") < ¥(u)+ ( 20 —0) ): (u)+2(10_0) (2\Il(u)+ 2n\Il(u)+n).




6.1. Self-reguldris algorimtus

Ezzel az allitast belattuk. U

A sziikséges becslések feldllitasa utdn most ratériink az algoritmus lépésszamanak
meghatarozasara. Az algorimus kiilsé ciklusa elején a p paraméter iterdldsa el6tt
U(x,s,u) < 7 teljesiil. Az 6.1.11. Lemma alapjan a u frissitése utdn

0
U(x,s, 1) <7+ 310 (27’ +v2nT + n) (6.10)
all fenn. Az (6.8) alatt meghatdrozott «* értéket haszndlva (6.9) alapjin a

biintetofiiggvény értékének csokkenése legaldbb

q—1
g 4

24q
Megjegyeznénk, hogy ez az eredmény csak a o > 1 feltétel teljesiilése mellett igaz, &m

(6.11)

6.1.9. Kovetkezménybeli egyenlétlenség alapjan ennek elégséges feltétele U(x,s, u) >
1. Ami pedig 7 > 1 mellett biztosan fenndll minden bels6 ciklus megkezdésekor. A
6.1.9. Kovetkezmény és (6.11) alapjdn minden bels6 iterdcié sordn a biintet6fiiggvény
csokkenése legaldabb
qg—1

U 2q

24q’
ahol ¥ a biintetofiiggvény értéke a belso iterdcié megkezdése elott.

(6.12)

6.1.12. Lemma. Minden belsé ciklusban legfeljebb

a+1

48¢2(T + ﬁ(%’ +v/2n7T 4+ n)) 2
g+1

iterdcid torténik.

Bizonyitas: Jelolje U a biintetéfiiggvény értékét a belsd ciklus elején. Egy iterdcid
utdn az 1j értéket jelolje ¥*. Ekkor (6.12) alapjin

24q

Emeljiik az egyenlétlenséget (¢ + 1)/(2¢) hatvdnyra, majd alkalmazzuk az (1 — t)® <

Ut <0 —

1—at, (o, t €]0,1]) dsszefiiggést

-1y St EPTERNE =
@)% < (o XX o
- 24q N 24q




6.1. Self-reguldris algorimtus

Ha U jeldli a k. belsd iterdcié utdn a biintetéfiiggvény értékét, akkor a kovetkezd
becslés all fenn
o < g il
- 48¢?
Ha a U®) értékre adott felsé korldt kisebb, mint 7, akkor a belsd iterdcidk szdma
legfeljebb k, tehdt

N N
482 —
atrendezés utdn 1802
0 g5 <k
qg-+1

ad6dik. Az alsé korlatot feliilrél becsiilve 7 > 0 illetve (6.10) figyelembevételével meg-

kapjuk a lemma allitasat. O

A bels6 iteraciok maximadlis szdmanak és a kiils6 iterdciok maximalis szamanak
szorzata fels6 becslést ad az algoritmus lépésszamara.
6.1.13. Tétel. Az algoritmus legfeljebb

g+1
2q

48¢* (T + 2(10%0)(2T+\/2n7'+n))_ 1. n
qg+1 [9 5-‘

Iépésben megad egy (x,s) megengedett pontpart, melyre xT's < «.

Bizonyitas: Mivel hosszu 1épéses az algoritmus, a kiils6 iterdcidk szdma legfeljebb

11 n
Hoga

(14sd Roos, Terlaky, Vial konyv [24]). Ezt megszorozva a 6.1.12. Lemma eredményével,

adddik a tétel allitasa. O
A tétel eredménye egészértékjelek nélkiil a 6 = %, T = n valasztds esetén
72¢*(4n + nﬂ)% @?n%

logg < 72(4+V2 7 logg < 390qn% logg.

qg+1 q+
Rogzitett ¢ > 1 esetén ez a hosszii 1épéses algoritmusokra ismert O(n log %) komplexitas
javitasat jelenti. A ¢ = %logn valasztas minimalizalja az €l6z6 fels6 korlatot. Ekkor az
iteracioszam
o (\/ﬁlognlog g) ,
ami mdr igen kozel van a belsépontos algoritmusok elméletében ismert legjobb
1épésszdmhoz, azaz a O(y/nlog2) komplexitdshoz.
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Jelolések

az n-dimenziés pozitiv vektorok halmaza

az n-dimenziés nemnegativ vektorok halmaza

vektorokat vastag betii, skalarokat normal betii jelzi

az x és az s vektorok koordindtankénti (Hadamard) szorzata
a hatvanyozas koordinatankénti elvégzésével kapott n-dimenziés vektor
a két vektor skaldrszorzata

az x vektorbdl eléallitott diagondlis métrix, azaz X = diag(x)
az Euklideszi norma

az l,, norma

a csupa egyesbol allo, n-dimenzids vektor

az egységmatrix

az A matrix j. oszlopa

aJ C{1,2,...,n} indexhalmaz szdmossiga

A € R™™ azon részmatrixa, melynek oszlopindexei J C {1,2,...,n}-hez
tartoznak

az Aj azon részméatrixa, melynek sorindexei K C {1,2,..., m}-beliek

Definici6. Legyen f, g : R, — R, fiiggvények. Ekkor

fz) =

f(z)

O(g(x)), ha 3¢ > 0 konstans, melyre
f(z) <cg(z) Vz>D0.

©(g(z)), ha J¢p, cp > 0 konstansok, melyekre
c19(z) < f(x) < cpg(x) Yz > 0.
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