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1. El6sz6

A mintavétellel végzett felmérés napjainkra igen elterjedt informécidszerzési eszkozzé valt.
Piackutatdsok, kozvéleménykutatasok, kormanyzati megrendelésre vagy tudomanyos céllal
késziilt felmérések tizezreit végzik évente szerte a vilagon.

A matematikai statisztika sztenderd feltevése a megfigyelések fliiggetlensége és azonos
eloszldsa. A felmérések mintijanak esetén ugyanakkor ez a feltevés a legritkdbb esetben
teljesiil. Ennek legkézenfekvGbb oka a populacidk véges elemszdma. Véges elemszam
esetén visszatevés nélkiil végezve a mintavételt a megfigyeléseink nyilvan nem filiggetlenek.
A feltevés nem teljestilésének mdsik oka a felmérések mintavételi elrendezésének (sampling
design) nagyfoki Osszetettsége. A gyakorlatban szinte soha nem alkalmazzdk a fiiggetlen,
azonos eloszlasu megfigyeléseket add visszatevéses egyszeri véletlen mintavételt.

A mintavételi elrendezések Osszetettségének sziikségessége igen sok tényezbre vezet-
het6 vissza. Az elrendezés kialakitdsakor figyelembe kell venni a célpopulicié jellemzoit,
pl. foldrajzi elhelyezkedését. Figyelembe kell venni a célvaltozdkat, pl. egy nemzetiségi
osszehasonlitd kutatds esetén a kis létszamu kisebbség tagjait nagyobb valdsziniiséggel
érdemes a mintdba venni. Lényegesek az adminisztrativ korlatok, pl. nem végezhetd
egyszerli véletlen mintavétel, ha nem 4&ll rendelkezésre nyilvantartds a célpopuldcidrol.
Meghatdrozé szempont a mintavétel koltségvonzata, igy pl. olcsébbak a foldrajzilag
kevéssé szort mintat eredményezd moédszerek. A koltségeket ugyanakkor érdemes hatd-
sossagi szempontokkal egyiitt vizsgalni, az olcsébb eszkoz akkor preferalhaté egy dragabbal
szemben, ha az alkalmazasdval kapott eredmények megbizhatdsiga nem csokken jelentGsen.
A mintavételi elrendezés kialakitdsa ezen szempontok egyiittes figyelembevételével torténik.

A felmérésbol szarmazé becslésekkel szemben tdmasztott alapveté kovetelmény azok
megbizhatésaganak mérhetosége. A megbizhatésig leggyakrabban hasznalt mértéke a
becslés variancidja. Altaldban ez a variancia ismeretlen, és csak a mintdbdl becsiilhets. A
variancia becslésének problematikaja képezi ezen dolgozat targyat.

A felmérésbdl szamolt becslés variancidja a becslés médjan kiviil a mintavételi elren-
dezésnek is fiiggvénye. A felmérések kiértékelésénél jelenleg leggyakrabban alkalmazott

mddszerek, illetve az értékelésnél hasznilt szoftverek (igy a magyarorszigi kézvélemény-



kutatdk széles korében haszndlt SPSS is) azzal a fent emlitett feltevéssel élnek, miszerint
a mintaelemek fiiggetlen mdédon és azonos valdsziniliséggel keriiltek a mintdba. Ezeknek
a sztenderd eljardsoknak a hasznilata téves varancia-becsléshez, és igy érvénytelen ko-
vetkeztetésekhez vezethet. A dolgozat célja a mintavételi elrendezésnek megfelels, ahhoz
illeszked6 (design-adjusted) variancia-becslési mddszerek dttekintése.

Az utébbi 6tven évben intenziv tudoményos tevékenység folyt ezen a teriileten. A
XIX. szdzad végétdl mar rendszeresen végzett felmérések elméleti hatterét adé felmérés-
statisztika kialakuldsa Neyman 1934-es, nagy hatdsu tanulmdnydhoz kotheté. Egyéb
megfontoldsok mellett ebben a cikkben keriilt sor els6ként a valdsziniiségi mintavételnek
az abban az idében széles korben alkalmazott kvétds mintavétellel (purposive selection)
szembeni elonyének az aldtdmasztdsara, illetve annak a felismerésnek a bizonyitdséra,
hogy a mintabdl kapott becslések érvényességének nem eléfeltétele az azonos kivdlasztasi
valdsziniiségek megléte.

Az alabbi gyakran idézett miivek egy-egy mérfoldkovet jelentettek a felmérés-statisztika
torténetében, dolgozatunk megirdsidban az utolsé két munkara kozvetleniil is tdmaszkod-

tunk:

e Neyman, J. (1934). On the two different aspects of the representative method: The
method of stratified sampling and the method of purposive selection. Journal of the

Royal Statistical Society, 97, 558-625.
e Yates, F. (1949). Sampling Methods for Censuses and Surveys. London: Griffin.
¢ Deming, W. E. (1950). Some Theory of Sampling. New York: Dover.

e Hansen, M. H., Hurwitz, W. N., Madow, W. G. (1953). Sampling Survey Methods
and Theory 1., I1. New York: Wiley

e Cohran, W. G. (1977). Sampling Techniques. New York: Wiley

e Wolter, K. M. (1985). Introduction to Variance Estimation. New York: Springer-

Verlag

e Sidrndal, C.-E., Swensson, B., Wretman, J. (1992). Model Assisted Survey Sampling.

New York: Springer-Verlag



A matematikai eredmények szamitastechnikai megvaldsitasaként tobb statisztikai szoft-
verben taldlhaté mar mintavételi elrendezésnek megfelel6 elemzésre alkalmas modul. A
legelterjedtebbek k6zé sorolhaté CLAN, GES, SAS, Stata, SUDAAN és WesVar PC tjabb
verziéi képesek a dolgozatban sorravett mddszerek koziil néhany alkalmazasira, de az

altaluk lefedett mintavételi elrendezések és becslések kore korldtozott (Carlson, 1998).

A dolgozat tehdt valamely 8 paraméter 6 becslésének V (é) variancidjanak, illetve a
variancia V (é) becslésének szamitdsi modszereit veszi szamba, kiillonb6z6 mintavételi el-
rendezések esetén. A 3.1. fejezetben azt az esetet targyaljuk, amikor 6 m-becslés. Két
torzitatlan becslést adunk V (é)—ra, a Horvitz-Thomson és a Yates-Grundy becslést. A
mintavételi praxisban gyakran hasznalt néhdny elrendezésre expliciten is megadjuk ezeket
a becsléseket a 3.3. és a 3.4. fejezetekben, a kiilonb6z6 elrendezések hatdsossaganak
Osszevetésére torekedve. Ugyan (3.18) szerint a m-becslés alkalmazdsa mellett dltaldban
egyik elrendezés sem jobb a mésikndl, a hatdsossig Gsszevetése bizonyos el6feltevések mel-
let mégis informativ lehet. Abban az esetben, amikor 6 mas m-becsléseknek nemlinedris
figgvénye, 6 eloszlsa matematikaliag nehezen kezelhetd, igy V (é) legtobbszor nem ad-
haté meg egzakt médon. Az 4.1. fejezetben a nemlinedris fiiggvény linedris approximéciéja
segitségével adunk kozelitd becslést V' (é) -ra. Az 4.2. fejezet a komplex mintavételi elren-
dezések, ill. komplex becslések esetén gyakran alkalmazott ismételgetd technikdk néhdny
véltozatdnak (random csoportok, jackknife, bootstrap) szdmbavétele. A kordbbi fejezetek
eredményeinek altaldnosabb felhasznilhatdsigara mutat néhany példat a 5. fejezet, mig
az utols6 rész hazai felmérés adatainak felhasznaldsdval mutatja be a mintavételi elren-

dezésnek megfelel6 variancia-becslés alkalmazdsat.

1.1. Megjegyzés. 1. A mintavétellel kapcsolatos angol nyelvii szakkifejezések magyarra
forditasardl legtobb esetben még nem jott Iétre konszenzus, ezért ezek els6 eléfordulasakor
megadtuk az eredeti angol terminust is.

2. A dolgozat egyfajta attekintést ad, tematikdja igen széles kort olel fel, és inkdbb
az alkalmazésra koncentrdl. Emiatt a tételeket legtobbszor bizonyitds nélkiil kozoljiik.

Kivételt képeznek a fontos alaptételek tipikus, tébb esetre adaptdlhaté bizonyitdsai.



2. Bevezetés

Legyen az U N elemil véges populdicio

di
U=1{1,....k...,NY® {uy,. . ug,...un}, N < oo,

az egyszeriség kedvéért a tovabbiakban az uj elemet az indexével, k-val azonositjuk.
Legyen az s minta a populdcié tetsz6leges részhalmaza: s C U. n(s) jeloli a minta-

nagysagot.

2.1. Megjegyzés. A dolgozatban visszatevés nélkiili mintavétellel foglalkozunk. Vissza-

tevéses mintavétel esetén a mintdt nem halmazként, hanem rendezett n-esként definidlnank.

Legyen S az U hatvanyhalmaza, S = Pow (U), |S| = 2V. Jelolje A az S &ltal generalt
o-algebrit, A = Pow (S). Jelolje p(:) az (S,A) mérhet6 téren értelmezett valésziniiségi
mértéket. Rogzitett p(-) mellett p(s) adja meg az s kivdlasztdsdnak val6sziniiségét: az s
mintat tekinthetjiikk az S halmazértéki valdsziniiségi valtozd kimenetének, az S eloszlasat

p(+) adja meg:
P(S=s) " ps),ses.

Mivel p(-) valészintiségi mérték (S, A)-n, p(s) > 0,Vs € S,illetve > ,.gp(s) = 1. A p(:)
figgvényt nevezziitk mintavételi elrendezésnek.

Rogzitett p(-) mellett definidljuk az aldbbi mintaelem indikdtorokat:

1,hakeS
keU: LY
0 egyébként
A mintaelem indikatorok segitségével hatarozhatdk meg az elsérendi kivdlasztdsi va-

losziniségek:

m & S kp(s) = P(I = 1).

A tovébbiakban feltessziik, hogy 7 > 0,Vk € U. A mdsodrendi kivdlasztdsi valdszini-

ségek:

di
Y peap(s) = P(Iy = 1A T, = 1).



2.2. Allitas. Tetszéleges p(-) mintavételi elrendezés esetén a mintaelem indikatorok vér-
haté értékére és kovariancidjara:

BE(I) = my,

C(Ik,Il) = Ty — w7, VE, [ € U.

2.3. Definicié. A kovariancidkra kiilon jelolést vezetiink be:

d
Ap ] C(Iy, I).

Legyen y : U — R az U elemeinek valamely jellemzéje, jelolje yi (K € U) a jellemz6

értékét a k. elem esetében. 6 = 6(y1,...,yn) a populdciés paraméter. Becslése: 6 =
6(S,y1,-..,yn). A becslés varhaté értéke és variancidja rogzitett p(-) mintavételi elren-

dezés mellett:
E(é) = ESES p(s)é (S) )
V() = X,esps) (0(s) — BD))".

3. Az 0sszeg becslése

3.1. A w-becslés

3.1. Definicié. A populdcids Gsszeg: t def >U Yk

Ahol, mint a tovdbbiakban is, az egyszertiség kedvéért a > ;; yi jelolést alkalmazzuk a

> ke Yk kifejezésre.

3.2. Definicié. Az dsszeg m—becslése (Horvitz, Thomson, 1952):

i def Yk

™ sﬂ-k'

Megjegyzés. Kordbban feltettiik, hogy m > 0,Vk € U.

Jelélés. %l w  elnevesés: az w-kiterjesztettje.
gy = 2, y

3.3. Tétel. A m—becslés az 6sszeg torzitatlan becslése, variancidja:

Vitz) = X X u Drdei,



ahol Ay a (2.3)-ben definidlt. Ha 7y > 0 minden k,I € U-ra, a V(i,)-ra a kévetkezs

torzitatlan becslés adhaté (Horvitz- Thomson becslés: Horvitz, Thomson, 1952):

N ~ d - . o
Vite) Y T %, A,
ahol Akl = ﬁkll

Bizonyitas. A torzitatlansig konnyen beldthaté a mintaelem-indikdtorok bevezetésével:
B(ir) = B (L, %) = B (Soluk) = B (T eglhy) =t
A becslés variancidja hasonléan adédik:
V(ix) =V (Ey Liir) = Zv V (Ik) 9 + k%é:l >v Ok, I) gk
= Yu Derbi + kZ#:l 2v Bwgri = 2 Xu Dradkdi-
Végiil V (i,) torzitatlansiga a m > 0,Vk,l € U feltétel mellett:
E (V(fﬂ)) =E (Z Yu IkIzAklﬂkZ)l) =X Yy Auddt = V(tx),
felhasznélva, hogy E (IkI,Akl) = g = Ag.

3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy p(-) régzitett mintanagysdgot add a mintavételi elren-

dezés, ha Vs : p(s) > 0 — |s| = n fennall.

Rogzitett mintanagysdgot add elrendezés esetén a m—becslés variancidjanak az alabbi

tétel alapjan mds torzitatlan becslése is ismert.

3.5. Tétel. Ha p(-) rogzitett mintanagysagot add elrendezés, akkor a (3.3)-ban definidlt
V(t,) felirhaté a kévetkezd alakban:

V(te) = =320 Dw (G — 1)
Ay > 0,Vk, 1 € U feltétel mellett V (t,)-re a kovetkezé torzitatlan becslés adhaté (Yates-

Grundy becslés: Yates, Grundy (1953)):

A ~ d -~ . .
V(tr) et 1S A (9 — )



Bizonyitds. A V(i) két felirdssanak ekvivalencidja konnyen beldthaté a négyzetes tag

felbontasaval:
V() = -2 XS0 M@k —0)? = X Xu Dubedi — X Xu Dudls
ahol a masodik tag kiesik, mert

S Aui = Ykev Ui Sicu Lkt

és a rogzitett mintanagysag kihasznalasaval

Yotev Bkl = e Tk — 2jey Te™ = Ny — nmg = 0.

A

A V(t,) torzitatlan volta kénnyen adédik a
V(te) = -3 > S0 il (G — 91)°

atalakitassal, és a mar hasznilt £ (IkIlAkl) = M Ak = Ak azonossig alkalmazdsaval.

3.6. Megjegyzés. Mind a Horvitz-Thomson, mind a Yates-Grundy becsléshez taldlhato
olyan mintavételi elrendezés és olyan {yi, - ..,yn} populdcié, melyek esetén negativ értéket
adnak a variancia becslésére. A Yates-Grundy becslés nemnegativ voltdnak konnyen

beldathato elégséges feltétele: Ny = wp — mpmy < 0, VE, L € UL

3.1.1. A m-becsléssel kapcsolatos optimalitdsi tételek

Az aldbbiakban a w-becslés optimalitdsdval kapcsolatos néhany fontos tételt kozlink. Je-
lentGségiiket az adja, hogy segitségiikkel a m-becslés, ill. variancidjanak Horvitz-Thomson
becslése konnyebben elhelyezhet6 méas becslések kozott; a bizonyitdsok bemutatdsa a
kozvetlenebb interpretdlhatésigot szolgdlja. A fejezet utolsé tételének (3.19) kovetkezmé-
nye a dolgozat egészén végigvonuld azon meggondoldst formalizdlja, miszerint nem létezik
minden helyzetben legjobbnak itélheté elrendezés, és mindig csak az adott eléismeretek
figgvényében donthetiink egyik vagy masik elrendezés mellett.

Az aldbbiakban y : U — R jeloli az U elemeinek valamely jellemz6jét, Y az Gsszes
ilyen jellemz§ osztalyat, t(y) a becsiilends populdciés 6sszeget, (s, y) ennek az s mintdbél

szamolt becslését, £, (s,y) a m-becslést.



3.7. Definicié. Jelolje D at dsszeg torzitatlan becsléseinek osztdlydt, p(-) legyen rogzitett
elrendezés. Azt mondjuk, hogy t € D jobb becslés, mint ¥ € D, ha Vy : Vo (f, y) <
Vo (f’ , y) , és legalabb egy y € Y -ra szigori egyenlétlenség teljesiil. A becslések D osztdlydn
beliil a t megengedett becslés, ha az osztaly egyik tagja sem jobb ndla.

3.8. Tétel. At aVk € U: m > 0 feltételt teljesité barmely p(-) mellett megengedett

D-ben (Godambe, Joshi, 1965).

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy van jobb t € D. Erre:

(s,9) = En(s,9) + ({(5,9) — Ex(s,9) = E(s,9) + h(s,p),

a becslések torzitatlansagabol

(1) Xses h(s,y)p(s) =0,

és Dses t2(5,9)p(s) < Xesta(s,y)p(s), Yy € Y, amibdl

(i) Cues B2 (5,9)p(s) < —2 5 e5 h(s,9)En(s,9)p(s), Vy € Y.

Legyen Yy, CY olyan, hogy minden y € Yy, fiiggvénynek éppen k nemnulla értéke van.
Lemma. Ha Vs € S,y € Yy : h(s,y)p(s) = 0, akkor Vs € S,y € Yi11 : h(s,y)p(s) = 0.

A lemma bizonyitdsédhoz legyen y' € Yy, erre (i) és (ii) miatt teljesiil

(i) 4 Yses; h(s, 4 )p(s) =0, és

(v) TG Toes, h2(5,9)0(s) < =2 TG Ties, h(s, 4 )ix(s,y)p(s),

ahol S; C S olyan, hogy minden s € S; mintdnak éppen i nemnulla y' értéke van.

Vs € S,Vy € Yy : h(s,y)p(s) = 0 teljesiilésébdl kovetkezik, hogy Vs € S;, i = 1,...,k :

h(s,y")p(s) = 0. Ebbdl (iii) és (iv) felhaszndldsdval

(0) Sacse.s (s, 1)p(s) = 0, és

(08) Tacsens P58 )0(5) < 2 T acsens b5, Vi (5,1)0(5).

(vii) Mivel t,(s,y') minden s € Sy ,-re konstans (jel.: c.), ezért

(vit5) Tses, . B2(5,8)p(s) < —2e0 Sacs ., (5,5 p(5)

(v) és (viii) kovetkezményeként Vs € Sgy1 : h(s,y")p(s) = 0. Mivel UK} S; = 8, tel-

jesil Vs € S : h(s,y')p(s) = 0 is, tehdt a lemmat bizonyitottuk. Most (i)-bél és (i%)-bél

kévetkezik, hogy Vs € S,Vy € Yy : h(s,y)p(s) = 0, amib8l a lemmdt induktivan fel-

hasznélva kovetkezik, hogy Vs € S,Vy € Y : h(s,y)p(s) = 0. Ezzel a tételt beldttuk.

3.9. Megjegyzés. A tétel tartalmas, azaz van olyan, a Vk € U : m, > 0 feltételt teljesito

10



p(+), amely mellett D-ben van nem megengedett becslés.

A tétel bizonyitdsakor csupan %, torzitatlansigit, és (wii)-et implikdlé tulajdonsigat
hasznaltuk ki. (vii)-nek elégséges feltétele az, hogy . (s,y) olyan, hogy s-nek csak a
nemnulla y értékkel rendelkezé elemeitdl fligg, azaz ha s; és so olyan, hogy ha Vk €
s1Usy \ (s1Nsg) : yp = 0, akkor &, (s1,y) = £.(s2,y). Igy a fenti tétel 4ltaldnosabban is

megfogalmazhatd.

3.10. Tétel. Legyen g(s,y) az S X Y -on értelmezett fiiggvény, amely (s,y)-tdl csak azon
(k,yx) értékeken keresztiil fiigg, melyekre k € s és yy # 0. Ekkor g torzitatlan megengedett
becslése a G(y) = X ,cs 9(s,y)p(s) paraméternek a G(y) torzitatlan becsléseinek osztélya-

ban.
A (3.10)-bél kozvetleniil adédik az aldbbi

3.11. K6vetkezmény. A Horvitz-Thomson becslés a Vk € U : mp, > 0, és a g > 0,
Vk,l € U feltételt teljesits barmely p(-) mellett megengedhets a V, (f,,,y) torzitatlan

becsléseinek osztalyaban.
3.12. Megjegyzés. A Yates-Grundy becslésre nem teljesiil a (3.10) tétel feltétele.

A fenti tételek a m-becslés, ill. a variancia Horvitz-Thomson becslésének torzitatlan
becslésosztdlyban valé megengedettségérol szoltak. Felmeriilhet a kérdés, vajon nem

hatdsosak-e ezek a becslések. Az aldbbiak erre a kérdésre adnak nemleges valaszt.

3.13. Tétel. Legyen p(-) nem-cenzus elrendezés, azaz Ik € U : m, # 1. Legyen G(y)
paraméterfiiggvény az y-nak tényleges fiiggvénye , azaz

FeU: (me#L1AIyY :[ye #yp AN(Vi# ki =y) ANG(y) # GY)]) -

Tegyiik még fel, hogy a becslések korét megszoritjuk a kizarélag a mintatdl fiiggé becslések
kérére, vagyis azokra a G (s,y) S x Y-on értelmezett fiiggvényekre, amely (s,y)-t6l csak
azon (k,yy) értékeken keresztiil fiiggnek, melyekre k € s. Ekkor a G(y) torzitatlan becslé-
seinek osztalyaban nincs hatdsos becslés.

Bizonyitds. (Basu, 1971) Legyen G (s,y) a paraméter torzitatlan becslése. Régzitsiik a
tetszbleges yo € Y fiiggvényt. Vegyiik a G* (s,y) = G (s,y) — G (s,y0) + G(yo) becslést.
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Nyilvin Vy € Y : E, [é* (s,y)] =E, [G’ (s,y)] = G(y). Tovdbbd Vs € S : G* (s,10) =
G(yo). Ezért V, [G’* (s, yo)] = 0. Azaz Vy € Y esetén van 0 variancidji torzitatlan becslés.
fey G (s,y) akkor hatdsos, ha V, [G (s,y)] = 0,Yy € Y. Ebbél p(-) nem-cenzus tulaj-
donségat, G(y) tényleges fiiggvény voltét, és G (s, y)-nek kizdrélag a mintétdl valé fiiggését

felhasznalva a tétel kovetkezik.

3.14. Kévetkezmény. ! Barmely p(-) nem-cenzus elrendezés mellett az 6sszeg torzitatlan,

kizarélag a mintdtdl fiiggd becsléseinek osztdlydban nincs hatdsos becslés.

3.15. K6vetkezmény. ? Barmely, a Vk € U : m;, > 0 feltételt teljesits p(-) nem-cenzus
elrendezés mellett a V, (Eﬂ, y) torzitatlan, kizérlag a mint4tdl fiiggd becsléseinek osztd-

lydban nincs hatdsos becslés.

Eddig adott p(-) elrendezés mellett értékeltiink kiilonbozé becsléseket. Megforditva, az

Osszeg m-becslésének teljesitményét is Gsszevethetjiik kiillonboz6 elrendezések mellett.

3.16. Tétel. (Godambe, Joshi, 1965) Legyen p(-) rogzitett mintanagysdgot add elren-
dezés, m, k € U a hozzd tartozd elsérendii kivélasztdsi valésziniiségek. Ekkor p(-)-
hez nem konstrualhaté olyan nem rogzitett mintanagysagot ado, azonos w kivdlasztasi
valészintiségeket impliklé p'(-) elrendezés, amely mellett ¥y € Y : Vi (f,r, y) <V, (t‘,r, y) .
Bizonyitds. Jelolje Ey(n(s)) a varhaté mintanagysagot, Ey(n(s)) = Y.y mx. Jelolje my
ill. 7, a megfelel6 masodrendd kivélasztédsi valosziniiségeket. Konnyen beldthatd, hogy
(1) Xkev Xprzrer ™ (k, k') = Ez, (n(s))—Ey (n(s))+Vary (n(s)), illetve, hogy a m-becslés
tetszdleges po(:) melletti variancidja felbonthatd, mint

(1) Vp, (fm’y) = Y u vr/mok + Xker Lk zrer [To(ks k') (mormor)] yryw — t2(y).

Ha a tétel nem teljesiilne, akkor a két variancia egyenlGtlenségébdl, azy € Y : yp = mp,
fiiggvényt és p(-)-t ill. p'(-)-t (ii)-be helyettesitve, a

Yker 2k pker TR K') > Ypcr X prer T (K, k')

egyenlétlenséget kapnank, ami (i)-nek ellentmond.

! A kévetkezmény ismert tétel (Godambe, Joshi, 1965), de a (3.13) kdvetkezményeként térténd levezetése

a szakdolgozat szerz8jét6l szarmazik.
? A kSvetkezmény ismert tétel (Godambe, Joshi, 1965), de a (3.13) kivetkezményeként torténd levezetése

a szakdolgozat szerz8jét6l szarmazik.
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3.17. Megjegyzés. ® p/(-) nem régzitett mintanagysdgot adé voltit az utolsé lépésben
haszndltuk ki, amibél ldthaté, hogy rogzitett mintanagysagot adé p'(-)-re a Vi (t}, y) =
| (t}, y) egyenliséget vezethetnénk le. Elmondhatd, hogy az azonos, rogzitett mintanagy-
sdgot ado elrendezéseket elsérendii kivalasztasi valésziniiségeik a m-becslés variancidjanak

erejéig meghatarozzak.

A tétel a rogzitett mintanagysigot adé elrendezések el6nyben részesitését tdmaszthatja
ala, ennek a preferencidnak a gyakorlati okaira a Bernoulli-mintavételnél visszatériink.

Az (3.16) tételnél 4ltaldnosabb a kovetkezd

3.18. Tétel. * Legyen p(-) rogzitett mintanagysdgot adé elrendezés. Ekkor minden nem
rogzitett, de vele azonos varhaté mintanagysdgot adé p'(-) elrendezésre

dJyeY : Vy (f,r,y) > Vp (t},y) , illetve minden rogzitett, vele azonos varhaté minta-
nagységot adé p'(-) elrendezésre vagy Yy € Y : Vp (f,r,y) =V (t},y) ,vagy Jy € Y :
Vi (E9) > Vo (i) -

Bizonyitds. A (Vke U :m,=my,), ill. a (VkeU :m, =) feltétel teljesiilése esetén
a tétel teljestilése a (3.16)-bél kivetkezik. Egyébként p(-)-t tekintve i € U : m; > .
Legyen y olyan, hogy y; # 0, és Vk # ¢ : y;, = 0. Ekkor a korabbi tétel bizonyitdsanak
(it) felbontdsabdl Vi (t},y) = % —y? > i’r—‘j —y2 =Y, (t},y) . Ugyanez a meggondolds

bizonyitja a tételt p'(-) helyett p”(-)-re is.

3.19. Kovetkezmény. Az isszeg m-becslésének rogzitése mellett értelemszeriien defini-
dlhaté elrendezések megengedettsége. Legyen p(-) és p'(-) két elrendezés, a vdrhaté min-
tanagysagok n = Ej, (ns) és n' = Ep (ny). Azt mondjuk, hogy a p(-) elrendezés jobb, mint
ap'(),ha(l)n<n'és (2)Vy €Y : Vp(tr,y) < Vi (tr,y), és (1) vagy legaldbb egy y-ra
(2) szigori egyenlétlenséggel teljesiil. A p(-) elrendezés megengedett, ha nincs néla jobb.
A tétel kévetkezményeként elmondhatd, hogy minden rogzitett mintanagysagu elrendezés

megengedett a vele azonos varhaté mintanagysagot ado elrendezések osztalyan.

3 A szakdolgozat szerz8jétol..
*A tétel bizonyitasa, ill. (3.16)-bdl torténd levezetése a szakdolgozat szerz8jétdl szdrmazik. A tételt

Chaudhuri (1988) bizonyitds nélkiil k6zli az optimalitasi tételkort attekinté dolgozatdban.
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Az utébbi tétel szerint tehdt dltaldnossdgban egyik elrendezés sem preferdlhatéd az Gsszes
tobbivel szemben. Ugyanakkor bizonyos specialis esetekben érdemleges dsszehasonlitdsokat
végezhetiink, mint ahogy a 3.3. és a 3.4. fejezetben litni fogjuk. Ugyanis a populdcidra
vonatkoz6 el6ismeretek birtokdban, vagyis Y-t lesziikitve egy adott elrendezésnél gyakran

jobb elrendezés talalhato.

3.1.2. Példa: egyszerii véletlen mintavétel

A 7-becslés alkalmazasanak példajaként tekintsik az egyik legegyszeribb elrendezést.

3.20. Definicié. Egyszerii véletlen mintavételrdl (simple random sampling, jel: SI) be-

széliink, ha a mintavételi elrendezés:
1 h —
—~+, ha [s|=n
p(s)=1{ ()
0 egyébként
SI elrendezés esetén a m-becslésre egyszeriien addédik:
tAﬂ' = Ny,,

_ . , veq.  _def s oes def
ahol 7, = >, yx/n a mintaatlag. Jelolje 5y = Y yx/N a populdcids dtlagot, f = & a
mintaaranyt, és S’;U a populéciés varianciat:

def 1 — \2
SZU = N-1 Yoy —9u)° -
A mintaelem-indikdtorok kovariancidjdra egyszeriien adédik:

Ap=-10=D vkieU k#1L.

Mivel az SI rogzitett mintanagysagu elrendezés, a ¢, variancidja 3.5 szerint felirhat6, mint:

3.21. Allitds. Vs (f,) = N212L82 .

n
(3.5) felhaszndldsdval a variancia Yates-Grundy becslése az alabbi alakban &ll el§:
Vsi(tr) = N*32Ls),,

d _
ahol S, L5 (4, —7,).

3.22. Megjegyzés. Az SI elrendezés esetén a variancia Horvitz-Thomson és Yates-Grun-

dy becslései megegyeznek.
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Alkalmazds. Az egyszerii véletlen mintavétel szerepe fontos, hiszen az elmélet kiin-
dulépontja, de a gyakorlatban ritkan alkalmazzak. Ennek egyik oka az, hogy alkalmazasa
a populdcio elemeinek mar a mintavétel el6tti azonositdsat, felsorolasat feltételezi. Ez sok-
szor nem megvaldsithato, ilyenkor vagy az elemek azonosithaté csoportjainak kivalasztasa
el6zi meg az elemek kivdlasztdsit (1dsd késGbb a csoportos és a kétlépcsés mintavételt),
vagy a populdci6é azonosithatésigat nem igényld szisztematikus mintavételt alkalmazzik.
Ugyanakkor az SI-t azonosithaté populicié esetén is ritkdn hasznaljdk, ennek legf6bb oka
a magas koltségigénye. Mivel p(s) minden n elemii mintdra azonos, foldrajzilag igen szért
mintit eredményezhet, ami pl. a kérdezdk utazasi koltségeit emeli. Olcsdbb lehetGséget
jelent a késébb targyalandé csoportos mintavétel. Végil megemlitjiik a hatdsossag szem-
pontjét: az SI azonos kivélasztasi valészintiségeket eredményez (Vk : 7 = &), 4m megfele-
16en megvalasztott, nem azonos kivdlasztdsi valdsziniiségekkel sok esetben kisebb becslési
variancia érhet6 el, 14sd a Poisson mintavétel vagy a rétegezés esetén tdargyalt optimalitasi

problémat.

3.2. Az elrendezés hatasa

Az SI elrendezés viszonyitdsi alapként szolgdl méds mintavételi elrendezések esetén kapott

m—becslések variancidjanak megitéléséhez.

3.23. Definicié. Legyen az SI elrendezéshez tartozé minta n elemii. Jeloljon p(-) egy
mdsik mintavételi elrendezést, t, pedig az elrendezés esetén kapott w—becslést. Az sze-
vetés érvényességéhez tegyiik fel, hogy a vdrhaté mintanagysag p(-)-re is Y.y mp = n.
Ekkor az elrendezés hatdsdnak (design effect) nevezziik az aldbbi mennyiséget:

def Vp(in SN Akt
def 1(0) ™ vty = BT,
n Py

A def f a p(-) elrendezésnek a becslési variancidra gyakorolt hatdsit méri. Az 1-et megha-
ladé értékii deff dgy interpretdlhat, hogy a p(-) alkalmazdsdval vesztiink a becslés
megbizhatsigdbdl az SI-hez képest.

Az dltalunk felkutatott forrasok ugyan nem emlitik, de érdemes a def f-et kapcsolatba
hozni a (3.18) tétellel. A tétel kovetkezménye szerint a m-becslés mellett az azonos varhaté

mintanagysagot add elrendezések kozott minden rogzitett mintanagysagot ado elrendezés
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megengedett. Igy rogzitett mintanagysigot adé p(-) mellett a def f(p) y-t6l fiiggden az 1
mindkét oldalan felvesz értékeket, vagy degenerdlt esetben értéke konstans 1. Szintén a
kovetkezmény szerint, nem roégzitett mintanagysdgot adé p(-) viszont biztos, hogy legaldbb
egy y-ra kevésbé hatdsos, mint az SI. Tehdt altaldban nem taldlhat6 az SI-nél jobb elren-
dezés, de, mint kés6bb liatni fogjuk, bizonyos el6ismeretek birtokaban az y-t specifikdlva
jobbnak itélhetjik egyiket a masikndl.

A kovetkezékben néhdny igen gyakran alkalmazott mintavételi elrendezést vesziink
sorra, a legtobb felmérés ezekre az elrendezésekre, vagy ezek kombindciéival kapott elren-
dezésekre épiil. A felsorolt esetekre kiszdmitjuk az Gsszeg m-becslésének V (£,) varianciajat

és a V(f,r) becslést, specidlis esetekben Osszevetve az egyes elrendezések hatdsossagat.
3.3. Kozvetlen elemkivalasztasra épiilo elrendezések
A kozvetlen elemkivédlasztdsra épiild elrendezések koziil a SI elrendezést kordbban mar

vizsgaltuk. Egy masik, egyszeri példa a Bernoulli mintavétel.

3.3.1. Bernoulli mintavétel
3.24. Definicié. A p(-) Bernoulli mintavétel (jel.: BE), ha 3 0 < 7w < 1, hogy
p(s) =) (1—m)V ") se8.
A BE egy megvalésitasa: legyenek €1, ...,¢;,...cn fiiggetlen azonos eloszlasu valészintiségi

véltozok, e; ~ U(0,1). A k € U kivédlasztasardl a kovetkezé6 médon dontink: k € s &

e < .

3.25. Allitds. Az I ...In mintaelem indikdtorok fiiggetlenek és azonos binomiilis elosz-

lgsvak: P(Iy = 1) =m, Vk € U.

Az Gsszeg (3.2) szerinti w-becslése:

i\ﬂ' = %Zsyk

A becslés variancidja (3.3)-bol:
VBE (ﬂr) = (% - 1) EUy%.
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A Vg (t}) torzitatlan becslése (3.3) alapjan:
VBE (f,,) = % (% — 1) s yi.
A véarhaté mintanagysdgot n = Nm-vel jelolve a variancia az aldbbi alakban irhaté fel:
2\ _ a2 (1= @2 1 7y )2
Vs (i) = N () s (1- &+ (35)°)
amibdl az elrendezés hatédsa (3.21) felhaszndldsival:
_ Vee(tr) 1 g, \2
deff(BE) = Vs1(Ny,) — (1 vt <?y%) ’
ami altalaban 1-nél nagyobb érték, tehit azonos mintanagysag mellett az egyszerii véletlen

mintavétel varhatéan megbizhatdbb variancia-becslést ad.

Alkalmazds. A BE nem rogzitett mintanagysigu elrendezés. Ez a felmérések gyakorla-
taban nagy hatranyt jelent a pontosan nem kalkulalhaté koltségek miatt. Mégis érdemes
emlitést tenni réla, hiszen az elGre tervezett, rogzitett mintanagysig ténylegesen a gya-
korlatban sem valésithaté meg; és az ezt okozé (egy lehetséges modell szerint azonos, 7
valészintiiséggel fellépd) vélaszmegtagadds éppen a BE mintavétellel modellezhetd jol.

3.3.2. Poisson mintavétel

Az egyszerli véletlen kivalasztds és a Bernoulli mintavétel azonos kivalasztdsi valdszini-
ségeket eredményez. A gyakorlatban nagyobb hatdsossiguk miatt gyakran nem azonos

kivalasztasi valésziniiségeket add elrendezést alkalmaznak, ilyen a Poisson mintavétel is.
3.26. Definicié. A p(-) Poisson mintavétel (jel.: PO), ha
p(8) = Ilkes ™ Mperns (1 — k), S €S.
A Poisson mintavétel tulajdonsigai:
(i) &r =3, &,
(i) Vo (ir) = Su (£ —1) 2,

(iii) a Horvitz-Thomson becslés: Vpo (t}) =3, (1—m) 2.
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Mint a Bernoulli mintavétel esetén, a mintanagysag most sem rogzitett. Rogzitett varhaté
mintanagysag, n = Y.y 7 mellett adédik a kérdés: milyen 7y elosztas mellett optimdlis az
elrendezés, azaz milyen elosztds minimalizdlja a Vpo (f,r) variancidt? A feladat ekvivalens

a

(v vi/mk) Cy m) — min

optimalizaldsi problémdval. A Cauchy-Schwartz egyenlétlenségbol

(Cvvd/me) Com) > (o v’

itt az egyenlGség y, /7, = X esetben teljesiil. Mivel n = Y ; 7y, az eredmény:

Tk = nYk/ Zu Yk
feltéve, hogy yr < >y yx/n, Vk.

Alkalmazds. Mivel az y;-k ismeretlenek, az optimumot adé m; elosztis a gyakorlatban
nem valésithaté meg. Ugyanakkor kihasznilhat6 ez a tétel, ha rendelkezésre all az U
elemeir6l bizonyos elére ismert xj segédinformdcié, ami hozzavetGlegesen aranyos yx-val:
yr/zr =~ c. Ebben az esetben a 7 = nay/ >y zr (zr < Yy zr/n) vélasztdssal a kapott
m-becslés variancidja kicsi lesz, tehdt megfeleléen hatdsos stratégiit (elrendezés-becslés
part) konstrudlhatunk. Példaként: Magyarorszagon az U azonositdsdra a Kozponti Nyil-
vantartd és Valasztasi Hivatal cimlistaja szolgdl, mely tartalmazza a lakosok sziiletési évét
és lakhelyét, igy elére ismert segédinformacidként szolgilhat a populacié tagjainak kora,

vagy lakhelyének lélekszama.

3.3.3. Szisztematikus mintavétel

A 3.1.2. fejezetben az SI elrendezés kapcsdn emlitettiik annak kivitelezési nehézségeit. A
szisztematikus mintavétel alkalmazasa lényegesen egyszeriibb, ezért széles korben hasznalt
mintavételi eljaras.

Legyen adott az a € N, a < N kivalasztasi koz. Legyen n def [%J , ekkor N = na +c,

0 < ¢ < a. A mintavételi eljaras:

(i) 1 és a kozott azonos 1/a kivélasztdsi valdszintiséggel véletlen szdmot valasztunk,

legyen ez 7.
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(ii) A minta a kovetkezd:

sdéf{k:k:r—k(j—l)aSN;j =1,...,n5} = 8¢
Jelolje Ssy = {s1,...,8¢} C S az a mellett pozitiv valésziniiséggel fellépé mintdk hal-
mazat.

3.27. Definicié. Az igy definidlt eljdrds elnevezése szisztematikus mintavétel (jel.: SY).

A megfelelé p(-) elrendezés:
1/a, ha s € Sgy
p(s) =
0 egyébként
Az els6- és masodrend6 mintaelem indikatorok:
T = 1/a
1/a,ha3dje€ N:k=1+ja

Tkl =
0 egyébként

Az SY elrendezés tulajdonsagai:
(1) fﬂ' = O'Es Yk,

(i) Vv (£) = a0, (ts, — 1), abol t,, = ¥, ik, sr € Ssy az s,-beli mintassszeg, és

(S

t . . ,
= Y r—1 = a mintadsszegek dtlaga.

3.28. Megjegyzés. Mivel a my; > 0,Vk,l € U feltétel nem teljesiil, sem a Horvitz-
Thomson, sem a Yates-Grundy torzitatlan variancia-becslés nem alkalmazhaté. S6t, az
SY esetén egydltalan nem létezik torzitatlan Vsy (tA,,) variancia-becslés, mivel nincs in-
forméciénk az U rendezésérél. Az irodalom torzitott, de a variancidt varhatéan inkdbbb
feliilbecslé becsléseket ismertet, vagy az elrendezés kiilonb6z6 mddositasait javasolja a
7 > 0,Vk,1 € U feltétel teljesiiléséhez (Sarndal et al, 1992, Wolter, 1985). Ha az U
rendezése ismert, a becslés elvégezhetd, pl. ha véletlen rendezést feltételeziink, az SY az

egyszerii véletlen mintavétellel ekvivalens, és a variancia becslése is Vsy(tr)-val egyezik.

A V(i) varianciara kapott felirisbél 1ldthaté, hogy a becslés annal megbizhatébb, minél
kisebb a mintadsszegek kozotti eltérés. Mivel az Sgy az U elemeinek sorrendjének fiigg-

vénye, a mintaosszegek értéke, igy maga a becslés megbizhatdésiga is az U rendezésétol

fugg.
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Alkalmazds. A mintadsszegek kozotti eltérés csokkenthet, ha az U rendezését az yy
értékek szerinti rendezéssel oldjuk meg. A gyakorlatban természetesen ezek az yi-k is-
meretlenek, de gyakran rendelkezésre all olyan zj segédinformécié az U elemeir6l, amely
segitheti az yj értékek szerinti rendezést, pl. az ;—: ~ ¢ feltétellel, ahol ¢ konstans. A
segédinformaci6 hasznalataval 1ényegesen csokkentheté az SY elrendezés 6sszeg-becslésének
variancidja. A magyarorsziagi gyakorlatban, ahol az U-t, mint emlitettiik, gyakran a
Kozponti Nyilvantarté és Valasztdsi Hivatal cimlistdjdban felsorolt személyek képezik,
ilyen segédinformaécid lehet a lakdhelyiil szolgdld telepiilés mérete. Az SY tervezésekor az
U-t telepiilésméret szerint rendezik, feltételezve, hogy az Osszefiiggésben 4ll a megismerni
kivant y jellemzo6vel, ezért az igy kapott Sgy-beli mintdk nem térnek el nagyon egymastdl
y szerint sem, vagyis megbizhaté Osszeg-becslést adnak.

A fentiek alapjin az SY elrendezés hatdsosabb, ha az Sgy-beli mintdk kevéssé kiilo-

niilnek el. A kovetkez6 tétel ezt a meggondoldst szdmszertsiti.

3.29. Tétel. Tegyiik fel, hogy N = an, a egész. Ekkor

2q2
Vsy (E) = "2 [(1- 1) + (n — 1) 8], ebbél
deff(SY) = 3% =1+ =19,

ahol § a homogenitds mértéke, a csoportokon beliili (sum of squares within, SSW) és azok
kozotti (sum of squares between, SSB) négyzetes eltéréssel definidlt mennyiség:

— 2
s%f 1 _N-1SSw _q_ N-1 Do 2y (96T,
N—a SST N-a > (w-vv)

a—1
N-—a

A § lehetséges értékei — és 1 kozott vannak. Lathatéan az SY hatékonyabb, mint az

SI, ha a § < 0, azaz ha kismértékii a mintdk igy definidlt homogenitasa.

Alkalmazas. A szisztematikus mintavétel kézenfekvé megoldas akkor, amikor nincs
megfelel6 nyilvantartas az U elemeirdl, pl. ha egy korhdz betegeinek kartonjai koziil, egy
folyamatosan novekv6 adatbazisbdl valasztunk mintat. Mivel nem ismert a populdcié e-
lemszdama, az SI elrendezés ekkor nem val6sithaté meg. Ugyanakkor a folyamatosan bejové
kartonok koziil konnyen kivdlaszthaté minden a., az a értékét a kivant mintanagysag sze-
rint a korabbi tapasztalatok alapjan megadva. Ha a ciklusu periodicitds tapasztalhaté a

bejovo kartonok yg értékeiben, a nagy J kevéssé hatdsos becslést implikdl. Ha viszont y
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és a betegfelvétel idépontja kozott Osszefliiggés van, akkor - mivel a lista ddtum szerint

rendezett, - hatdsosabb becslést kapunk.

3.3.4. Rétegezés

Mint kordbban a 3.1.2. fejezetben emlitettiik, az SI elrendezés hatranya tobb elrendezéssel
szemben kisebb hatdsossidgdban jeletkezik. A rétegzés az SI kivitelezési egyszeriiségét
kombindlja a potencidlisan nagyobb hatdsossiggal. Els6dleges célja, hogy az y szem-
pontjabdl heterogén populiciét homogén rétegekre bontsuk, amelyeken belul kisebb vari-
ancidja becslés nyerhetd viszonylag kis mintabol is. Mds esetekben az egyes részpopulaciok
eltér6 viselkedése (pl. vélaszmegtagadds), vagy a réluk rendelkezésre 4116 eltérd elbzetes
ismeretek motivalhatjdk a rétegenként eltéré elrendezést. Haszndlata az U elemeirdl
meglévo elézetes segédinformdcié meglétét eldfeltételezi: az U minden elemérdl tudnunk

kell, hogy mely réteghez tartozik.

3.30. Definicié. Legyen Uy,...,Up,...,Ug az U egy particidja, az Uy, osztalyokat nevez-
ziik rétegeknek. Rétegezésnek (jel.: ST) nevezziik azt a p(-) elrendezést, amelynek esetén
a mintavalasztds rétegenként egymdstdl fiiggetlen médon torténik, az Uy osztdlyra a py(-)

elrendezést alkalmazva.

Az s mintdra: s = s; U...U sy, tovdbbd a rétegenkénti fiiggetlenség miatt: p(s) =

p1(s1) -+ -pu(sm). Az elrendezés tulajdonsdgaibdl konnyen adédnak az aldbbiak:

3.31. Tétel. Rétegezéskor az dsszeg m— becslése:
fﬂ' = ZhH:]_ i:hﬂ"
ahol thy a thy m-becslése, thy = >_u, Yk- A becslés variancidja a kovetkezé alakban all elo:

VST(fW) = ZhH:1 Vh(fhn)a

ahol Vi, (tpr) a thy becslés variancidja. A variancia torzitatlan becslése:
A a  H b ogr
Vsr(tr) = Xp=1 Valthr),

feltéve, hogy létezik torzitatlan Vi (i) becslés minden h-ra.
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3.32. Példa. Alkalmazzuk eredményeinket arra az estre, amikor a rétegeken beliil min-
denhol SI elrendezést hasznédlunk (jel.: STSI). Jelolje ny, a h. rétegen beliili mintanagysagot,
legyen i, = 355, yk/mn, fo = 3

_ 2 — 2
S;Uh = Nhl_]_ ZUh (yk - yUh) ) sth = —nhl—]. Esh (yk — ysh) . Ekkor

(1) i\ﬂ' = Ethl Nhgsha

(i) Vsrsi(tx) = Xhey N7 1;,{*’ Saun = Yhet NiSou, /nn — Xty NuSy,

(iii) Vsrsi(tx) = Y1, N2LJn g2

Np YSh -~

Alkalmazds. Az ni,...,np,...,nyg rétegenkénti mintanagysigok meghatirozdsa pl. a
Vsr(t;) variancia minimalizdlasénak feltétele mellett torténhet (Neyman allokdcid); a 5.1.
fejezet ennek a problémanak komplexebb valtozatdt mutatja be, amikor a variancia mini-
malizdldsa adott koltség-korlat figyelembevételével torténik. Az allokdcié meghatdrozasa
ezen kivil torténhet az yi-val feltételezéstink szerint erGsen Osszefiiggé xj segédinformé-
ci6 el6zetesen ismert rétegenkénti jellemzoinek figyelembevételével. Az utébbi stratégiat
gyakran alkalmazzdk a gyakorlatban, pl. ennek specidlis esete az, amikor a mintat megyék
szerint rétegezik, az nj mintanagysagokat a megyénkénti népességszammal ardnyosan meg-

allapitva. Ez az ardnyos allokdcid, mely a kovetkezdképpen definidlhaté:
np = nNh/Na

ahol N = |Up|. Beldthatd, hogy ardnyos allokicié mellett, amikor a pj(:) rétegenkénti

elrendezések mindegyike SI, a m-becslés variancidja a kovetkezéképpen &ll el6:

Vsrst, p(tx) = N (% — %) Sy NaS2y,
Rogzitett n mellett 6sszevetve az SI és az ardnyos allokaciéval miik6d6 STSI elrendezést:

Vs (NY,) — Vsrsip(ts) =
_ N3 (11 H Ny (- —\2 1 <«H Ny o2
— N1 (E o N) [Eh_l A (yUh - yU) — N h=1 (1 - Wh) SyUh] .
Lathat6, hogy elméletileg elképzelheté az STSI hatranya az SI-vel szemben - ha a ré-

tegenkénti 7y, dtlagok azonosak vagy kozel azonosak. Ugyanakkor az y szempontjabol

jol elkiiloniilt és viszonylag homogén rétegek megvilasztasdval az SI-nél jéval hatasosabb
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elrendezés valdsithaté meg. Mivel az adminisztracié vagy egyéb koltségek szempontjabdl

az SI és az ST nem kiilonboznek lényegesen, altalidban érdemes az utébbit valasztani.

3.4. Kozvetett kivalasztasra épiil6 médszerek

A gyakorlatban ritkdn alkalmazzak a fenti, elemkivdlasztisra épiilo elrendezéseket. Ez
els6sorban megvaldsithatosigi vagy gazdasigossagi szempontokra vezetheté vissza. Meg-
valésitasuk akaddlya, hogy t6bb orszagban nem &ll rendelkezésre az U populacié elemeinek
kozvetlen elérését lehetové tevod nyilvantartas. Ehelyett az elemek csoportjait nyilvantar-
t6 listat hasznalhatnak, és a csoportokbdl vesznek mintat. Pl. Nagy-Britannidban a
haztartasok cimlistdjat alkalmazzak haztartds-valasztasra, majd a hdztartas tagjai koziil
a terepmunka sordn vilasztjak ki a kérdezend6 személyt. Madsik fontos érv a kozvetlen
elemkivalasztas ellen annak koltségvonzata: nagyon szétszért mintat eredményezhet, ami
koltségessé teszi a terepmunkdt. A csoportos és tobblépcsOs elrendezések ilyen esetben is

jobb megoldast nyujtanak.

3.4.1. EgylépcsGs csoportos mintavétel

Legyen Ui,...,Up,...,Un, az U populacié egy particidja, az Uj, osztalyokat nevezziik
csoportoknak. A csoportok halmazdt reprezentdljuk az Uy = {1, ..., N;} indexhalmazzal.

(Az I index a mintavétel els6 lépcsbjére utal.) A csoportok nagysdgit jelolje N;, N =

ZiEUI Ni'

3.33. Definicié. Egylépcsds csoportos mintavétel (jel.: C) alkalmazdsakor a pjy(-) elren-
dezésnek megfeleléen Ur—bdl s; mintat valasztunk, majd a kivdlasztott csoportok minden

elemét bevonjuk a végsé s mintdba: s = Ujcs, U;.

A pr(-)-nek megfeleld, csoportokra vonatkozé elss- és masodrend{i mintaelem-indika-

torokra:

T = 35,5 P1(s1), 1 € Ur,

Trij = Y8, P1(81), 4,5 € Ur.
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Jelolje t; az i csoportbeli Osszeget: t; = Dy, yx. Jelolje t; = t;/m1; a csoportbeli 6sszeg
w-kiterjesztettjét. A (2.3) szerint jel6lje az indikatorok kovariancidjat A = mrj — mrimr,
A 1ij = Arij/mrij ezek m-kiterjesztettjét. Ekkor a (3.2) és (3.3) alkalmazasival kozvetleniil
adédik az aldbbi tétel.

3.34. Tétel. Csoportos mintavétel esetén az Gsszeg w-becslése:
te =3, ti-
A becslés variancidja:
Ve(te) = X Sy, Arijlit;,
mig a variancia Horvitz-Thomson becslése:
Vets) = X3, Anijtit;.
Amennyiben pp (-) rogzitett mintanagysdgot adé elrendezés, a variancia és annak Yates-

Grundy becslése elGall, mint
Volte) = =3 ¥ Xu, Ay (i = 15)°,
Volts) = L35, Anj (i — £)°.

Alkalmazds. A variancia utébbi eldallitidsa alapjan elmondhaté, hogy ha a #; = W—t;:
mennyiségek kozel azonosak, nagyon kicsi a variancia. Tehdt a wp; ~ t; valasztassal, ha ez
kivitelezhet6, a csoportos mintavétel igen hatdsos lehet. Egy masik megkozelitésben ha a
mri-k azonosak, akkor hatdsosabb becslést a t; = IV;§y, csoportosszegek azonossdga esetén
kapndnk, vagyis ha az gy, csoportatlagok Ni_l—vel megkozelitéen ardnyosak. Azonban a
gyakorlatban ez ritkdn fordul el6.

Specidlisan legyen a p;(-) elrendezés egyszerii véletlen mintavétel (jel.: SIC), tehdt vé-
lasszunk visszatevés nélkul, azonos kivdlasztasi valdszintiségekkel az N1-b6l nr csoportot.
Jelolje N = N/Ny az 4tlagos csoportnagysagot. Ekkor az elrendezés hatésa:

Vsic N — N;p Cov

def f(SIC) = =1+ 5+

— , 3-1
Vsr N;r—1 NSSU (3-1)
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ahol a § a csoportok homogenitdsdnak mértéke, a (3.29)-beli definiciét a csoportokra al-

No1 vy Lo, (v —v,)’

L5 = . : . 72
kalmazva: 6 = 1 — ;7= 7R S L Cov pedig az N; csoportnagysdg és az N;yy,

kovariancidja: Cov = g=y Yy, (Nz' - N) Nigg,-

Alkalmazds. Specidlisan azonos csoportnagysigok esetén (3-1) a def f(SIC) =

N

1+ N;ivlf =1+ (W — 1) d formuldra egyszeriisodik: csupdn § elojelétol fugg az SIC-

nek a Sl-hez viszonyitott hatdsossiga. A gyakorlati alkalmazdsokban a csoportok (pl.
héztartdsok) inkdbb homogének, tagjaiknak hasonlésdga nagyobb, mint a véletlen médon
kijelolt csoportoké lenne. Tehat pozitiv § feltételezhetiink, amib6l a SIC hatranya ko-
vetkezik. Ha a csoportnagysig nem &llandé, akkor Cov # 0, és mivel Cov elbjele a
gyakorlatban inkdbb pozitiv (a csoportnagysdg pozitiv Gsszefiiggésben 4ll Niy%,i—vel), a
SIC hatranya ilyen esetben még jelentésebb.

Emlitettiik a kozvetett kivalasztasi médszerek, igy a csoportos mintavétel koltségekben
jelentkez6 elényét a kozvetlen kivalasztdsra épiild mddszerekkel szemben. Ugyanakkor a

fentiek szerint jelent6s hatranya jelentkezhet a becslési hatdsossag csokkenésében.

3.4.2. Kétlépcsb6s mintavétel

A becslési variancia a csoportos mintavétel esetén nyilvan csokkentheté a mintaba keriilo
csoportok szamanak novelésével, de igy a koltségek is novekednek. Esszer{ibb megoldas a
csoportok szamdnak novelése mellett a csoportokon beliil egy masodik mintavételi 1épcsot
alkalmazni.

Vegyik az U egy Ui,...,U,...,Un, partici6jat, |[U;| = N;. A csoportok halmazit

reprezentiljuk az Uy = {1,..., Ny} indexhalmazzal.
3.35. Definicié. KétlépcsGs mintavétel:

(i) Elsé lépcsd: A pp(-) elrendezésnek megfelelben valasztjuk sy C Uy mint4t.

(ii) Mdsodik lépcsd: A p;(|sr) elrendezésnek megfelelen vélasztjuk az s; C U; mintdt,

minden i € sy—re.

A tovabbiakban sziikitjlik az dltaldnos definiciét az invariancia és a fiiggetlenség tulaj-

donsiganak megkovetelésével.
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3.36. Definici6. A mdsodik 1épcsé elrendezése invaridns, ha Vi,Vsy 3 i : pi(-|sr) = pi(-).

3.37. Definicié. A mdsodik 1épcsé elrendezése fiiggetlen, ha
Vsr: P(Ui6318i|3[) = HiEs; P(8i|31) .

Az elsé 1épcsé py(-) elrendezéséhez tartozd elsé- és masodrendii kivalasztasi valésziniisé-
geket jelolje mp;, mrij, a masodik 1épcsé p;(+) elrendezéséhez tartozé feltételes kivalasztasi
valdszintiségeket pedig my;, mg);- Ezekkel a jelolésekkel az invariancia és a fliggetlenség

tulajdonsagabdl adédik az aldbbi allitds.

3.38. Allitds. m = myimy;, ha k € Uj, tovabbd
Trimg, hak =1€ U;
Thki=\ TrIiTij;; ha k&l € Ui, k #1
Trij Ty j, ha k € Uy AL € Uy (i # j)

Tegyiik fel, hogy az s minta realizdlédott az elsé lépcsében. Legyen §x; = yr/mg);- A

t;-vel jelolt Uj-beli 6sszeg p;(-)-nek megfeleld m-becslése:
tin = X, Ukji-

tir torzitatlan becslés t;-re. A becslés variancidja:
Vi =3 Yu; DrajiUkliGijis

mely torzitatlan médon becsiilhet6 az aldbbi statisztikaval:
Vi = 0, Dwadingidini-

A fentiek segitségével, (3.2)-t és (3.3)-t felhasznélva kapjuk:

3.39. Tétel. Kétlépcsés mintavétel esetén az Gsszeg w-becslése:
7?7r = Zs; £i7r/7TIia

ahol t;; a t;-vel jelolt U;-beli 6sszeg pi(-)-nek megfelels m-becslése. A becslés variancigja

szétbonthato az elsé és a masodik lépcsének megfelel6 komponensre:
Vast(tr) = V1 + Vi,

ahol a ¢; def t;/mr; jeloléssel:
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Vi =¥ Xy, Anjtits,
Vir = >y, Vi/7ri.

A komponensek torzitatlan becslése:

A~

A < £ fin
V=YX, Azl -5, L (A 1)V,
VH = Es, Vz/ﬂ%z
Bizonyftds. Az invariancia és a fiiggetlenség felhaszndlasdval adédik:
Lot =Y ue/me =25, X, Uk/ (ﬂ'Iz'ﬂ'k\i) =2 (Esi ?Jku) /7
=3, tin /713
2. Vast(in) = Vi [B (Ealsr) | + By, [V (ixls1)]
Vor (Es,- 51‘) + Ep, (Zs,- ‘/i/ﬂ'%i) =3 >, Anjtit; + Yy, Vi/ T
By [ ()]
E, (™% A ..imﬁai+z A iVi/ 2 3 1 (L _1\wv
PI Sy Iij 1§ T1j ST IiiVi/ Tp; 1 mr; \Tr; ?
= Ay lin bin AriVi/m2 — L _1)v
EZUI Iij 7 s + EUI Iii z/ﬂ-I’L ZUI TI; ¢

J

4 E (Vn) = E,, [Zs, E (Vilsf) /w%i] = E, (Zs, v /ﬁi) = Yo, Vil 7

3. E (VI

3.40. Megjegyzés. 1. sy = Uy feltétel mellett specidlis eseteként a rétegezést kapjuk.
2. Vi : s; = U; feltétel mellett az egylépcsbs csoportos mintavételt kapjuk a kétlépcsés

mintavétel specidlis eseteként. Ekkor Vir = 0.

”ne s

Alkalmazds. A mintavétel masodik 1épcsGjéhez k6t6d6 Vip variancia-komponens néveli
a becslés variancidjat. Els6 olvasdsra ezért gy tlinhet, hogy az egylépcs6s csoportos
mintavétel megbizhatébb becsléseket ad. Ez akkor igaz, ha a csoportok szama azonos.
Ezzel szemben a kétlépcsés modszer eldnye éppen az, hogy ugyanakkora minta mellett tobb
csoport kivdlasztdsira van lehetGség, és Vi csokkenése gyakran nem csak kompenzdlja, de
tul is haladja a Vi értékét.

Az elrendezés tervezésénél fontos szempont lehet annak ismerete, hogy a mintavétel egyes
Iépcs6i milyen ardnyban jarulnak hozzd a becslés teljes variancidjahoz. Ilyenkor pl. egy

teszt-jellegli elofelmérésbol becsiilhet6 a Vi és Viy értéke.

27



4. Altalanos variancia-becslési modszerek

A 3. fejezetben az Gsszeg m-becslésének varianciajat és a variancia Horvitz-Thomson ill.
Yates-Grundy becslését mutattuk be néhany gyakran alkalmazott elrendezés esetén. Ha a
8, vagy a § az ott tirgyaltnal "komplexebb médon” 4ll el8 (pl. 6 t6bb populécids Gsszeg
nemlinedris fiiggvénye, ldsd az 4.1.3. fejezetet), vagy ha maga az elrendezés rendkiviil
Osszetett, gyakran nem vagy csak nehezen allithaté elé kézvetlen médon kedvezo tulajdon-
sdgokkal biré variancia-becslés. A jelen fejezet két olyan altaldnosan alkalmazott médszert
mutat be, melyek kozvetett médon adnak becsléseket. Az els6 maddszer, a linearizicié a
komplex 0 egy egyszeriibb kozelitésén alapul. A médszerek masik tipusat a rendkiviil széles
korben alkalmazott ismételget6 technikdk adjdk. Alapotletiik az, hogy adott becslés vari-
ancidjaval kapcsolatos informdaciékhoz juthatunk a mintavétel kvazi-ismétléseib6l kapott

becslések varianciajabdl.

4.1. Linearizacio
4.1.1. m-becslés magasabb dimenziéban

A 3.1. fejezetben az y jellemz6 Gsszegére definidltuk a w-becslést. Legyen most az y
vektorértékii fiiggvény: y ef (Y1,---,Yq)"- Jelolje yjx a j. koordinata értékét k € U-ra. A
t-re keresiink becslést

def
t = (t1,...,tj,...,tq)',

d . . ‘ 'z s Lis .
ahol t; lef Y v Yjk- 8 C U minta esetén a t paraméter m-becsléséhez koordinatanként

alkalmazzuk a mar ismert egydimenziés m-becslést:

~ def ~ A~
lr = (tlﬂ,---atjw""atqﬂ),,

~

~ de . 2 , , , . cse g . . .
ahol ¢ ef > s Ujk- tr torzitatlan becslés t-re. A becslés variancidja, és a variancia becslése

konnyen adédik az egydimenziés esetb6l. A

V(i) = E{ (tx—1t) (i)'}

kovarianciamdtrix (7, j/) celldja:
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C(t}-,,, 7§j’7r) = Z Z AN U (4-1)
U

A V(i) matrix torzitatlan becslése V (£,), melynek (j,j/) cellaja:

C(Ejns tjin) = Z Z Awidirgjn- (4-2)
S

4.1.2. m-becslés linedris paraméterfiiggvény esetén
Tegyiik most fel, hogy a 6 paraméter tobb Gsszeg linedris fiiggvénye:
0 =ap+ E?Zl ajtj,
ahol t; = Yy yjk, j = 1,...,9. Az 4.1.1. fejezetbeli eredmények felhaszndldsdval adédik,
hogy a
6 = ap + 2?21 ajfjﬂ
torzitatlan becslés #-ra, ahol fj,r a t; Osszeg m-becslése. A variancia:

V() =X, T4 aja;C (fjmt}"w) ;

~

aC (tj,r,tAj,,r) kovariancidk az (4-1)-ben adottak. A varancia becslése
V(é) = q-_ zq a;a -/é tA ‘E-/
J=1 £5'=1"3""] gy vyl ) s

a kovariancidk (4-2)-ben adott becslésével.

4.1.3. Az altalanos eset

Tegylik fel, hogy a 8 paraméter t6bb Osszeg fliggvénye:

0:f(t1a"'atq)a

ahol most f tetszlleges valds fiiggvény. A gyakorlatban sokszor el6fordulé példa két is-
meretlen populdcids Gsszeg ardnyanak becslése (pl. adott pdrtra szavazdk ardnya a biztos
szavazok kozott):

0 = f(t1,t2) = 1.

Természetes modon adédik 6 becslésére:
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b=f (flﬂ,...,t”q?,).
A 6 statisztikai tulajdonsdgainak (torzitds, variancia) levezetése nem okoz gondot, ha f
linedris fliggvény (ldsd az 4.1.2. alfejezetet). Ugyanakkor nemlinedris fliggvények esetén a
becslés torzitdsanak és variancidnak gyakran nehézkes az egzakt megadasa. A probléma
gyakran alkalmazott megolddsa a nemlinedris fiiggvény linedris kozelitésén alapul. A
kozelitést a Taylor-sorfejtés linedris szeletével végezziik.

Rogzitsiik az U véges populdciét, [U| = N. A  becslés az s minta fiiggvénye, legyen
ennek mérete n(s). Tegyik fel, hogy a g-dimenziés Euklideszi téren értelmezett f valds
fliggvény masodrendii parcialis derivaltjai folytonosak a t = (t1,...,t,) pont i,-t tartal-

mazod nyilt kornyezetében. Ekkor a Taylor-képlet Lagrange-féle maradéktagos alakja:

F(En) = £@©) + X1 aj (bix — ti) + Rags) (i),

itt az n(s) index a mintanagysdgtol val6 fliggést hangsilyozza. A maradéktag kifejtése

R"(s) (iﬂ’t) - Z] 1 Zz 1 ;;tjﬂatr)” (fjﬂ' - tj) (i\’m - t'i) ’

ahol ty értéke , és t kozott van, tovabba

def Of
Y7 Bty (fmlan)=(tte)’ (4-3)
A masod- és magasabbrendii tagokat elhagyva az alabbi kozelitéshez jutunk:
5 d
6 ~ 0, 2‘9+Z a; (tix — ;). e

Elég nagy mintdk esetén a linedris kozelités kielégité eredményt ad, a kozelités kevésbé
jol miikédik nagyon ferde eloszldst y esetén (Wolter, 1985, Sirndal et al, 1992). Most

vezessiik be az aldbbi roviditést:
def 2
up = Y ayjk, (4-5)
és legyen 1y def ug /7. Ekkor a V (é) variancia kozelitése (AV =approzimate variance):
AV (é) = ( ) = (Z aj ]7;) =V (Z ﬁk> = Z ZAklak'al- (4-6)
s U
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Az up-k értéke az aq, ..., a, mennyiségek fiiggvénye, amiket viszont az ismeretlen ¢1,...,%,
paraméterekkel definidltunk. Tehdt az ug-k ismeretlen mennyiségek. Becsiiljik az a;-ket
oly médon, hogy az Sket definidlé (4-3) kifejezésbe az ismeretlen t;-k helyébe azok -

becslését helyettesitjiik. Ezen becslések felhaszndlasdval definidljuk az ug-k becslését:

q
ik = Y ajyjk- (4-7)
j=1

igy végul eljutunk a keresett V (é) -becsléshez:

v (6) = Y Ay (4-8)

T T
Altalanos esetben V (é) %4 (é) -nak nem torzitatlan becslése. Ugyanakkor legtobbszor az
ug-k konzisztens becslések az ug-kra, és - mivel konzisztens becslés fliggvénye altaldban
maga is konzisztens - legtobb esetben 1% (9) is konzisztens becslés AV (é) ra. V (9) -nak
1% (é) becsléseként torténé hasznalatat V (é) és AV (é) elég nagy minték esetén varhato
kis kiilonbsége indokolja.

Az ismertetett elsérendli kozelités nagy mintdk esetén szimuldcidk és valds felmérések
tapasztalatai szerint legtobbszor kielégité eredményt ad (Wolter, 1985, Sarndal et al,
1992). Ugyanakkor mésok megkérdéjelezik a médszer feltétel nélkiil torténd haszndlatdnak
megalapozottsigat, elsGsorban a fy-nak a 6-hoz torténd konvergencidjdnak (midén n(s) —

o0), illetve a konvergencia sebességének feltételeit elemezve (Wolter, 1985).

4.1.4. Példa: az arany becslése

Térjiink vissza a kordbban emlitett példara: adjunk becslést a linearizacié mdédszerével két
ismeretlen populédciés Osszeg aranyara, R-re:

R—lv _ 2u¥

tz ZU Zk
Az adb6dé nemlinearis becslés:

A~

k=

N )|§P#)
3 (3

A sziikséges parcidlis derivéltak:

OR _ 1. 0R _ _lIyx
yr  tem’ Olin e
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Ebbdl

a] = =+- =l
1= By, (tystz) — ~22°

_ 1. _ 0R
(tytz) = ¢, @2 = B
Most (4-5) felhaszndldsdval:
_ _1
ug = a1yx + a2zk = 3 (yx — Rzx)

ebbél (4-7)-et alkalmazva:

g = 7 (yk _Rzk) .

- EZW
Mindezek felhaszndlasdval kapjuk
tyn

4.1. Tétel. Linearizaciét alkalmazva, az R = %= Kkézelitése:

122

D~ . 1 Yr— Rz
RNRO—R"‘tZEs Tk .

A R becslés az R kizelitfleg torzitatlan becslése, variancidja (4-6)-bél megkozelitbleg:

AV (R) =V (R) = 4 STy AptsResula

Tk

mig (4-8)-bdl a variancia becslése:

\74 (R) =L IPIP Aklyk;kﬁzk yt;{lzz.

2,
4.2. Ismételgetd technikak

Ez a fejezet néhdny, a becslési variancia kozelitésére alkalmas moédszert mutat be. Gyakran
ismételgetd technikdknak (replication techniques) is nevezik 6ket, mert a mintavétel tobb-
szori (kvézi-)megismétlésén alapulnak. El6nyiik, hogy problémdk széles korére alkalmaz-
hatdk, ezenkiviil - szemben a korabban latott mddszerekkel - nem igénylik a masodrendii
kivalasztasi valosziniiségek, a mg-ek potencidlisan nehéz meghatarozasat.

Hatranyuk, hogy az ezen technikdk segitségével kapott variancia-becslések bonyolul-
tak, tulajdonsdgaik legtobbszor nehezen levezetheték, sokszor csak szimulacids teszteken
alapulé eredmények allnak rendelkezésre. Az ismételgetds technikdk komputer-intenziv
modszerek, kivitelezésiik nagy mennyiségli szamitdst igényel.

Az aldbbi eredményeket a kovetkezd alfejezetekben gyakran haszndljuk majd. A

becslési variancia és az almintdkbdl kapott becslések valtozékonysdganak Osszefiiggését

32



irjak le, ezt a kapcsolatot hasznaljdk ki az ismételgeté technikak a variancia becslésének
megaddasara.

Legyen 6 a6 paraméter s mintdbél kapott becslése. Vegyilk az s minta A szdmu
almintdjat, mindegyikbol szamitsuk ki a 6 becslését, legyenek ezek a statisztikdk

él, . ,éa, . ,é A. Atlagukként eloallithat6 a kovetkezd alternativ becslés:
. 4 A
0* = % >oe10a-

Definialjuk az alabbi két statisztikat:

e 5 ) w
R 1 A N2
= o i) (@-10)

Az (4-9)-ben adott statisztika V' (9*) becsléseként torténé alkalmazdsa az aldbbiakkal

tdmaszthat6 ald:
a.2. Alités. B (V1) =
N A \72
_ % 1 A A ) 1 A *
=V (8) - atd—n Tin 2y © (8a:00) + iy St [E(8a) — B (0°)]-
A felbontds szerint, amikor a 6,-k parontként korreldlatlanok, azonos varhaté értékkel,
a Vi torzitatlan becslés V (é*)—ra. A (4-10)-ben adott statisztika, mint V' (é*)—becslés
pedig a kovetkez6 meggondolassal indokolhaté:
s \2 A A2 A a2
Sh (6a—8) =i, (ba—8) +A(6-7),

amibdl kovetkezik, hogy

Vi < Va, (4-11)
azaz Vs elfogadhatd, ha a konzervativ (a variancidt inkdbb felillbecsls) becslést preferaljuk.
Ha feltessziik, hogy V (9*) ésV (é) kozel azonosak, akkor mindkét becslés alkalmazhatd
|4 (é) becslésére.

Az aldbb kévetkezd variancia-becslések mindegyike az (4-9)-ben, vagy az (4-10)-ben
adotthoz hasonlé alakban &1l el6. A sorra vett legtobb esetben nem teljesiil, hogy a fq-k

parontként korrelalatlanok, igy mindkét statisztika torzitott becslést ad.
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4.2.1. Random csoportok

Fuggetlen random csoportok
Célunk az U véges populicié @ paraméterének becslése. A becslés a kovetkezd algorit-

must koveti:

(i) Az s; minta kivédlasztdsa a p(-) elrendezésnek megfeleléen.

(ii) Az s; visszatétele utdn az sy minta kivalasztdsa, megint a p(-) elrendezésnek megfe-

lelGen.

(iii) Az els6 két 1épés ismétlése addig, amig az s1,...,s4 mintdkat ki nem vélasztjuk.

Ezeket a mintdkat nevezzik random csoportoknak.

(iv) Az A random csoportbdl ugyazon becsld fliiggvényt alkalmazva 6 becsléseként a 0,

a=1,...,A becsléseket kapjuk.

Definialjuk 6-ra a kovetkezo becslést:

~ de ~
g4 goA.

Ekkor V (5*)-ra az (4-9)-hez hasonlé torzitatlan becslés adhat6:
N JUNG

V(#)=xd, (6.—) /a(a-).
A 6* statisztika a 6 becsléseként hasznalatos, mig a becslés V (5*) variancidjanak 1% (5*)
az un. random csoport becslése. A legtobb alkalmazdsban 6 megegyezik a fq-k kozos
varhaté értékével, p-vel, igy

E (5*) —pu=0,
vagy legaldbbis 6* aszimptotikusan torzitatlan becslés f-ra, és torzitdsa nagy mintak esetén
elhanyagolhatoé.

Kézenfekvo lenne egy masik, alternativ médszerként -t az 6sszevont mintdbol becsiilni.
A 8,-khoz tartozé becsld fliggvényt az s = Uﬁ‘zlsa Osszevont mintara alkalmazva kapjuk

6-t. 6 variancidjanak becslésére alkalmazzuk a korabban V (5*) becsléseként definialt

statisztikat:
7 (8) Y oA, (6.7 jaa-1).
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Nemlinedris becslések esetén § és §* &ltaldban nem egyeznek meg, igy a Vi (63) nem
torzitatlan becslés V' (5*)—ra. Ugyanakkor i (é) torzitasa altalaban elhanyagolhat6 nagy-
sdgrendii (Wolter, 1985).

Egy madsik, a (4-10)-hez hasonlé becslés a

7 (6) Y £, (0a-8) /A4 D).
(4-11)-bél kovetkezben

Vi (6) <V (9),
azaz Vs (é) elfogadhatd, ha a konzervativ becslést preferdljuk. Ugyanakkor belathato,
hogy 4ltaldban V3 (é) és Vs (é) kiilénbsége kicsi. Wolter (1985) szerint nehezen eldénthetd,

melyik becslés ajanlhaté inkabb; mindenesetre megmutathat6, hogy Vi (é) legfeljebb

akkora torzitéshoz vezet, mint V5 (é), és variancidjuk megegyezik.

Alkalmazds. A fliggetlen random csoportok médszere a gyakorlatban igen koltséges meg-
oldas, hiszen tobb minta kivalasztdsat igényli. A kivalasztott csoportok A szamdanak elég
nagynak kell lenni a becslés kis variancija érdekében, &m A-t gyakorlati okokbdl csupan
5-10 koriili értéknek vélasztjak®. Ezen kiviil a mintdnkénti becslések fiiggetlenségének a
kovetelménye nehezen teljesitheté adott kérdez6i apparatus, adott adatfeldolgozasi eljaras

mellett.

Nem fiiggetlen random csoportok
A nem fiiggetlen random csoportok mdédszere egyetlen minta esetére adaptilja a kordbbi
eredményeket, a minta egy particidjat haszndlja fel a variancia becslésére.

Vegyiik a p(-) elrendezéssel kapott s minta egy partici6jat: s = Ugl:lsa, az sq rész-
mintakat nevezzik random csoportoknak. Az s felosztdsit ugy végezzik, hogy a kapott
random csoportokhoz lényegében ugyanaz a p(-) elrendezés tartozzon. Ez utébbi feltétel
sok esetben nehezen teljesithet6. Egyszer{ibb példdk: ha p(-) SI elrendezés, a random
csoportok kivdlasztdsa is egyszeril véletlen visszatevés nélkiili mintavétellel megy; SY

elrendezés esetén az s is szisztematikusan keriil felosztdsra; rétegzés esetén rétegenként az

SA fiiggetlen random csoportok médszerét hasznélta pl. a KSH 1973-ban végzett jovedelem-felmérése,

6k 6t csoportot vélasztottak.
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eredeti pp(+), (h = 1... H) elrendezéssel vélasztjuk ki megfelel$ ardnyban az s,-k elemeit,
igy mindegyik random csoport maga is rétegzett lesz; ha p(-) tobblépcsds mintavétel, akkor
az els6 1épcsé csoportjait osztjuk A random csoportba az elsé 1épcsé py(-) elrendezésének
megfelelGen.

Hasonléan a fiiggetlen random csoportok esetéhez, jelolje 6 a 0 paraméter s-bél szamolt
becslését, mig 6, az s, mintadbol ugyanazon becsld figgvénnyel szdmolt becslését, a B4
krol feltessziik, hogy torzitatlan vagy legaldbbis kozel torzittalan becslések. Legyen g %
S>ik1 6a/A. Becsiiljiik a V (8)-t az alabbi statisstikaval:

7 (8) = xi (b —7) 44~ D),
vagy az alabbi mddon:
7 (8) = $A, (6.-8) /A(A-1).
A két statisztika képzése most is az (4-9) és (4-10) formulakhoz hasonls, Vi (8) < V5 ()

itt is fennall. Mivel a 6,-k nem fuggetlenek, a Vi (é) nem torzitatlan becslés sem V' ((9\) -ra,
sem V (5*)-ra. Az alabbi tétel V; (5) -t jellemzi:

4.3. Tétel. Legyen E (0a) = pa, legyen E (6) = T, pa/A S .

Ekkor a V (8*) becslésének varhato értékére:
E (Vi (8)) =V (6")+40i— Tt (a — 1)’ —2 iy X Cov (8, 65) / (A(A—1)).
Ha a random csoportok elemszama megegyezik, azaz |sq| =m,a =1,..., A, akkor

B (% (8)) -V (8) = ~Cov (41,0,).

A tétel alapjan elmondhaté, hogy elég nagy minta esetén i (5), mint V (5*)—becslés
torzitésa elhanyagolhaté és negativ, mivel a 234 | Ef>a Cov (éa, éb) /(A(A —1)) meny-
nyiség ilyenkor relative kicsi és negativ. Wolter (1985) szerint a torzitds csékken a csopor-
tok szdmdnak (vagy méretének) a novelésével, és mértéke a legtobb esetben elhanyagol-

hato.

Alkalmazds. Mivel a mdédszer egyetlen minta elemeib8l képez random csoportokat,

koltsége csupan viszonylag nagy szamitasi igényében jelentkezik.
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4.2.2. Jackknife

A jackknife mddszer alkalmazdsi teriilete igen széles. Els6 alkalmazdsaiban bizonyos
torzitott becslés-osztdlyok torzitasanak csokkentésére hasznaltdk, kés6bb javaslatok szii-
lettek variancia-becslési alkalmazdsaira is. A kovetkez6kben a jackknife véges populicié
feltételezése melletti variancia-becslési alkalmazdsira szoritkozunk.

Legyen p(-) kozvetlen elemkivalasztdsra épiilé elrendezés, de nem rétegezés. A nem
fiiggetlen random csoportok mddszeréhez hasonléan, osszuk a p(-) elrendezéssel kapott s
mintdt A szdmiu nem fiiggetlen, m méretli csoportra (m = n/A), az 4.2.1. fejezetben leirt
moédon. Jelolje fab paraméter s-bdl szamolt becslését, mig é(a) az a. csoport (a=1... 4)

elhagyasdval kapott mintabdl ugyanazon becslé fliggvénnyel szamolt becslést. Legyen

0, X 46— (A—1)d,, (4-12)

az a. pszeudoérték. Ekkor a @ paraméter jackknife-becslése:
R 1 &
bric =5 e (4-13)

alternativa irhato fel:

R 1 A2

Viki1 = A=) ,122:1 (9a - 9JK) , (4-14)
) 1 A N2
Vik: = 4a—1) ‘; (6.—6)". (4-15)

Mindkét statisatika haszndlatos V (8) és V (fsx) becslése is, (4-11)-bél kbvetkezen
fennalla Vigt < Viko Osszefiiggés. Vik1 (4.2)-bé6l kovetkezden torzitatlan becslés V' (é Ni K)—
ra, amennyiben a b4k paronként korreldlatlan azonos varhaté értékii valésziniiségi valtozdk,

am ténylegesen legtébbszor nem azok.

4.4. Példa. Vegyiik azt az egyszeri esetet, mikor 6 m-becslés. Legyen pl. 6 az Gsszeg,

legyen 6 az Osszeg m-becslése, legyen az elrendezés ST . Ekkor
6 =i, = Ny,,
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éﬂ'(a) = [N/ (n - m)] Es—sa Yr = Ngs—sa’

~

ga = % Esa Yk = Nysa’
bsx = Ny, =0,
azaz a jackknife-becslés megegyezik a m-becslésssel, ezért az (4-14) és (4-15) formuldk

ekvivalensek, mégpedig az alabbi becslést adjak:

Y, N2 A = =2

Vik = za—y) Yo @s, —7s)"-
Ebbél a becslés torzitdsa (3.21) felhaszndldsdval:

E (VJK) —v (é) = NS,
A jackknife variancia-becslés torzitasa kénnyen megsziintetheté a Vk statisztika (1- %)-
nel, az un. véges populdcié korrekcids egyiitthatéval (fpc: finite population correction)

torténd szorzasaval.

A fenti klasszikus médszer kozvetlen elemkivilasztdsra épiilé elrendezésre miikédik
jOl, de a rétegezés esetében a mddszer egy masik variansa alkalmazandd. Tegyuk fel, hogy
az s mintdnak a h. rétegbe tartozé része (h =1... H) Aj random médon csoportra van
osztva. Osszesen A csoport van, A = Zthl Ap. Mint kordbban, legyen 6ad paraméter
s-bdl szamolt becslés. Jelolje é(ha) az s mintabdl, a h. réteg a. csoportjanak elhagyasa
utdn ugyanazon becslo fiiggvénnyel szamolt 6-becslést. Ekkor a V' (é) jackknife variancia-
becslése a kovetkezo:

2 de ~ 12
Viks € Sy [(An— 1) /AR ey [Bina) — 6]

4.5. Példa. Vegyiik azt az esetet, amikor a rétegeken beliil ST elrendezést alkalmazunk,
és a 0 Osszegre m-becslést adunk: 6 = Ethl Nu¥s, - Ekkor a fentiek a kévetkezd alakban

dllnak elo:

é(ha) = Nl?jsl +...+ Nh—lysh_l + Nhgshfsha + Nh—i—lgsh_,_l +...+ NHgsHa
3 _H 2 Ap 15 = 12
Viks = Ype1 [N/ (An (An — 1))] 021 Wsne — Tsp) -
Az Ap = ny, esetben, tehdt amikor egyelemii csoportokat hagyunk el, a becslési formula a

kovetkez6 alakra egyszeriisédik:
Viks = Y0 N2S2, /n
JK3 h=1 h*~ysp h»
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amit tagonként — 2a ) _val, a véges populdcié korrekcids egyiitthatéval szorozva éppen
g N> )-val, a véges pop 8y pp

a Horvitz-Thomson becslést kapjuk.

Kétlépcs6s mintavételi elrendezés esetén a jackknife technikdt az elsd 1épcs6 elemeire
alkalmazzuk. A 3.4.2. fejezet jeloléseivel, legyen s; az els6 lépcs6ében kapott minta, ny
szamu csoporttal. Particiondljuk random médon sj-t A osztdlyra, mindegyik osztdlyban
m csoporttal. Jelolje 6ad paraméter s-bél szdmolt becslését, legyen é(a) az a becslés,
amit az a. osztaly elhagydsaval kapott mintdbdl szdmolunk. A 6 paraméter 0% jackknife-
becslése, tovabbd a V (é) il. v (é JK) variancidk VJKl és VJKg becslései kozvetleniil

kaphatok, az (4-12)-(4-15) formuldkkal megegyezden.

Alkalmazas. Mint a fenti példik mutattdak, a m-becslés és altaldban a linedris becslések
esetén a jackknife variancia-becslés tulajdonsigai kedvezoek és konnyen levezetheték. U-
gyanakkor a jackknife elénye nem itt jelentkezik, hiszen a linedris becsléseknél a tradiciondlis
formuldk is j6l mikédnek. A jackknife-mddszer els6dleges alkalmazisi teriilete a mds
modszerekkel nehezen megkozelitheté nemlinedris becslések variancia-becslése. A komp-
lex, nemlinedris becslések esetén torténé jackknife-hasznalatra szimuldciés teszteken kiviil
kevés egzakt eredmény 1étezik, tulajdonképpen a jackknife nemlinedris becslésekre t6rténé
alkalmazasat a linedris esetben tapasztalt kedvez6 miikodése igazolhatja.

A jackknife alkalmazdsakor dontést kell hozni a csoportok A szdmdnak értékér6l. Az A
novelése a becslés variancidjanak csokkenését eredményezi, ugyanakkor lényegesen névelheti

a szamitasi igényt. E két szempont kozotti kompromisszum a konkrét alkalmazds is-

meretében hozhaté meg.

4.2.3. Bootstrap

A jackknife-hoz hasonléan a bootstrap alkalmazasai is szélesebb teriiletet 6lelnek fel. T6bb
lehetséges variancia-becslési alkalmazdsa koziil itt csak egyet emlitiink. Tegyiik fel, hogy
az s C U mintéhoz a p(-) visszatevés nélkiili elrendezés alkalmazéséval jutottunk. A V (6)

becslését keressiik, az eljaras a kovetkezo:

(i) Az s segitségével egy U™ mesterséges populdciét kunstrudlunk.
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(ii) U*-bél a p(-) elrendezés mellett fiiggetlen mintdk egy sorozatdt vilasztjuk:

81,.+-18g5--.,84. A fliggetlenség érdekében minden kivdlasztott mintdt vissza-
tesziink U*-ba a kovetkezé minta kivétele elétt. Az sq-kbél az §-hoz hasonlé médon

6* becslést szamitunk.
(iii) V (6) becslését a 6% = 4 i, 0 atlagot felhaszndlva kapjuk:
Vos = 55 S, (62 -67)".
4.6. Megjegyzés. Mids alkalmazdsokban nem a variancia becslése a cél, hanem a  becslés

konfidencia-intervallumanak megaddsa. Ekkor a 9;—1( empirikus eloszldsdnak felhasznila-

saval kézvetleniil juthatunk a megbizhatdsagi intervallumhoz.

Az U* populdcié konstrukciéja gy torténhet, hogy a k € s elemet 1/m; példdnyban
vesszitk fel, igy, hogy minden példdnyhoz azonosan az eredeti yj, érték tartozzon. (Az

egyszerliség kedvéért feltéve, hogy 1/my egész szam.)

4.3. A modszerek Osszevetése

Wolter (1985) a kovetkez6 szempontokat ajinlja a variancia-becslési médszerek Gsszeveté-

sére:

e a becslés statisztikai tulajdonsigai: a becslés torzitdsa; variancidja; milyen meg-
bizhatésdggal adhaté segitségével a becslésre konfidencia-intervallum (~ ismert-e a

6—0 N . . p
——=Y_ statisztika aszimptotikus eloszldsa).
V7V (6)

e adminisztrativ szempontok: a sziikséges szadmitdsok mennyisége, szakember- és id6-
igénye. Egy atlagos felmérés kereteit messze meghaladja a minden célparaméter-
tipusra kiilon tortén6 nagy pontossagu becslés konstrualdsa. Ezért bar kevésbé pon-

tos, de egyszerii, azaz hatékony mddszerek a kivdnatosak.
e a médszer flexibilitdsa: az altala lefedett elrendezések és @ becslések kore.

Wolter az itt tdrgyaltak koziil a linearizaciét, a random csoportok ill. a jackknife
modszerét veti Gssze, 6t kiilonb6z6 tanulmany szimulaciés eredményeire hivatkozva. Kon-

kluzidja szerint a linearizacid teljesit a legjobban a torzitas és a variancia szempontjabodl,
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mig a random csoportok és a jackknife elonyosebb, ha a konfidencia-intervallum konstrudl-
hatésagabodl indulunk ki. Flexibilitas szempontjabol nincs lényeges kiilonbség a modszerek
kozott. A szamitdsi koltségeket tekintve a jackknife a legdragdbb, a t6bbi mddszer gya-

korlatilag azonos koltséget igényel.

5. Felhasznalas: optimalis elrendezések

A kordbbi fejezetekben kiilonbozd elrendezésekhez adtuk meg a § paraméter becslésének
variancidjit, és a variancia becslését. A jelen fejezetben ezeknek az eredményeknek két
fontos alkalmazasi teriiletét vizsgaljuk. Ez els6 alkalmazas a koltséghatékony elrendezések
problémaéja, amikor a koltségek és a becslés variancidjaval definidlt hatdsossidg egyuttes
figyelembevétel keresiink optimdlis elrendezést. A mdsik alkalmazasi teriilet a gyakorlat-
ban dltaldban rendelkezésre all6 segédinformacidk kihasznaldsaval foglalkozik, a becslések
hatdsossaganak novelése érdekében. Teljességre nem torekedve, az alkalmazasok koziil

csak néhdny példdt mutatunk.

5.1. Koltséghatékonysag

A megengedettségi tételek kozott szerepls (3.18) tétel tulajdonképpen az itt sorra keriils
problémédk specidlis esetére ad vélaszt. Amikor ugyanis a felmérés koltsége minden k € U-
ra azonos, akkor az adott virhaté6 mintanagysdg mellett torténé megengedett elrendezés
keresése egy adott varhatd koltség mellett tortén6 keresésnek felel meg. Az altalanos, k-
nként valtozé koltséget megengedd koltséghatékonysagi optimalizaldsi problémak tipikus
kérdésfeltevése lehet a kovetkez6: Hogyan allokaljuk a mintdt rétegezés esetén a rétegek
kozott ahhoz, hogy a koltségek rogzitett felsé korlatja mellett leghatdsosabb becslést kon-
strudlhassunk? Forditva: a kivant becslési megbizhatésdg mely legolcsébb allokacigval
érhetd el? Mas elrendezések esetén hasonldéan dllnak el koltséghatékonysigi problémik,
nyilvdn ezek célvaltozdéi nem a rétegenkénti mintanagysdgok, ehelyett pl. kétlépcsés el-
rendezésnél az ]7\‘,—’1 érték, a mintaba keriil6 csoportok optimadlis ardnya a meghatdarozanddé.

Az aldbbiakban a rétegezés esetét vizsgiljuk.

Tegyiik fel, hogy adottak a rétegeken beliil alkalmazott elrendezések. Az Gsszeget
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kivanjuk becsiilni, és erre a m-becslést haszndljuk. Célunk az n elemii minta allokaldsa,
azaz az np, h = 1... H mintanagysagok meghatarozasa. Tegyiik fel, hogy a rogzitett

elrendezés olyan, hogy
Vor (x) = S, An/nn+ B =V,
ahol Ay és B nem fiigg np-t6l. Ilyen elrendezés a (3.32) példa alapjdn az STSI is. Tegyiik

fel tovabbd, hogy a felmérés koltségeire az aldbbi Gsszefiiggés teljesiil:

H

C=cy+ Z NKpCH, (5-1)
h=1

azaz adott a ¢y allokici6tdl fliggetlen alapkoltség, és c, a koltsége egyetlen h. rétegbeli

elem mintidba vondsanak. A Cauchy-Schwartz egyenl6tlenségbdl

2
(ZhH:1 Ah/nh) (Zthl nhCh) > [Ethl (Ahch)l/z] ;
itt az egyenlGség feltétele:

(M) 12 =konstans
Ap/np - :

Ennek segitségével a példaként emlitett két kérdés mindegyike valaszt nyer.

5.1. Allitds. Adott C kiltség mellett a variancidt minimalizald elosztds:

np = (C — co) (An/cn)* | Siy (Ancn)'.

Adott V varianciat legkisebb koltséggel megvaldsito allokdcio:
ny = (Ap/cn)"” (ZhH:1 (Ahch)l/z) /(V—B).

5.2. Megjegyzés. Itt a mintanagysagra nem tettiink megkotést, ugyanakkor nyilvan az
np < Ny, feltétel teljesiilése elengedhetetlen. A korldtozo feltételekkel bévitett problémadra,

késobb visszatériink.

Alkalmazas. STSI elrendezés esetén rogzitett C koltség mellett az optimdlis allokdcié

el64ll, mint

NuSyu, /<t

H 1/27
Zh:1 NhSyUhCh

ny = (C—Co)
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azaz adott réteg esetén minél kisebb a ¢, koltség, anndl nagyobb mintat érdemes beléle
venni, illetve ha nagy a rétegbeli szoras, nagy az optimalis mintanagysag is.
Altaldnosabb optimalitési problémak bevezetése elétt definidljuk a kivetkezd konvex

programozasi feladatot.

f(x1,...,z5) = lei—é—)min

az alabbi feltételek mellett:
Y71 Qijrs < Qio,i=1,...,1
zjo <wj,j=1,...,J.

Itt z; € R, mig a konstansokra: g; > 0, zjo > 0, Qi > 0, Q;; > 0, Vi, 5. A programozdsi
feladatnak 1étezik megolddsa, méghozz4d analitikusan megadhaté megolddsa (Sdrndal et al,
1992). Tobb koltséghatékonysagi probléma vezethetd vissza erre a programozési feladatra,
ezaltal garantdlt a megoldhatésdguk. Az aldbbiakban két ilyen problémat vezetiink el6.
1. probléma Adottak az yi,...,¥;,- .-, yr jellemzok, a t; = >y yir Osszegeket kivanjuk
becsiilni, m-becsléssel. Az elrendezés STSI, a (3.32) alapjan az i. 6sszeg w-becslése: fi; =

Zthl Nhnis,, ahol g5, az y; mintadtlaga a h. rétegben. Az i. variancia:

Vi = Vsrst (fm) = Bi+ Liy 4t
ahol B; = — Ethl Nthh, és A;p = N,%th, Sz-zh az y; variancidja a h. rétegben. A becslések

megbizhatésagaval szemben tdmasztott kovetelményiink:
Vi <Voi,i=1,...,1.

A rétegenkénti mintanagysigokra vonatkoz6 megkotés:
1 < np < Np.

Feladat: a variancidkra és a rétegenkénti mintanagysdgokra vonatkozé feltételeket teljesito,
a (5—1)-ben adott koltségfiiggvényt minimalizdlé allokdcié megtaldlsa.
A probléma koézvetleniil visszavezethetd a programozési feladatra, a
(1, 4,95, %4, Qij,Qio) = (H, h,ch, 1/np, Ain, Voi — B;) szereposztéssal.
2. probléma Az y jellemzd Gsszegének m-becslését adjuk, STSI elrendezés mellett,

de nem csak a teljes populdciéra vonatkozd, hanem a rétegenkénti t;; becslés kivant
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megbizhat6sdgdt is elérd allokdciét keresiink, amely a (5-1)-ben adott koltségfiiggvény

mellett a legolcs6bban megvalésithaté. Ennek megfeleléen a korlatozé feltételek:

Vstsr (fw) <V,

2 (1 1 2 _
N2 (H - N—h) 8%, <Von, h=1,...,H,
ahol Vy, Vg5, konstansok.

Algebrai dtalakitdsok utdn a probléma visszavezethet6 a programozaisi feladatra, a
(J,j,zj) = (H, h,1/np) megfeleltetéssel, ill. a Q1; = NF%SZU;;’ Q=W+ Ethl NhSzUh,

. i>2:Q45=1(G=3),Qij =0(i#j), Qio = VOh/N,fSZUh + 1/N}, szereposztédssal.

5.3. Megjegyzés. A programozdsi probléma a valés szamhalmaz egy konvex halmazdn
keresett optimumot, igy az 1/ny, értékeknek az x; célvaltozénak térténé megfeleltetése nem
teljesen korrekt megoldds. A megolddsul kapott x;-hez legkozelebb es6 1/ny, valasztassal

azonban kielégité kozelitéssel megoldhatjuk az allokdcids feladatot.

5.2. A segédinformacié kihasznilasa

A kiilonb6z6 elrendezések mellett kapott becslési variancidkkal kapcsolatos korabbi e-
redmények alkalmazhatdk altalanosabb modellek esetére is, amikor az ismeretlen, yi-k
fliggvényeként el64llé6 paraméter becslését bizonyos segédinformdcidk segitik. A fentiekben
mar emlitettiink olyan eseteket, amikor az elére ismert segédinformdécié kihasznélasdval
hatdsosabb becslésekhez juthatunk. A Poisson-mintavétel esetén az elvi, de a gyakor-
latban nem megvalésithaté optimdlis elrendezés kividlasztdsi valdsziniiségeire adott meg-
oldds 7 = nyx/ Yy Yk volt. Ehelyett olyan zj segédinformicié haszndlatit ajanlottuk,
ami hozzdvetSlegesen ardnyos yg-val: yx/zr ~ c. Ebben az esetben a 7, = nxy/ Yy k
(zr < Yy zk/n) vélasztéssal a kapott m-becslés variancidja kicsi lesz. Egy mésik segéd-
informdcié-alkalmazds a szisztematikus mintavétel esete, ahol az yg-val hozzavetdlege-
sen aranyos xj segédinformdcié szerint rendezett populdciéon lényegesen kisebb az Gsszeg-
becslés variancidja.

Harmadik példa a rétegezés volt, ami maga is bizonyos segédinformdcié meglétét

elofeltételezi: az U minden elemérdl tudnunk kell, hogy mely réteghez tartozik. Tovabbi
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segédinformaciot kihaszndalva rétegezés esetén a 5.1. fejezet eredményeit alkalmazva defini-
alhatunk optimdlis, vagy kozel optimadlis allokaciot. Tegyiik fel, hogy az z segédinformécié
y-nal jol korreldl, és rétegenként ismert az & Syy, szérdsa. A (5-2) formulat alkalmazva y
helyett z-re, és konstans cp, koltséget feltételezve az x-optimadlis allokici6 el6all, mint

np = n,ivhsiwh
> he1 MaSeuy,

Tokéletes, vagy kozel tokéletes korreldcié esetén optimdlis, vagy majdnem optimdlis al-
lokéaciét kapunk. Ha a segédinformdciorol a rétegenkénti Gsszegek értéke all rendelkezésre,
az Osszeggel aranyos allokacié alkalmazhatd:

ny="n Uy °
h ZUzk’

feltéve, hogy z pozitiv. Az allokacié akkor van kozel az optimalishoz, ha y és x jol korrelal,

és r rétegenkénti Osszege ardnyos annak rétegenkénti szorasaval.

5.2.1. A hanyados-becslés

A linearizdcié alkalmazdsaként, az ardny (4.1)-ben adott becslésébél vezethet6 le az Gsszeg
gyakran hasznilt becslése, a hdnyados-becslés (ratio-estimator). A hényados-becslés 1é-
nyeges elénye, hogy sok esetben hatdsosabb becslést biztosit, mint a m-becslés, viszont
bizonyos elore adott segédinformaciéo meglétét feltételezi.

A ty, = >y Osszegre adunk becslést. Tegyiik fel, hogy a t, = ) 23 Osszeg értéke

ismert. A t, = tl% atalakitasbdl kiindulva definidljuk az aldbbi becslést:

tyr

tyra =t Ton

A (4.1)-et felhaszndlva adédnak:

AV (Eym) = Z EU Aklyk;kRZk yl—"flzz_

~

Az AV (tym) értéke nulla, ha y; — Rz nulla minden k-ra. Ha ez nem is érheto6 el a
gyakorlatban, mindenesetre igen kicsi a variancia, ha ezek a kiilonbségek kicsik, azaz az

(yx, 2x) pontok egy origén dthaladé R meredekségii egyeneshez kozel helyezkednek el.
Alkalmazés. SI elrendezés esetén a hanyados-becslés kozelité variancidja felirhaté, mint

AVgr (Eyra) = N2¥ (SSU + RZSEU — 2RSsz) s
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ahol R = %‘, SSU és SfU a populdciés variancidk, S,y a populdciés kovariancia. Az
Osszeg m-becslése SI elrendezés esetén fyﬂ = Ny, ennél a becslésnél nem hasznaljuk ki
a zp-krél rendelkezésre allé6 populdcids, ill. mintabeli informacidkat. A hdnyados-becslés
gyakran hatdsosabb médszer, mint a w-becslés. Az AVgy (fyra) < Vsr (fyﬂ) egyenl6tlenség

teljestilésének sziikséges és elégséges feltétele:
1 (cu,
T2 2 (cvyg) ’

ahol r a z és y korrelacidja, cv,u = S,u/Zu és cvyuy = Syu /Yy az un. variicios egyiitthatok.

Ha ezek értéke kozel azonos, akkor 0,5-6t meghaladd értékii korrelicié esetén a segédin-

formécié hasznalata hatasosabb becslést eredményez.

Alkalmazds. Az aldbbi példa tanulsdga az, hogy bizonyos esetekben az ismert paramétert
is érdemesebb a mintdbdl becsiilni, mert igy hatdsosabb becsléhez juthatunk. A populdcids
atlag, yy = % > U Yk becslése visszavezethet$ az ardny becslésére. Ha N értéke ismert, a

m-becslés az Yy, = % > fr—’; alakban 4l el, a (3.3) tétel alapjan
V (Jus) = 2 ZXu D L.
Maisik lehet6ség, hogy az N-et is a mintdbdl becsiljiik, akdr ismert az értéke, akar nem.

Az (4.1) tételt felhasznalva

. E : Yk
= tgpr 8 7r_k
yU = X = i

rae T N, T YL,

k
AV (?y_\Ura) = % DDA yk;kﬂU yl;lyU .
Az AV (§ypa) < V (Uy,) egyenlStlenség teljesiil, ha pl. az alabbi feltételek barmelyike

teljesiil:

(i) A mintanagysdg nem rogzitett, pl. BE vagy PO elrendezés esetén. Ilyenkor a
hanyados-becslésnek mind a nevezdje, mind a szdmlal6ja a mintanagysagnak megfele-
16en valtozik, mig a m-becslésnek csak a szamldléja reagal a mintanagysag valtozasara,

ezért az utébbi variancidja nagyobb.

(ii) Az mg-k nem korreldlnak az yj értékekkel. Ekkor ha a mintdba a nagy yj értéki, de
kis mx-hoz tartozd elem bekeriil, a m-becslés igen nagyra n6, mig a hanyados-becslés

szdmldléjanak novekedését a nevez6 noévekedése némileg kompenzalja.
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A példék arra utalnak, hogy a hidnyados-becslés elénye egyfajta adaptivitds, a mintdval
szemben mutatott érzékenység.

A hinyados-becslés kedvez6 tulajdonsdgait a linearizdcié médszerét felhaszndlva td-
maszthattuk ald. A kovetkezdkben a linearizdciét és mas, kordbban ismertetett variancia-
becslési médszereket alkalmazva hasonlitunk 6ssze néhany Magyarorszdgon gyakran alkal-

mazott becslést és elrendezést.

6. Gyakorlati alkalmazas

A mintavételnek megfelel6 variancia-becslési mddszerek alkalmazdsaként a mai, hazai
felmérés-statisztikai praxis néhdny valéban létez6 kérdésére kerestiink vilaszt. Két min-
tavételi elrendezést vizsgdltunk. Az els§ esetben hdztartdsokat vilasztunk visszatevés
nélkiil, egyszerii véletlen (SI) mintavétellel, és a mintaba keriilt hdztartdsok minden tagjat
bevonjuk a mintdba. A minta nagysdga ekkor nem rogzitett, és az elsérendii kivalasztasi
valészinliségek azonosak: m = R,—’I, Vk € U, ahol n; a mintaba keriilt haztartdsok el6re
rogzitett szama, mig Ny a populdcié haztartdsainak szamat jeloli. Ezt az elrendezést
jelolje dr. A masik esetben a kivalasztott haztartasbdl csak egy személy keriil a mintéba,
és a haztartdson beliil szintén SI elrendezést alkalmazunk a személy kivilasztdsdra. A
minta n nagysdga itt rogzitett, és az elsérendii kivdlasztasi valdszinliségek a személyek
haztartdsanak nagysdgaval forditottan ardnyosak: m = ﬁ%—’}, Vk € U, ahol hy jeloli a k.
elem héztartdsdt. Az elrendezést jeloljiik dyr-vel. Mindkét elrendezés 1ényegében megfelel-
tethetd a mai hazai mintavételi gyakorlatban gyakran alkalmazott egy-egy eljarasnak, azzal
a kiilonbséggel, hogy a gyakorlatban a hdztartasok kivdlasztisa inkabb tobb 1épcsGben, és
rétegezéssel torténik, de a hdztartdsok mintaba keriilési esélye lényegében ott is azonos. A
gyakorlatban a hiztartasok kivalasztdasara orszdgos cimlista all rendelkezésre, a haztartdson
beliil személykivalasztasra pedig valamely, a véletlen kivdlasztast imitalé mddszert alkal-
maznak, pl. azt a személyt vilasztjdk, akinek a felkeresés id6pontjahoz legkozelebb esik a
sziiletésnapja.

Mindkét elrendezés esetén harom kiilonb6z6é becslési mddszer alkalmaztunk az Osszeg

becslésére. Az elsé becslés (e1) egyszeril m-becslés. A mdsodik becslés (e2) a nagyon széles
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korben alkalmazott un. utdlagos rétegezéssel kapott becslés, amikoris a minta valamely
ismérv szerinti megoszlasit az ismert populdciés megoszlashoz illesztik, silyozdssal. Az
utélagos rétegezés célja a becslés torzitdsanak és variancidjanak csokkentése. Vizsgalatunk-
ban az életkort valasztottuk rétegezési ismérvnek, tehdt a mintdba keriilt személyekhez
tartozé suly a személy korcsoportjanak populdcidbeli 1étszamanak és ezen h. korcsoport
mintabeli 1étszaméanak a hanyadosa: %ﬁk Ez a becslési eljirds nem veszi figyelembe az
elsérendii kivélasztdsi valészintiségeket, igy a dj; esetében alkalmazva nem feltétleniil ad
torzitatlan becslést. Megjegyezziik, hogy ezt a problémadt a felmérések kivitelezoi altaldban
nem veszik figyelembe. Példaként emlitjuk a KSH egyik felmérését, amikor a mintat a
drr-hoz hasonlé elrendezés szerint vették, a becsléseket pedig az ea-nek megfeleléen, tobb
ismérv szerinti utélagos rétegzéssel végezték, a mintdba kertilési valészintiségek haztartas-
nagysagtol valo fiiggését figyelmen kiviil hagyva (Egészségi Allapot Felvétel, 1994).

A harmadik becslés, e3 éppen ez utébbi probléma miatt keriilt kiprobaldsra, itt az
utdlagos rétegzést a kivalasztasi valdszintiségekkel kombindlva alkalmaztuk.. A h. korcso-

portba tartozé személy silya ekkor a kovetkezdképpen all el6: % EN "ﬂk, ahol s, a h. kor-
Sh

csoporthoz tartozé mintabeli személyek halmaza. Vagyis a suly a m-becslésnél alkalmazott
% tényezd, és az utdlagos rétegzés modositott sulydnak szorzata, ahol a médositott sily
nevezdjében a h. korcsoportnak nem a mintabeli gyakorisdga, hanem m-becsléssel becsiilt
populéciés gyakorisiga taldlhaté. Az eg torzitatlan becslés, a hdnyados-becslés egyfajta
tovabbfejlesztésének tekinthetd, mint az 1. melléklet (dj, e2) részének lineariziciéval kap-
csolatos szamitdsainal lathatjuk, tulajdonképpen h szdmud hanyadosbecslés 6sszegeként all
elé. Bér a becslést a hazai gyakorlatban nem alkalmazzdk, nemzetkozi szinten elfogadott-
nak tekinthet§ (Botman et al, 2000).

Kutatasi kérdéseink a kovetkezok voltak:

(i) dr és dyr Gsszevetése. Melyik elrendezés jobb, azaz melyik esetben nagyobb a becslés
variancidja, ha figyelembe vessziik a felmérés koltségét is, és azonos koltségii, ezért

s

eltéré nagysdgi mintdk mellett vizsgaljuk a két elrendezést?

(ii) e1, eg és eg Osszevetése. Mekkora torzitdst okoz ey esetén az mintdba keriilési esélyek

egyenlGtlenségének figyelembe nem vétele? Kisebb-e e3 variancidja, mint e;-é, aho-
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gyan azt a hanyados-becslésnél elmondottak alapjan esetleg elvarhatndnk?

(iii) A variancia-becslési médszerek: a Horvitz-Thomson, a linearizacié, a nem fliggetlen
random csoportok, a jackknife és a bootstrap Gsszevetése kiilonb6z6 stratégidk (dy /
drr, ill. e; / ea / e3 kombindci6i) esetén. Mekkora a variancia-becslések torzitdsa?
Milyen megbizhatéak, azaz mekkora a variancidjuk? A segitségiikkel képzett adott
szintl konfidencia-intervallum valéban az adott valdszinliséggel fedi-e a becsiilt pa-

ramétert?

(iv) A fenti problémék eloszlds-érzékenysége. Az y jellemzd Osszegének becslésének, il-
letve a variancia-becsléseknek a tulajdonsigai lényegesen eltérnek-e kiilonb6z6 y-ok

esetén?

A kérdések megvalaszolasira a Monte Carlo tipusd szimuldciés vizsgédlatot talaltuk
alkalmasnak. A szimuldcié sordn pszeudopopuliciéként a Téarki adatbazisit, a Magyar
Hiztartdsi Panel IV. hullim® felmérését haszndltuk. Az adatbdzis 4397 személy adatait
tartalmazza. A (iv) kutatdsi kérdés megvalaszoldsa érdekében két jellemz6t vizsgdltunk.
Az egyik jellemz6 (y;) a havi netté jovedelem volt, ennek populdcids Gsszegét becstiltiik.
A misik jellemzonek a politikai szimpatiat valasztottuk, a populdciés 6sszeg a biztosan az
MSZP-re” szavazni szdndékoz6k szdma, itt a jellemzd (y2) 0/1 értékii indikator-véltozé.
Az adatbézist leszilikitettiik azon személyekre, akik esetében mindkét informéci szerepelt,
igy 1954 haztartas 3979 lakdja alkotta a pszeudopopulaciot.

A szimulacié sordn 500-szor egymds utan, visszatevéssel valasztottunk mintdt. A dj
esetében ezt a mintat ny = 150 haztartds alkotta. Gyakorlati tapasztalatokra épitve a
felmérés koltségfliggvényét a kovetkez6 mddon hatdroztuk meg: c(s) = co + nre1 + ney,
ahol n; a mintdba keriilt haztartdsok szdma, n a mintabeli személyek varhaté szama.
A két elrendezés ésszerii Gsszevetését biztositva a dy; mintanagysdgdt ugy hatdroztuk

meg, hogy az a dy varhat6 koltségével azonos koltséggel jarjon. Ennek megfeleléen a djjy

8 Magyar Hdztartés Panel IV. hullém A felmérés adatait a TARKI Tarsadalomtudomdnyi Adatbank
bocsétotta rendelkezésiinkre. A kutatist vezetd intézmények a BKE Szociolégiai Tanszék és a TARKI. Az

adatfelvétel id6pontja 1995. Orszagosan reprezentativ haztartds minta. Mddszere: kérddives adatfelvétel.
"Vilasztdsunk oka, hogy az adatbizisban az MSZP tdmogatottsiga a legnagyobb.
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esetén a mintanagysdg n = ny = 225. A két elrendezés szerint egymds utdn végzett
mintavételek soran minden minta esetén meghataroztuk y; és yo Osszegének becslését
mind a hiarom becslés szerint, s ha megadhaté volt, a becslések varhato értékét és vari-
ancidjat is. Az elrendezések és becslések kombindciéi 6t stratégidt eredményeznek, mivel
(dr,e2) és (dg,e3) ugyanazon stratégiat hatdrozzdk meg. Minden becslésre kiszdmitottuk
- ha a szdmitds elvégezhetd volt - a becslési variancia becslésének Horvitz-Thomson (HT),
linearizdciéval kapott (L), random csoportokkal (RG), jackknife médszerrel (JK) illetve
bootstrap mddszerrel (BS) szamolt becslését. Yates-Grundy becslés egyik elrendezés
esetén sem adhatd, hiszen d; nem rogzitett mintanagysagu, drr esetén pedig nem tel-
jesul a mg; > 0, Vk,l € U feltétel. Az RG esetén A = 5 csoportra osztottuk a mintdt.
A JK médszert d; esetén egy-egy hdztartist elhagyva, mig dj; esetén egy-egy személyt
elhagyva végeztik. A JK és az RG becslésnek, mint ldttuk, két valtozata létezik, az
Osszevetés céljaval mindkét valtozatot kiszdmitottuk. A bootstrap médszer alkalmazasakor
a mintabdl készitett virtudlis populdciébodl 500-szor egymas utdn vettiink mintdt. Az 1.
Mellékletben kozoljiik ezeknek a szamitdsoknak a nemtrivialis részeit. A szimulaciét Stata
programcsomagban implementaltuk, a programok a dolgozat végén, a 2. mellékletben

taldlhatdk, elektronikus valtozatuk a cs.elte.hu/ nmthrnt /index.htm honlapon hozzaférhetd.
Eredmények

A szimulacié eredményei az 1. és 2. tablazatokban taldlhatok. A tdblazatban t jeloli
a paramétert, ta paraméter becsléseinek dtlagat, s2 (f) pedig variancigjat. A kovetkezo
sorok a variancia-becsléseket jellemzik, pl. §HT(1?) a variancia szimulédcidval kapott 500
HT-becslésének 4tlaga, s2 (VHT) pedig az 500 érték szérdsnégyzete, a (t € CIgr)-vel
jelzett sorban taldlhaté értékek pedig azt jelzik, a szimuldlt mintak hany szdzalékaban
esett a t paraméter a HT-becsléssel képzett, normdlis eloszlast feltételezd konfidencia-
intervallumba, a  + 1,96 - Vip értékek kozé.

Az (i) kutatési kérdésre valaszolva azt ladthatjuk, hogy a djy 4ltaldban kevésbé haté-
konynak itélhet6, mint dj. Az e; esetén, amikor a becslés variancija szimulacié nélkiil is
meghatdrozhato volt, a dyy esetén kapott variancia y;-re 21%-kal nagyobb, mint d; esetén

(2,65-10'3 vs. 2,18-10'3); mig az y,-re a variancidk nem kiilonboznek jelentésen. Az y;-et
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tekintve ey esetén is jobbnak itélhet6 dry, akar a becsiilt variancidkat, akar a becslések
szorasnégyzetét vesszik figyelembe . Az y2 esetén ugyan az (drr, e2) esetén kisebb becsiilt
variancidkat taldlunk, mint az (dj,es) esetén, de ez el6bbi stratégia torzitott becsléshez
vezet, ezért ésszerlibb az utébbit a torzitatlan (djr,es)-mal Gsszevetni, ez az Osszevetés
mar nem mutat jelentos kiillonbséget. VélhetGen a probléma érzékeny az y eloszlasdra,
hiszen az 6sszevetésekben y; ill. y2 esetén nem teljesen azonos kovetkeztetésekre jutottunk.
Mindent figyelembe véve, inkdbb a kevesebb haztartast, de tobb személyt mintadba vond
dr vélasztdsa tiinik indokoltabbnak.

A (37) kérdésben a becslések Gsszehasonlitdsat tiiztik ki célul. A ?eredmények alapjén
elmondhatd, hogy a dj; esetén a kivalasztasi valdszintségeket figyelembe nem vevd es
valéban enyhén torzitottnak itélhet6. A masik problémadra, miszerint megbizhatébb becs-
léseket eredményez-e a m-becslés utdlagos rétegezéssel kombindlva, nem adhaté altaldnos
vélasz. Az y; esetén egyértelmiien igennel felelhetiink: (dj,e;) vs. (dr,es), ill. (dyr,e1)
vs. (dyr,es) Osszevetése szerint szinte kivétel nélkiil minden variancia-becslés dtlaga, és a
becslések szérasnégyzete is nagyobb értéket mutat az e; esetén. Ugyanakkor ys-re nem
egyértelmii a kép. Az eredmények alapjin az y eloszldsdtdl fiigg, hogy érdemes-e utélagos
rétegezést végezni.

A (i4i) kérdés a variancia-becslési médszerek tulajdonsidgaira vonatkozott. Elmond-
haté, hogy a JK és RG becslések két valtozata gyakorlatilag minden szempontbdl meg-
egyezd eredményeket hozott, tehit nincs koztiik jelent6s kiilonbség. A becslések pon-
tossdgaval kapcsolatban: azokat az eseteket tekintve, amikor a becslés valés variancidja
megadhaté volt, dltaldban a RG torzitdsa volt a legjelentGsebb, mig atlagosan a BS volt
a legkozelebb a val6di értékhez.. A t6bbi esetben a valés érték ismeretének hidnydban
s? (f) -hez viszonyithatunk, igy d; esetén a linearizacid torzitdsa a legkisebb, dy;-nél nem
allapithaté meg jelent6s kiilonbség a becslések kozott, de megemlitendd, hogy itt a line-
arizdci6 nem szerepelt. Fontos észrevétel, hogy a variancia-becslések 4ltalaban pozitiv
irdnyban torzitanak, ami azt jelenti, hogy segitségiikkel inkdbb konzervativ becsléseket
kapunk. Az Gsszevetés masik kiindulépontja a variancia-becslések megbizhatésiga. Az s?
értékeket alapul véve elmondhatd, hogy - amikor megadhaté - a HT és a L becslés vari-

ancidja a legkisebb, mas esetben a BS itélhet6 a legjobbnak. Egyértelmiien a legkevésbé
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megbizhatonak itélheté az RG, amely a legszélsGségesebb esetekben a tObbi variancia-
becslésnél akir nagysdgrenddel nagyobb varianciat is produkal. Az RG-n kiviili becslések
variancidinak kiilonbsége legfeljebb 20-40%-0s. Megemlitjiik, hogy Wolter (1985) &ltal hi-
vatkozott szimuldcids vizsgdlatok eredménye szerint is az L az elény6sebb, a J-vel ill. a
J-vel és RG-vel Gsszevetve.

A névlegesen 95%-os konfidencia-intervallum is az RG esetében miik6dik a legrosszabb
médon. Bdr a (djy,ez) stratégia esetén nem kaptunk a t6bbi d; stratégidndl lényegesen
rosszabb eredményt, itt szem el6tt kell tartani, hogy, mivel a becslés torzitott, a konfidencia-
intervallum elhelyezkedését a variancia-becslés esetleges hibajan kiviil ez a torzitds is
befolyasolja. Erdemes megjegyezni, hogy altaldban minden variancia-becslés esetén a
mintdknak kevesebb, mint 95%-aban fedte az intervallum a paramétert. Hasonld kovet-
keztetésre jutottak a Wolter (1985) altal hivatkozott szimuldcids vizsgalatok.

A (dj,e1) és (dyg,e1) stratégidk esetében ismert a becslés variancidjdnak valés értéke,
itt érdemes részletesebben is megvizsgalni a variancia-becslések megoszlasdt. A megoszlasok
abrazolasa box-plot diagrammal tortént. A dolgozat végén taldlhaté 2. melléklet dia-
grammjai a 25. és a 75. percentilist (a:[25],a:[75]) dobozzal brazoljak, amit a medidn oszt
ketté. A dobozbdl kinylé talp alsé hatara az a legkisebb érték, ami nagyobb-egyenld, mint
T[25—1,5 (a:[75} — a:[25]) , mig a talp fels6 hatdra az a legnagyobb érték, ami kisebb-egyenld,
mint (95 +1,5 (:v[75] — x[zs])- A két talpon kiviil es6 szélsGértékeket egyenként adbrazolja a
diagramm. Az 1. és 2. dbra az y; esetében szemlélteti a két stratégia variancia-becsléseinek
megoszlasat. Az abrakon a variancia valos értékét is jeleztiik. Lathato, hogy az e; esetén
a HT és a BS, mig az ez esetén a JK és a BS eloszldsa nagyon hasonlé. Az RG mindkét
esetben rendkiviil magas széls6értékeket is produkal, de a valds értéknél lényegesen nagy-
obb becslések valamennyi becslésnél megfigyelheték. Ugyanakkor a becslések medianja a
valds érték alatt van.

A 2. melléklet 3. és 4. dbrdja az ys esetében szemlélteti a két stratégia variancia-
becsléseinek megoszlasat. Lathatd, hogy az e; esetén a HT és a BS, mig az es esetén a
JK és a BS eloszlasa ismét nagyon hasonlé. Az RG mindkét esetben rendkiviil magas
széls6értékeket is produkal, de most szélséértékek a tobbi becslésnél nem taldlhatok, tehat

megoszlasuk kevésbé nyujtott. A becslések medidnja ismét inkabb a valds érték alatt van.
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A (v) kérdésre, miszerint kiilonbozik-e az (i) — (4i7) problémakra adott védlasz y; és yo
esetén, a fentiekben mar megadtuk a valaszt. Mindhdarom esetben fontos volt az y szerepe,
ezért elmondhatd, hogy a gyakorlatban mind az elrendezések, mind az Osszeg-becslések ill.
annak variancia-becslései k6zotti vilasztdsndl érdemes figyelembe venni a felmérésiink y
célvaltozdjat. Az y-ra vonatkozo elGismereteket figyelembe véve donthetiink a megfeleld
mintavételi és elemzési stratégiaral.

Néhany Monte Carlo vizsgilat alapjan nyilvan nem lehet hatdrozott kovetkezetetéseket
levonni, vagy altaldnos javaslatokat megfogalmazni. Ugyanakkor, mivel a kiilonb6zo felté-
telek mellett kapott eredmények mutatnak némi egyezést, dvatos kovetkeztetések megfo-
galmazhaték. A variancia-becslési mddszerek vizsgdlatdval kapcsolatban Gsszefoglaléan
elmondhatjuk, hogy a random csoportok mddszere itélhet6 a legrosszabbnak, a tobbi
modszer nem kiilonbozik lényegesen egymastol egyik szempontbdl sem. Ugyanakkor ennek
a médszernek a teljesitménye nyilvén fiigg a random csoportok szdmdatél. Wolter (1985)
szerint a csoportok szamdnak novelésével csokken a becslés variancidja, de torzitdsa nd.
A Horvitz-Thomson becslés és a linearizdacié modszere a szimuldcié eredményei szerint
mind varhaté értékét, mind variancidjat, mind konfidencia-intervallum képzési lehetGségét
tekintve kissé jobbnak itélhet6 tdrsaindl . Bar ezek a mddszerek csak bizonyos elren-
dezés/becslés kombinacié esetén dllnak rendelkezésre, alkalmazdsuk ezekben az esetekben

javasolhatd.
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1. tdbldzat. A szimulédcié eredményei, d;

Y1 Y2

(dr,e1) (dr, e2) (dr,e1) | (d1,e2)
t 7,40 - 107 418
i 7,42-107 | 7,49-107 | 423 414
V(?) 2,18 -1013 | — 7327 —
52 (t) 2,02 108 | 1,72-10%3 | 6812 6843
Var(®) |2,22-108 | — 7430 -
Vi(t) - 1,91-1013 | — 6892
Viki@) | - 2,12-10% | — 7636
Vika@ | - 2,12-10% | — 7636
Vrot () | 2,49-10" | 2,08 -10'3 | 8117 7592
Vee@) | - 2,10-1013 | — 7660
Ves®) | 2,22-10' | 2,02- 108 | 7433 8201
s2 (VHT) 2,19-10% | — 3,10-10° | —
s2 (VL) - 2,01-10% | — 2,50 - 106
s2 (Vi) | — 2,48 -10% | — 3,10 - 108
s2 (Vi) | - 2,48 -10% | — 3,10 - 108
52 ( ARG1) 6,04 -10% | 4,63 -10% | 35,6 -10° | 32,4 - 106
52 ( A,m) - 4,73-10% | — 32,5 - 106
52 (VBS) 2,27-10% | 2,44 -10% | 3,30 -106 | 3,50 - 10°
teClyr | 95,6% - 96,0% | —
teCl, |- 96, 8% - 93, 2%
teCljk1 | — 97,2% — 94, 6%
teClyka | — 97,2% — 94, 6%
t € Clpg1 | 91,8% 92,0% 90,0% | 88,4%
t€Clpga | — 92,0% - 88,6%
te Clgs | 95,2% 97,0% 95,6% | 95,4%
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2. tdbldzat. A szimuldcié eredményei, dyr

n Y2

(dr1,€1) (dr1,€2) (dr1,e€3) (drr,e1) | (drr,e2) | (drr,e3)
t 7,40 - 107 418
i 7,41-107 | 7,69-107 | 7,41-107 | 411 405 411
V(?) 2,65-1013 | — — 7206 — —
52 (t) 3,02-10%% | 2,30-10% | 2,52-10%8 | 7311 6213 7047
Viki(®) | 2,89-101 | 2,42-10% | 2,54-10'3 | 7675 6318 7568
Vika®) | - 2,42-10% | 2,54-101 | — 6318 7568
Vrot (?) 2,91-10'3 | 2,58 -10% | 2,67 -10% | 7446 6396 7692
Vee@® | - 2,61-10% | 2,72-103 | — 6465 7798
Vs(f) 2,75-10'3 | 2,17-10% | 2,29 -10'% | 7287 6400 7569
52 (Vyx1) | 2,07-10% | 2,22-10% | 1,84-10% | 3,80-10° | 1,32-10° | 3,10 10°
s? (Vo) | - 2,22.10% | 1,84-10% | — 1,32-10° | 3,10 - 10°
52 ( ARG1) 6,28 -10% | 7,26 -10% | 7,70-10% | 34,3-10° | 21,9-10° | 34,1 - 10
52 (Vaa) | - 7,45-.10% | 8,16 1026 | — 22.1-10° | 34,6 - 10°
52 (VBS) 2,02-10% | 1,98-10% | 1,67-10% | 3,61-106 | 1,38 -10° | 2,83 - 106
t e Clky | 92,8% 94, 4% 93,8% 93,8% | 92,8% | 93,8%
teCliks | — 94, 4% 93,8% - 92,8% | 93,8%
t € CIrg | 85,8% 88,0% 85,0% 86,4% | 85,6% | 88,0%
t € Clpgs | — 89,0% 85, 6% - 85,6% | 88,6%
teClgs | 91,8% 93,0% 92,0% 93,6% | 92,8% | 93,8%

6.1. 1. Melléklet

A (dp,ep) stratégia

A dj esetén ny = 150, Ny = 1954.

o i, = Nit;, = N;p dos, 7’;—’1 = N1ues; Ekflijwyk, ahol s; a mintdba keriilt haztar-
tasoknak, Ur = {Ui,...,U;,...,Un,} a populdci6 héztartdsainak halmaza. A becslés
m-becslés, ezért torzitatlan.

~ 1— 1 I 2 7 1
(% (tel) = N%Tf]SEUI’ ahol fI = %, St2U1 = mEUI (tz —tUI) y tUI = Ny ZUI tz
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o Vur (fel) = N2LL S%,, ahol S7, = ﬁ s, (ti — ts;)?. A HT becslés torzitatlan.

nr

e L: A médszernek itt nincs értelme, hiszen a m-becslés linedris becslés.

e JK: Elvégzése felesleges, mert konnyen beldthatéan Vi (fel) = ﬁVHT (fel) .
e RG: A héztartdsokat A = 5 csoportba soroltuk. %, = Nit,,, a = 1...A, ahol
s a mintabeli hdztartdsok a csoportba esé elemeinek halmaza. fpo = %Zle ta =

N1dlvies; —t’j = to,, igy az RG1 és RG2 azonos becslést ad.

|sal
. . A [+ 2 \2
Vig (£e1) = 2t T (fa — tao)
e BS: A dj esetében az U*-ba az sy elemeit 13 példanyban vessziik fel, 13 ~ w =

N

oyl A = 500 mintat vesziink, dj elrendezés szerint, az egyes mintdkat a kovetkezd minta

kivétele el6tt a virtudlis populdciéba visszahelyezve. A mintdk mindegyike 150 héztartast
tartalmaz. Ezeket a mintdkat jellje s%, a = 1... A. Ekkor £} = Nrts:, tps = % A
Vs (fel) = ﬁ Zle (f; — fBS)Z. Konnyen beldthatd, hogy

B (Vs (i) Is) = 25 00 (e,

ezért a végsd BS becslést ezzel a korrekciéval adtuk meg:

Vos (fer) = gty Siks (= ims) Mt ant,

igy ez a BS-becslés, akircsak a HT-becslés, torzitatlan.

A (dp, ez) stratégia

A korcsoportok: 16-39, 40-59, 60+, ezek definidljak az Uy rétegeket, h = 1...H. A
minta e rétegek szerinti particidéja: s=s1 U...UspU...Usp.

o tp, = Ethl Zr\l]—;’z 25, Yk- B becslés torzitatlan, de variancidja kozvetlenill nem megad-

haté.
e HT: nem értelmezhetd, mert ex nem w-becslés. N
e L: Az Gsszeg és becslése felirhaté a kovetkezd alakban: £, = 3 | Nh%ﬂvj =
sp T nr
SH Ny = f(ty, ... 80, Ny, ..., Ng), t = f(ts,--- ta,Ny,...,Ng). Itt &, és Ny, is

Np,
felfoghaté osszegek m-becsléseként: tp, = > ynk, ahol ypx = yi, ha k € Uy, egyébként 0.

Ugyanigy Ny = > iy Ink, ahol Iy =1, ha k € Up, egyébként 0.

1 s s1s .z L 0le, 1 Oley, ip v o~ ~H Ny,
A sziikséges parcialis derivaltak: o, = Np, R ok, = Np, NE' Ebbol g = > 11 Ynk q

Ethl Ihy, I—%%Nh. A variancia approximécidja
h
7+ 2 ”
AV (fe,) =V (S, unL) = ¥ Yy Apug (52)” ebbil
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o 3 2
VL (t62) =222 Durw (]J—I’) =

Tl — TR T, ts
= Ykes Stes B (S (cnynk — dnTnk)) (X (chyn — dnln)) , ahol e = 22, dp = O

és mp = 17:7_11’ Vk, tovabba my; = m, ha k és | ugyanazon haztartas tagjai, egyébként

_ ni(nr—1)
Tkl = Ny (N;-1)"

o JK: Az s, € 51, (a=1...A, A=nj) hdztartds elhagydsival:
ba) = Thot ) Zop\sa k- fa = nirte, — (1 — 1) é(a), tox = 7 i ta, Vi (fez) =
ey S (fa— k) Vi (Fen) = iy Sy (fa— e )

¢ RG: fa = ZhH:1 %hm Zsaﬂsh Yk, ERG = % Ef:1 tAaa
Vrcr (fer) = 1=sy Ses (fa — ) Viaz (fe) = iy i (fa = fea)

e BS: % = Ethl % ZSZ Yk, ahol n} a h. réteg gyakorisdga az a. bootstrap-mintaban.

EbbSl g 65 Vps (fe, ) mar adodik.
A (djg,ep) stratégia

A jel6lések, mint fent. dy; esetén ny = 225, ny = n.

o te, = 3,y bl IX—II, ahol hy a k. személy haztartdsa. A becslés w-becslés, ezért

torzitatlan.
oV (fel) = v (i — mem) GG =
_ n% v o~ TZI 'I’l% ~
=Y kev [EIEU,l;ék,h,:hk (_Wykyl> + (WNI - W) Ypt
nI (nI*].) n? . o~ . e 7 ’ sz
+ Xicuh£h (hkN, (V1) hk||h,|N12> Ur1| , ahol hy jeloli a h. személy haztartasat.

e HT: Mivel a m; > 0, Vk,l € U feltétel nem teljesiil, ezért HT-becslés nem adhatoé.

e L: A mddszernek itt nincs értelme, hiszen a m-becslés linedris becslés.

e JK: A djj esetében egy-egy személyt hagyunk el, tehdt |s,| = 1.
fa) = Loven Uk bkl 225, ebb6l mér &y, tyxc és Vyx (fe,) adodik. Mivel iy = fo,, a
jackknife becslés két valtozata egybeesik.

e RG: A dj esetében a mintabeli személyeket osztjuk 5 csoportra. t, = s, Uk |kl #;5,
a=1...5 A =5 Ebbélirg és Vac (fel) mir adédik. Mivel {ge = fe,, az RG becslés
két valtozata egybeesik.

e BS: A djs esetében az U*-ba az sy elemeit 9 példinyban vessziik fel, 9 = [%-‘ =
[JTY_;-I . Az s

s a = 1...A mintat drs szerint vessziik, n; haztartast valasztva, mégpedig

gy, hogy a kivalasztott haztartasnak mindig azt a tagjat vonjuk a mintdba, aki az eredeti
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s mintaban is szerepelt. Most &5 = 3. g [hi| Y07 a = 1... 4, A =500, ahol N(U*)

a virtudlis populédcié haztartasainak szama. Ebbol ips és VBS ( 1) mar adédik.
A (dj1,e2) stratégia

o te, = Ethl ZJ—Z 2 s, Yk- A becslés varhatéan nem torzitatlan, torzitdsa és variancidja
a szimuldciés eredményekbdl becsiilhetd.

o HT: Mivel a m; > 0, Vk,1 € U feltétel nem teljesiil, ezért HT-becslés nem adhatd.

e L: Nem adhat6, mert a mg; > 0, Vk,l € U feltétel nem teljesiil.

e JK: t Zh 1 |sh\sa‘ ESh\SG Yk, €bb8l mar 4, tyx és Vik1 ( 62) Viko ( ) adodik.
Mivel 7 7é te,, a jackknife becslés két valtozata nem esik egybe.

o RG: fg = Y4, 528 5,6, Yk EDSL ing és Ve ( 62) VRGz( ) mér adédik.
Mivel tpg # te,, az RG becslés két véaltozata nem esik egybe.

e BS: i* = Ethl ]TY—;{: ESZ Yk, ahol n} a h. réteg gyakorisiga az a. bootstrap-mintdban.
Ebb6l i 65 Vs (fe, ) mar adodik.

A (djg,e3) stratégia

. N, ) y .
tey = SH N bt = s fr’]: Eshl:j)wlk , ahol h(k) a k. személy korcsoportjdnak in-

L VI A becslés torzitatlan, de nemlinedris, igy variancidja kozvetleniil

dexe, tovabba 7, = Tl

nem megadhatd.

e HT, L: Mivel a m; > 0, Vk,l € U feltétel nem teljesiil, ezért HT ill. L-becslés nem
adhato.

© JK: i) = Y, & ZN"% ahol 7}, = - 2=L . Ebbsl mar i, £k és Vix (t;s) ,

sh(k)\sll n;e
VJK2 ( 3) adédik. Mivel {5 # fea, a jackknife becslés két valtozata nem esik egybe.
N, 5 P PR Py 2
« RG: i) = 3, & Zhi“ﬂl ahol m, = - %/5. Ebbél mar fa, trc és Vaa <t63) ,
sh(k)ﬂs 7rl

VRGZ (fe3) adédik. Mivel {5 # tes, az RG becslés két valtozata nem esik egybe.

®BS:t(,) =2, fr’“ EN&r ahol 1, = \h i [ -| és sh(k) a k. személy korcsoportjahoz

tartozdk halmaza az a bootstrap mintiban. Ebbél {pg és Vag ( 3) mar addédik.
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4. abra y, valtozo, (d,, e) stratégia
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Jackknife Random csoportok Bootstrap

Szimulacios programok, Stata-ban implementalva

Elokészités
clear
log using c:\nemeth\sim_1.log, replace
set memory 100m
set more off

set log linesize 120
use "C:\nemeth\d08 0.dta", clear

***********elékészités
***valtozok elokészitése
rename HAZONOS haztart
lab var haztart "haztartas sorszama"
rename E4ANEME nem
gen korcsop=.
for num 1/3 \ num 55 35 -1: recode korcsop .=X if Y<E4ASZUL
lab var korcsop "korcsoport"
lab def korcsop 1 "16-39" 2 "40-59" 3 "60+"
lab val korcsop korcsop
**#]. paraméter: Osszesitett havi nettd jovedelem orszagos szinten
*a valtozo generalasa
gen jov=E4JOBECS



recode jov 9=.
lab var jov "havi nett6 jovedelme"
**47 . paraméter: a biztos MSZP-szavazok szama
*a valtozo generalasa
gen mszp=1 if E4AXPAR94=—=4&E4XVALAM==
recode mszp .=0 if E4XPAR94~=.[E4AXVALAM~=.
lab def mszp 0 nem 1 igen
lab val mszp mszp
lab var mszp "biztos mszp szavazo"
***az adatbazis szlirése azokra, akikrél minden informacid rendelkezésre all
keep if mszp~=.&jov~=.
save c:\nemeth\d08 1.dta, replace
sk sk sk sk sk sk sk ko ko
log close
clear

(dy, e;) stratégia
clear
log using c:\nemeth\sim_11a.log, replace
set memory 500m
set more off
set log linesize 120
use "C:\nemeth\d08 1.dta", clear

**]. paraméter
*a paraméter valos értéke
egen par=sum(jov)
tab par

***********design 1.

***a sziikséges konstansok:
*a haztartasok szdma a populacidban
quietly tab haztart
scalar NI=r(r)
di NI
*a kivalasztott haztartasok szama legyen 150.
scalar nI=150
***a haztartasonkénti 6sszeg szamitasa
sort haztart
egen ti=sum(jov), by(haztart)
***haztartasok nagysaga
gen konst=1
sort haztart
egen haztnagy=sum(konst), by(haztart)
lab var haztnagy "haztartas nagysag"

*E%*%] . becslés (pi-becslés)

**%**a populacié haztartasokra redukalasa
preserve
sort haztart
quietly by haztart: keep if n==
***a becslés variancidjanak szamitasa



**haztartasok kozotti populacios variancia szamitasa (S*2(tUI))
quietly sum ti
scalar S2U=r(Var)*NI/(NI-1)
**a becslés varianciaja:
scalar V=NI"2*((1-nI/NI)/n)*S2U
div
*szimulacio: 500 ismétlés
program define sim11
**a paraméter becslése
gen unif=uniform()
sort unif
gen minta=1 if n<151
quietly sum ti if minta==
scalar ¢' 1'=NI*r(mean)
**Yates-Grundy becslés nem adhato, a jackknife-becslés megegyezik a HT-val, linearizacionak nincs
értelme a linearis paraméterfliggvény miatt
**a variancia Horvitz-Thomson-becslése
*haztartasok kozotti mintabeli variancia szamitasa (S”2(tsI))
quietly sum ti if minta==1
scalar S2s=r(Var)*NI/(NI-1)
*a becslés varianciaja:
scalar h* 1'=NI"2*((1-nI/NI)/nI)*S2s
**a variancia random csoportok-becslése (A=5)
gen unif2=uniform()
sort minta unif2
gen csoport=1 if n<31
for num 2/5 \num 61 91 121 151: recode csoport .=X if n<Y
sort csoport
egen ta=mean(ti), by(csoport)
replace ta=. if csoport==.
replace ta=NI*ta
replace ta=(1/(5*(5-1)))*(ta-e*1')"2
scalar r*1'=ta[1]+ta[31]+ta[61]+ta[91]+ta[121]
**a variancia bootstrap-becslése (A=500 minta a virtualis populaciobol, visszatevéssel)
*a virtualis populaci6 konstrualasa, [NI/nl]=13-szorosara duzzasztva a mintat, igy 1950 elemet
kapunk:
sort minta
gen tivirt=.
quietly for num 1/150: replace tivirt=ti[X] if mod(_n,150)==mod(X,150)
replace tivirt=. if 1950< n
*500 minta visszatevéssel
quietly for num 1/500: gen uni=uniform()\sort uni\gen bsminta=1 if n<151\quietly sum tivirt if
bsminta==1\scalar beX=NI*r(mean)\drop uni bsminta
*korrigalt bootstrap-becslés a varianciara
scalar beatlag=bel
quietly for num 2/500:scalar beatlag=beatlag+beX
scalar beatlag=beatlag/500
quietly for num 1/500: scalar beX=(1/(500-1))*(beX-beatlag)"2
scalar b'1'=0
quietly for num 1/500: scalar b"1'=b"1'+beX
*korrekcio
scalar b*1'=b"1"*(NI-1)*nl/(NI*(nl-1))
drop unif minta unif2 csoport ta tivirt
end
gen estll=.
gen htll=.



genrgll=.

gen bsl1=.

for num 1/500: di X \ quietly sim11 X\ quietly sort CASE \ quietly replace estl 1=eX if n==X\ quietly replace
ht11=hX if n==X\ quietly replace rgl 1=rX if n==X\ quietly replace bs11=bX if n=X

save c:\nemeth\dO8 sl 1a.dta, replace

restore

sk sk sk sk ok sk sk ko ko
sk sk sk sk ok ok sk ko ko

*a becslések eloszlasanak jellemzoi

*design I, 1. becslés
use c:\nemeth\d08_s11a.dta, clear
sum est11 htl1 rgll bsll, det
*95%-0s konfidencia-intervallum
for var ht11 rgl1 bsl1: gen Xci=cond(par<estl1+1.96*sqrt(X)&est11-
1.96*sqrt(X)<par,1,0)\replace Xci=. if X==.|est] |==.\sum Xci

log close
clear

(dy, e,) stratégia

clear

log using c:\nemeth\sim_12a.log, replace
set memory 500m

set more off

set log linesize 120

use "C:\nemeth\d08 1.dta", clear

**]. paraméter
*a paraméter valos értéke
egen par=sum(jov)
tab par

***********design 1.

***a sziikséges konstansok:
*a haztartasok szdma a populacidban
quietly tab haztart
scalar NI=r(r)
di NI
*a kivalasztott haztartasok szama legyen 150.
scalar nI=150
***a haztartasonkénti Osszeg szamitasa
sort haztart
egen ti=sum(jov), by(haztart)
***haztartasok nagysaga
gen konst=1
sort haztart
egen haztnagy=sum(konst), by(haztart)
lab var haztnagy "haztartas nagysag"



*Ex4) . becslés (utdlagos rétegezés korcsoportokra)
*a populacios réteggyakorisag: Nh
sort korcsop
egen Nh=sum(konst), by(korcsop)
***a becslés nemlinearis, ezért variaciaja és torzitasa kozvetleniil nem megadhato
*szimulacio: 500 ismétlés
program define sim12
**a paraméter becslése
set seed "1
gen unif=uniform()
sort haztart
quietly by haztart: replace unif=. if n~=1
sort unif
gen mintas=1 if n<151
sort haztart
egen minta=min(mintas), by(haztart)
quietly sum minta
scalar n=r(sum)
*mintabeli réteggyakorisag: nh
sort minta korcsop
egen nh=sum(konst) if minta==1, by(korcsop)
*sulyozott valtozo
gen sulyjov=jov*Nh/nh
*a becslés
quietly sum sulyjov if minta==
scalar e’ I'=r(sum)
**Horvitz-Thomson vagy Yates-Grundy becslés nem adhato
**a variancia linearizacios becslése
sort korcsop
egen tsh=sum(jov) if minta==1, by(korcsop)
for num 1/3: gen iX=1 if korcsop==X&minta==1 \ recode iX .=0 if minta==1
for num 1/3: gen yX=jov if korcsop==X&minta==1 \ recode yX .=0 if minta==1
gen ch=Nh/nh
gen dh=tsh*Nh/nh"2
gen v=ch*(yl+y2+y3)-dh*(il+i2+i3)
sort haztart
egen vhazt=sum(v), by(haztart)
replace vhazt=. if minta~=1
egen vossz =sum(v) if minta==1
gen seged1=(1-(nI*(NI-1))/((nI-1)*NI))*v*(vossz-vhazt)
egen seged2=sum(seged]) if minta==1
gen seged3=(1-nI/NI)*v*vhazt
egen seged4=sum(seged3) if minta==
sort minta
scalar 1" I'=seged2[1]+seged4[1]
**a variancia jackknife-becslése
quietly local i=1
quietly sort minta haztart
quietly while minta['i']<. {
sort minta haztart
egen nha=sum(minta) if haztart~=haztart['1'], by(korcsop)
replace nha=. if minta~=1
gen sulyjova=jov¥*Nh/nha
quietly sum sulyjova
scalar ta0"i'=r(sum)



drop nha sulyjova
local i="1'+1
sort minta haztart
H
quietly gen ta0=.
sort minta haztart
quietly sum minta
local n=r(sum)
quietly for num 1/'n": replace ta0=ta0X if n=X
*pszeudoértékek:
gen ta=nl*e’ I"*minta-(nl-1)*ta0
replace ta=. if mintas~=1
*a paraméter jackknife-becslése:
egen tj=mean(ta)
*a variancia 1. jackknife-becslése:
gen segedS=(ta-tj)"2
egen seged6=sum(seged5)
sort mintas
scalar j1"I'=seged6[1]/(nI*(nl-1))
*a variancia 2. jackknife-becslése:
gen seged7=(ta-e'1")"2
egen seged8=sum(seged?)
sort mintas
scalar j2" I'=seged8[1]/(nI*(nl-1))
**a variancia random csoportok-becslése (A=5)
gen unif2=uniform()
sort mintas unif2
gen csop=1 if n<3l1
for num 2/5 \num 61 91 121 151: recode csop .=X if n<Y
egen csoport=min(csop), by(haztart)
*csoportbeli réteggyakorisag: csh
egen csh=sum(konst) if minta==1, by(korcsop csoport)
*sulyozott valtozo
gen sulycsop=jov*Nh/csh
*a becslés
for num 1/5: quietly sum sulycsop if csoport==X\ scalar taX=r(sum)
scalar csest=(tal+ta2-+ta3+ta4+taS)/5
scalar r1"1'=0
for num 1/5: scalar r1"1'=r1"1+(taX-csest)"2
scalar 12" 1'=0
for num 1/5: scalar 12" I'=r2" 1'+(taX-e' 1")"2
scalar r1'1'=(1/(5*(5-1)))*r1° 1"
scalar 12" I'=(1/(5*(5-1)))*r2" I
**a variancia bootstrap-becslése (A=500 minta a virtualis populaciobol, visszatevéssel)
*a virtualis populacié konstrualasa, [NI/nl]=13-szorosara duzzasztva a mintat:
local tol= N+1
local ig=13*"n'
if N<'ig' {
for num “tol'/*ig": set obs X
H

sort minta haztart

gen jovvirt=.

gen korcvirt=.

gen haztbs=.

gen htbs=.

quietly for num 1/'n": replace jovvirt=jov[X] if mod(_n, n')==mod(X, n")



quietly for num 1/°'n": replace htbs=mintas[X] if mod(_n, n')==mod(X, 'n")

quietly for num 1/°n": replace haztbs=haztart[X] if mod(_n, n')=—=mod(X, n")

gen hanyadik=int(_n/('n'+1))

quietly for num 1/°'n": replace korcvirt=korcsop[X] if mod(_n, n')=—mod(X, n")

replace jovvirt=. if "ig'<_n

replace htbs=. if ig'< n

replace haztbs=. if "ig'< n

replace hanyadik=. if "ig'< n

replace korcvirt=. if "ig'< n

*500 minta visszatevéssel

quietly for num 1/500: set seed X\ gen uni=uniform()\sort htbs uni\gen bshminta=1 if
_n<l151\egen bsminta=min(bshminta), by(haztbs hanyadik)\*mintabeli réteggyakorisag: nhbs\sort bsminta korcvirt\
egen nhbs=sum(konst) if bsminta==1, by(korcvirt)\ *stlyozott valtozo\ gen sulyjovb=jovvirt*Nh/nhbs \ *a becslés \
quietly sum sulyjovb if bsminta==1\scalar beX=r(sum)\drop uni nhbs sulyjovb bshminta bsminta

scalar beatlag=bel

quietly for num 2/500:scalar beatlag=beatlag+beX

scalar beatlag=beatlag/500

quietly for num 1/500: scalar beX=(1/(500-1))*(beX-beatlag)"2

scalar b'1'=0
quietly for num 1/500: scalar b"1'=b" 1'+beX
sort CASE
drop if n>3979
drop unif-hanyadik
end
gen est12=.
gen linl2=
gen jk112=
gen jk212=
genrgll2=.
genrg212=.
gen bs12=.

for num 1/500: di X \ quietly sim12 X\ quietly sort CASE \ quietly replace est12=eX if n==X \ quietly replace
lin12=1X if n==X \quietly replace jk112=j1X if n==X \quietly replace jk212=j2X if n==X\ quietly replace
rgl12=r1X if n==X\ quietly replace rg212=r2X if n==X\ quietly replace bs12=bX if n==X

save c:\nemeth\dO8_s12a.dta, replace

sk sk sk sk sk sk sk ko ko

*a becslések eloszlasanak jellemzoi

*design I, 1. becslés
use c:\nemeth\d08 s12a.dta, clear
sum est12 lin12 jk112 jk212 rgl12 rg212 bs12, det
*95%-0s konfidencia-intervallum
for var lin12 jk112 jk212rgl112 rg212 bs12: gen Xci=cond(par<estl2+1.96*sqrt(X)&est12-
1.96*sqrt(X)<par,1,0)\replace Xci=. if X==.|est12==.\sum Xci

log close
clear
sk sk sk sk sk sk sk skesk skeskosk skskesk sk
(dyy, €;) stratégia
clear

log using c:\nemeth\sim_21a.log, replace
set memory 500m



set more off
set log linesize 120
use "C:\nemeth\d08 1.dta", clear

**]. paraméter
*a paraméter valos értéke
egen par=sum(jov)
tab par

***********design 1I.

***a sziikséges konstansok:
*a haztartasok szama a populdcioban
quietly tab haztart
scalar NI=r(r)
di NI
*a kivalasztott haztartasok szama legyen 225.
scalar nI=225
***haztartasok nagysaga
gen konst=1
sort haztart
egen haztnagy=sum(konst), by(haztart)
lab var haztnagy "haztartas nagysag"

*E%%] . becslés (pi-becslés)
*a becslés variancidja megadhato:
gen jovv=jov*haztnagy*NI/nl
gen tag2=jovv"2*(nl/(haztnagy*NI)-(nl/(haztnagy*NI))"2)
egen htossz=sum(jovv), by(haztart)
gen tagl=-jovv*(nl/(haztnagy*NI))"2*(htossz-jovv)
gen jovs2=jovv*(1/haztnagy)*((nl*(nl-1))/(NI*(NI-1))-(n)"2/(NI)"2)
egen jovs3=sum(jovs2)
egen jovs4=sum(jovs2), by(haztart)
gen tag3=(jovs3-jovs4)*jovv*(1/haztnagy)
gen ossz=tagl-+tag2+tag3
egen var=sum(0ssz)
tab var
*szimulacio: 500 ismétlés
program define sim21
**a paraméter becslése
set seed '1'
gen unif=uniform()
sort haztart unif
gen minta=.
quietly by haztart: replace minta=1 if n==
gen unif2=uniform()
sort minta unif2
replace minta=. if 225< n
*a becslés
quietly sum jovv if minta==
scalar e’ I'=r(sum)
***a masodrendi kivalasztasi valosziniiségek nemnulla volta nem teljesiil, ezért Horvitz-Thomson,
Yates-Grundy, ill. linearizalt becslés nem adhato
**a variancia jackknife-becslése
egen sjl=sum(jovv) if minta==

-10-



replace sjl=sj1*nl/(nl-1)
gen ta0=sjl-jovv*nl/(nl-1)
*pszeudoértékek:
gen ta=nl*e’ I'"*minta-(nl-1)*ta0
*a variancia 1. jackknife-becslése (megegyezik 2.-kal):
gen segedS=(ta-e'1")"2
egen seged6=sum(seged>)
sort minta
scalar j' 1'=seged6[1]/(nI*(nl-1))
**a variancia random csoportok-becslése (A=5)
gen unif3=uniform()
sort minta unif3
gen csop=1 if n<46
for num 2/5 \ num 91 136 181 226: recode csop .=X if n<Y
*a becslés
for num 1/5: quietly sum jovv if csop==X\ scalar taX=r(sum)*5
scalar r'1'=0
for num 1/5: scalar r' 1'=r"1'+(taX-e" 1')"2
scalar r* 1'=(1/(5*(5-1)))*r' 1"
**a variancia bootstrap-becslése (A=500 minta a virtualis populaciobol, visszatevéssel)
*a virtualis populécio konstrualésa:
gen jovvir=jovv if minta==
egen jovvirt=min(jovvir), by(haztart)
local tol= N+1
quietly sum haztnagy if minta==
local n=r(sum)
local ig="n"*round(NI/nlL,1)
if N<'ig' {
for num “tol'/*ig": set obs X
H

sort minta haztart
gen haztbs=.
gen htbs=.
quietly for num 1/°'n": replace jovvirt=jovvirt[X] if mod(_n, n"y==mod(X, n")
quietly for num 1/°n": replace htbs=minta[X] if mod(_n,'n")==mod(X, 'n")
replace jovvirt=. if "ig'<_n
replace htbs=. if ig'< n
quietly sum htbs
scalar NIbs=r(N)
replace jovvirt=jovvirt*NIbs/NI
*500 minta visszatevéssel
quietly for num 1/500: set seed X\ gen uni=uniform()\sort htbs uni\gen bshminta=1 if n<226\*a
becslés \ quietly sum jovvirt if bshminta==1\scalar beX=r(sum)\drop uni bshminta
scalar beatlag=bel
quietly for num 2/500:scalar beatlag=beatlag+beX
scalar beatlag=beatlag/500
quietly for num 1/500: scalar beX=(1/(500-1))*(beX-beatlag)"2
scalar b'1'=0
quietly for num 1/500: scalar b'1'=b"1'+beX
sort CASE
drop if n>3979
drop unif-htbs
end

gen est21=.

genrg2l=.

gen jk21=.
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gen bs21=.
for num 1/500: di X \ quietly sim21 X\ quietly sort CASE \ quietly replace est21=eX if n==X\ quietly replace
rg21=rX if n==X\quietly replace jk21=jX if n==X\ quietly replace bs21=bX if n==X

save c:\nemeth\dO8 s21a.dta, replace

sk sk sk sk sk sk sk ko ko

*a becslések eloszlasanak jellemzoi

*design I, 1. becslés
use c:\nemeth\d08 s21a.dta, clear
sum est21 jk21 rg21 bs21, det
*95%-o0s konfidencia-intervallum
for var jk21 rg21 bs21: gen Xci=cond(par<est21+1.96*sqrt(X)&est21-
1.96*sqrt(X)<par,1,0)\replace Xci=. if X==.|est21==.\sum Xci

log close
clear
sk sk sk sk sk ks skesk skeoskosk skskesksk
(dyy, e,) stratégia
clear

log using c:\nemeth\sim_22a.log, replace
set memory 500m

set more off

set log linesize 120

use "C:\nemeth\d08 1.dta", clear

**]. paraméter
*a paraméter valos értéke
egen par=sum(jov)
tab par

***********design 1I.

***a sziikséges konstansok:
*a haztartasok szama a populdcioban
quietly tab haztart
scalar NI=r(r)
di NI
*a kivalasztott haztartasok szama legyen 225.
scalar nI=225
***haztartasok nagysaga
gen konst=1
sort haztart
egen haztnagy=sum(konst), by(haztart)
lab var haztnagy "haztartas nagysag"

*Ex4) . becslés (utdlagos rétegezés korcsoportokra)
*a populacios réteggyakorisag: Nh
sort korcsop
egen Nh=sum(konst), by(korcsop)
*a becslés variancidja nem adhaté meg.
*szimulacio: 500 ismétlés

-12-



program define sim22
**a paraméter becslése
set seed 1"
gen unif=uniform()
sort haztart unif
gen minta=.
quietly by haztart: replace minta=1 if n==1
gen unif2=uniform()
sort minta unif2
replace minta=. if 225< n
*mintabeli réteggyakorisag: nh
sort minta korcsop
egen nh=sum(konst) if minta==1, by(korcsop)
*sulyozott valtozo
gen sulyjov=jov*Nh/nh
*a becslés
quietly sum sulyjov if minta==
scalar e I'=r(sum)
***a masodrendi kivalasztasi valosziniiségek nemnulla volta nem teljesiil, ezért Horvitz-Thomson,
Yates-Grundy, ill. linearizalt becslés nem adhato
**a variancia jackknife-becslése
quietly local i=1
quietly sort minta haztart
quietly while minta['i']<. {
sort minta haztart
egen nha=sum(minta) if haztart~=haztart['i'], by(korcsop)
sort minta haztart
replace nha=. if minta~=1haztart==haztart["i']
gen sulyjova=jov¥*Nh/nha
quietly sum sulyjova
scalar ta0"i'=r(sum)
drop nha sulyjova
local i="1'+1
sort minta haztart
H
quietly gen ta0=.
sort minta haztart
quietly sum minta
local n=r(sum)
quietly for num 1/'n": replace ta0=ta0X if n=X
*pszeudoértékek:
gen ta=nl*e’ |"*minta-(nl-1)*ta0
*a paraméter jackknife-becslése:
egen tj=mean(ta)
*a variancia 1. jackknife-becslése:
gen segedS=(ta-tj)"2
egen seged6=sum(seged5)
sort minta
scalar j1"1'=seged6[1]/(nI*(nl-1))
*a variancia 2. jackknife-becslése:
gen seged7=(ta-e"1")"2
egen seged8=sum(seged?)
sort minta
scalar j2" I'=seged8[1]/(nI*(nl-1))
**a variancia random csoportok-becslése (A=5)
gen unif3=uniform()
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sort minta unif3
gen csop=1 if n<46
for num 2/5 \ num 91 136 181 226: recode csop .=X if n<Y
*csoportbeli réteggyakorisag: csh
egen csh=sum(konst) if minta==1, by(korcsop csop)
*sulyozott valtozo
gen sulycsop=jov*Nh/csh
*a becslés
for num 1/5: quietly sum sulycsop if csop==X\ scalar taX=r(sum)
scalar csest=(tal+ta2+ta3+ta4+tas5)/5
scalar r1"1'=0
for num 1/5: scalar r1"1'=r1"1+(taX-csest)"2
scalar 12" 1'=0
for num 1/5: scalar 12" I'=r2" 1'+(taX-e'1")"2
scalar r1'1'=(1/(5*(5-1)))*r1° 1"
scalar 12" I'=(1/(5*(5-1)))*r2" I
**a variancia bootstrap-becslése (A=500 minta a virtualis populaciobol, visszatevéssel)
*a virtualis populécio konstrualésa:
gen jovvir=jov if minta==
egen jovvirt=min(jovvir), by(haztart)
gen korcvir=korcsop if minta==
egen korcvirt=min(korcvir), by(haztart)
local tol= N+1
quietly sum haztnagy if minta==
local n=r(sum)
local ig="n"*round(NI/nlL,1)
if N<'ig' {
for num “tol'/*ig": set obs X
H

sort minta haztart
gen htbs=.
quietly for num 1/°'n": replace jovvirt=jovvirt[X] if mod(_n, n"y==mod(X, n")
quietly for num 1/°'n": replace htbs=minta[X] if mod(_n,'n")==mod(X, 'n")
quietly for num 1/°'n": replace korcvirt=korcsop[X] if mod(_n, n')=—mod(X, n")
replace jovvirt=. if "ig'<_n
replace htbs=. if ig'< n
replace korcvirt=. if "ig'< n
quietly sum htbs
scalar NIbs=r(N)
*500 minta visszatevéssel

quietly for num 1/500: set seed X\ gen uni=uniform()\sort htbs uni\gen bshminta=1 if

_n<226\*mintabeli réteggyakorisag: nhbs\sort bshminta korcvirt\ egen nhbs=sum(konst) if bshminta==1,

by(korcvirt)\ *sulyozott valtozo\ gen sulyjovb=jovvirt*Nh/nhbs \ *a becslés \ quietly sum sulyjovb if

bshminta==1\scalar beX=r(sum)\drop uni nhbs sulyjovb bshminta
scalar beatlag=bel
quietly for num 2/500:scalar beatlag=beatlag+beX
scalar beatlag=beatlag/500
quietly for num 1/500: scalar beX=(1/(500-1))*(beX-beatlag)"2

scalar b'1'=0
quietly for num 1/500: scalar b"1'=b"1'+beX
sort CASE
drop if n>3979
drop unif-htbs
end
gen est22=.
genrgl22=.
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gen rg222=.

gen jk222=

gen jk122=

gen bs22=.

for num 1/500: di X \ quietly sim22 X\ quietly sort CASE \ quietly replace est22=eX if n==X \ quietly replace
rgl122=r1X if n==X\ quietly replace rg222=r2X if n==X \quietly replace jk122=j1X if n==X\quietly replace
jk222=12X if n==X\ quietly replace bs22=bX if n=X

save c:\nemeth\dO8 s22a.dta, replace

sk sk sk sk ok ok sk ko ko

*a becslések eloszlasanak jellemzoi

*design I, 1. becslés
use c:\nemeth\d08 s22a.dta, clear
sum est22 jk122 jk222 rgl22 rg222 bs22, det
*95%-0s konfidencia-intervallum
for var jk122 jk222 rgl122 rg222 bs22: gen Xci=cond(par<est22+1.96*sqrt(X)&est22-
1.96*sqrt(X)<par,1,0)\replace Xci=. if X==.|est22==.\sum Xci

log close
clear
sk sk sk sk sk ks skesk skeskoske skskesk sk
(dy;, e3) stratégia
clear

log using c:\nemeth\sim_23a.log, replace
set memory 500m

set more off

set log linesize 120

use "C:\nemeth\d08 1.dta", clear

**]. paraméter
*a paraméter valos értéke
egen par=sum(jov)
tab par

***********design 1I.

***a sziikséges konstansok:
*a haztartasok szama a populdcioban
quietly tab haztart
scalar NI=r(r)
di NI
*a kivalasztott haztartasok szama legyen 225.
scalar nI=225
***haztartasok nagysaga
gen konst=1
sort haztart
egen haztnagy=sum(konst), by(haztart)
lab var haztnagy "haztartas nagysag"

*E*4D . becslés (pi-becslés, rétegezéssel korcsoportokra)
*a populacios réteggyakorisag: Nh

-15-



sort korcsop
egen Nh=sum(konst), by(korcsop)
*a becslés variancidja nem adhaté meg.
*szimulacio: 500 ismétlés
program define sim23
**a paraméter becslése
set seed '1'
gen unif=uniform()
sort haztart unif
gen minta=.
quietly by haztart: replace minta=1 if n==
gen unif2=uniform()
sort minta unif2
replace minta=. if 225< n
gen pik=(1/haztnagy)*(nl/NI) if minta==
gen pikrec=1/pik if minta==
*réteggyakorisag silyozott becslése
sort minta korcsop
egen Nhest=sum(pikrec) if minta==1, by(korcsop)
*sulyozott valtozo
gen sulyjov=jov*Nh/(pik*Nhest) if minta==
*a becslés
quietly sum sulyjov if minta==
scalar e I'=r(sum)
***a masodrendi kivalasztasi valoszintiségek nemnulla volta nem teljesiil, ezért Horvitz-Thomson,
Yates-Grundy, ill. linearizalt becslés nem adhato
**a variancia jackknife-becslése
gen pikj=pik*(nl-1)/nl if minta==
gen pikjrec=1/pikj
quietly local i=1
quietly sort minta haztart
quietly while minta['i']<. {
sort minta haztart
egen nha=sum(pikjrec) if haztart~=haztart["i'], by(korcsop)
sort minta haztart
replace nha=. if minta~=1|haztart==haztart["1']
gen sulyjova=jov*Nh/(pikj*nha)
quietly sum sulyjova
scalar ta0"i'=r(sum)
drop nha sulyjova
local i="1'+1
sort minta haztart
H
quietly gen ta0=.
sort minta haztart
quietly sum minta
local n=r(sum)
quietly for num 1/'n": replace ta0=ta0X if n==
*pszeudoértékek:
gen ta=nl*e’ 1'"*minta-(nl-1)*ta0
*a paraméter jackknife-becslése:
egen tj=mean(ta)
*a variancia 1. jackknife-becslése:
gen segedS=(ta-tj)"2
egen seged6=sum(seged5)
sort minta
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scalar j1"I'=seged6[1]/(nI*(nl-1))
*a variancia 2. jackknife-becslése:
gen seged7=(ta-e"1")"2
egen seged8=sum(seged7)
sort minta
scalar j2" I'=seged8[1]/(nI*(nl-1))
**a variancia random csoportok-becslése (A=5)
gen pikrg=pik*45/nl
gen pikrgrec=1/pikrg
gen unif3=uniform()
sort minta unif3
gen csop=1 if n<46
for num 2/5 \ num 91 136 181 226: recode csop .=X if n<Y
*csoportbeli becsiilt réteggyakorisag: csh
egen csh=sum(pikrgrec) if minta==1, by(korcsop csop)
*sulyozott valtozo
gen sulycsop=jov*Nh/(pikrg*csh)
*a becslés
for num 1/5: quietly sum sulycsop if csop==X\ scalar taX=r(sum)
scalar csest=(tal+ta2+ta3+ta4+taS)/5
scalar r1"1'=0
for num 1/5: scalar r1"1'=r1"1+(taX-csest)"2
scalar 12" 1'=0
for num 1/5: scalar r2" I'=r2" 1'+(taX-e'1")"2
scalar r1'1'=(1/(5*(5-1)))*r1° 1"
scalar 12" I'=(1/(5*(5-1)))*r2" I
**a variancia bootstrap-becslése (A=500 minta a virtualis populaciobol, visszatevéssel)
*a virtualis populécio konstrualésa:
gen jovvir=jov if minta==
egen jovvirt=min(jovvir), by(haztart)
gen korcvir=korcsop if minta==
egen korcvirt=min(korcvir), by(haztart)
gen pikb=pik/((nl/NI)*round(NI/nl, 1)) if minta==
egen pikvirt=min(pikb), by(haztart)
gen pikrecb=1/pikb if minta==1
egen pikrvirt=min(pikrecb), by(haztart)
local tol= N+1
quietly sum haztnagy if minta==1
local n=r(sum)
local ig="n"*round(NI/nl,1)
if N<'ig' {
for num “tol'/*ig": set obs X
H

sort minta haztart
gen htbs=.
quietly for num 1/°'n": replace jovvirt=jovvirt[X] if mod(_n, n"y==mod(X, n")
quietly for num 1/°'n": replace htbs=minta[X] if mod(_n, n")==mod(X, 'n")
quietly for num 1/°'n": replace korcvirt=korcsop[X] if mod(_n, n')=—mod(X, n")
quietly for num 1/°'n": replace pikvirt=pikvirt[X] if mod(_n,'n")==mod(X, n")
quietly for num 1/'n": replace pikrvirt=pikrvirt[X] if mod(_n, n")==mod(X, n")
replace jovvirt=. if "ig'< n
replace htbs=. if "ig'< n
replace korcvirt=. if 'ig'< n
replace pikvirt=. if "ig'< n
replace pikrvirt=. if "ig'<_n

*500 minta visszatevéssel
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quietly for num 1/500: set seed X\ gen uni=uniform()\sort htbs uni\gen bshminta=1 if
_n<226\*réteggyakorisag stulyozott becslése\sort bshminta korcvirt\egen Nhestb=sum(pikrvirt) if bshminta==1,
by(korcvirt)\*sulyozott valtozo\gen sulyjovb=jovvirt*Nh/(pikvirt*Nhestb) if bshminta==1\*a becslés\quietly sum
sulyjovb if bshminta==1\scalar beX=r(sum)\drop uni Nhestb sulyjovb bshminta

scalar beatlag=bel

quietly for num 2/500:scalar beatlag=beatlag+beX

scalar beatlag=beatlag/500

quietly for num 1/500: scalar beX=(1/(500-1))*(beX-beatlag)"2

scalar b'1'=0
quietly for num 1/500: scalar b"1'=b" 1'+beX
sort CASE
drop if n>3979
drop unif-htbs
end
gen est23=.
genrgl23=.
gen rg223=.
gen jk223=.
gen jk123=.
gen bs23=.

for num 1/500: di X \ quietly sim23 X\ quietly sort CASE \ quietly replace est23=eX if n==X \ quietly replace
rgl123=r1X if n==X\ quietly replace rg223=r2X if n==X \quietly replace jk123=j1X if n==X\quietly replace
jk223=12X if n==X\ quietly replace bs23=bX if n=X

save c:\nemeth\dO8 s23a.dta, replace

sk sk sk sk sk sk sk ko ko

*a becslések eloszlasanak jellemzoi

*design I, 1. becslés
use c:\nemeth\d08 s23a.dta, clear
sum est23 jk123 jk223 rgl23 rg223 bs23, det
*95%-o0s konfidencia-intervallum
for var jk123 jk223 rg123 rg223 bs23: gen Xci=cond(par<est23+1.96*sqrt(X)&est23-
1.96*sqrt(X)<par,1,0)\replace Xci=. if X==.|est23==.\sum Xci

log close

clear
sk sk sk sk sk sk sk skesk skeskosk skskesksk
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