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1. Bevezetés

A biztositok a kiilonbo6z6 termékek biztositasi dijat a jovGbeli kifizetések varhato
értékének megfelelGen szamoljak ki, ezért alapvets céljuk, hogy az egyes szerzdddék
altal a jov6ben okozott kirok szamat és nagysagat elérejelezzék. Ahhoz, hogy erre
minél pontosabb becslést kapjanak, a mualtbdl rendelkezésre 4ll6 adatok alapjan egy
statisztikai modellt allitanak fel, melyek a szerz6dérél rendelkezésre allo jellemzok,
és az eddig bekovetkezett karok kozott fennallo osszefiiggéseket veszik alapul. A mar
megfigyelt szerz6dések atlagos karszama a legegyszeriibb ilyen modell, amely azon-
ban nem tesz kiilonbséget az iigyfelek kozott, és igy nem adhat igazén jo becslést az
egyes szerz6dések varhato karszamara. Ennél joval pontosabb becslést kaphatunk,
ha figyelembe vessziik a szerzddé bizonyos jellemzgit. Nem-élet biztositasban talan a
leggyakrabban hasznalt modell az altalanositott linearis modell (Generalized Linear
Models, GLM), ami figyelembe tud venni kategorikus véltozokat (példaul a gépkocsi
tipusat), és folytonosakat is (példaul a gépkocsi korat), amennyiben ez utobbiakrol
polinomiélis hatéast tételeziink fel. Ebben az esetben meg tudjuk adni, hogy milyen
tipusi eloszlast tételeziink fel a modellezni kivant valtozorol, és azt is, hogy az eloszléas
paraméterének milyen fiiggvényét akarjuk a tobbi valtozé polinomjaként kozeliteni.
Egyes véltozoktol (ilyen példaul a vezetd kora, neme, a motor hengeriirtartalma)
mar el6re sejthetjiik, hogy Osszefiiggnek a karok szdmaval. Ugyanakkor sok esetben
jogosan feltételezhetjiik, hogy a térbeli elhelyezkedésnek is szerepe van. Igy ezt is
figyelembe véve még pontosabb becslést kapunk az egyes szerz6ddk altal a jovGben
okozott karok szaméra, ami lehetGséget ad arra, hogy a dijakat még differencial-
tabban, a valodi kockadzatnak méginkabb megfelelGen szamoljuk ki. Ez a szerz&ddék
szempontjabol igazsagosabb dijakat eredményez, a biztositonak pedig egy meghizha-
tobb elérejelzést ad. Az utobbi években szamos cikk sziiletett ebben a témaban. A
fert6z6 betegségek terjedésének vizsgalata kapcsan meriil fel talan leggyakrabban a
térstatisztika fontossaga, ugyanakkor mas, kevésbé magatol értet6do esetekben is ér-
demes vizsgalni a térbeliség hataséat. Ilyen lehet a gépjarmibiztositas is. Azt, hogy a
biztositott auté tulajdonosa mekkora 1élekszami varosban, telepiilésen él, sok helyen

mar figyelembe veszik a biztositasi dij szamitasakor. Azonban mas, kevésbé kézzel



foghato tulajdonsagai is lehetnek egy-egy régionak, melyek befolyasolhatjak a kocka-
zat mértékét. Dolgozatomban azt vizsgalom, hogy Magyarorszigon hogyan valtozik
a kirszam régionként, mekkora az egyes térségek relativ kockdzata. Tobb modellt al-
kalmazok egy biztositasbol szarmazo valos adatsorra, és megvizsgilom az illeszkedés
mértékét. A Bayes tétel segitségével a modellben szereplé paraméterekre vonatkozo
el6zetes elvarasokat is figyelembe tudom venni, ilyen példaul az egymashoz kozeli
teriiletek térbeli hatasidnak hasonlosaga. Az igy kapott a posteriori eloszlasokbol
Markov Lanc Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) modszerrel veszek
mintat, aminek segitségével becslést adok az egyes térségek altal képviselt relativ
kockazatra. Az eddig elterjedt modszerek tobbsége a térbeli hatast utolag elemzi,
miutan mar egyéb valtozok figyelembe vételével modellt illesztettek az adatokra (lasd
[4]). A hatasok vizsgalatanak ez a modja azonban nem egészen meggy6z3, hiszen ke-
veredik benne a gyakorisagelvii (frequentist) és a Bayes-i megkozelités, tovabba nem
veszi figyelembe, hogy a térbeli hatas befolyasolhatja a tobbi valtoz6 hatasat. Ezen
problémak kikiiszobolésére sziilettek a [1],[2],[3] cikkek, melyekben a t6bbi valtozoval
egyiitt kezelik a regionalis valtozot. Az ezen cikkekben leirt modellek kapcsan nem
meriil fel az el6bb emlitett probléma, hisz csakis a Bayes-i megkozelitést alkalmaz-
zak. Gondot jelenthet ugyanakkor az, hogy az itt ismertett eljarasokban tomérdek
adatra kell tobbszazezer (esetenként millios nagysagrendi) iteraciobol allo 1lépésso-
rozatot alkalmazni, ami nem minden esetben oldhaté meg. A futasidé csokkentése
azonban nem konnyd feladat, ha megfelel6 megoldast akarunk adni a fentiekre. Az
altalam alkalmazott modszerben keveredik ugyan a kétfajta hozzaallas (pusztan a
gyakorisagon alapuld, illetve Bayes-i), ugyanakkor tekintetbe veszi, hogy a kiilon-
boz6 valtozok hatasa egymastol nem fiiggetlen. Tovabbi elénye az algoritmusnak,
hogy belathato idén beliil befejezédik. Az eredmények azt mutatjak, hogy azok az
értékek, melyeket ezzel az eljarassal - a mésodik tipusti modszereknél gyorsabban -
kaptunk meg, jobban illeszkednek a val6di adatokhoz, mint az elsé fajta modellekbdl

szarmazo becslések.



2. Modellek

Az aldbbiakban paraméteres modelleket mutatok be, melyekben kozos vonés, hogy
az egyes szerzddések karszamarol feltessziik, hogy Poisson eloszlastak, a szerz6dore
jellemz§ paraméterrel. A cél e paraméterek minél pontosabb meghatarozasa. Mind-
azonaltal a paraméterek a priori eloszlasanak meghatarozasanal egyéb szempontok
is szerepet jatszanak. Ilyen a regionalis hatas esetén az a jogosnak tiing feltételezés,
hogy a szomszédos teriiletek hasonlo relativ kockazattal rendelkeznek. Ez a feltevés
rdadasul nagyon hasznos lehet olyan esetekben, amikor egy régiéra nincs bejelentett
kér, hiszen igy a szomszédos régiokrol rendelkezésre allo6 adatok segitenek abban,
hogy erre a régiora is realis eredményt kapjunk. Az ugyanis, hogy egy régioban az
adott évben nem tortént kiresemény, még nem jelenti azt, hogy a tényleges varhato
karszam 0 lenne, mikozben azok a becslések, amelyek csak a régié tapasztalatat ve-
szik figyelembe, 0O-val becsiilnék a karszamot. A szomszédsagi rendszerben viszont
egy-egy régid karszamanak becslésekor a szomszédos régiokbol szarmazo adatok is
szamitanak. A Bayes-tétel segitségével az ilyen a priori feltevéseket is figyelembe véve
egyszerten fel tudjuk irni a keresett paraméterek a posteriori eloszlasat. Mivel azon-
ban legtobbszor a kapott strtségfiiggvény nem azonosithaté be valamely jol ismert
eloszlas striségfiiggvényeként, a varhaté érték meghatirozésa sokszor analitikusan
nem oldhaté6 meg. Ezért szimulacios technikat alkalmazunk, és elegendGen nagy
szami minta esetén a mintaatlagot fogadjuk el varhato értékként. A mintavételhez

Markov Lanc Monte Carlo modszert hasznalunk.

2.1. A térbeli hatas utélagos vizsgalata

Az ezen fejezetben bemutatasra keriil6 modszerek lényege, hogy a regionélis hatas
figyelmen kiviil hagyasaval illesztett modellbdl (példaul altalanositott linearis modell-
bdl) kapott becslést hasonlitjuk Gssze a valos adatokkal, és ezek ismeretében utolag
adunk becslést arra, hogy az egyes régiok mekkora relativ kockazatot képviselnek.
[5]-ben talalhaté e modszereknek egy részletes bemutatasa. A tobbi valtozo hatéasét
tehat adottnak tekintjiik, és azokat figyelembe véve tjra vizsgaljuk az adatokat a

térbeliség tekintetében. Legyen Y = (Y7, ..., V) a modellezni kivant értékek (pél-
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déaul a karszamok) vektora, melynek elemei valoszintiségi valtozok, és ahol m a régiok

szama. A z = (21, ..., zm) jelolje az el6zetes modell alapjan szamolt becsiilt értékek
vektorat, és legyen R = (Ry, ..., R,,) az egyes régiok relativ kockdzatainak vektora,

valoszintségi valtozo. Y; eloszlasat Poissonnal modellezziik, z; R; paraméterrel:

—2z;Ty (Ziri)yi

A fy; | i jelolés a P(Y; = y; | Ry = r;) feltételes valoszintiség helyett all, és a
dolgozat tovabbi részében is ez a révidebb alak szerepel majd. Ertelemszertien ahol
folytonos valdszintiségi valtozorol van szo, ott a feltételes stiriiségfiiggvényt jeloli a
fenti alak. Az Y elemeinek R-re valo feltételes eloszlasa egymastol fiiggetlen, azaz
{g | [} = II%, [yi | i]. Az R;-k helyett ezek logaritmusat, U; = log(R;)-ket fogjuk

kozvetleniil becsiilni a

, 3 (ziexp (u;))Y 2Y
lyi | wi] = e_ZleIp(UZ)(Z(I)) = exp (—ziexp (u;) + yiu;) ﬁ

kifejezés segitségével.

2.1.1. Korrelalatlan régidk

Ha az egyes régiok relativ kockazatai kozt nem tételeziink fel Gsszefiiggést, akkor
az U;-k a priori eloszlasai egymastol fliggetlenek. Ekkor tekintsiik az U;-k feltételes

eloszlasat normaélisnak:
[Uz‘ | wj jtis Hs 02} ~ {uz | 1, 02} ~ N (u» 02) :

Mivel nincs el6zetes informécionk a régiok hatasarol, a varhato érték és a szorasnégy-
zet is valoszintiségi valtozok; a p, illetve a o hiperparaméterek a priori eloszlasai:
p~ N(a, b*), 1/0* ~ Gamma(c, d). A szorésnégyzet eloszlasat azért valasztottuk
inverzgammanak, mert igy annak az a posteriori eloszlasa is inverzgamma lesz. A
Bayes-tétel alapjan felirhato az U paraméter, illetve a p és a o hiperparaméterek

egyiittes a posteriori eloszlasa:



w, 02, ] y] o T (i | w) [wi | s 0] (1] [0?],
i=1
tovabba az U; a posteriori eloszlasa, mely valojaban fiiggetlen az u; értékektdl:

[wi | uj, y, 1, 0%] o eap (—ziexp (i) +yis — =

és az alabbi Osszefiiggéssel kifejezhetd a hiperparamétereké is:

0% | u, y, p) o< [u |, 0?] [0%], (1)
2 2
|, y, o) oc [u | p, 0| (4], (2)
melyben az U;-k a priori fiiggetlensége miatt az [u | pu, 0%] = [ [wi | p, 0?]. To-

vabba mivel az Y-nak az U-ra valo feltételes eloszlasa fiiggetlen a hiperparaméterek-

t6l, azok a posteriori eloszlasdban nem szerepel az {g | g} kifejezés.

2.1.2. Korrelalt régidk

Mint mar korabban is irtuk, sok esetben jogosan feltételezziik, hogy az egyméshoz
kozel fekvd helyek hasonlo relativ kockazattal rendelkeznek. Definidljunk tehat egy
szomszédsagi viszonyt a régiok kozott. Az egyik lehetség szerint azokat a régidkat
nevezziik szomszédosnak, melyeknek van kozos hatara. Tekinthetiink azonban szom-
szédosnak két térséget aszerint is hogy, kézpontjaik egymastol mekkora tavolsidgra
fekszenek. Ha magyarorszagi adatokat vizsgalva ezt a tavolsdgot 35 km-nek vessziik,
akkor mindenkinek lesz szomszédja, dtlagosan 5.5, ami a modell szempontjabol ide-
alis, hiszen ha az egyik régiobol nincsen adat (példaul mert nem tortént karesemény,
vagy mert hidnyos az adatsorunk), akkor is van mibdl kiindulnunk, hiszen informa-
ciot jelent a szomszédos teriiletekrél rendelkezésre allo adat is. Esetiinkben azért
is jobb ez utébbi szomszédsagi rendszer, mert igy a szomszédok szadma nem mutat

nagy szorast, azaz az egyes térségekre ez az érték hasonlo, marpedig ez az alabbi-



akban ismertetett modellben alapvetd fontossagu. Jeldlje d; azon indexek halmazat,
amely sorszamu régiok szomszédosak az . régioval. Ekkor alkalmazhatd a Markov
mez$ modell, amelyben az U-k a priori eloszlasét, egy o2 hiperparaméter mellett a
kovetkezének valasztjuk:

1 o?

(i | ) i, 0°] ~ N(m > Uy, o, ’)- (3)

Az U; feltételes eloszlasa tehat ez esetben is normaélis, a varhaté értéke azonban
fiigg a szomszédos Uj-k értékétdl; azok atlaga, szorasa pedig a szomszédai szaméaval

forditottan aranyos. Ekkor az U;-k egyiittes eloszlésa a kovetkezGképpen irhato fel:

1=1j€6;,j<i

1 1 &
{Q | 02} o —5ezp {_MZ > (w— uj)2} .
Az Y -rol feltettiik, hogy Poisson eloszlasu, igy felirhato az U;-k a posteriori eloszlasa:

| 9 | (us — ﬂi)2}

202

[Ui |, ii Yy 02} X exp {—Zieivp (wi) + yiw; —

2 azt mutatja, hogy milyen mértékd hasonlatossagot té-

ahol u; = ﬁ djesi Uj. Ao
teleziink fel a szomszédos régiok kozott. Ha a ot 0-nak valasztjuk, akkor a priori
minden U; azonos lesz. A 02 = oo valasztassal az el6z6 esetet kapjuk, vagyis ekkor
az egyes régiok hatasa egymastol fiiggetlen. Erdemes azonban o2-t is valoszintiségi
valtozonak tekinteni, igy az algoritmus erre is becslést ad majd, azaz a rendelkezé-
siinkre allo adatok segitségével megkapjuk az optimalis o2 értéket, ahelyett, hogy mi
el6re meghataroznank az értékét. A o2 a priori eloszlasat most is érdemes inverzgam-
méanak valasztani, elsGsorban a szdmolésok megkonnyitése végett. A hiperparaméter

a posteriori eloszlasat a
[02 | u, g} x {g ] 02} {02} (4)

kifejezés adja meg.



2.1.3. Korrelalt és korrelidlatlan regionalis hatas

A kiilonb6z6 régiok hatasanak egymashoz valé viszonyat tekintve egy tjabb modellt
kapunk, ha az el6z6 két modszert egybeolvasztjuk. Ezt a kovetkezé modon tehetjiik
meg. Ahelyett, hogy vilasztanénk az elbbi két lehet&ség koziil, bontsuk fel az eddig
U;-val jelolt logaritmusat a térbeli hatasnak két, a priori egymastol fiiggetlen valo-
szintiségi valtozo Osszegére: U; = V; + W;, ahol a V;-k eloszldsa az imént ismertett
Markov mez§ modell szerinti, mig a W;-k egymastol fiiggetlen, p varhato értéki, A2
szorasnégyzetd normalis eloszlast valdsziniiségi valtozok. Vezessiik be az o valdszinii-
ségi valtozot, mely jeldlje az aktuélis modellben szerepl6 hiperparaméterek vektoréat,
azaz jelen esetben: a = (u, \?, 0?). Felhasznalva, hogy a V, illetve a W a priori

fiiggetlenek:
wowla]=[v,w|p X o] o [u] o] [w]p N,

a paraméterek a posteriori egyiittes eloszlasa a kdvetkezs:
o, w, 0%, 1, N |y o ﬁ [y | vy w] [ | 0] [w | X°] [07] |32 (1]

Irjuk fel a V, illetve a W vektor elemeinek a posteriori eloszlasat:

o e (0 4 w;) + g, — |01 =)
[vz | v, jis W, Y, Q} x exp | —ziexp (v; + w;) + Yiv; 5o ,

2
[U)i | wj, iz, Vs 5 Y, Q] X exp <—2i€flfp (Vi + w;) + yiw; — W) ;

ahol v; = ﬁ >_jes, Vg, tovabbé a hiperparaméterekét:

o ey X ] o o] 0] [o2]. 5)
92 ] o a7 7] ©
e w0 X oc fw |, X2 ] (7)
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Igy tehat nem kell elgre eldonteniink, hogy vajon a szomszédos régiok kockazatai
Osszefiiggenek-e, és ha igen, milyen mértékben, hanem az kiolvashato az eredménybdl.

E modszerek egy mar elézetes modellre épitve vizsgaljak az egyes régiok rela-
tiv kockazatait. Ezzel a megkozelitéssel kapcsolatban azonban mar emlitettiink két
probléméat; a kétféle statisztikai hozzaallas keveredését, illetve azt, hogy a térbeli
hatas nem tud visszahatni a tobbi hatasra. Ezek feloldasara sziilettek a kovetkezd

mobdszerek.

2.2. Egyiittes modellillesztés

Ez esetben is az altaldnositott linearis modell felépitésébdl indulunk ki, azonban az
itt bemutatott modellek egyszerre veszik figyelembe az Gsszes hatast, méghozza ugy,
hogy a regionalis hatést beillesztik az emlitett modellbe (lasd [3]). Egy nem-élet
biztositasban az n szerz6dés koziil az i. karszamat jeloljiikk Y;-vel. A karszamok el-
oszlasat most is Poissonnak tekintjiik, szerz&désenként kiilonb6z6 paraméterrel: e;6;,
ahol e; a szerz6désben t6ltott id6 (altalaban napokban mérve), 6; pedig az i. szer-
z6dére jellemz6 relativ kockazat. Jelolje z; az i. szerz6dd egy olyan jellemzGib6l
allo vektorat, melyekrdl feltételezziik, hogy Gsszefiiggésben vannak az okozott karok
szamaval. Ha a k. valtozo kategorikus, akkor az z;-ben annyi elem tartozik hozzé,
ahényféle értéket a valtozo felvehet; a megfelels helyen 1 all, a t6bbi 0 (példaul, ha
az auto tipusa a 2. kategéridba tartozik, és 5 féle kategoria van, az zx; ilyen alak;
(...,0,1,0,0,0, ...)). A folytonos valtozok értelemszertien 1 helyet foglalnak. Ke-
ressiik 0;-t a 0; = eZit% alakban, ahol U,, jeloli a regionalis hatast, melyben r; azon
régio sorszamat jeloli, amelybe az i. szerz6dés tartozik. A Sx; a tobbi valtozo hatasat
jeloli; kategorikus véaltozo esetén (példaul a fenti k. valtozo), S-ban 6t elem mutatja
az 5 féle kategoria relativ kockazatat, ha a szoban forgo valtozo folytonos, akkor a 3
megfelel6 eleme képviseli a valtozé hatasat, melyrdl feltessziik, hogy linearis. Az .

szerz6d6 karszamat tehat az alabbi alakban keressiik:

(elog(ei)Jrﬁzﬁun ) vi

[?Ji | B, Q} = exp (—elof’(@i)+§£¢+%> o
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Most is haromféle modellt kiilonboztetiink meg az U; a priori eloszlasa szerint.

2.2.1. Korrelalatlan régiok

Az els6 modellben a kiilénb6z6 régiok hatasit egyméstol fiiggetlennek tekintjiik.
Minden j-re u; normadlis eloszlast p varhato értékkel - melynek a priori eloszlasa

2 szorasnégyzettel, aminek a priori eloszlasa inverzgamma. Ha

normalis -, illetve o
a [-rol nincs el6zetes informacionk, vagy elvardsunk, akkor eloszlasat tekinthetjiik a
(—00, +00) intervallumon egyenletesnek, ami ugyan a priori nem egy valodi eloszlas,
a posteriori mégis értelmes eredményt ad. Ekkor az U;-k illetve a 3 a posteriori

eloszldsa a Bayes-tétel alapjan felirhato fel:

n

{ui | w;, oz, B, y, 1, 02} ox H exp{—ekexp (ggk + uz) + yru; —

2
k=1, R—i 20

81wy, m0®| o f[ exp{—eiexp (Bz; +ur,) +yifz; |
i=1

A hiperparaméterek eloszlasa az el6z6 fejezetben leirtakéhoz hasonléan fejezhets ki
ezen esetekben is, lasd (1)-(2), (4), (5)-(6)-(7) kifejezés, ezeket a tovabbiakban nem
részletezziik.

Ha a szomszédos régiokat bizonyos tekintetben Osszefiiggének, korrelaltnak te-

kintjiik, azt ismét az U;-k a priori eloszlasaban tudjuk jelezni.

2.2.2. Korrelalt régidk

A masodik esetben feltételezziik, hogy egy régiora jellemzs U; fiigg a vele szomszé-
dos régiokhoz tartozoé Uj;-ktol. Ebben az esetben a U eloszlasara felirhaté a mar

ismertetett Markov mez& modell,

i=1 jeb, j<i

[u|02}o<exp{—2izz > (uz‘_uj)2}7
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mellyel a paraméterek a posteriori eloszlasa:

n

[ui | Uy, j#is QJ Y, 0-2} X H exp {_ekexp (ﬁ% + uz) + Yru; —
k=1, Rp=1i

202

| i | (u; — Uz‘)z}

ahol a @; a korabbi definici6 szerint a szomszédos hatasok atlaga,
{ﬁ |, y, 02} oc [] €$p{—6i€a?p (QL- + um) + yzﬁL}
i=1

Végiil pedig most is megtehetjiik, hogy az el6z6 két esetet egyszerre beillesztjiik a
modellbe.

2.2.3. Korrelalt és korrelalatlan regionalis hatas

A harmadik eset tehat az el6z6 ketts egybeolvasztasa. Irjuk fel a U-t két fiiggetlen
valoszintiségi valtozd Gsszegeként, épp gy, mint a 2.1.3-as fejezetben: U; = V; + W;.

Ekkor az a posteriori egyiittes eloszlasunk:

[Q, w, B, a| g} o exp{zn: [—eiexp (QL + vp, + wri) + yi (ﬁ@i + vr, + wriﬂ}

=1

e IR IS I2)

i=1 J€G6;, j<i

melybdl a paraméterek a posteriori eloszlasa:

n

{vi | V5,54, W, By, g} X H exp {—ekeazp (ﬁ@k +v; + wl-) + Ypv; —
k=1, R=i

| i | (Ui—ﬂi)2}7

202

n

2
{wi | w00 ¥ B 4 Q} x 1 ew {—6k€xp (ﬁik +v; + wz') + yrpw; — M} ;
k=1, Ry=i

{ﬁ | v, w, y, g} x f[ exp {—eiexp (ﬁ@i + vr, + w?«i) + yl-ﬁ@,-} :
=1
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2.3. Tovabbfejlesztett modellek

A tovabbiakban bemutatok még két eljarast, melyek tovabb pontosithatjak a kér-
szamok elérejelzését. Induljunk ki az utolsé modellbdl; a regionalis hatas tehat két,
egymastol fliggetlen Osszetevébdl all, melyekrsl azonban most még azt is feltételez-
ziik, hogy kiegyenlitettek abban az értelemben, hogy mind az egymastol fiiggetlen
hatasok, azaz a fenti jeldlést hasznéalva a W;-k, mind az Osszefiiggéek; a V;-k Gsszege
0. Az [1] cikkben taladlhatjuk ennek egy gyakorlati megvalositasat, s6t e cikk to-
vabbi tjdonsaga, hogy mas valtozok hatdsanak pontosabb becslésével tovabb finomit
a modellen. Megtehetjiik példaul, hogy nemcsak az egyes régiok térbeli relativ kocka-
zataban tételeziink fel Gsszefliggést, hanem a korcsoportokéban is. Az eddig ismertett
modszerekben egy-egy valtozo (a regionalistol eltekintve) vagy faktorvaltozo, ekkor
a kiilonb06z6 csoportok egymastol fiiggetlen relativ kockazatot képviselnek, vagy foly-
tonos, amikoris a hatasukat polinommal modelleztiik. A kovetkezd két modell e két
esetet fejleszti tovabb. Az els6 célja, hogy bizonyos kategorikus valtozok esetében fi-
gyelembe vegye azt az el6zetes elvarast, hogy az egymashoz kozeli értékekhez tartozo
relativ kockazat hasonlo. Ez jogos feltételezés példaul a kor esetében. Ha korcso-
portokkal dolgozunk, melyek beosztasa elég stiri, példaul minden évre kiilon jut egy,
akkor érdemes a kovetkez6 modszert alkalmazni (lasd [1]). Jeloljiik az i. korcsoport

relativ kockazatat v;-vel. Ezek a priori eloszlasa legyen a kovetkezo:
Vi — 2%i-1 + Yiea ~ N(0, 02).

Azaz a v;-r6l azt varjuk, hogy a 7;,_1-nél annyival lesz tobb, mint amennyivel a
vi—1 tOobb volt a ~v;_o-nél. Kicsit szemléletesebben tgy is elképzelhetjiik, hogy a ~;
feltételes varhatd értéke a 7,2, Vi—1, Vit1, Viro-€k ismerete mellett megkaphato a
(=2, vi—2), (=1, vi—1), (1, Yix1), (2, vire) pontokra illesztett masodfoki polinom 0-
ban felvett értékeként.
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1. abra. Négyzetes illesztés

A masik modszer a folytonos valtozok hatasat probalja pontosabban kozeliteni.
A 2] cikkben szintén a kor az a valtozo, melynek hatasat kozelebbrdl vizsgaljak a tér-
beliség mellett. A kort itt folytonos valtozoként kezelik, és hatasat polinom helyett
az annal sokkal rugalmasabb spline-nal kozelitik. Persze nem csak az életkornak,
hanem példaul az autd gyartasi idejének, vagy a hengertirtartalomnak is feltételez-
hetjiik folytonos fliggvénnyel leirhato, nem feltétleniil polinomialis hatasat. Ha n;-vel
jeloljiik az ¢. szerz6d6 Poisson-paraméterének logaritmusat, akkor a modelliinket igy
irhatjuk fel:

N = 7_0+Il 2jnem,i"i_IQxauto,i—i_- . -+log(ei)+fkor (zkor,i)+fhenger (xhenger,i)+- . -+freg (xreg,i) .

Ahol a nem, autotipus, ... faktorok, igy példaul az z,cn,,; egy hdrom elemi indi-
katorvektor; ha a szerz6dd férfi, akkor a vektor elsé eleme 1, a tobbi 0, ha a ve-
zet6 nG, akkor a masodik elem értéke 1, ha céges autd akkor a harmadik elemé 1.
Ugyanakkor az fj, fiiggvényekben szerepl$ valtozok, mint a kor, hengertirtartalom, ...
folytonos valtozok. A térbeli hatas becslését a folytonos valtozokéval egyiitt végez-
zik majd. Az fi-kat spline-okkak kozelitjiik. Ez egy konnyen kezelheté modellhez
vezet, ugyanakkor jobb kozelitést adhat, mintha polinomokkal dolgoznank. Legyen

Tjmin = &0 < & < .. < & = Tjmaz, & J. Valtozo lehetséges értékeit tartalmazo
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intervallum egy felosztasa, valamint adjunk meg tovabbi [; (a spline fokszama) oszto-
pontot a ;min = o elott: &y, §y;41,..., §-1. Egy ezen a felosztason definialt spline
a kovetkezd tulajdonsidgokkal rendelkezik: egy (&;, &+1) intervallumon [;-edfoki po-
linom, az osztopontokban pedig (I; — 1)-szer folytonosan differencialhato. Egy f;

spline felirhat6 m; = r; 4+ [; darab alapspline linearis kombinaciojaként:

i) Zﬁj k (25.)

ahol a B Jk alapsplineok rekurzié segitségével konnyen szamolhatok:

1 h <
RO (z) = { . a &y, _egz< Skt

— &k i1 Shtit1 —
Bl (x) = ——"-B\(z y S 7T p [ >1.
(@) = §k+l—§k i (@) Eorir1 — Ertr i (7)

Az n szerz6d6 xj,; (i = 1..n) értékeinek fj;-ben felvett értékeit jelolje f;;, = f; (x;,),
ezek vektorat - f; = (fj1, fj2s - [in) - matrixalakban meg tudjuk adni: f; =
X;3;, ahol B; = (ﬁjjl, B2, - ﬁj,mj) a j. valtozohoz tartozo spline egyiitthatéinak
becsiilt értékei, és X; egy n X mj-s matrix, melynek elemei a Béj alapspline-oknak
a szerzédések (i.), megfelels (j.) valtozoiban felvett értékei: X;(i,k) = Jljk (i)
Ebbe a jeldlésbe a regionalis valtozot egyszertien tudjuk majd beilleszteni, és egyiitt
kezelni azt a folytonos valtozokkal. Mivel azt szeretnénk, ha a spline-ok kellGen
simak lennének, ezért egy adott valtozo esetén az egyméshoz kozel fekvs alapspline-

ok egyiitthatoit hasonlonak szeretnénk tudni. Ezért a kovetkezét feltessziik:
Bik = Bix—1 ~ N(0, 0%).

Azaz elvarjuk, hogy az k., illetve a (k— 1). osztopontban indul6 alapsplineok egyiitt-

hatoi ne térjenek el nagyon egyméstol. Vegyiik észre, hogy itt is a Markov mez6t
Bik—1— Bjkt1
5j,kNN<J 2J+70_2’
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ezért a j. spline-hoz tartozo (3; -k egyiittes eloszlasa a kdvetkez6 modon irhato fel:

5, 107] x o (- 512008, ) ®)
J

ahol Kj egy m; X mj-s métrix, mely a K; = D:D; alakban 4ll el6, ahol D; az el-
s6rendii differenciaméatrix. A sz hiperparaméter a priori eloszlasat itt is érdemes
inverzgammanak valasztani. Nézziik most, hogy hogyan lehet a térbeli hatas para-

métereit is ilyen alakban felirni. Tekintsiik a mar részletezett Markov mez& modellt

a Breg-ekre:
L 1 Treg
[61"89,1' | ﬁreg,ja i #J, 0 } ~ N Z ﬁreg,ja T -
16 | = | 9i |
A regionalis hatas felirhat6 az el6z6 matrixalakban: frc; = Xyeq8req, ha bevezetjiik

a kovetkez6 jeloléseket: X, legyen egy n x m-es incidenciaméatrix: az ¢. sor j. elem
1, ha az . szerz6dés a j. régiobol valo. A 8 alak felirasdban a K., matrix ez esetben
a szomszédsagi matrix, mely az atlos elemeiben az egyes régiok szomszédszamét
tartalmazza, mig egy (i, j), ¢ # j eleme -1, ha az i., és a j. régiok szomszédosak,
egyébként 0. Ezzel a jeloléssel egységes lett a modell, és egyszertien programozhaté
a Markov Lanc Monte Carlo mintavétel is.

Lathatjuk tehat, hogy sokféle modszer létezik a feladat megoldasara, és tobb-
nyire ezek azonos megfontolasokra épiilnek; az azonos tipusi, valamilyen szempont
szerint egymashoz kozel allo valtozokhoz tartozo paraméterek kozotti feltételezett
Osszefiiggéseket a Markov mezd modellel valositjadk meg, és mivel az esetek tobbsé-
gében az a posteriori eloszlas analitikusan kezelhetetlen, ezért a becslésekhez Monte

Carlo modszer segitségével vesznek mintat.
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3. Markov LaAnc Monte Carlo mintavétel

Ahhoz, hogy az el6z6 fejezetben kapott a posteriori eloszlasokbdl mintat tudjunk
venni, a strtségfiiggvény bonyolultsiga miatt Markov Lanc Monte Carlo szimula-
cios technikat kell alkalmazni, melynek leirasat, és elméleti hatterét megtalaljuk a
6], illetve [4] konyvekben. Mivel a paraméterek esetében 1 komponensi Metropolis-
Hastings algoritmust hasznélok, valamint a o2 hiperparaméterbsl Gibbs-lépések se-
gitségével veszek mintékat, ezért e fejezet célja elsGsorban ezek rovid ismertetése.

A szamitogépek konnyedén szolgdltatnak véletlen mintat bizonyos jol ismert el-
oszlasokbol, mint példaul a normaélis, egyenletes, béta, gamma ... A Markov Lanc
Monte Carlo modszer célja, hogy ezek felhasznalasaval olyan bonyolultabb eloszla-
sokbol is tudjunk véletlen értékeket generalni, melyeknek ismert a strtségfiiggvénye

(konstans szorzo erejéig).

3.1. Elméleti hattér

Ahhoz, hogy egy f striiségfiiggvényt eloszlasbol mintat vegyiink, nem sziikséges
kozvetleniil az f-bdl végezni a szimulaciot. Az alapotlet az, hogy hasznaljunk egy
ergodikus (pozitiv visszatérd és irreducibilis) Markov-lancot, melynek stacionarius
eloszlasat az f adja meg. Ha egy ilyen Markov-lancot figyeliink, elegendd id6 eltelté-
vel azt tapasztaljuk, hogy a lanc elemeinek eloszlasa kozel f szerinti. A Markov-lanc
ezen tulajdonsagat kihaszndlva olyan eloszlasokbdl is tudunk véletlen mintat venni,

melyekbdl analitikusan lehetetlen.
Diszkrét idejt, folytonos allapotterti Markov-lanc

Definicié: Legyen X,, diszkrét ideji folyamat, X mérhets halmaz az allapotte-
riink, és B(X) egy, az X-en végesen generalt o-algebra. Ekkor egy K = K (x, A)
leképezést, ahol x € X, A € B(X), dtmeneti valoszintiségmagnak neveziink, ha

(i) Vo € X esetén K (x, .) valosziniiségi mérték

(ii) VA € B(X) esetén K (., A) z-ben mérhetd és nemnegativ.

Folytonos allapottér esetén a feltételes atmeneti strdségfiiggvényt jeloljik k-val,
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k (x, x')-re teljesiil a kovetkezo:

P(X,1€A|X,=12)=K (x, A):/Ak(x, z') da.

Definicié: X, legyen sztochasztikus folyamat egy X allapottéren. Ez Markov-

lanc, ha
P(X,1€A| Xo=20, .., Xp=2,) =P (X1 € A| X,, = )

— kn,/dl
/A (zn, ') dx

A Markov-lanc homogén, ha
P(Xp1€A|X,=2)=K(z, A)

fiiggetlen n-t6l minden z, A mellett.
Definicié: 7 o-véges mérték invaridns az atmeneti valoszintiségmagra, ha
VB € B(X)-re
7(B) = /X K (z, B) n(da).

Megj.. Ha a 7 egyben valoszintiségi mérték is, akkor stacionarius eloszlasnak
nevezik, mivel ha az Xy ~ 7, akkor X,, ~ 7, barmely n-re.

Definici6: Legyen adott egy ¢ mérték. Az X, lanc -irreducibilis, ha VA €
B(X), melyre ¢(A) > 0, létezik olyan pozitiv n, hogy K™ (z, A) > 0 minden X-beli
x esetén.

Definici6: Legyen az X,, A-ban val6 megjelenéseinek szama:
N4 =D X(XneA)s
n=1

mely azt mutatja meg, hogy hanyszor vett fel az X,, A-beli értéket.
Definicié: Az A halmaz Harris-visszatéré, ha P (na =o0 |z =2) = 1 az A

minden z elemére. Az X,, lanc Harris-visszatérd, ha létezik olyan 1) mérték, melyre
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az X, irreducibilis, és minden A-ra, melyre ¢ (A) > 0, az A halmaz Harris-visszatérd.
Tétel: Legyen S,(9) = = >, g(X;). Ekkor ha az X,, lanc Harris-visszatérd,
akkor g € L'(r) esetén igaz a kovetkezd:

lim S, = /Xg(x) m(dx).

n—o0o

A tétel alapjan tehat ahhoz, hogy egy f stirtiségfiiggvényt eloszlas valamilyen g fiigg-
vényének a varhato értékét megkapjuk, generalnunk kell egy Markov-lancot, mely
kielégiti a fenti feltételt, és mely stacionarius eloszlasanak stirtiségfiiggvénye éppen
f. Az ebben a fejezetben targyalt modszer lényege, hogy egy tetszéleges o kez-
déértékbdl kiindulva a megfelel dtmeneti valoszinliségmag segitségével egy olyan
Markov-lancot generalunk, amely eloszlasban konvergal az f altal meghatarozott el-
oszlashoz. Igy a g = id valasztassal a fenti tétel alapjan elegends a Markov-lanc
kell6 hossztusagt "beégetési id6” utan megfigyelt elemeinek atlagat venni ahhoz, hogy
becslést kapjunk a keresett varhato értékre.

Definicié: Egy f strtségfiiggvényii eloszlasbol valo mintavételt célzo Markov
Lanc Monte Carlo médszer alatt értiink minden olyan modszert, mely egy olyan
ergodikus Markov-lancot szolgéltat, melynek staciondarius eloszlésa f striiségfiiggveé-

ny.

3.2. Gyakorlati megvaldsitas

A feladatunk tehat, hogy olyan Markov-lancot &allitsunk el§, mely teljesiti a tétel
feltételeit, és stacionarius eloszlasat az f adja meg. Az atmeneti valosziniiségmag
meghatarozasnal erre a két dologra kell {igyelniink. A kovetkezd pontban e probléma

megoldasara lathatunk egy modszert.
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3.2.1. Metropolis-Hastings algoritmus

Ebben az algoritmusban az f fiiggvény mellett valasztanunk kell egy ¢(z | ) feltételes
eloszlast (proposal eloszlas!), amelyre teljesiil, hogy ¢(. | x)-b6l kénnyen tudunk
mintat venni. Jelolje x [t] a Markov-lanc ¢. elemét. Az algoritmus a kovetkezd:
Legyen adott x [t]
1. Generaljunk egy z ~ ¢ (. | x [t]) értéket, ezt javasoljuk z [t + 1]-nek.
2. Legyen
z avlszggel

x[tJrl]:{

z[t] (1 —a)vlszggel
ahol

a:a(:c[t],z):mm{ f(z) q(=[t]]2) 1}'

flt)a(z]z[t])
A q(. | z[t]) eloszlasbol szarmazo javasolt értéket tehét csak egy bizonyos valdszini-
séggel fogadjuk el, egyébként a lanc el6z6 elemét valasztjuk tujra.

E két lépést addig ismételjiik felvaltva, amig a kapott x [t]-k eloszlasa kozel f-
szerinti nem lesz. Ezutdn tovibb folytatva az algoritmust mar tgy tekinthetjiik,
mintha tényleg az f-bél vettiink volna mintakat. Ha a ¢-t szimmetrikusnak valasztjuk
abban az értelemben, hogy ¢(z | ©) = gq(z | 2), azzal jelentGsen meggyorsitjuk a

szamolést, hiszen ebben az esetben az a = min{f{i@)}), 1}. Sokszor ezért érdemes

normaélis eloszlast valasztani, hiszen ebbdl egyszert mintat venni, és szimmetrikus.
Konnyen belathatjuk, hogy ez a modszer a kivant eloszlasbol szolgaltat mintakat.

Az « definici6ja alapjan
flalq@t+1]e[])a@[t], ¢[t+1]) = (9)

=+ gl +1])aleft+1], zft),

1Sajnos a szakirodalomban nem talaltam a proposal eloszlidsnak magyar megfelelGjét, igy a
dolgozatban a javaslati eloszlas megnevezést hasznalom majd.
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hiszen a bal oldalt kifejtve kapjuk a kovetkez6 kifejezést

f@ﬁ+1bﬂxM!$ﬁ+H)1}
f@lt]) qlelt+1][=[t)’

min{f(x[t +1])q(xt] | 2t + 1), f(z[t]) g @[ +1] | ft])},

i@+ 1 |x[t]>mm{

ami x [t], [t + 1]-ben szimmetrikus, igy a jobb oldal is ilyen alakra hozhato. Irjuk

fel az x [t + 1]-nek z [t]-re valo feltételes d&tmenetvaldszintiségét:
pt+1]z[t) =qelt+1[zlt])a(e]t], t+1])+

Lo [1 = [0y [ ) a(wlt), 9) dy]

Az egyenl6séget f (x [t])-vel beszorozva, az (9) egyenlség felhasznalasaval kapjuk,

hogy
ftDpt+1]|zit])=f@t+1)p@[]|zt+1]).

Igy ha feltessziik, hogy az x [t] az f stirtiségfiiggvényti eloszlasbol szarmazik, akkor

az x [t + 1] eloszlasara kapjuk:

[r@p@t+ 1]l dell] = f (@]t + 1),

Ezzel belattuk, hogy az f siirtiségfiiggvényi eloszlas stacionarius eloszlasa a fent defi-
nialt Markov-lancnak. Belathaté tovabba, hogy a Metropolis-Hastings algoritmusbol
kapott lanc f-irreducibilis, és Harris-visszatérs, tehat teljesiti a tétel feltételeit. Az
eljaras helyességének részletes bizonyitasa a (|6]) konyvben talalhato.

Ha az eloszlas, amib6l mintdkat akarunk venni tobbdimenzids, az eljaras akkor
is alkalmazhato. Ha a dimenziészadm nem til nagy, akkor a leirt algoritmus jol
miikédik, de nagy dimenzioszam esetén érdemes kisebb blokkokra vagni a valoszini-
ségi valtozo vektorat. Specidlisan megtehetjiik, hogy a valdszintiségi valtoz6é minden
egyes elemébdl kiilon-kiilon vesziink mintat. Legyen X = (X7, ..., Xj) a valoszint-
ségi valtozo, és vezessiik be a kovetkez6 jelolest: X, = (Xu, ..., Xj_1, Xjp1, .o, Xi),
jelolje tovabba x; [t + 1] az X;-re a (t + 1)-edik iterdcioban kapott minta értékét, és
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L_j [t + ].] = (IEI [t + 1] y eeey Lj—1 [t + 1] y Lj+1 [t] y ooy Lk [t]) A (t + 1)—ed1k itracioban
a j. elemre a kovetkez6 modon kaphatunk mintét: a j. elem javaslati eloszlasa legyen

qi(z | x; [t], z_; [t + 1]), melybdl vett véletlen szam elfogadasanak valoszintisége:

. mm{ fitzla_;[t+1]) g(x;[t]] 2, 2_;[t+1]) 1}
filwit] [z [t +1]) gz |2 [t], z_; [t + 1)) )7

ahol az f; a marginalis strtségfiiggvény.

3.2.2. Gibbs lépések

A Gibbs-féle eljaras gyakorlatilag az 1-komponensii Metropolis-Hastings modszer egy
specialis esete. Akkor tudjuk alkalmazni, ha az (a posteriori eloszlas) marginalisa egy
olyan ismert eloszlas, amib6l konnyen tudunk véletlen szdmot generalni. Ekkor a ja-
vaslati eloszlas maga a marginalis eloszlas:

qi(z | z;[t], z_;[t+1]) = fij(z | z_; [t + 1]). A Gibbs lépésekben igy minden itera-
cioban elfogadjuk a proposal eloszlasbol szarmazo6 z-t, mint jabb mintét.

A feladat megoldésakor mindkét modszerre sziikség lesz.
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4. Egy gépkocsibiztositasbo6l szarmaz6 adatsor

Térjiink ra a dolgozatban vizsgalt adatok jellemzésére. A gépjarmiibiztositasbol szér-
mazo6 adatsorunk tartalmazza a 323 808 szerzddés kockazatban toltott idGtartamat, a
bejelentett karok szamat, a vezet§ korcsoportjat, nemét, az autd hengertirtartalmét,
azt, hogy mikor kototték a szerzddést, a helység lélekszamat, a telepiilést, valamint
a régiot. Tartalmazza tovabbéa a bonusfaktort, aminek figyelembe vételével modosi-
tottam a biztositasban toltott id6t, és nem ezt tekintettem e;-nek, hanem ennek a
bonusfaktorral beszorzott értékét, hiszen a bonusfaktor egy, az el6zetes tapasztala-
tokra alapozott szorzotényezd, mely az egyes (mar ismert) vezetSk relativ kockazatat
jelzi. Az eredeti adatok kozt szerepel még a vezetd sziiletési éve is, igy nemcsak a
korcsoportok allnak rendelkezésre, hanem a kor maga is. Ez azért hasznos, mert
igy mod nyilik arra, hogy ellendrizziik, valoban jo-e a korcsoportok beosztasa. Az
adatok elemzésénél kideriilt, hogy érdemes a 25 év alattiak kategorajat ketté bontani
két csoportban az okozott karok szamat tekintve jelentGs eltérés figyelhet6 meg. A
linearis modell illesztésekor a 25 év alatti korcsoportra 382-t kaptam varhato kar-
szamnak, és valoban, ennyi eset tortént. Ugyanakkor ha megnézziik, hogy hany eset
tartozik a 20 év alatti korcsoportba, illetve mennyi a 20 és 25 év kozottiekébe, akkor
azt tapasztaljuk, hogy mig az utoébbiban a modellbél kapott 347 joval tébb, mint a
valosagban bekdvetkezett 327, addig a fiatalabbaknal éppen forditva a modell ala-
becsiili a karszamot: 35-t ad, mig valojaban 55 volt. Hasonl6 a helyzet az 50 éven
feliiliek esetében is. Itt a 70 év alatti vezetSket - akiknél a kapott 2359-nél joval
kevesebb, 2209 karesemény tortént - érdemes elvilasztani a 70 éven feliiliektsl, ahol
viszont a bekovetkezett 437 kart jocskan alabecsiilve a modell 359-t adott. Igy kap-
tam az eredetileg 6 féle csoport helyett 8-at. Nem szerint 3 kategoria van, a harmadik
a valamely cég nevén lévs autokat jeloli. 5 autotipust kiilonboztetiink meg a hen-
gertirtartalom szerint, tovibbab a telepiilés lélekszaméat tekintve 10 kategoéria van.
Aszerint, hogy a szerz6dés mennyire 4j, 3 eset lehetséges, 1-es jelzi az 1998, vagy
azel6tt kotott szerzddéseket, 2-es az 1999-ben, illetve 3-as a 2000-ben kototteket. A

régiok szama 168, a telepiiléseké 3307. Bar az eredeti adatsorban volt még sok mas
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jellemzGje a szerz6déseknek, hogy ha tul sok adattal akarnank egyszerre dolgozni,
az személyi szamitogép mellett nagyon lelassitja a szdmolasokat. Ezért ahhoz, hogy
eldontsem, mely valtozokat veszem bele a modellbe, el6zetesen egy altalanositott li-
nearis modellt illesztettem az adatokra R programcsomag segitségével. Igy maradtak
az igazan szignifikans valtozok, melyeket az el6bbiekben felsoroltam.

A modell tehat, amit ebben a konkrét esetben alkalmaztam, a kovetkezs. A fenti
jelolést hasznalva tekintsiik Y;-t, az i. szerz6d6 karszaméat Poisson eloszlastnak, e; \;
egylitthatoval (e; az i. szerzGdés biztositasban toltott napjainak a bonusfaktorral
modositott szama). Jelolje v; az i. Poisson-paraméter logaritmusat; v; = log(e;\;) =
log(e;) + log(\;). A v; értékét a kovetkezd alakban keressiik:

Vi = 0o+ Bp + Bre™ + Bat 4 87 + B2 + log(e;) + uy,

ahol ﬁk‘”’ egy 8 elemii vektor, benne az egyes korcsoportok relativ kockdzatat mutato
egyiitthatokkal, k; jelzi, hogy a i. szerz6d6 hanyadik korcsoportba tartozik. Hason-
l6an értelmezhetG a tobbi jelolés is, az sz a szerzddéskotés idépontjara vonatkozik.
Az els6 5 véltozohoz tartozo 3, valamint az (3, a priori eloszlasat egyenletesnek tekin-
tem a (—o0, +00) intervallumon, a régiok hatasarol viszont feltételezem, hogy nem
fiiggetlenek. Igy a Markov mez6 modellt alkalmazom, a szomszédsagi viszonyt a
régiokozéppontok egymastol valo tavolsag hatarozza meg. Mivel a szomszédok kozti
hasonlosag mértékétsl nincs plusz informécio, ezért a o? paramétert is valdszini-
ségi valtozonak tekintem; a, b paramétert inverzgamma eloszlassal. Igy annak az
a posteriori eloszlasa is inverzgamma eloszlasi. Felteszem tovabba, hogy az Y-k a
paraméterek ismerete mellett feltételes fiiggetlenek, és a , (Y, Q’wr, B, Q‘ww, B,
B, U a priori eloszlasaik sem fiiggenek egymastol. A keresett paraméterek, és a

hiperparaméter egyiittes a posteriori eloszlasa tehat:

8. 0% u |y o< [Tl | B il | 0%][c?).

- i=1

Ahol a §, az i. szerz6dés valtozoinak megfelels § értékek vektora. Ebbe behelyette-
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sitve a fent ismertetett a priori eloszldsokat a kovetkezdét kapjuk:
H eap(—exp(B + B + B + B + BT+ By + log(es) + uy,)

xexp(y; (3° + ﬁlm MoRE ZZ”O + 857 + B + log(ei) + ur,))

7

168

1
X(‘72)7761’29(—@@}(@)(02)*(“ Vexp(—bo~2).

A K egy 168x168-as matrix, melynek elemei: k,, =| d, |, k.s = —1, ha az r. és az
s. régiok szomszédosak, egyébként k, ; = 0. Az ebbdl a stirtiségfiiggvénybdl kapott a
posteriori eloszlasok:

n

187" | 8% kthors w, yl o< [T exp(—exp(B+85 + 00"+ 50"+ 35+ B4 +log (e:)+uy,))
i=1,k;=j

xexp(yiB;),
hasonloan felirhaté a tobbi (-ra is.

n

[wj | uns ks B, 0% yloc [T exp(—eap(BO+B5+ B + 55+ B3+ B0 +log (e;)+uy)
i=1,r;=j

1
xexp(y;u;) X exp(— T;?Q,K@)’

168 1

[‘72 | B, u, E] X (02)_7‘%]9(_?@/—7(@)(02)_(& Q) exp( bo~ ) =

= (072)CF e Yeap((—o ) (G Ku+ 1),

Ez utobbi a posteriori eloszlas a o~ %-ra nézve éppen a Gamma(a+15° 168 b+%g’K@) sii-
riségfiiggvénye. Az a posteriori eloszlasokbol mintat véve becslést kapunk a keresett

paraméterek varhato értékére.

26



5. Mintavétel a példaban

A modellben 6t kategorikus valtozo, egy konstans, és a térbeli elhelyezkedés szere-
pel. A kategorikus valtozok hatasanak becsléséhez sorban 1, 8, 3, 5, 3, 10 darab
[ paraméterre van sziikség. Tovabbi 168 3 kell a térbeli hatashoz; minden régithoz
egy-egy. Tovabba valdszintiségi valtozo a regionalis hatasban az Osszefiiggés mértékét
meghatarozo o2 hiperparaméter is. Igy osszesen 199 paraméterre keresiink becslést
az y; (szerz6désenkénti karszamok), e; (szerzédésben t6ltott napok bonusfaktorral
modositott szama), valamint a tobbi, a modellben hasznalt valtozé (kor, nem, ...)

2

ismerete mellett. Mivel a 0~ a posteriori eloszlasa beazonosithato, Gamma, ezért

abbol Gibbs lépések alkalmazasaval konnyt mintat venni: minden iteracioban az ak-
168
2
A tObbi paraméter a posteriori eloszlasa azonban bonyolult, ezért a mintavételhez

tudlis u mellett a Gamma(a+ 128, b+ $u/Ku)-bol kell egy véletlen értéket generélni.
Metropolis-Hastings algoritmust hasznalunk, méghozza a gyors konvergencia érdeké-
ben 1-komponenstit. A 3.2.1. fejezetben leirt algoritmust alkalmazzuk. A masodik
fejezetben leirtak alapjan vilagos, hogy érdemes az Gsszes valtozot egyszerre figye-
lembe venni a pontosabb eredmény elérése érdekében. Ugyanakkor mas szempontok
is fontosak egy-egy ilyen tipusi feladat megoldasakor. Lényeges kérdés példaul a fu-
tasids. A 2.2.2. fejezetben leirt modszer beprogramozasakort azt tapasztaltam, hogy
ekkora mennyiségi adat mellett til sok id6t vesz igénybe a program futasa. Ugyanak-
kor logikus az ilyen modellek célkitiizése, azaz hogy ne olyan legyen a modellillesztés,
hogy az elGszor kor, nem, ... valtozokra illesztett modellt utdlag finomitjuk a regi-
ondlis hatas figyelembe vételével, hanem a regionélis hatas is befolyassal lehessen
a tobbi valtozo hatasanak vizsgalatara. Ezért a kovetkezd modellt alkalmaztam az

adatsorra:

1. El6szor illessziink altalanositott linearis modellt (GLM) az R programcsomag

segitségével:
glm(y ~ of fset(log(e)) + kor + nem + auto + sz + pop, family = Poisson),
ahol az e, kor, nem, ... valtozok vektorok, melyek az egyes szerzddések adott
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valtozoban felvett értékeit tartalmazzak, mig az y-ban a karszamok szerepel-
nek. Az Y; tehat Poisson eloszlasu, a paramétere helyett az R automatikusan
annak a logaritmusat modellezi a felsorolt valtozok elsGfokit polinomjaként.
Az of fset(log(e;)) azt biztositja, hogy a modellben a log(e;) egylitthatoja 1
legyen. Erre azért van sziikség, mert azt feltételezziik, hogy a karszam egyenes
aranyban all a biztositasban toltott napok szamaval. Igy kapunk a 3-kra egy

els§ kozelitést.

2. Ezutan ezen paramétereket fixnek tekintve vizsgaljuk a regionalis hatést, a
2.1.2. fejezetben leirt modon. Itt tehat mar Markov Lanc Monte Carlo algorit-
must kell hasznalni. Az ¢. iteracio j. lépésében az u;-re akarunk egy tjabb min-
tat generalni, ezt jeloljiik w; [i]-vel. Ehhez kiindulasnak vegyiik az u;[i — 1]-nek
egy normalis eloszlasbol vett véletlen szaimmal valo modositasat. A javaslati
eloszlas tehat z ~ N(u; [t — 1], 0.001). A kovetkezd lépésben szamoljuk ki az
a posteriori eloszlasfiiggvény értékét az u; = z, illetve az u; = u; [ — 1] pon-
tokban, az el6z6leg kiszamolt 3 értékek mellett. Ha az elsG érték nagyobb,
elfogadjuk wu; [i]-nek a z-t, ha a masodik érték a nagyobb, akkor a kapott
két szam aranyanak megfelel6 valosziniiséggel fogadjuk el a 2-t, vagy hagyjuk
meg az u; [i — 1]-t az 4j mintdnak. Az u; [i] aktuélis értékekkel a o*-bél kell
még mintat venniink, ezt pedig az R-ben egy egyszeri utasitassal megtehetjiik:
072 < —rgammal(a + %7 b+ %QIKQ). 10 000 lefutas utan azt tapasztaltam,
hogy az igy generalt Markov-lanc tagjai méar a kivant eloszlasbol vannak, ezért

tjabb 90 000 iteracié dtlagaként becslést kaptam az uj-kre, illetve a o2-re.

Az eljarasunk tovabbi részében e két 1épést ismételjiik. Térjiink vissza tehat a 3
paraméterekre. Ezekre tjabb becslést kapunk, ha az y;, e;, illetve a valtozok értékein
kiviil figyelembe vessziik a regionalis hatasra szamolt értékeket. Ha a 3-kat tovabbra
is egyszerre kezeljiik ahelyett, hogy minden egyes paraméterre szimulacios 1épéseket
futtatnank, gyorsabban eredményt kapunk. Illessziink tehat tjra altalanositott line-

aris modellt az 1. pontban felsorolt valtozokra, azzal a valtoztatassal, hogy az e;-k
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helyett azoknak a megfelel6 regiondlis hatassal modositott értékeit hasznéljuk:
v = fo + BR7 + Bri™ + B + 857 + B0 + (log(es) + ur,) =

vi = Bo + Bp7 + Bre™ 4 Be + 357 + B2 + log(e; x exp(uy,)).

Az igy modositott e; = e;-exp(u,,) értékekkel szamoljuk tjra az altalanositott linearis
modellt.

A két lépést felvaltva ismételve elérjiik, hogy az egyes paraméterekre kapott becs-
lések visszahathatnak a tobbi paraméter becsiilt értékére. Az algoritmus akkor ér

véget, amikor a paraméterekre kapott becslések mar nem mutatnak valtozast.
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6. Az eredmények értékelése

6.1. A hatasokra kapott becslések

A szerzédéseknek olyan tulajdonsagai alapjan kozelitettem a karszamot, melyek szig-
nifikins voltarol elézéleg linearis illesztéssel meggy6zédtem. Igy kaptam, hogy a
varhato karszam becslésekor figyelembe kell venni a kort, a nemet, a kocsitipust, a
szerzGdéskoteés idejét, a populaciot (lélekszam), és persze a vizsgalatunk kézéppont-

jaban &llo régiokat.
Vi = B0+ B 4 Bl + B0 + 357 + P + log(e;) + uy,.

El6szor ismertetem azon valtozok hatasat, melyeket e komplexebb modellben is linea-
ris modellillesztéssel vizsgaltuk, ezeket jeloltiik G-val, majd ratérek a régiok hatasara
kapott becslések ismertetésére. A linearis modellillesztésnél egy adott valtozo esetén
az els6 kategoria relativ kockdzata mindig 0, és ehhez viszonyitva kapjuk a tobbi
kategoria kockazatat. Mivel a paraméterezésiink szerint az 7. szerz6dd karszaméanak
Poisson-paramétere a \ie; = exp(vi) = exp(Bo + B + Bpe™ + Borto + 557 + o) -
e; - exp(u,,) alakban frhato fel, ezért érdemes a kapott -k exponenseit abrazolni, hi-
szen ezek azt mutatjak, hogy ha tekintiink két szerzédést, melyek egy (nem a régiot
jelzd) valtozo - legyen ez a kor - kivételével azonosak, és az els§ példaul az 1. kor-
csoportba tartozik, méasodik az m.-be, akkor a masodik szerz6d6 varhatd karszdma

exp <6§f”)—szerese az elsGének.

6.1.1. A konstans

A konstans [y = —8.32267, mely minden szerzédésre jellemz6. Ha eltekintiink a
regiondlis hatastol, akkor ennek az exponense (= 0.0002429) egy olyan szerz6dé var-
hato karszama, melynek a tobbi jellemz§je mind az 1. kategoéridba tartozik, és egy
napig volt szerz6désben (igy a kdrszam is egy napra vonatkozik). Egy évre egy ilyen

tulajdonsagokkal rendelkezd, 1-es bonusfaktori szerz6dé varhatd karszama 0.0884.

30



6.1.2. A kor hatasa

A 3% vektor elemei az lenti tablazat kozépss soraban szerepelnek, az alsé sorban
ezek exponense lathato, mely tehat azt fejezi ki, hogy egy az adott korcsoportba
tartozo szerz6dGnek hanyszoros a varhatd karszama egy més tekintetben azonos, de

az elsé korcsoportba tartozé szerz6d6hoz képest.

korcsop. 1 2 3 4 5) 6 7 8
kor <20 | 20<<25 | 25<<30 | 30<<35 | 35<<50 | 50<<70 | 70+ | cég
rel. kock. 0 -0.51 -0.73 -0.89 -0.99 -1.04 | -0.79 | -0.7
rel. szorz6 | 1 0.6 0.48 0.4 0.37 0.35 0.45 | 0.5

Az 1. korcsoportba a 20 évnél fiatalabb vezetSk tartoznak, mig a méasodikba a 20 és
24 év kozottiek. Ez utobbi csoport relativ szorzotényezGje 0.6, azaz egy ide tartozo
vezet$ atlagosan 3/5 annyi balesetet okoz, mint egy hisz év alatti sofér. Ez az érték
azt mutatja, hogy a két csoport relativ kockdzata nagyon eltérs, azonban a kapott
aranyt ovatosan kell fogadnunk, mert a hiisz évnél fiatalabb szerz6ddék csoportjaban
minddssze 22-en voltak az adatsorban. Kicsit kevésbé latvanyos, de egyértelmi kii-
16nbség van az 6. illetve 7. korcsoportok relativ kockazata kozott, a 70 éven feliiliek

relativ szorzdja kozel 1.3-szorosa az 51 és 70 év kozottieknek.
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Abrazoljuk a szorzotényezGket!
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2. 4bra. A kor hatéasa

Lathato, hogy a korral eleinte csokken a balesetek szaménak varhato értéke, de a 70
éven feliili vezet6knél ez a tendencia megfordul, és n6 a baleset kockazata. A csoport-
bontasunknak koszonhetéen az is vilagossa valik, hogy az 51-70-es korcsoport relativ
kockazata az addigi csokkené tendenciat folytatja, és csak a 70 éven feliilieknél fordul
meg a folyamat irdnya. A nyolcadik a céges autok csoportja. Egy ebbe a katego-
ridba tartozé autot kor szerint egy meglehetsen széles réteg hasznal, dltalaban 25
és 70 kozottiek, igy érdemes a vezetGk kora szerinti kockazatokkal Osszevetni a céges
autd kockdzatat. Azt tapasztaljuk, hogy gyakorlatilag minden korosztily kezében
veszélyesebbé valik az auto, ha céges, hiszen a relativ kockazat itt minden, 25 évnél

idGsebb, sajat autot vezeté maganszemélyénél nagyobb.

6.1.3. A gépkocsitipus (auto) hatasa

Az auto6 tipusanak is konnyen magyarazhato, és jelentés szerepe van a karszamok
varhato értékének alakulasaban. A kategoriak sorszaméanak ndévekedése a hengertir-

tartalom novekedését jelzi. 850 kdbcenti alattiak keriiltek az elsé osztalyba, az ennél
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nagyobb, de 1150 ccm-nél kisebb tirtartalmiak, a masodikba, az 1150 és 1500 ccm
kozottiek a harmadikba. A két utolso csoport az 1501 és 2000, illetve a 2001 és 3000

kébcenti kézotti hengertirtartalmi jarmiiveket tartalmazza.

autotipus 1 2 3 4 5)

rel. kockdzat | 0| 0.2 | 0.36 | 0.72 | 0.87
rel. szorz6 | 1| 1.22|1.43 | 2.05 | 2.39

A tablazatbol jol latszik, hogy az hengertirtartalom novekedésével né a kockazat,

teh&t minél nagyobb, erGsebb egy auto, annal nagyobb a varhaté karszam.

22
|

18

rel.szorzd

14
*

1.0

gepkocsicsoport

3. dbra. Az autotipus hatésa

6.1.4. A lélekszam (pop) hatasa

A telepiilés lélekszamat tekintve tiz csoportot hataroztunk meg. Az 1. kategoria
Budapestet jeloli, hiszen tobb, mint két millio lakosaval a févaros Magyarorszag
legstiriibben lakott varosa. Mivel a méasodik legnagyobb varos Debrecen a maga
haromszaz ezer lakosaval messze elmarad mogotte, igy jogos Budapestet 6nallo kate-

gorianak tekinteni. A masodik kategoéridba tartoznak a legkisebb, 500-nal kevesebb
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lakosu falvak, a harmadikba az 501 és 1000 kozottiek, etc. A tizedik csoport a leg-
nagyobb, szazezernél tobb lakoval rendelkezs varosoké. Az ezekre kapott becslések a

kovetkez6k:

pop 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10

rel. kock. | 0| -0.73 | -0.75 | -0.73 | -0.7 | -0.55 | -0.52 | -0.43 | -0.3 | -0.04
rel. szorzo | 1 | 0.48 | 0.47 | 0.48 | 0.49 | 0.57 | 0.59 | 0.65 | 0.74 | 0.95

Mint ahogy azt talan vartuk is, a legnagyobb relativ kockdzatot Budapest képvi-
seli. A masodik, harmadik, és negyedik csoportok kozott nincsen nagy kiilonbség,
ezeknek a kétezernél kevesebb lakossal rendelkezé telepiiléseknek a legkisebb a koc-
kédzata. Az 6todik, és hatodik csoport a 2001 és 5000, illetve az 5001 és 10000 kozotti
lakossal rendelkez6 varosok kockazata hasonlo, az el6z6eknél nagyobb. A hatodik ka-
tegoriatol kezdve a lakossag szamaval egyiitt monoton né a kockazat is. Olyannyira,
hogy a legnagyobb varosok majdnem utoélérik a Budapestet a veszélyesség tekinteté-

ben.

1.0

rel.szorzo

05 06 07 08 09
|

T T T T T
2 4 6 8 10

populacio

4. abra. A lélekszam hatéasa
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Ez a tendencia jozan ésszel is logikusnak ttinik, hiszen minél t6bb ember él egy
varosban, annal tobb a gépkocsi, esetleg nagyobb a népstiriiség is. Ez pedig az egyre

tobb baleset irAnyaban hat.

6.1.5. A nem és a szerz6dés koranak (sz) hatasa

Vizsgaltuk a nem hatasat is, ahol azt tapasztaltuk, hogy a nék relativ kockazata 0.06,
azaz egy ndi vezets varhato karszama 1.06-szor nagyobb, mint egy a modell szem-
pontjabol ugyanolyan tulajdonsagokkal rendelkez6 férfie. Nem szerint a harmadik
kategoria a céges autoké volt, de annak a hatasat, hogy egy autd magénszemélyhez
tartozik-e, vagy céghez mar becsiiltiik a korcsoportok vizsgalatdnal, hiszen ezek az
autok ott is egy kiilon kategoriat alkottak, igy erre most nem is kaphattunk djabb
becslést.

A szerz6dés koranak hatésa a kovetkezképp alakult: 3% = (0, 0.29, 0.5), azaz a
szorzotényezdk sorban (1, 1.28, 1.65).

rel szorzd
12 13 14 15 186

1.0 1.1

1.0 15 20 25 30

szerzddéskates

5. dbra. A szerzddéskotés idejének hatésa
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Legkisebb azoknak a kockazata, akik még 1998-ban, vagy azel6tt kototték a szerzé-
désiiket. 1.3-szoros a kockdzata az 1999-ben, és tobb, mint masfélszeres, a 2000-ben
szerz6dotteknek. Az eredmények tehat azt mutatjak, hogy a szerzédések elsé par

évében csokken a varhato karszam.

6.1.6. A regionalis hatas

A fenti eredményeket nyolc iteracié utan kaptuk. Egy iterdcioban a méasodik 1épés
a regionalis hatas becslése. Altalanossagban elmondhatjuk, hogy ezek az értékek
kisebb abszolit értékiiek lettek, mint az el6zGek, tehat ez a fajta hatds nem olyan
jelentds, mint példaul az, hogy a vezet§ milyen kortd. A legnagyobb 0.399 mar kiug-
roan magas értéknek szamit, tobbnyire 0.1 koriili, vagy anndl kisebb abszolut értéki
értékeket kaptunk. Bér e valtozo esetében nem jeldltiink ki egy telepiilést sem 0
kockazattinak (azaz viszonyitési alapnak), mint ahogy az az el6bbiekben automa-
tikusan adodott, a kapott w; kockdzatok atlaga kozel 0; 0.003, igy mégiscsak van
értelme a 0-hoz hasonlitani az u;-ket. A kovetkezd térképen lathatjuk, hogy milyen
eredményt kaptunk az egyes régiokra. Piros szin jel6li a pozitiv kockazata régiokat,
ezeken beliil az egyetlen kiugré érték a keleti hataron 1évé Derecskéé, zold szintiek a
negativ kockdzatu, azaz biztonsagosabb régidk, ezeken beliil legkisebb Karcag, illetve

Piispokladany kockazata ~ —0.27.
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6. abra. A regionélis hatés

Nem meglepd, hogy a nagyvarosokra altalaban nem kaptunk kiugréan nagy pozitiv
értékeket, hiszen a lélekszam vizsgalataval a régiok hatasanak a lakossag szamaéaval
magyarazhato részét mar levalasztottuk az adatokrdol. Marad tehat pusztan a térbeli
elhelyezkedés hatasa. Az abran jol latszik, hogy észak-kelet, dél-nyugat irdnyban
meg tudunk huzni egy vonalat, mely kettévagja az orszagot, és kevés kivételtol el-
tekintve szétvalasztja a pozitiv, illetve a negativ kockazati helyeket. Az északi,
nyugati részen a pozitiv kockazat a jellemz6, mig a dél-keleti, f6ként alféldi varosok
tobbnyire negativ u;-vel rendelkeznek. Ennek egyik oka talan a féldrajzi viszonyok-
ban kereshetd, hiszen az északi taj jellemz&en hegyvidékes, ami veszélyesebb, mig
az orszag dél-keleti része sik. Az alfoldi varosokban rdadésul elterjedt a kerékpar

hasznalata a varoson beliili kdzlekedésre, azaz aranyaiban kevesebb gépjarmi van a
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varosok tdtjain, ami természetesen csokkenti az autdbalesetek valoszintiségét. Abra-

zoljuk a regionéalis hatasra kapott értékeket telepiilésenként a szemléletesség kedvéért.

sZélesseq
470 47 5 430 485
| | | |

465
|

460
|

16 17 18 19 20 21 22 23

hosszisag

7. abra. A regionélis hatés telepiilésenként

Az abran tovabbra is a zold szin arnyalatai jelzik a negativ, piros a pozitiv kockazatu
régiok telepiiléseit, drapp szintiek a 0 kozeli, atlagos relativ kockazatiu telepiilések.
A sotét szinek a szélsGséges értékeket mutatjak. Az alfoldi térség itt is jol latha-
toan elkiiloniil az orszag tobbi részétsl, azonban az arnyalatoknak koszonhetSen az
is megfigyelhets, hogy nem minden hegyvidéki térség kockazatosabb az atlagosnal,

példaul észak-kelet Magyarorszag hegyeiben atlagosnak mondhat6 a teriileti hatéas.
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A fenti két térképen az u; értékeket dbrazoltam, ugyanakkor a térbeli hatas vizs-
galatanal érdemes megnézni, hogy mit kapunk, ha a féldrajzi elhelyezkedésre kapott
becsléshez hozzavessziik a 1élekszam hatésat is. Ha ugyanis egy varos vagy falu rela-
tiv kockazatarol beszéliink, altalaban nem vélasztjuk szét, hogy mekkora az a hatés,
amit a lélekszamnak, és mekkora, amit a foldrajzi elhelyezkedésnek koszonhetiink,
hanem annak minden jellemzGjével egyiitt vagyunk kivancsiak az adott helység ve-
szélyességének mértékére. Ezért telepiilésenként kiszamoltam a két jellemz6 egyiittes

hatasat, és az igy kapott relativ kockidzatokat abrazoltam:

s7élesseq
460 4685 470 475 480 485

16 17 18 18 20 21 22 23

hosszisag

8. dbra. A regiok és a lélekszam hatésa

A piros itt is az atlagoshoz képesti pozitiv, a z0ld a negativ eltérést jeloli. Az els-
z6leg megfigyelt elkiiloniilése a térségeknek most mar nem tapasztalhatd, hiszen a
két hatas koziil a populacié a dominéns. To6bb szindrnyalatot hasznalva pontosabb

képet kapunk:
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9. dbra. A régiok és a lélekszam hatéasa 2.

Ahogy varhato, tobb nagyvaros, és kornyéke is kirajzolodik, piros szinnel. Legjelentd-
sebb természetesen Budapest, de felismerhets Miskolc, Nyiregyhéza, Gy6r, Debrecen
is. A kevésbé lakott teriiletek altalaban (sargéas)zoldek. Ha nem is olyan egyértel-
mien, de azért itt is megfigyelhets, hogy a dél-keleti orszagrészre kisebb értékeket
kaptunk, a zold szin dominél.

A kapott értékeket térképen abrazolva értelmes eredményt kaptunk, am ahhoz,

hogy a modszer helyességét ellendrizni tudjuk, vizsgalni kell a karszamra kapott
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becslésnek a valodi értékektdl vett eltérését.

6.2. A modellek jésagadnak mérése

A modell illesztésénél az elsGdleges cél az volt, hogy minél jobb becslést adjunk az
egyes szerzddések karszamara. Ugyanakkor a Markov mez&t abbol a meggy&z6dés-
bél valasztottuk, hogy a szomszédos teriiletek bizonyos hasonlosagot mutatnak. Igy
azonban az egyes térségek paraméterének becslésekor figyelembe vettiik a szomszédos
régiokat is, ezért tokéletes illeszkedést nem varhatunk. Nehéz tehat eldonteni, hogy
hogyan lehetne mérni egy modell josagat. Nincs erre egységes modszer a szakiroda-
lomban sem. Egy lehetséges ellen6rzési modszer, ha minden régiéra kiszamoljuk a

becslés lenormalt hibajat: R
Yi — Yi

Vii

Ahol az y; az i. szerz6dés varhato karszamara, azaz az i. Poisson-paraméterre kapott

hy =

becslés; \ie; = exp(v;). Szamoljuk ki ezen értékeket, és abrazoljuk térképen. Igy

lathatjuk, hogy mely régiok esetén kaptunk alul- illetve feliilbecslést.
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10. bra. A regionalis hatas becslési hibéja

Piros pontok allnak azon régiokdzéppontok helyén, ahol a becsiilt érték nagyobb,
mint a bekovetkezett karszam. A pontok mérete a hiba nagysagat mutatja, lathato,
hogy nagy mérték feliilbecslés nem tortént. A zold az alulbecslés szine, ez esetben
Budapesten és Dunakeszin a tébbi helyhez képest modelliink jelent&sen alulbecsiilte
a varhato karszamot. Az ok a Markov mez6 modellben keresendd, hiszen ennek
lényege éppen az, hogy egy varos kockdzatat a szomszédosak atlagatol nem engedi
nagyon eltérni. Igy érthetd, ha egy nagy varost csupa kisebb kockazattal rendelkezd
telepiilés vesz koriil, akkor az csokkentGleg hat a varos modell altal szamolt relativ
kockézatara.

Ha egyetlen szamban akarjuk megadni az illszkedés mértékét, akkor vehetjiik e

szamok négyzetosszegét:
m
H=>" hZ,
i=1
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minél kisebb a H, annal pontosabb a kozelitésiink. Ha azonban tobb régidéban is
kevés volt a karok szama (esetleg 0), érdemes definialni egy Hx*-t is, melyben ezeket
a h2-eket kihagyjuk az osszesitésbol, hiszen bar a Markov mez6 alkalmazisanak egy
pozitiv kdvetkezménye, hogy olyan régiok esetén is értelmes becslést kaphatunk, ahol
az adott évben nem tortént kar, ezen régiokra nem varhato el, hogy az illeszkedés
(pl. 0 valodi karszam, nem 0 becsiilt érték) jo legyen. Legyen tehat a Hx azon régiok

hibainak négyzetosszege, ahol a becsiilt karszam legalabb 10 volt:

Hx = Z h?

i=1,9;>10

A H, illetve a Hx értékek segitségével tehat ossze tudjuk hasonlitani a kiilonbozd
modszerekkel kapott becsléseket. A kovetkezs két tablazatban ezt lathatjuk. Az
els6 tabldban minden térség hibajat beleszamitottam a H-ba, a masodikban a Hx
értékek szerepelnek, melyek szdmolasakor csak azokat a régiokat vettem figyelembe,
melyekben a becsiilt karszam legalabb 10 volt. A téblazatok els§ sora azt mutatja,
hogy hény iteraciot alkalmaztam a modellben. Az els6 oszlopban a regionalis hatéas
figyelmen kiviil hagyasaval szamolt altalanositott linearis becslés hibdja talalhato, a
mésodikban azon modell hibaja van, melyben csak egy utolagos illesztést végeztiink
a regiondlis hatas vizsgilatara, mig a harmadik oszlopban a 8 iteracioval elért ered-

mény lathato.

Iteracidk szama 0 1 8

H 354.48 | 272.08 | 231.01

Lathatjuk, hogy egyrészt a regionalis hatast mindenképpen érdemes figyelembe venni,
hiszen a négyzetes hibat nagymértékben javitani tudtuk ezzel. Ugyanakkor az is kiol-
vashato a tablazatbol, hogy ha egy utdlagos illesztés helyett tobb 1épésben végezziik

el a becslést, tovabbi javulast érhetiink el az illeszkedés tekintetében.

Iteracidk szama 0 1 8

H* 324.09 | 242.85 | 207.89
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A Hx értékek is megerdsitik abbéli meggy6zGdésiinket, hogy érdemes tobb 1épés-
ben megismételni az altalanositott linearis modellillesztésbél, majd a regionélis hatés

becslésébdl allo modszert.
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7. Konklazio

Dolgozatomban egy gépkocsibiztositasbol szarmaz6 adatsor elemzése kapcsan kii-
16nb6z6 modszereket mutattam be. Az elsGdleges cél a régiok relativ kockazatanak
becslése volt, de a szamolasok soran a szerz6dének tobb més, a kirszamot befolyéasolo
tulajdonsagat is figyelembe vettem. A szakirodalomban legelterjedtebb modellek be-
mutatisa sordn ismertettem olyan modszereket is, melyek a nem-regiondlis valtozok
hatasanak becslését finomitjak. Mivel azonban a vizsgalat kozéppontjaban a féldrajzi
elhelyezkedésnek a karszamra gyakorolt hatésa allt, ezért a tobbi valtoz6 hatasara
a legegyszeriibb modell szerint adtam becslést. A térbeli hatas utolagos becslésével
kapott modell illesztése utan egy 1j modszert vizsgaltam, melyben tobb iterdcioban
felvaltva alkalmaztam a kovetkezG két 1épést; elGszor altalanositott linearis modell
segitségével becslést adtam a nem-regiondlis valtozok hatasara, majd Markov Lanc
Monte Carlo modszerrel becsiiltem a regionalis hatast. Az illeszkedések mértéké-
nek Osszehasonlitasat a négyzetes hibak segitségével végeztem el. E hiba mellett
ténylegesen jobb illeszkedést kaptam a tobb iteraciot alkalmazd modszerrel, mint az
egyszerivel. Béar valoszint, hogy a teljesen Bayes-i megkozelitéssel illesztett (azaz
minden valtozot egyszerre figyelembe vevs) modellek pontosabb eredményt adnak,
ezzel az eljarassal gyorsabban kaphatunk eredményt, hiszen levalasztva azokat a val-
tozokat, melyekrdl jogosan tételeziink fel lineéris, vagy faktorhatast, azokra egyszerti
altalanositott linearis becslést alkalmazhatunk. A tovabbiakban érdemes lenne a kér-
nagysagra is vizsgalni a modszer hatékonysagat, esetleg mas hibadefinicio mellett.
Mivel az itt alkalmazott modszer hatékonysaganak nincs elméleti bizonyitéka, ezért
tovabbi vizsgalatok sziikségések azt megallapitando, hogy milyen esetekben varha-

tunk el jo kozelitést, illetve pontos el6rejelzést ett6l a modszertsl.
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