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1. fejezet

Szenzorhal6zatok

A szenzorhalozatok szdmos érzékels egységhdl felépitett, onallo miiko-
désre képes elosztott szamitogépes rendszerek. A haloézatot alkotd szenzorok
a tér kiilonb6z6 pontjain helyezkednek el, megfigyeléseket végezhetnek, eset-
leg kiilonféle tevékenységeket is végrehajthatnak. Legfontosabb feladatuk az
adatgyiijtés, de emellett képesek lehetnek az adatokat feldolgozni és elem-
zéseket is végezni. Az érzékel6 egységek altalaban olcson elGallithatoak és
aranylag kis mérettiiek, igy a megfigyelt térrészben viszonylag stirtin és nagy
szamban helyezkedhetnek el, ezzel lehetség nyilik djfajta alkalmazasok meg-
valositasara.

1.1. Felhasznalasi teriiletek

A technolégiai fejlédés elérehaladtaval egyre szélesebb kérben &llitanak
hasznalatba vezeték nélkiili szenzorhalézatokat, melyekben a szenzorok egy-
méssal egyiittmiikodve, valamilyen globélis érzékelési feladat elvégzésére ké-
pesek.

e Szamos hagyoméanyos alkalmazasban van sziikség térben elosztott mo-
don mechanikai rezgéseket mérni, tobb szaz vagy akar tobb ezer érzékels
elhelyezésével. Ilyenek példaul a szeizmogréafiai mérések, miiszaki felé-
pitmények (pl. hidak) statikai és rezgésvizsgéalatai, autd és repiil6gép
karosszéridk tervezése sordn végzett rezgésvizsgilatok.

e Aruhazak, raktarak, gyartosorok, kérhazak, irodak, stb. logisztikai,
informécios rendszerei. Ezekben az alkalmazésokban elGfordulé szen-
zorok, beavatkozok és mas elosztott csomopontok: vonalkdd leolvasok,
elektronikus arucimkék, hémérséklet-érzékel6k, lépteté motorok, kézi
szamitogépek, irodai perifériak stb.



e Katonai alkalmazasok: harcmezon telepitett (ad-hoc) mikrofonos szen-
zorhalozat a lovésiranyok felderitésére, kooperativ jarmirajok (tankha-
doszlop, repiilkotelék) elosztott bedgyazott rendszerekkel valé tamo-
gatésa.

e Kisérleti alkalmazasok, pl. kooperativ robotok.
e Kornyezetvédelem: él6hely monitorozas, katasztrofa-elérejelzés.

e Precizids mezGgazdasagi termelés: hGmérséklet, légnyomas, nedvesség-
tartalom, magassag mérés.

1.2. A szenzorhal6zatok jellemz6i

A szenzorokat gyakran nehezen megkozelithets helyekre telepitik, ezért
az egységek pontos elhelyezése rendkiviil nagy koltségi, nagy koriiltekintést
igényl6 feladat. A szenzorhalozatok alkalmazéasa azonban még igy is kolt-
séghatékonyabb megoldast jelent a hagyomanyos megfigyelési modszerekkel
szemben.

Sziikséges, hogy a szenzorok a kornyezeti hatasokkal szemben ellenall6ak
legyenek. Altalaban nincs lehetdség az egységek kiilon-kiilon torténd javita-
sara, cseréjére, ezért azoknak hosszi élettartamtiaknak (t6bb honap vagy év)
kell lenniiik.

Ha elromlik egy szenzor, vagy lemeriil a tapegysége, konnyen telepithetd
a helyére egy tijabb. Az egységeknek a rendszerbe valo be-, illetve kilépését
(valamint az akar nagyaranyu bévitést) a halozatok tamogatjak.

A szenzorok olcson elgallithatoak, kis mérettiek, egyéni azonositokkal (ID)
rendelkeznek, és az egyiittmiikodés soran kozos orajellel dolgoznak. A méré-
sekhez és a miiveletek elvégzéséhez sziikséges energiat elemek, ill. akkumu-
latorok biztositjak. A tapfesziiltség szintjének szabélyozisaval biztosithato a
szenzorok hosszi ideig tart6 miikodése.

A halézaton torténd adattovabbitds jelents energiabefektetést igényel,
ezért sziikséges a begytjtott informéaci6 lokalis el6feldolgoza, a redundanciak
kikiiszobolése.

Léteznek vezetékes és vezeték nélkiili halozatok. Az elébbieknél az egy-
ségek kozotti kapcsolat megteremtése koltséges, koriilményes feladat lehet,
rdadasul a vezetékezés hibaforrassa is valhat (pl. rovidzar, szakadés). Az
utobbi megoldasnal altalaban radios osszekottetést alkalmaznak, ami jobban
alkalmazkodik a kornyezeti feltételekhez, mint az infravoros vagy az ultra-
hangos jeli kommunikaci6. A vezeték nélkiili megoldas hatranya, hogy a



jelterjedést esetenként gétolhatjak a kornyezeti akadalyok, valamint a kom-
munikacids kozeg.

Mig méas hélozatokban jellemz&en nagy hatosugari radidosszekottetésre
torkeszenek, addig a szenzorhalézatokban tobbnyire elegend6 a rovid hato-
sugar (max. 100 méter) hasznalata. Ezzel is csokkenthet az energiafelhasz-
néalas, illetve kevésbé lépnek fel interferencia-problémak.

1.3. Felmerilo kérdések

A szenzorhalézatokkal kapcsolatban szamos érdekes probléma fogalmazo-
dott meg és valt vizsgilat targyava az elmilt tiz-egynéhany év soran. Elem-
zések targyat képezik tébbek kozott az alabbi témakorok:

e haldzatok telepitése, az egységek szinkronizilasa
e szenzorok poziciojanak meghatarozasa (lokalizalas)

e kommunikacios rendszerek kiépitése, iizenetkiildési protokollok megha-
tarozasa

e a hilozati topologia karbantartasa

e adatgytjtési stratégiak

e energiatakarékos iizemeltetés, élettartamnovelés
e mobil szenzorok alkalmazasa

e adattomorités, jelfeldolgozas, szamitasi eljarasok

e halozatvédelem

A publikéilt cikkek sokszor csak részeredményeket tartalmaznak, és a
problémékat specidlis esetekben targyaljak, hiszen az alkalmazasokban ezek
a megoldésok is kivaléan hasznalhatoak. A cikkekben targyalt, a gyakorlati
életben felmeriil6 feladatok kozott viszont taldlhato szdmos, figyelemre mélto
matematikai megfontolas, amit érdemes elemezni, pontositani, a felmeriilg
kérdéseken elgondolkozni.

Az emlitett feladatok, témakorok koziil harommal fogunk részletesebben
is foglalkozni, bemutatva egy-két kapcsolodéd cikk otleteit, algoritmusait —
természetesen a leirtakat kissé atfogalmazva, érthet6bbé téve, a matematikai
allitasokat és gondolatmeneteket néhol pontositva.



2. fejezet

Csatorna-beosztas, él-utemezés

2.1. Bevezetés

A fejezet elsd részében a szenzorhélozatok (ill. tagabb értelemben a drot-
nélkiili halozatok) csatorna-beosztasarol lesz szo, mely témakor magaba fog-
lal tobb, a drotnélkiili halozatok témakoréhez tartozd problémét. Ezeket
a feladatokat, sok mas lehetséges problémaéaval egyiitt, egy altalanos modell
keretein beliil mutatjuk be, és ismertetiink egy &altalanos algoritmust, mely
megoldast ad mindegyik feladatra. Az algoritmus, a grafelméleti nyelven fo-
galmazva, pontszinezést, illetve élszinezést fog késziteni — csak éppen nem
irdnyitatlan, hanem iranyitott grafokra. A helyes szinezés feltételei is bonyo-
lultabbak lesznek, mint a hagyomanyos szinezési feladatokban. Természete-
sen nem varhatunk optimélis eredményt, 1évén az altalanos feladat az NP-
nehéz pontszinezés, illetve élszinezés feladatat specialis esetként tartalmazni
fogja. Kozelits eredményeket fogunk kapni, kiilonbo6z§ feladattipusokra mas-
més approximéciot tudunk majd bizonyitani az algoritmus elemzésével.

A fejezet masodik részében kivilasztunk egy konkrét, szenzorhal6zatok-
hoz kapcsolédd problémét az els§ részben emlitettek koziil. Még ebben a
specidlis esetben is egy NP-beli probléméaval &llunk szemben. Erre a fela-
datra adunk egy tjabb algoritmust, mely nagyban felhasznélja az iranyitat-
lan grafok élszinezésére vonatkozd ismeretiinket, név szerint Vizing tételét
|26], pontosabban egy, a tételre vonatkozo konstruktiv bizonyitast. Vizsgalni
fogjuk az algoritmus kimenetének viszonyat az optimalis megoldashoz.



2.2. Szenzorhal6zatok csatorna-beosztasa

Adott egy szenzorhélozat (vagy drotnélkiili halézat). Minden szenzornak
adott a hatotavolsaga. Ezzel adott az, hogy mely szenzorok tudjak az altala
kiildott iizenetet fogadni.

Megjegyzés: Minden, amir6l sz6 lesz, érvényes altalaban a drdtnélkili hd-
lozatokra, de most specidlisan csak a szenzorhalézatok kontextusidban vizs-
galodunk.

2.2.1. A modell

G = (V, A) iranyitott graf, ahol V' a szenzorok (pontok) halmaza, és (u,v)
él, ha az v altal kiildott iizenetet v tudja fogadni. (Azaz u hatotavolsaga
akkora, hogy a kiildott iizenet eljut v-hez.)

e Nem tessziik fel, hogy csak oda-vissza élek vannak. (Azaz nem tessziik
fel, hogy minden szenzornak ugyanakkora a hatotavolsaga.)

o Azt sem tessziik fel, hogy G erGsen Osszefiiggd, azaz hogy minden szen-
zor minden masiknak valamely ttvonalon elvileg képes iizenetet eljut-
tatni. (Nem biztos, hogy erre igény van a halozatban.)

A feladat ismertetése

Meg kell hatirozni a lehetd legkisebb q € N, -t, és ezzel egy ¢ szamu
csatornabol allo egységet a kovetkez&képpen: be kell osztani, hogy az egyes
szenzorok vagy rendezett szenzorparok (azaz iranyitott élek) az {1,...,q}
csatorndk koziil melyet hasznalhatjik. Egy csatornat tobben is hasznalhat-
nak, és mindegyik szenzornak (vagy rendezett parnak) pontosan egyet kell
hasznalni. Lesznek bizonyos korlatozasok arra, hogy mely szenzoroknak vagy
mely szenzorparoknak tilos ugyanazt a csatornat hasznalniuk.

Megjegyzés: Gondoljunk arra az esetre, amikor a szenzorok kommunikélni
akarnak egymassal. Ekkor a csatorndk idGegységeket jelentenek, a beosztas
pedig azt mondja meg, hogy mely szenzorok mely id6egységben kiildhetnek-
fogadhatnak iizenetet, illetve ha az éleket osztjuk be, akkor mely (iranyi-
tott) éleken mely idSegységben folyhat iizenetkiildés. — Az iménti feladat
egy (megengedett) megoldasa nem ad protokollt arra, hogy ha el akarunk
juttatni u-bol v-be egy iizenetet, azt mely utvonalon tegyiik meg. Mind-
Ossze azt biztositja, hogy ha adott egy ilyen protokoll, akkor (a ¢ hosszi



idgintervallumot egymas utan t6bbszor hasznilva) az iizenetkiildés megva-
losithaté anélkiil, hogy bizonyos iizenetkiildési korlatozasokat megsértenénk
(amivel példaul valamely szenzorndl interferencia lépne fel, vagy méas prob-
léma addédna).

Sokféle feladatot meg lehet fogalmazni a csatorna-beosztas nyelvezetét
hasznalva. Egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban gondoljunk a fenti példa-
ban emlitett szituaciéra, ahol a csatornak idGegységeket jelképeznek, és a
szenzorok iizeneteket kiildenek egymasnak az egyes idGegységekben.

Latjuk tehat, hogy kétféle feladat is lehet: vagy a pontokhoz, vagy az
élekhez kell idGegységet rendelni. Modelliinkben ez azt jelenti, hogy meg kell
adni egy pont- vagy élszinezést, csak sokkal altalanosabb kovetelményeknek
megfelelen, mint ahogy azt megszoktuk. A hagyoményos szinezési feladat
iranyitatlan grafokra azt jelenti, hogy gy kell megszinezni a pontokat /éleket,
hogy a szomszédos pontok/élek kiilonb6z6 szintek legyenek. Most iranyitott
grafunk van, és nem csak a szomszédokra lehet korlatozasokat tenni. Léassuk
tehat a korlatozasokat.

Korlatozasok

Jelentésiik: ha két pont/él korldtozdsban dll, akkor azokat kiilonb6z6 szin-
nel kell szinezni.

Korlatozas-sémakat adunk meg, és két pont/él akkor dll majd korldtozds-
ban egy c korldtozds(-séma) dltal, ha c feltételei teljesiilnek rajuk.

Egy c korldtozds a kovetkezGképp néz ki: ¢ =< € >:§i, ahol

e ¢ € {N, E} jelzi, hogy pontparra vagy élparra vonatkozik a korlatozas
e s € {0,1} jelzi a pontpar/élpar kozotti kapcsolatot (azaz a 0 a pon-

tok/élek szomszédossagat jelenti, az 1 pedig azt, hogy legyen koztiik
egy harmadik pont/él)

e d € {tt,tr,rt,rr} adja meg, hogy az s szerinti kapcsolatban mely
iranyba mutat(nak) az él(ek)



A korlatozasok, melyekkel dolgozni fogunk, az alabbi 4bran lathatoak.

Ny, Ny, Ny, Ny
Ey Ep, Ey,
O—»0O O—»0 O—)j z S
E tlt E 7}1" E tlr E 7} t

2.1. 4bra. Korlatozasok

Megjegyzés: Ervénytelen korldtozdsok: NY és NO., mert két szomszédos
pont esetében a koztiik mené élnek az egyik pont a kezd&pontja, a masik a
végpontja kell, hogy legyen. (Ezek a korlatozasok egy pontpéarra sem telje-

stilnek, ezért nem kell foglalkozni veliik.)

Megjegyzés: FEkuvivalens korldtozdsok: egy pont-, ill. élpar pontosan ak-
kor all korlatozasban az egyik altal, ha a masik altal is. (Ezek koziil egy
feladatban elég az egyiket megadni.)

0 4g NO
o N, és N,
1 aq N1
o N, és N,
0 aq O
o I és B,

Korlatozashalmazokkal fogunk dolgozni. Egy korldtozdishalmaz a fenti sé-
méak koziil néhanyat foglal magaba.



Csak olyan korlatozashalmazokkal foglalkozunk, melyekben vagy csak a
pontokra, vagy csak az élekre vonatkozo korlatozasok vannak. (A gyakorlati
alkalmazasok feladatai leirasdban elegendd ilyeneket hasznalni.)

Veégiil, egy grdf pontjainak/éleinek szinezése eleget tesz eqy C korldto-
zdshalmaznak, ha minden ¢ € C-re a ¢ altal korlatozott pontpéarok/élparok
paronként kiilénb6z6 szintiek. Ilyen szinezést szeretnénk kapni.

2.2.2. A feladatunk pontosan

Adott egy G = (V, A) iranyitott graf (nincs benne hurokél és tobbszoros
él), ¥ € {N, E} (pont- vagy élszinezésrdl van-e sz6), és korlatozasok egy C
halmaza, ahol C' C {¥%, ¥° w9 Wl w! v, Wi}

Adjuk meg a pontok (ha ¥ = V) vagy az élek (ha ¥ = F) egy, a C-nek
eleget tevs szinezését, melyben a szinek ¢ szdma minimélis.

Jelblés: Legyen G az a graf, melyet G-bél ugy kapunk, hogy elhagyjuk
az élek iranyitasat.

Megjegyzés: Tekintsiik azt az esetet, amikor C' = {Egy s x,y € {t,r}}.
Ekkor a feladat azt jelenti, hogy Gi-ben keresiink egy (hagyoméanyos érte-
lemben vett) élszinezését a lehets legkevesebb szinnel.

A C={N,,: =,y € {t,r}} esetben pedig arr¢l van szo, hogy Gi-nek egy
pontszinezését keressiik, szintén minimalis szamu szinnel.

A fenti két speciélis eset NP-nehéz, ezért nem varhatunk az altalanos fel-
adatra optiméalis megoldést biztositd, polinomiélis id6ben futo eljarast.

Az alabbiakban az [22] cikkben szerepld polinomidlis algoritmust mutat-
juk be, melyre a kiilonb6z6 korlatozas-halmazok esetében kiilonb6z6 appro-
ximécios faktort tudunk majd biztositani. Bizonyos tételekben konkrét felsd
becslést adunk a felhasznalt szinek maximalis szaméra.

Megjegyzés: Az eljaras neve (,UxDMA”) onnan szarmazik, hogy a csatorna-
beosztéasi feladatoknak a gyakorlatban harom nagy tipusa van, melyeket a
TDMA, FDMA, illetve CDMA roviditésekkel jeloliink, és az UxDMA algorit-
mus e harom probléma kozos altalanositasara ad (megengedhetd) megoldést.
A roviditések jelentése: a harom probléma arrél szol, hogy (minimaélis szamu
csatorna igénybevételével) kozos csatorna-hasznélatot akarunk engedélyezni
a szenzorok szamara (MA: Multiple Access), ahol csatorna alatt idét (Time),
kodot (Code) vagy frekvenciat (Frequency) értiink.
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2.2.3. Az UxDMA algoritmus
1. Rendezziik (rakjuk sorba) G pontjait.

2. Szinezziink (rendeljiink pozitiv egész szamokat a pontokhoz/élekhez),
a rendezés szerint csokkend sorrendben.

Pontszinezésnél az aktualis pontot szinezziik, élszinezésnél a ponttal szom-
szédos (még szinezetlen) éleket. A szinezést mohon végezziik: az els§ szint
valasszuk (a legkisebb pozitiv egészt), mellyel nem sériil egy korlatozas sem.

2.2.4. Az UxDMA elemzése

Az algoritmus kulcsa a rendezés lesz. Az [22]-ben haromféle rendezési
szabalyt emlitenek egy irdnyitatlan grdf pontjaira:

e Random (RAND): a pontok véletlen sorrendje.

e Minimum Neighbors First (MNF): a legkisebb foku ponttol kezdve,
a fokszamok szerinti névekvs sorrend.

e Progressive Minimum Neighbors First (PMNF): hasonlo, mint
az MNF, csak itt amikor egy pontnak sorszamot adtunk, utana a vele
szomszédos éleket kidobjuk a grafbol, és az 1j fokszamok szerint vessziik
a kovetkezd, legkisebb foki pontot.

Az algoritmusban a rendezési szabalyokat G-nek az irdnyitatlan G val-
tozatara alkalmazhatjuk. A PMNF fog kiemelt szerepet kapni a késébbi-
ekben. Ez a rendezési szabaly a kombinatorikus optimalizalassal foglalkozo
irasokban altalaban Minimum Degree Ordering (MDO) néven szerepel,
a tovabbiakban mi is ezt az elnevezést hasznaljuk.

Jelolések

ALG : az algoritmus altal felhasznélt szinek szama egy adott feladatra,
OPT : ugyanezen feladat optimalis megoldasaban a szinek szdma.

A : a G-beli maximalis fokszam (egy csics foka: befokanak és kifokanak
Osszege).

p : a G-beli maximalis befok

0 : a G-beli maximalis kifok

6, := max{¥, %

O : G vastagsaga, azaz a legkisebb ¢ szam, hogy G felbonthato ¢ sikgraf uni-
6jara.
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Megjegyzés: 6, < min{p,d}. S6t, mig p és ¢ kiilon-kiilon nagy lehet, a
koztiik levs eltérés gyakran kicsi, tehat altalaban 6, << min{p, }.

El&szor olyan tételeket fogunk bizonyitani, melyek igazak lesznek, barmi-
lyen rendezési szabalyt hasznél is az algoritmus.

1. Tétel. Tetszileges rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust,
C C{N;, z,y € {t,r},s € {0,1}} esetén ALG < A” +1.

Bizonyitas: Legyen z € V tetsz6leges. Fels6 becslést adunk azon y pontok
szaméara, melyekhez létezik ¢ € C, hogy x és y korlatozasban all ¢ altal. Az
ennél eggyel nagyobb szam fels§ becslés lesz az = elem szinére. Az x szinét
color(x)-szel jeldljiik.

z-nek legfeljebb A szomszédja van, és legfeljebb A(A — 1) méasodszom-
szédja. Ezekkel allhat korlatozésban. Ez legfeljebb A + A(A — 1) = A?
pontot jelent, vagyis color(r) < A% + 1. Ez igaz minden z € V-te, tehat
ALG < A?+1. O

2. Tétel. Tetszileges rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust,
C C{E;, z,y€{t,r},s € {0,1}} esetén ALG < A* 4 (A —1)2

Bizonyitas: Legyen e € A tetsz6leges. Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan,
e-nek legfeljebb 2(A — 1) él szomszédja, és legfeljebb 2(A — 1)? masodszom-
szédja. Ez legfeljebb 2(A — 1) 4+ 2(A — 1)* = 2A(A — 1) élet jelent, vagyis
color(e) < 2A(A — 1)+ 1= A? + (A — 1)%. Ez igaz minden e € A-ra, tehat
ALG < A*+(A-1)% O

3. Tétel. Tetszdleges rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust,

{NL, N} ¢ C C{NY, N2, « m,y € {t,r}} esetén 555 < A +1.

Bizonyitas: 1. eset: N}. ¢ C, N ¢ C

Hasonlbéan az 1. Tétel bizonyitdsahoz, egy = pont legfeljebb A szomszéd-
javal allhat korlatozasban, color(z) < A+1, ezzel ALG < A+1, OPT > 1,
fgy 45¢ < A +1.

2. eset: N} € C vagy N}, € C

Tth. egy x pont vq,...,vqg szomszédai és w;; : 1 <7< d,1<j<m
mésodszomszédai azok, melyekkel x korlatozasban all, és melyek mar szinezve
vannak. Ekkor color(z) <1+d+ YL, m,.

Tth. N}, € C (N, € C hasonléan megy). Azaz z a w;;-kel az N, altal
korlatozasban all. De ekkor egy konkrét i-re az {z} U {w;; : 1 < j < m;}
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halmaz pontjai paronként korlatozasban allnak egyméassal az N} altal, mert
mindbdl megy él v;-be. Tehat ezeknek kiilonb6z6 szine kell legyen minden, a
C-nek eleget tevs szinezésben. Ez igaz minden i-re, vagyis OPT > max{m;+
1,...,mg+ 1} =1+ max{m,,...,my}.

Ezzel color(z) < 1+ d+ Zle m; < 1+d-(1+ max{m,...,mq}) <

14+d-OPT < 1+A-OPT. Azaz ALG < 1+ A-OPT, vagyis 552 < A+1. O

4. Tétel. Tetszdleges rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust,
C C{N;y: s €{0,1},z,y € {t,r}} esetén, ha G-ben csak oda-vissza élek

vannak, akkor % <A+1.

Bizonyit4s: Mivel G-ben csak oda-vissza élek vannak, ezért a {N;, : s €
{0,1}, 2,y € {t,r}} halmaz barmely két eleme ekvivalens. Igy az el6z6 bi-
zonyitashoz csak azt kell hozzatenni, hogy a 2. eset-ben ha valamely 1-es
tipust korlatozas benne van C-ben, akkor feltehets, hogy az Osszes tObbi is
benne van — igy megmarad annak a lépésnek a helyessége, hogy ,egy konkrét
i-re az {z} U {w;; : 1 < j < m;} halmaz pontjai paronként korlatozasban
dllnak egyméssal az N, altal”. [

5. Tétel. Tetszdleges rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust,
{EY, : 2,y € {t,r}} CC CH{E;, : s € {0,1}, 2,y € {t,r}} esetén 4L6 <
2A — 1.

Bizonyitas: A 2. Tétel miatt ALG < A*+(A—1)%. {ED, : z,y € {t,r}} C
C miatt OPT > A.

Tehat ALG < ATHADE _ A 4 %2041 AL A 24 L <2A 1. O

6. Tétel. Tetszdleges rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust,
C=A{E),: z,y €{t,r}} esetén A < ALG < 2A —1.

Bizonyitas: Egy él legfeljebb a 2(A —1) szomszédjaval allhat korlatozasban,
tehat ALG <2A —1, és ALG > OPT > A. O

Megjegyzés: A 6. Tétel feladata G; (hagyoményos értelemben vett) él-
szinezésével ekvivalens. Erre a feladatra a 2.3-as szakaszban latni fogunk egy
(szintén polinomialis) algoritmust, melyben a felhasznalt szinek szama csak
A+ 1 lesz.
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Most ratériink azokra a tételekre, melyekben a MDO rendezési szabalyt
hasznélva, jobb becsléseket tudunk adni. Fel fogjuk hasznalni a © paramé-
tert, mely a graf sikbeliségének ,mértékét” jelzi.

Megjegyzés: A O kiszamitasa NP-nehéz feladat, de erre az UxDMA al-
goritmusnak nincs is sziiksége. Valojaban egy masik paramétert is felhasz-
nalhatnénk, de erre csak a tételek bizonyitasa utan tériink ki.

Sziikségiink lesz két lemmara, melyek a ©-r6l szolnak.

1. Lemma. Minden irdnyitatlan G(V, E) grdfban, melynek © a vastagsdiga,
van olyan pont, melynek foka legfeljebb 6© — 1.

Bizonyitas: G vastagsiga O, azaz G = G, U ... U Gg, ahol minden G; =
(V(G;), E(G;)) sikgraf. Ismert: E(G;) < 3V(G;) — 6. Ezt minden i-re
Gsszegezve Yo B(G;) < 02 (3V(Gy) —6) = E< 2 (3V —6) = (3V —
6)©. Ha G-ben minden pont foka legalabb 6© volna, akkor 2E > 60OV volna,
ellentmondés. [J

2. Lemma. Egy irdnyitatlan G(V, E) grdf pontjainak MDO szerinti rende-
zése utdn minden pontnak legfeljebb 60 — 1 olyan szomszédja lesz, melynek
ndla nagyobb sorszdma van.

Bizonyitas: Tekintsiik a j-edik sorszamot kapott  pontot. Legyen GU) az
a graf, melyet G-bél az els6 j — 1 pont torlésével kaptunk. Ekkor GU) C G,
ezért GU) vastagsaga legfelijebb ©. A rendezési szabély szerint 2 minimalis
fokt G-ben, ezért az 1. Lemma alapjan G)-ben z foka legfeljebb 60 — 1.
Vagyis a nala nagyobb sorszamu szomszédai legfeljebb ennyien vannak. [

7. Tétel. A MDO rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust, C' C
{Np, : z,y € {t,r}} esetén ALG <60 —1.

Bizonyitas: Amikor egy x pontot szineziink, akkor csak azon, vele kor-
latozasban 4ll6 szomszédjainak szinét nem adhatjuk neki, melyeknek néla
nagyobb sorszamuak. (A t6bbi szomszédjanak még nincs szine.) Ezek a 2.
Lemma alapjan legfeljebb 6© — 1-en vannak. Ez fels6 becslés color(z)-re, és
egyuttal az ALG-ra. O

8. Tétel. A MDO rendezési szabdllyal futtatva az UrtDMA algoritmust, C C
{Ng, : s € {0,1},z,y € {t,r}} esetén, ha N}, vagy Ny benne van C-ben,
akkor 455 < 120(1 + 6,).
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Bizonyitas: Tekintsiik azt, amikor egy bizonyos x pontot szineziink az algo-
ritmusban. z szomszédai koziil {pi, ..., px} nala kisebb sorszamu, {q1, ..., ¢,}
nala nagyobb sorszamii. Még csak a g;-knek van szine. Jelolje N(p;) és N(q;)
rendre a p; és g; azon szomszédainak halmazat, melyek z-nek nem szomszé-
dai, mar van sziniik, és z-szel (nyilvan 1-es tipusi) korlatozasban allnak. Ez-
zel color(z) < 1+n+3 0, [N(pi)|+X7—; [N(g5)| < 1+n+k-max;(|N(p;)|)+
n - max; |V (g;)).

n < 60 —1 a 2. Lemma miatt, max;(|N(g;)|) < A—1és k < A nyilvan-

valé.

Allitas: max;(|N(p;)|) < 60 — 2.

Bizonyitas: Tekintsiink egy p;-t és ennek egy y € N(p;) szomszédjat. y mar
szinezett, ezért sorszama nagyobb, mint z-é (ezt jelolje y > ), de = > p;,
ezzel y > p;. p-nek a 2. Lemma szerint legfeljebb 60 — 1 szomszédja van,
mely nala nagyobb sorszamu, ezek koziil z ilyen, tehat |N(p;)| < 60 — 2. Ez
igaz minden i-re. gy

A fenti becsléseket alkalmazva kapjuk: color(z) < 1+60 —1+ A(© —
2) + (60 — 1)(A — 1) = 60 + 120A — 3A — 60 + 1 < 120A.

N! vagy N] benne van C-ben, ezért OPT > min(p,d), mivel a p-t ado
élek (paronként) az N}, a d-t ad6 élek (paronként) az N}, 4ltal korlatozésban
allnak egymassal. Mivel A < p+ 4, ezért color(z) < 120(p + 0), ami persze
ALG-ra is igaz.

Tgy tehat 55% < 29040 — 120 - max{1+ £, 1+ £} =120(1+4,). O

9. Tétel. A MDO rendezési szabdllyal futtatva az UrtDMA algoritmust, C C
{E;,: s€{0,1},z,y € {t,r}} esetén ALG < 360A.

Bizonyitas: Tekintsiik azt, amikor egy e = z¥ élet szineziink. Legyen
példaul y > x, vagyis az e élet akkor szinezziik, amikor az MDO szerinti
sorrendben az y kovetkezik.

Az e-vel korlatozasban allo élek koziil (az esetleges yZ-et nem szamitva)
nevezziik z-éleknek az r végpontiakat és még azokat, melyeket x-t61 egy ma-
sik él elvalaszt. Az y-éleket hasonloképp definidljuk. E két halmaz méretére
adunk felsé becslést.

Nézziik az y-éleket. (Az x-élekre ugyanez a gondolatmenet és becslés
alkalmazhato.)

Legyenek {pi,...,pr} y szomszédai koziil azok, melyeknek kisebb a sor-
szamuk y-nal, és {q,...,q,} az y-nal nagyobb sorszamtiak. A g;-knél 1év§
éleket mar mind megszineztiik, ezek szamat (azaz a g; fokat) jeloljik d(q;)-
vel. Esetleg méar néhany élet a p;-knél is megszineztiink, ezek halmazat jelol-
jiik I(p;)-vel. Ezzel az y-élek szama < 377, d(g;) + S ()
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Itt n <60 —1 a 2. Lemma miatt, d(g;) < A és k < A pedig nyilvanvalé.
Allitas: |I(p;)| < 2(60 —1).
Bizonyitas: Tekintsiink egy szinezett p;z élt (z = y is lehet, és barmelyik
irAnyba mutathat az él). Mivel ez szinezett, ezért vagy z = y és ekkor
z > p; (asorszamukra értve), vagy a p;z él valamelyik végpontjanak sorszdma
nagyobb kell legyen y-énal, ez pedig csak z lehet — és igy is z > p;. llyen 2
szomszédja p;-nek legfeljebb 60 — 1 lehet, és ilyen p;z él legfeljebb 2(60© — 1)
lehet. [ gygas

A fenti becsléseket beirva, az y-élek szdma < A-(60—1)+2-A-(60—1) =
3A - (60 —1).

Figyelembe véve az 4 élet is, color(e) < 2-3A-(60—1)+1+1 < 360A.
A tételt belattuk. O

10. Tétel. A MDO rendezési szabdllyal futtatva az UrDMA algoritmust,
{E), : =,y € {t,r}} € C C {E}, : s € {0,1},z,y € {t,r}} esetén

ALG
ALG' < 360.

Bizonyitas: A 9. Tétel miatt ALG < 360A. A feltétel miatt OPT > A,
ezzel kész. O

Megjegyzés: Amint lathattuk, a © paraméternek csak azt a tulajdonsa-
gat hasznaltuk ki a fenti bizonyitasokban, hogy a 60 — 1 szadm fels6é korlat
az MDO rendezésben egy pont nagyobb sorszami szomszédainak szamara.
Egy konkrét grafra viszont polinom idében kiszamolhat6 az MDO sorrend, és
az imént emlitett szomszédsdgok maximuma is. (Béar egy grafnak esetleg le-
het to6bbféle MDO sorrendje is, melyekben ez a maximum eltérs lehet.) Ezt a
paramétert mondjuk p-vel jelolve, az UxDMA algoritmusra a fenti tételekben
© helyett ’%l—ot irva jobb becsléseket kapunk.

2.2.5. A O paraméter

A fentiekben felhasznaltuk a © paramétert, ezért érdemes Gsszefoglalva
attekinteni a vele kapcsolatos fontosabb ismereteket. Az alabbi eredményeket
a [1],]14],16],]7],|8],|16] cikkek alapjan kozoljik. A G = (V, E) iranyitatlan
grafban legyen n = |V|,e = |E|, A tovabbra is a G-beli maximalis fokszam,
valamint ©(G) a G graf vastagsaga. K,-nel a teljes n ponta grafot, K, ,-nel
az m és n elemszamu ponthalmazokon vett teljes paros grafot jeloljiik.
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e O(G) =max{O(H) : H a G-nek egy 2-sszefiiggd komponense}
e HCG=0O(H)<O(G)
o Az Euler-tétel segitségével igazolhato:

— Minden G grafra ©(G) > [3-55|.

— Haromszdgmentes G-re O(G) > [%].

o O(Ky) = O(K19) =3, és ha n # 9,10, akkor O(K,) = |22].

o O(Kpy) = [%-‘, kivéve ha m < n paratlanok és létezik k € N :
n = \‘Zk(mf?)J .

o O(G) < | 2] (mert O(G) < O(K,))
» 0(G) < |5 +3]
e O(G) < ¥ 4+ 0(1)

— 16

e O(G) < [é—l

S 13
o G fa-vastagsiga < k = O(Q) < [£]

e (G-ben nincs K5 minor = O(G) < 2.

A [22]| cikkben azt allitjak, egy graf vastagsaga altalaban sokkal kisebb,
mint a benne levé maximalis fokszdm. A fenti eredmények ezt az allitast
nem tamasztjak ald. Azonban, a [22]-ben kis grafokon demonstraljak (a graf
vastagsagara fels6 becslést adva), hogy a © altalaban valoban joval kisebb,
mint a A. Allitjak tovabba, hogy a gyakorlati feladatokban a © egy kis kons-
tanssal becsiilhetd.
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Osszefoglalva, a kovetkezs tételeket bizonyitottuk:

Korlatozasok (C) és Feltétel Felhasznélt| Eredmény
rendezési
szabéaly
1. |CC{N;, z,ye{t,r},s€{0,1}} | tetszbleges | ALG < A”+1
2. |CCH{E;,,z,ye{t,r},s€{0,1}} | tetszbleges | ALG <
A%+ (A —1)
3. | {N;,, N} L CC tetszoleges | 552 < A+ 1
{ M,Nl s,y € {t,r}}
4. | CC{N;,: s €{0,1},z,y € {t,r}} | tetszbleges | 55Z < A +1
Feltétel: G-ben csak oda-vissza élek
vannak
5. [{E),:z,ye{t,r}} CCC tetszoleges | 552 < 2A — 1
{E;,: s€{0,1},z,y € {t,r}}
6. | C={Ey,: z,y€{t,r}} tetszleges | A < ALG <
2A —1
7 | CC{NY, zye{tr}] MDO ALG <60 —1
8. | CC{N;,: s€{0,1},z,y € {t,7}} | MDO 2L <
Feltétel N} vagy N}, benne van C- 120(1 + 4,)
ben
9. |CC{E;,: s€{0,1},z,y € {t,r}} | MDO ALG < 360A
10. | {E), : z,ye{t,r}} CC MDO 218 <360
C{E;, : s€{0,1},z,y e {t,r}}

feladatot.

Ezen szakasz zarasaként, tekintsiink nyolc valos életbeli csatorna-beosztasi
A hagyomaéanyos feladat-leirasokat mell6zziik, inkabb a targyalt

modelliink keretein beliil irjuk fel 6ket, a megfelel6 korlatozashalmazokkal:

1. | Ny Cellular network Freq. assignment
2. | Nj TOCA/ROCA CDMA code assignment
3. | N), N}, (T/F)DMA broadcast schedule/assignment
4. | EX Eft, EY POCA CDMA code assignment
5. | EX B}, Ef,, E} | (T/F)DMA link schedule/assignment
6. | ES.,E}, B} Full Duplex (T/F)DMA link schedule/assignment
7.| B2 ED (T/F)DMA schedule/assignment,
with multiple directed antennas
8. | EX, B}, Ep, B | RTS-CTS protocols
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A bizonyitott tételekbdl ezekre a feladatokra a kovetkezd eredmények

adodnak:
Feladat Korlatozas- Tetszoleges rendezés- | MDO-t hasznalva
sorszdma | halmaz sel
1. NJ SEE<A+1 ALG <60 —1
2. N% 1 %”2 <A+1 %”2 < 120(1+4,)
3. Ny, Ny opr SA+1 557 < 120(1+6,)
4. E° E) E? ALG <2A -1 ALG <2A -1
5. B By BN B | opp <2A 1 ALT <360
6. E°  E) E} ALG < A?+(A—-1)? | ALG < 360A
7. E’ E) ALG < A%+ (A—1)? | ALG < 360A
8. ELE) E) B} | 552 <2A -1 L8 < 360
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2.3. El-iitemezés szenzorhalézatokban

Az alabbiakban a fejezet el6z6 részének végén emlitett feladatok koziil az
5. sorszamuval fogunk részletesebben foglalkozni.

Adott egy szenzorhélozat, rajta egy TDMA (Time Division Multiple Ac-
cess) protokoll. Ez azt jelenti, hogy (altalunk meghatarozhaté mennyiségi
idGegységbdl 4ll6) szakaszokra oszthatjuk az idét, és megmondhatjuk, hogy
az egyes szakaszokban mely szenzorok kozott mely idGegység(ek)ben tortén-
het iizenetkiildés.

A halozatot tovabbra is a fejezet el6z6 részében definidlt G = (V, A)
iranyitott graffal modellezziik.

El-iitemezés: idGegységek hozzarendelése a halozatban a szomszédos pon-
tokhoz (vagyis a G-beli iranyitott élekhez). Meg kell hatarozni az id6-
szakaszok hosszat is, amellyel dolgozunk.

2.3.1. A feladat

Az él-litemezés nyelvezetén megfogalmazva: Adott szenzorhalézathoz
készitsiink él-iitemezést, a lehetS legkevesebb idGegységhbdl allo idG-szakaszt
hasznalva. Ezzel azt hatarozzuk meg minden parra, hogy az els6 tagja a ma-
sodik tagjanak mely idGegységben kiildhet iizenetet. Vigyaznunk kell, hogy
ha a halézatban az iizenetkiildések elindulnak, ne fordulhasson el6 egy szen-
zorndl sem interferencia. Ezért nem rendelhetjiik ugyanazt az idSegységet
két parhoz, ha valamelyik szenzor mindkét parban szerepel, vagy ha az egyik
par elsé tagja képes iizenetet kiildeni a masik par méasodik tagjanak.

A csatorna-beosztasi modell nyelvezetén megfogalmazva: Adott egy
G iranyitott graf, szinezziik meg minél kevesebb szinnel az éleit, a C' =
{E2 E}, EY El} korlatozashalmaznak eleget tevéen (azaz a szomszédos
élek kiilonbo6z§ szintiek legyenek, és két él ne legyen egyszinti, ha az egyik

kezdGpontjabol a masik él végpontjaba mutat egy él).

Feladatunk tehat egy specialis csatorna-beosztési feladat, de még igy is
NP-nehéz [22]. A fejezet el6z6 részében bemutatott algoritmus természete-
sen alkalmazhat6 a feladat megoldasara, és azt is bizonyitani tudtuk, hogy
tetszGleges rendezéssel futtatva (2A — 1)-kozelits, MDO-val futtatva (360)-
kozelitd.

Most egy masik algoritmust ismertetiink, a [10] alapjan. A bemutatand6

eljaras kétfazisu, és elosztottan miikodik (bar a mésodik fazis leirasat csak
centralizaltan adjuk meg).
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Jelolje Gy(V, Ag) azt a grafot, melyet a korabbiakban definialt G1-bél ugy
kapunk, hogy a parhuzamos éleket egy-egy éllel helyettesitjiik, és legyen A,
a (p-beli maximalis fokszam. (Emlékeztets: G az a graf, melyet G-bdl ugy
kapunk, hogy elhagyjuk az élek iranyitasat.)

Az algoritmus az els6 fazisban egy (hagyomanyos értelemben vett) él-
szinezést csinal Go-n, legfeljebb Ay + 1 szinnel. Ez a fazis Misra és Gries
algoritmusan alapul. A méasodik fazisban késziil el az él-iitemezés.

Bizonyitani fogjuk, hogy ha GG, egy fa, akkor az algoritmus legfeljebb A+2
idGegységbdl allo id-szakaszt készit, ami lényegesen jobb, mint az UxDMA
algoritmus eredménye. A természetesen egy alsé korlat az idGegységek sza-
mara, hiszen a szomszédos éleknek kiilonb6z6 szintieknek kell lenniiik.

Megjegyzés: Ha (G5 nem fa, akkor nem tudunk semmilyen biztositékot
mondani arra vonatkozolag, hogy hany id&egységhdl kell allnia az él-iitemezés
idg-szakaszéanak. A [10]-ben aranylag kevés élt tartalmazo (ritka) nem-fa gré-
fokra szimulacioval azt a feltevést tdmaszottak ala, hogy az algoritmus altal
felhasznalt idGegységek szama kozel van A + 2-h6z. Azt mondhatjuk tehat,
hogy nem csak a fiknél, de a gyakorlati feladatokban el6fordulé grafoknal is
jol miikodik az algoritmus.

2.3.2. Konstruktiv bizonyitas Vizing tételére

Feladat: Adott egy egyszer( irdnyitatlan graf. Szinezziik meg az éleit leg-
feljebb D + 1 szinnel, ahol D a grafban a maximalis fokszam.

Az alabbiakban Misra és Gries algoritmusat [19] mutatjuk be a feladat
megoldasara. Ezen eljaras elosztott valtozatat fogjuk majd alkalmazni az
eredeti feladatunkban az él-iitemezéshez készitends élszinezésnél.

Az algoritmus egyenként szinezi meg az éleket, végig fenntartva a szinezés
helyességét, azaz a mar szinezett élek kozott nincs két szomszédos, melyek
azonos szintek.

Két adatstruktarara lesz sziikség: a legyezére és a cd-utra.

Egy i pont < vy ...v > legyezdje (2.2. abra) az ¢ néhany szomszédjanak
egy olyan listaja, mely

e nemiires
e az (i,v;) él nincs szinezve

e az (i,v;41) €l szine szabad a v; pontnal (j =1,...,1—1).
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Barmely ponthoz egy maximalis legyez6t moh6 médon meg lehet konst-
ruélni.

2.2. abra. Legyez6

A < wvy...v > legyezd forgatdsa alatt azt értjiik, hogy minden j-re az
(,v;) élet atszinezziik az (i,v41) €l szinére (2.3. abra). Ekkor a szinezetlen
(1,v1) €l megszinez6dik, az (i,v;) €l elveszti a szinét. Konnyen belathato,
hogy mitivelet megérzi a graf szinezésének helyességét.

2.3. 4dbra. Legyez6 forgatésa

Ha adott egy 7 pont, és nala egy < vy...v; > legyezd, akkor cd-ut alatt
egy olyan, i-b8l indulo, ¢ és d szini élekbdl 4ll6, maximalis hossza (alter-
nalo) utat értiink, ahol ¢ szabad szin i-nél, d pedig v-nél. (A ¢ = d eset is
megengedett, ekkor persze a cd-tut hossza 0.) Ez egyértelmtien létezik (adott
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i,< vy...v >,c,d és egy helyes szinezés esetén). Az 4t invertdldsa alatt
azt értjiik, hogy a c szint éleket d szintiekre cseréljiik rajta és forditva. Egy-
szertien igazolhato, hogy ez a miivelet megérzi a graf szinezésének helyességét.

Legyen adott i-nél egy < vy ...v; > legyez6 és a hozza tartoz6 cd-ut. Mi-
vel i-nél a ¢ szin szabad, ezért a cd-ut els, (i,v) éle d szint (ha az Gt nem 0
hossztl), és v = vy valamely k-ra, azaz v benne van a legyez6ben (kiilonben
nem lenne maximaélis a legyezd).

Az algoritmus a kovetkez6 modon szinezi az (i,v) élt:

Keres egy < vy ...v; > maximalis legyezst.

Keres egy cd-utat. (A c,d szinekre altalaban tobbféle valasztasi lehe-
tGség van. Egy mindig van, mert D + 1 szinnel dolgozunk.)

meghataroz egy w pontot, melyre

— w = v; ha egy legyez6-él sem d szinii VAGY a v, pont benne
van a cd-utban.

— w = vi_1 ha a v,_; pont nincs benne a cd-utban.
A cd-utat invertalja.

Ekkor < vy ...w > egy (nem feltétleniil maximalis) legyez6 lesz (ezt az
allitast kés6bb belatjuk), ezt megforgatja.

Legyen az (i, w) él szine d.

Azt kell csak latni, hogy < wvy...w > tényleg egy legyezd, és hogy az
invertalas utan is szabad marad w-nél a d szin (azaz az utolso lépés sem
rontja el a szinezés helyességét).

Ha egy legyez6-él sem volt d szind, akkor a cd-ut 0 hosszi, nincs inver-
talas, w = v;, az eredeti legyezénket valasztottuk. w = v;-nél a d szin
persze szabad marad.

Ha a vy_; pont nincs benne a cd-utban (w = wg_;), akkor néla az
invertdlas utan is szabad marad a d szin. Tehat a < vy ...vp_1 > egy
legyez6 lesz, mert az invertalas utan is igaz marad, hogy az (¢,v,41) él
szine szabad a v; pontnél (j =1,...,k —2).
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e Ha a v,_; pont benne van a cd-tutban, akkor nala végzddik a cd-ut egy c
szin éllel (mert vg_;-nél eredetileg szabad volt a d szin). Az invertalas
utan nala szabad lett a ¢ szin, és pont erre van sziikség, mert az (7, vy) él
szine c lett. A v; nincs benne a cd-titban (mert csak a masik végpontja
lehetne, de vx_1 # v;), ezért nala szabad maradt a d szin. Tehat a
< vy ...y > tényleg egy legyezs.

Ezt a szinezési eljarast iteraljuk az egyes pontoknal, amig minden él meg
nem lesz szinezve.

Megjegyzés: Amig lehet, az egyes l1épéseknél érdemes a c, d szineket gy
valasztani, hogy ¢ = d legyen, mert ekkor nincs sziikség az idGigényes cd-ut
invertalasra, és igy gyorsabb lesz az algoritmus.

2.3.3. Elszinezés

Misra és Gries algoritmusa centralizalt. Ezt az egyes pontoknal kiilon-
kiilon alkalmazva (D = Aj-vel), egy elosztott algoritmust kaphatunk Gy él-
szinezésének elkészitésére. Sziikség lesz azonban néhany kiegészitésre, hogy
az elosztott megvalositas soran felmeriil6 problémakat elkeriiljiik.

Minden ¢ pont a sajat, szomszédos éleit szinezi. Egy él szinezéséhez készit
egy legyez6t. Ahhoz, hogy ez a legyez6 ne valtozzon meg menet kozben,
az sziikséges, hogy az i szomszédaindl levs éleken ne valtozzanak a szinek.
Tehat ha az ¢ pont szinez, akkor a téle legfeljebb 2 tavolsdgra levé pontok
nem szinezhetnek.

A cd-ut invertilasahoz pedig az kell, hogy az 1t élei ne viltsanak menet
kozben szint.

A szinezést két menetre bontjuk. Csak a masodik menetben fogunk hasz-
nalni cd-utakat.

Els6 menet

C = a szinek halmaza
C; = az i-nél lev élek szineinek halmaza (egy adott pillanatban)

Fi=C\Ci

Az i pont csak azutan kezdi el szinezni az éleit, miutan az Osszes, téle
legfeljebb 2 tévolsagra levd, nagyobb ID-ji pont ezt befejezte. Annyi élet
szinez ki, amennyit tud, a kovetkez6 moédon. Begytijti minden &k szomszéd-
jatol a megfelels Cy értékeket. Kivalasztja valamelyik (i,v;) szinezetlen élt.
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Elkészit egy < vy...v; > legyez6t, majd a c, d szineket gy valasztja, hogy ha
FiNF, #0, akkor ¢ € F; N F,,, d =c. Ekkor a cd-ut 0 hosszt lesz, azaz
nincs sziikség a cd-ut invertaldsara. A legyez6t megforgatja, és a szinezetlen
(7,v1) élnek a d szint adja.

Ugyanigy tesz a tObbi szinezetlen élnél is, amig a kapott legyez6ben tud
ugy valasztani, hogy ¢ = d legyen. Ha mar nem, akkor kozli a szomszédjai-
val a megszinezett élek szinét, majd a szomszédokat és masodszomszédokat
tajékoztatja, hogy befejezte az els6 menetet.

Masodik menet

A cd-utak invertaldsa nem feltétleniil torténhet egyszerre, mert ha két
ilyen ttnak van kozos szine, akkor az utak metszhetik egymést. Ezért za-
rakat fogunk kérni a cd-utakon az élekre az egyes csucsoknal, és vigyazunk,
hogy elkeriiljiik a ,deadlock” szituaciokat, azaz az olyan helyzeteket, amikor
a cd-utak egymésra varnak.

A zarakra bevezetiink prioritdsokat (rendezést). Ha egy i pontbol induld
cd-ut keresése kozben kérlink zarat, akkor ennek a zarnak a prioritasa az 7
pont ID-je lesz. Minél nagyobb ez az ID, annal nagyobb a kérés prioritasa.

Kétféle zarat hasznalunk: elévételi és nem-elévételi zdrat.

Az i pont elinditja a cd-ut keresést: tesz egy elgvételi zarat a bel6le indulo
d szinii élre, majd tovabbitja a zéar-kérést az él masik (j) végpontjahoz. A cd-
ut tovabbi pontjai el6vételi zarakat tesznek a hozzajuk csatlakozo c, d szini
élekre, majd tovabbitjak az tton a zar-kérést. Az Ut végpontja az utolso élre
tesz egy nem-elévételi zarat, majd visszakiildi az iton az ttkeresés sikeressé-
gét. A kozbiilsé pontok cserélik az elGvételi zarakat nem-elgvételiekre. (Mire
az iizenet visszaér i-hez, a cd-ut Osszes élére nem-elGvételi zarak vannak az
ut pontjainal.) Ekkor 7 iizen az 0t pontjainak, hogy cseréljék az élek szinét
és oldjék fel a zarakat.

Ha egy pont kap egy kérést, hogy tegyen el6vételi zérat egy élre egy cd;-
uton, de az élen mér van egy masik, valamely cdo-tithoz tartozo zar, akkor
csak abban az esetben cseréli le a zarat, ha a cds-es ut zéarja elGvételi és
prioritasa kisebb, mint a cd;-esé. Ekkor cseréli a zarat, és a cdy-titon mindkét
irAnyban kiild egy iizenetet az ttkeresés sikertelenségérél. Ennek hatéséira a
cdo-titon a zarak feloldodnak, és az ut kezdGpontja ujrakezdi az ut felépitését.

Amennyiben viszont nem ez a helyzet, akkor a cd;-es kérésnek (és egyben
a cd;-ut keresésnek) varnia kell, amig a zarat feloldjak.
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Miel&tt egy pont szinezne a masodik menetben, nem-elGvételi zarakat tesz
a bel6le indul6 élekre maganéal és a szomszédjainal. Ennél a lépésnél egy kis
kiilonbséget kell tenni a zar-kezelésben az el6z&ekhez képest.

Tekintsiik azt az esetet, amikor egy i pontnak valamelyik élre (magénal
vagy egy szomszédjanal) nem sikeriil zarat tenni ebben a végs6 szakaszban,
mert az élen mar van egy L zar.

e Ha az L zar prioritasa nagyobb, mint az i ID-je, akkor (fiiggetleniil attol
hogy az L zar elgvételi-e vagy sem) torolni kell az 6sszes, az i altal ebben
a zar6 szakaszban lefoglalt zarat, és az i-b&l induld cd-uton lefoglalt
zarakat is. Ezek a torlendd zérak mind nem-elGvételiek. (Ez a zar-
torlési miivelet implementalhatd elosztottan, de itt eltekintiink ennek
részletezésétdl.) Ekkor az ¢ pontnak természetesen tjra kell inditania
a cd-ut keresést.

e Ha az L zar prioritasa kisebb, mint az ¢ ID-je: amennyiben az L el6-
vételi, akkor torélhetd, ha pedig nem-elGvételi, akkor az ¢ altal inditott
zar-kérésnek varni kell, amig az L zéarat feloldjak (ez a két eset tehat a
fentebb leirt protokolltél nem tér el).

Ezzel a modszerrel elkeriilheték a deadlock szituaciok, amikor az egyes
zar-kérések korben varjak egymast. (Meggondolhaté: a legnagyobb priori-
tasu cd-ut keresés és szinezés el6tti él-lefoglalas egy id6 utan mindenképpen
megtorténik.)

Az élszinezést tehat elkészitettiik. Most kovetkezik az él-litemezés.

2.3.4. Az él-titemezés elkészitése

Az egyszertiség kedvéért egy centralizalt leirast adunk, mely kénnyen imp-
lementalhaté elosztott mddon a [13],[25] alapjan.

Go(V, Ay) jeloli a halozatot. Egy adott élszinezés esetén egy g szinre
G35(V9, E9) jelolje azt a grafot, melyre V9 a g szinii élek végpontjai, EY pedig
a V9 altal feszitett élek.

Minden g szinnek két idGegység fog megfelelni az él-iitemezésben. Ezek-
ben csak a V9-beli pontok fognak iizenetet kiildeni vagy fogadni.

Tekintsiik az els6 idGegységet a kettébsl. A V9-beli pontoknak elGjelet
adunk, ahol a ,,+” elGjel azt fogja jelenteni, hogy ebben az id6egységben a
pont csak kiildhet, a ,,—” pedig azt, hogy csak fogadhat. Vagyis, ha egy ,+”
jeld pontbol egy ,,—” jeld pontba mutat egy él az eredet: G hal6zatban, akkor
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kozottiik ebben az idSegységben torténhet iizenetkiildés. Ha G-ben olyan él
(is) van, mely a két pont kozott éppen az ellenkez§ iranyba mutat, akkor az
az él a g-nek megfelel6 méasodik idSegységhez fog tartozni.

Minden g szinre, G3-nek egy érvényes eldjelezése olyan V9 — {4 —}
hozzarendelés, melyre ha x € V9 jele +/—, akkor a x szomszédai koziil csak
annak lehet —/+ a jele, mely z-szel a g szinii éllel van Gsszekotve.

G9-nek egy érvényes elGjelezésénél tehat azok a pontok, melyek g szint
éllel vannak Gsszekotve, kiilonbo6z6 elGjeliiek, a tobbi pontpar azonos elGjeld.

Nyilvanvalé, hogy egy érvényes elGjelezés ,megforditasa” is érvényes, va-
gyis amelyben minden pontnak az elGjelét az ellentettjére valtoztatjuk.

Megjegyzés: Ezen a ponton érdemes megfigyelni, hogy ha sikeriil egy
érvényes elGjelezést késziteni az egyes G3-khez, akkor az ezaltal kapott él-
iitemezés eleget tesz az eredeti feladatunkban megadott korlatozasoknak.
Egyrészt (G5 szinezésének helyessége és az elGjelezés miatt szomszédos G-beli
éleken nem torténhet iizenetkiildés ugyanabban az idGegységben; masrészt
az elGjelezést tgy készitettiik, hogy az E} korldtozasnak is eleget tegyen a
kapott él-iitemezés (ez konnyen meggondolhato).

Ha egyaltalan létezik érvényes elGjelezés egy konkrét g szinre, akkor G-t
egy DFS bejarassal meg lehet elGjelezni. Ezt elosztottan ugy oldhatjuk meg,
hogy inditunk kiilon-kiilon, minden pontbo6l DFS-t, de ha egy pontot tjra
akarnank elGjelezni, akkor csak azt az elGjelet tartjuk meg, amelyik a na-
gyobb ID-jd pont altal inditott DFS bejarashoz tartozik. Ennek az lesz az
eredménye, hogy végiil csak a legnagyobb ID-jii pont DFS-e soran készitett
el6jelezés marad meg.

Konnyen lathatd, hogy ez az eljaras mindig ad egy érvényes elGjelezést,
ha G5 egy fa. Ha kor is van Go-ben, akkor benne a paros sok g szint élbsl
allo korok elgjelezhetsk lesznek, a tébbi kor nem. (Mert minden g szint élen
elGjelvaltas torténik.)

Az is konnyen lathato, hogy mivel DFS-t hasznaltunk, ezért ha ezzel nem
sikeriilt érvényes elGjelezést csindlni, akkor az nem is létezik. Ugyanis ez a
baj a DFS-fiban csak egy ,vissza-élen” vald lépéskor kovetkezhet be.

Ha tehat a (legnagyobb ID-jii) ¢ € V9 pontnak a DFS bejaras soran nem
sikeriilt G5-t el6jeleznie, akkor i a hozza csatlakozo g szint élnek ad egy méasik
szint. (Ekkor lehet, hogy 1j szint kell bevezetnie a rendelkezésre allo Ay + 1
szinen tul.) Ebben az esetben tjraindul a kisérlet az el6jelezés elkészitésére,
az immar eggyel kevesebb élet tartalmazo G3-ben.
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2.3.5. Végeredmény fakra

Ha G5 egy fa volt, akkor tehat legfeljebb Ay 4 1 szint hasznéltunk fel és
mindegyik szinhez pontosan 2 idGegységet, Osszesen tehat legfeljebb 2(As+1)
idGegységbdl kell allnia az él-iitemezésben meghatarozando idG-szakasznak.

G5 konstrukci6jabol nyilvanvald, hogy Ay < A < 2A,, igy tehat a sziik-
séges idG-szakasz hossza legfeljebb A + 2.
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3. fejezet

Alvasido-utemezés

3.1. Bevezetés

Egy szenzorhalozatban levé szenzorok valamilyen lokalis aramforréssal
miikodnek, ami lehet példaul egy elem vagy akkumulator. A szenzorok &lta-
laban nem tul nagyok, ezért az &ramforrasnak is viszonylag kis mérettinek kell
lennie. Az aramforrasrol altalaban tudni lehet, illetve kiszamithato, hogy ha
a szenzor folyamatosan hasznalja, akkor az mennyi ideig tud dramot szolgil-
tatni. Ez a miikodési id6 az elem vagy akkumulator kis méretébsl adoddéan
gyakran igen révid lehet. Ha azt szeretnénk, hogy a halézatunk hosszabb
ideig mtkddhessen 1gy, hogy kozben ne kelljen a szenzorokban elemet cse-
rélni, vagy az akkumul&torokat djratolteni, akkor nem tehetjiik meg, hogy
minden szenzor folyamatosan bekapcsolt allapotban legyen. Sziikség van
arra, hogy a szenzoroknak megengedjiik, hogy ,aludjanak”, s6t, az id6 nagy-
részében kikapcsolva legyenek (vagy készenléti, energiatakarékos allapotban),
és csak néha-néha kapcsoljak be magukat, és lépjenek miikodésbe. Ezzel a
modszerrel jelentésen meghosszabbithatjuk a halézat zavartalan miikodésé-
nek idétartamaét.

Felmeriil azonban egy probléma. Ha a hilozatban sziikséges, hogy a szen-
zorok iizeneteket kiildjenek egymasnak, akkor ha iigyetleniil hatarozzuk meg,
hogy az egyes szenzorok mely idGegységekben legyenek ébren és mikor alud-
janak, akkor a koztiik mend iizenetek sokat késhetnek ahhoz képest, mintha
minden szenzor folyamatosan ébren lenne. Ez pedig nyilvan ellehetetleniti
az egész hélozat mikodését. Sziikség van tehat a szenzorok alvasidejének
hatékony iitemezésére, ahol hatékonysig alatt azt értjiik, hogy a szenzorok
kozott mend iizeneteknek ne legyen nagy a késésiik.
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Feltételezések, megjegyzések

Az alvésidé-iitemezésnek olyan hal6zatokban van igazi jelentGsége, me-
lyekben atlagosan kicsi a kommunikacios igény. Ugyanis ha a halézatban
viszonylag sok iizenetnek kell &thaladnia, vagyis a szenzorok az egyes id&in-
tervallumokban atlagosan sok iizenetet kiildenek, akkor ez azt jelenti, hogy
az alvasid6-iitemezésnek koszonhetGen ugyan meghosszabbitjuk a szenzo-
rok élettartaméat, viszont az iizenetek tul sokat fognak késni ahhoz képest,
amennyi energiat a szenzorok megtakaritanak. Akkor érdemes lehet6vé tenni
a szenzorok szaméara az alvast, ha enélkiil az id6 nagyrészében ugyan be len-
nének kapcsolva, de nem vennének részt az lizenetek tovabbitasaban. — Min-
denesetre, a késGbbiekben ezzel a kérdéssel nem fogunk foglalkozni, azaz nem
fogjuk vizsgélni, hogy a szenzorok atlagosan hany idGegységenként kiildenek
iizenetet a szomszédaiknak. Célunk mindossze az lesz, hogy iizenetek késését
minimalizaljuk.

Ebben a fejezetben mar nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy milyen
feltételeknek kell eleget tenniink az iizenetek kiildésekor. Feltessziik, hogy
barmely szenzor barmely szomszédjanak tud iizenetet kiildeni, a cimzett pe-
dig a kiildeményt képes fogadni, amennyiben éppen ébren van.

Az iizenetek adott hossziusaguak. (Azonos hosszu iizeneteket készithe-
tiink példaul az lizenetek feldarabolasaval.) Ha kiilonb6z6 hosszusagi izene-
teket is lehetne kiildeni, akkor a leghosszabb lehetséges iizenet elkiildéséhez
sziikséges id6t kellene egységnek valasztani, ami jelentGsen csokkentené az
energiamegtakaritast.

A szenzorok alvasidg-iitemezésével azt fogjuk meghatarozni, hogy mely
idGegység(ek)ben fogadhatnak iizenetet, mig a kiildésre majd barmelyik id6-
egységben sort kerithetnek. Ha egy szenzornak egy iizenetet el kell kiildenie
valamelyik szomszédjanak, akkor ezt abban az idGegységben fogja megtenni,
amelyikben a kérdéses szomszéd azt fogadni tudja. (Ez az informacio a kiildé
szenzor szamara valamilyen forméaban rendelkezésre all.)

Elsfordulhat, hogy a hélézatban az alvasidé-iitemezés utan két szenzor
kozott nem a legrovidebb tuton lesz a legkisebb az iizenet késése, ami azt
eredményezi, hogy a kisebb késés érdekében tobb energiat kell befektetni egy
iizenet kézbesitéséhez. Ezt azonban nem tekintjiik problémanak, hiszen az
energiamegtakaritds nagyrésze nem az iizenetek minél rovidebb tton valo
kézbesitésének, hanem a szenzorok alvasanak koszonhetd.
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3.2. A feladat meghatarozasa

A szenzorhalézatot egy G = (V, E) iranyitatlan graffal modellezziik, ahol
V' a szenzorok halmaza, és két szenzor kézott akkor van él, ha tudnak egymaés-
nak iizenetet kiildeni. Ebben a modellben tehat feltételezziik, hogy ha egy
v szenzornak a hatdétavolsagan beliil van egy w szenzor, akkor ez a viszony
kolcsonos.

Adott egy k € N szam, hogy a szenzoroknak egy idGintervallum idGegysé-
geinek legfeljebb 1/k-adrészében szabad ébren lenniiik. (Ezzel a paraméterrel
szabalyozhato, hogy milyen gyakran legyenek aktivak a szenzorok.)

Adott egy t € N szam, hogy az egy id&intervallumban levs idGegységek
szama tk.

Alvdsidd-iitemezést készitiink: minden ponthoz hozzarendeliink legalabb
egy, de legfeljebb ¢ darab {0,...,tk — 1}-beli értéket. (Ez azt jelenti, hogy
a pontnak megfelel szenzor ezekben az idGegységekben fogadhat iizenetet.)
Jelolje ezt a hozzarendelést f:v eV — F, C{0,...,tk —1}.

Egy (v,w) € E élen killditt izenet késése, amennyiben v-bél w-be megy
a kiildemény:

tk (ha F, = F,, és egyelemiiek)
dr(v,w) =< min{(f, — f,) (mod tk):
fo € Fo, fu € Fu, fo # fu}  (Kiilonben)

Jelolje dp(P) = >, mep dr(v,w) a P (irdnyitott) dton a késést, vala-
mint d;(v,w) a v—w (irdnyitott) utakon levd késések minimumdt. Ez utobbi
mennyiség szomszédos v és w pontokra megegyezik a fentebb definialt, (szin-
tén dy(v, w)-vel jelolt) élen killdott tizenet késésével.

1. valtozat

Mindegyik pont mindegyiknek ugyanakkora val6szintiséggel akar iizenetet
kiildeni.

Legyen Dy = max{d(v,w) : v,w € V,v # w} a késési dtmérd.
Feladat: olyan alvasidé-iitemezést késziteni, azaz olyan f-et talalni, amire
a Dy késési atméré minimaélis.

2. valtozat

Mas-maés az ilizenetkiildés valoszintisége az egyes pontparok kozott. Ekkor
a feladat a varhato késési id6 minimalizalasa lesz.

Legyen P(v,w) az iizenetkiildés valoszintisége v-bél w-be,
D =37, ey P(o,w)dy(v, w) az dtlagos késési dtmérd.
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Feladat: olyan alvasidg-litemezést késziteni, azaz olyan f-et talalni, amire
avg . ;o2 P LT
a D} atlagos késési atmérd minimalis.

NP-teljesség

Annak eldontése, hogy adott G, k, f-re és adott D szamra igaz-e, hogy
Dy < D, illetve D" < D, mér a t = 1 esetben is NP-teljes. [17], [18]

A tovabbiakban csak az 1. valtozat feladataval foglalkozunk, a [17] cikket
kifejtve. Specidlis grafokra vizsgaljuk meg a probléméat, és adunk optimélis
alvasid6-litemezést vagy kozelité megoldast. A fejezet végén felvazolunk egy
modszert arra az esetre, amikor tetszGleges graffal van dolgunk.

3.3. A t=1 eset fan és koron

A t = 1 esetben az id&intervallum k id&egységbdl all, és az f leképezés
egy V — {0,...,k — 1} fiiggvény lesz; jeloljiik minden v € V-re az egyelemii
F, halmazt f(v)-vel.

Tehat egy (v, w) € E élen kiildott iizenet késése, amennyiben v-bdl w-be
megy a kiildemény:

ok (
dy(v,w) = { (f(w) - f() (mod k) (ha

Ebbél kovetkezik:
2
de(v,w) +df(w,v) = { k

3.3.1. Fak

11. Tétel. Legyen T = (V,E) egy fa, k az iddegységek szama. Jelolje T
dtmérdjét h. Ekkor minden f:V — {0,...,k—1} alvdsidd-itemezésre Dy >
hk

7.

Bizonyitas: Jelolje a € V és b € V azt a két pontot, melyek kozott h
felvétetik. Tekintsiik valamely p és ¢ pontok kozott a faban az egyértelmi P
utat, ennek hosszat jelolje s. (Egy 4t hosszdn az éleinek a szamat értjiik.)
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Legyen f egy tetszéleges alvasidé-iitemezés.

dr(p,q) +ds(g,p) = devw de(w,v)

(v,w)eP (v,w)EP
= Z (df(v,w) + df(w,v)) = sk.
(v,w)eP

Behelyettesitve az a, b pontpart, azt kapjuk, hogy df(a,b)+d;(b, a) = hk.
Igy Dy > max{d(a,b),d;(b,a)} > . O

Optimalis megoldas fan

Adjuk meg a fa egy 2-szinezését. Az egyik szinosztaly pontjaihoz rendel-
jik a 0 idGegységet, a masik szinosztily pontjaihoz a [g] idGegységet. Igy
tetszbleges p, ¢ pontokra, melyeknek s a tavolsaga,

Dy = magtma{ds(p,0),dy (0. = max | 5| = [ 5]

J VIS PET

tehat erre az f-re a tétel szerint Dy minimalis.

3.3.2. Korok

12. Tétel. Tekintsiink eqy n = mk pontbdl dllo C kort, a pontokat jeloljik
Vo, - - -, Umk—1-gyel. Ekkor minden f'-re Dp > m(k — 1), és az f(v;) = i
(mod k) (i=0,...,mk—1) hozzdrendelésre eqyenldség dll, vagyis ez az f eqy
optimdlis alvdsiddo-titemezés.

Bizonyitas: A k = 2 eset trivialis, tehat feltehetjiik, hogy £ > 3. A tételben
megadott f-re nyilvan Dy = m(k — 1).

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik f': Dy < Dy. Tekintsiink a vy és a vy,
kozotti utat a koron. Mivel Dy < m(k—1), ezért a vy és vy, kozotti legkisebb
késésti ut (mindkét irAnyban) ez az ut lesz, ugyanis a masik utnak m(k — 1)
éle van, mindegyiken legaldbb 1 a késés. Ez igaz a kor minden m hosszi
utjara.

A Vg, = g jelolést hasznélva, ¢ = 1,..., k-ra di1:= dp(vi-1)m, Vim),
diz:= d g (Vim, V(i—1)m ), €zek tehat mindig a megfelelo két pontot Gsszekoté m
hosszu tton vétetnek fel.

Allitas: dpim = min{d;; : i=1,...,k, j=1,2} < 2m.
Bizonyitas: Tekintsiik a vy és a V[E51 | m kozotti két utat.

Avy = v, > Uy, — ... V51 m uton legaldbb [%1 Aymins
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Vo = Umk—m > - = V[k1],, tton legalabb (k — [%51]) dinin = [%] duin
a késés. Tehat ha di, > 2m volna, az ellentmondana a Dy < m(k — 1)
feltevésnek. [Jzyiss

Mivel egy m hosszti uton legaladbb m a késés, ezért m < dim < 2m.
Legyen dy,;, = m + x, ahol z € {0,...,m — 1}. Vétessen fel d,;, példaul a
Umk—m €S a vy kozott (azaz dpin = di1). Vizsgaljuk meg a dp (vo, Vmk—m—z)
mennyiséget (3.1. abra).

Legyen P : vg = VUpk—m —* Umk—m—gz, €rTe a Py atra dp(P) > mk —
Amin + T = m(k — 1) > Dfl > df’(UO,Umkfmfw)-

Legyen Py : vg — Upy, — Vo, —> ... = Umk—m—g, €TTe & P Utra dp(P) >
SE2dn+(m—2) > (k=dmin+m—z=(k—-2)(m+2z)+m—z =
m(k —1) +xz(k—3) > m(k—1) > Dp > dp(vo, Umk—m—z) (ugyanis k > 3).

Azt kaptuk, hogy min{dff(Pl), dfl(PQ)} > dfl (UO,Umk,m,w), am itt defi-
nici6 szerint egyenléségnek kellene allnia. Ellentmondés.

Tehat az indirekt feltevés hamis, azaz minden f'-re Dy > Dy = m(k—1).
A tételt belattuk. O

® U mk-m-y

3.1. dbra. A két 0t vg éS Vyk—m—z KOZOtE

13. Tétel. Azn=mk+t, 0 <t <k pontbil dllé kirre azn = (m+1)x+y
jeloléssel tetszdleges f' alvdsidd-titemezésre

1)k —

Dy > (m+ 1)k — {MJ .

x

A 12. Tétel-beli szekvencidlis f alvdsidd-itemezésre itt Dy = (m +1)(k —1)
a késési dtmérd (ami nem sokkal tér el az optimumra adott alsé korldttdl).

A tétel bizonyitasa a [17]-ben megtalalhato. Hasonl6 az iménti bizonyi-
tashoz, csak tobb szamolast igényel.
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3.4. A t=2 eset fAn és racson

3.4.1. Fak

14. Tétel. Jeloljik ki a T = (V, E) fa egy r pontjdt gyokérnek. Jeldljik egy
x pont tavolsdgdt a gyokértdl [(x)-szel. Az x pont azokban a t iddegységekben
legyen ébren, melyekre t—1(x) vagy t+1(x) oszthatd 2k-val (t =0,...,2k—1).
(Egy iddintervallum tehdt 2k hosszi lesz, a pontok legfeljebb 2 iddegységben
lesznek ébren.)

Ennek az alvdsidd-iitemezésnek a késési dtmérdje kisebb, mint h—+4k, ahol
h jeléli a fa dtmérdjét.

Megjegyzés: Ennél sokkal jobbat nem varhatunk, még az ébrenlétek sza-
ménak novelésével (vagyis a ¢t > 2 esetben) sem, hiszen a késési atmeérs
mindenképpen legalabb h.

Bizonyitas: Az iizenetek a kovetkezSképp tovabbitodnak. Tegyiik fel, hogy
x akar iizenetet kiildeni a t&le d tavolségra levs y-nak, és ez a t idGegységben
jut eszébe. Legyen z az a pont a fiban, mely az x — y tuton a legkoze-
lebb van r-hez. = var addig a t; idSegységig, melyre mar ¢t; + I(z) = 0
(mod 2k). Ekkor elkiildi az iizenetet az y-hoz vezetd tton, r felé. Amig az
iizenet elér r-ig, addig minden élen 1 lesz a késés. Az x — y tton i, a tel-
jes késés. Amikor a kiilldemény megérkezett r-be, akkor r-nek véarnia kell
addig a t3 idGegységig, melyre mar t3 — [(z) = 0 (mod 2k). Ekkor z tovabb-
kiildi az ilizenetet y fele. A z — y ton is minden élen 1 lesz a késés, és az
izenet végiil a t, idGegységben megérkezik. Tehat az iizenet teljes késése
ty—t = (t1— 1)+ (ta — 1) + (t5 — o) + (ts — t3). Mivel (t4 —t3) + (ta —t1) = d,
ésty —t < 2k —1,1ll. t3 —ty < 2k —1 (ugyanis t,t +1,...,t+2k — 1
valamelyike oszthato 2k-val), ezért t, —t < d+ 4k < h+4k. O

3.4.2. Racsok

15. Tétel. Adott eqy G = (V, E) rdcs-hdlézat, a rdcspontokat jeléljik az
(1,7) koordindta-pdrokkal (x1 < i< z9, 11 < §< Yo, T1,Z2,Y1,Y2 €Z). Legyen
eqy (i,7) koordindtdji pont ébren azokban a t iddegységekben, melyekre t +
it —i,t + j,t — j valamelyike oszthatdé 2k-val (t = 0,...,4k — 1). (Egy
tddintervallum tehdt 4k hosszi lesz, €s eqy pont legfeljebb 4 iddegységben lehet
ébren.)

Ennek az alvdsiddé-iitemezésnek a késési dtmérdje kisebb, mint h—+8k, ahol
h jeloli a G dtmérdjét (h = (x2 — 1) + (y2 — y1)).
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Megjegyzés: Ismét az a helyzet, hogy ennél sokkal jobbat nem varhatunk,
még a t > 2 esetben sem, hiszen itt is a késési atmérs legalabb h kell, hogy
legyen.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy valamely (7, j) lizenetet akar kiildeni egy masik
(p, ¢)-nak. Mutatunk egy utat koztiik, hogy ezen az tton legfeljebb h+8k lesz
az lizenet késése. Nézziik példaul azt az esetet, amikor ¢ < p, j < ¢ (a tobbi
eset hasonléan végiggondolhat6). Ekkor a két pont tavolsiga d = p—i+q—j.
(1,7) var addig a t; idGegységig, melyre mar ¢t; —i = 0 (mod 4k). Ekkor el-
kiildi az iizenetet ,vizszintesen”, (p, j) fele. Amig az iizenet elér (p, j)-ig, addig
minden élen 1 lesz a késés. Ezen az titon p — i a teljes késés. Amikor (p,1)
megkapja az lizenetet, akkor var addig a ¢, idGegységig, melyre mar to—j = 0
(mod 4k). Ekkor (p, j) tovabbkiildi az iizenetet ,fiigglegesen”, (p, ¢)-ig, ezen
az uton is minden élen 1 lesz a késés, 6sszesen g—j. (7, 7) és (p, j) is legfejlebb
4k —1 idSegységet var, mielGtt tovabbkiildi az lizenetet, tehat az iizenet teljes
késése kevesebb, mint 4k + (p— i) + 4k + (¢—Jj) =d+ 8k < h+8k. O

Megjegyzés: A bizonyitdsban megadott iizenetkiildési eljaras természete-
sen kénnyen implementéilhato is egy konkrét racs-halézathoz.

3.5. Altalanos halézatok

Fel fogjuk hasznalni a kovetkezé tételt, mely a [2], [3] és [9] alapjan meg-
fogalmazhato:

16. Tétel. Legyen G egy tetszdleges n ponti hdlozat, ¢ elég nagy konstans.
Jelolje dg(u,v) az u és v tdvolsdgdt G-ben.
Létezik S C {G feszitd fdi},|S| = clogn gy, hogy minden u,v € G
pontpdrra
min{dr(u,v) : T € S} < dg(u,v) - clogn,

ahol dr(u,v) jeloli az u és v tdvolsdgdt T-ben.

17. Tétel. Jelolje lp(x) az x pont tdvolsdgdt valamely r gyokértdl eqgy T € S-
ben. Az x pont legyen ébren azon t iddegységekben, melyekre t — lp(x) vagy
t + lr(z) oszthatd 2kclogn-nel valamely T € S-re. Egy iddintervallum tehdt
2kclogn hosszu lesz, és eqy pont legfeljebb 2clogn iddegységben lehet ébren.

Ennek az alvdsidd-itemezésnek a késési dtmérdje O((h+ k)logn), ahol h
jeloli a G dtmérdjét.
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Bizonyitas: Ismét megadunk egy iizenetkiildési eljarast.

Ha példaul z kiild {izenetet y-nak, azt ugy teszi, hogy megkeresi azt a T-t,
melyre dr(z,y) minimalis, majd ezen a fan tovabbitja az iizenetet, a 3.4.1-
ben targyalt moédon. A 14. Tételbdl és a 16. Tételbsl adodik, hogy ennek
az alvasidé-iitemezésnek a késési atmérdje legfeljebb dp(x,y) + 4cklogn =
O((h+k)logn). O
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4. fejezet

Lokalizacio

4.1. Bevezetés

Gyakran felmeriil szenzorhal6zatok kapcsan a helymeghatéarozas kérdése.
Az volna a legegyszertibb megoldas, ha minden egyes szenzort ellatnink egy
GPS késziilékkel. Erre legtobbszor sajnos nincs lehetdség: egyrészt ez a
megoldas igen koltséges, masrészt a globalis helymeghatarozo6 rendszer csak
szabadtérben telepitett szenzorok esetén alkalmazhato.

Tobbféleképp is lehet kezelni ezt a problémat, koziiliikk most csak néhany-
r6l tesziink emlitést.

Az egyik 6tlet az, hogy ugyan nem ismerjiik egyetlen szenzor pozicidjat
sem, azt viszont konnyen meg tudjuk allapitani, hogy két szenzornak mek-
kora a tavolsdga — mérmint azon szenzoroké, melyek beliil esnek egymas
latétavolsagan. Ezen tavolsdgadatok vizsgilataval kaphatunk bizonyos infor-
mécidkat a szenzorok pozicigjarol. A fejezet els6 részében bemutatunk egy
ad-hoc algoritmust, mely ebben a helyzetben nyujt segitséget.

Ugy is lehet informaciot szerezni a szenzorok elhelyezkedésérsl, hogy egy
mozg6 egység (legyen ez akir egy robot vagy egy dolgozo, aki GPS-szel a
kezében adatokat gytijt) bejarja azt a teriiletet, ahol a szenzorok megtalal-
hatoak, kozben tavolsdgokat mér, koordinatdkat szamol. Ezzel a feladattal
fogunk a fejezet masodik részében foglalkozni.

Végiil, a harmadik részben arrdl a feladattipusrol ejtiink szot, melyben
ziik), viszont nincs lehetdség a tavolsigmérésre: mindossze a szenzorok szom-
szédsagi grafja all rendelkezésiinkre, és ebbdl kell informéciot szerezniink az

“ s,

egységek poziciojaval kapcsolatban.
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Megjegyzés: A lokalizacio feladata egy-, két- és haromdimenziéban is meg-
fogalmazodik a kiilonféle alkalmazasokban. Meg kell jegyezniink azonban,
hogy az egyes feladattipusoknal még egydimenziéban is legtobbszér NP-nehéz
problémékkal kell szembenézniink.

4.2. Bazis nélkiili lokalizalas

4.2.1. A modell

Modelliink egy G = (V, F) iranyitatlan graf, ahol V' pontjai a szenzorok,
és két pont kozott vezet él, ha a megfelel§ szenzorok beliil vannak egymaés
hatétévolsagan. Pontosabban, azt feltételezziik, hogy ez a viszony eleve kol-
csonos, mert minden szenzornak ugyanakkora (R) hatotavolsaga van.

Ismertnek tekintjiikk minden szomszédos n;,n; € V-re az n; és n; tavolsa-
gat, amit r; j-vel jeloliink. (Ezek az adatok a szomszédos szenzorok mérései-
b6l szarmaznak. Megjegyezziik, hogy ezekben a szdmokban lehetnek mérési
hibak, de ezzel most nem foglalkozunk.) Tehét n; és n; kozott van él G-ben,
ha r i,j S R.

Jeloljiik h; j-vel az n; és n; kozott vezetd legrévidebb ut élszamat. (Az
egyes h;;-k nem ismertek a modellben, azaz nem képezik részét a bemuta-
tand6 algoritmus inputjanak. Azokat a h; ; értékeket, melyeket az algoritmus
soran hasznalunk, egy Dijkstra szubrutinnal kiszdmolhatjuk.)

4.2.2. A feladat

Keressiik a pontoknak egy olyan beagyazasat a sikba, mely konzisztens a
mért r; ; értékekkel, vagyis ha két szenzor nincs messzebb egyméstol R-nél,
akkor a beagyazasban a tavolsaguk a megfelel6 r; ; mennyiség.

Megjegyzések

e Ha létezik ilyen beagyazés a sikba, akkor ennek az elforgatasaval, tiik-
rozésével, illetve eltolasival szintén egy konzisztens beagyazast kapunk.
(Ennek persze az az oka, hogy nincsenek bézis szenzorok.) Egyes al-
kalmazasokban azonban elegendd ez a fajta lokalizaci6, mely a szenzo-

T2z

meg.

e Még az egybevagosagoktol eltekintve sem biztos, hogy egyértelmtien
létezik konzisztens beagyazas. Egy élhosszakkal rendelkezé G grdfnak
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egy (élhossztartd) B bedgyazdsa a sikba globdlisan merev, ha az egy-
bevagosagi transzformacioktol eltekintve egyértelmt, azaz ha barmely
més (szintén élhossztartd) bedgyazasban a pontok koézotti téavolsagok
ugyanakkordk, mint B-ben. (Ez a definici6 megfogalmazhato térbeli
bedgyazasokra is.) Egy bedgyazas generikus, ha a benne a pontok &l-
talanos helyzettiek. A G grdf 2D-ben/3D-ben (generikusan) globdlisan
merev, ha minden generikus bedgyazasa a sikba/térbe globalisan merev.
Egy grafrol eldonteni, hogy globélisan merev-e, 2D-ben polinomiélisan
megoldhat6 feladat [11],[14], 3D-ben viszont nem ismert alkalmas teszt
a globalis merevségre.

e Feladatunk NP-nehéz, még abban a speciélis esetben is, ha a G graf
globalisan merev [23|,[27]. Tehat nem varhatunk optimaélis megoldast
ado, P-beli algoritmust, azaz olyat, mely tokéletesen konzisztens lenne
az elézetes tavolsagadatokkal — az ezektsl vett eltérések négyzetosszegét
szeretnénk minimalizalni.

4.2.3. Az AFL algoritmus

A [20] cikk alapjan bemutatjuk az AFL algoritmust (a rovidités az Anchor-
Free Localization kifejezésbél ered), mely a fenti feladatnak egy kozelité meg-
oldéséat adja, vagyis a bedgyazasbeli tavolsagok és az r; ; értékek nem fognak
megegyezni, de nem sokkal térnek el egymastél. A cikkben csak szimulacios
eredmények szerepelnek a kozelités mértékét illetGen: Osszehasonlitva mas
lokalizalé algoritmusokkal, lathaté, hogy ez az eljards messzemenGen jobb
eredményeket produkil. Ezt tobbek kozott azzal magyarazzak, hogy mig
mas eljarasok gyakran névekvé modon épitik fel a bedgyazott grafot, addig
az AFL algoritmusban az egyes pontok koordinatait egyszerre szamoljuk ki,
és iterative javitunk a kapott bedgyazason.

Az AFL algoritmus két fazisbol épiil fel. Az els6 fazisban kinevez egy
pontot kozéppontnak, és ennek, valamint masik négy pontnak a segitségével
felallit egy koordinatarendszert. Ebben a koordinatarendszerben megadja a
tobbi szenzor polarkoordinatainak kezdgértékét. A masodik fazisban lokalis
javitasokat alkalmaz mindaddig, amig a bedgyazas konzisztenciaja lényegesen
javul.
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Els6 fazis

1.

Tetsz6leges ng pontot valasztunk, példaul a legkisebb ID-jiit. (A to-
vabbi pontok valasztasanal is, ha tobb lehetséges pont adodik, szintén
valaszthatjuk a legkisebb ID-jfit.)

. nq legyen az a pont, melyen a max hg; felvétetik, azaz n, legyen minél

tavolabb ng-tol. (Heurisztika: n; a graf ,szélén” van.)

. Ny legyen az a pont, melyen a max h; o felvétetik, azaz ny legyen minél

tavolabb n-t6l, (ny a graf ,;masik végében” van.)

. ng legyen az a pont, ahol min |h; 3 — ho 3| felvétetik, és ha tobb ilyen

pont van, akkor vegyiik azt, melyre h; 3 + ho 3 maximalis.

. ny legyen az a pont, ahol min|hy 4 — ho4| felvétetik, ezen belill amire

hs 4 maximalis. (n3 és ny is a graf két, atellenes végén van, merdlegesen
az ny és ngy altal meghatarozott ,egyenesre”)

. ns legyen az a pont, ahol min|hy 5 — hos| felvétetik, ezen belill amire

|h3 5 — has| minimalis. (ns koriilbelill a graf ,kozepén” van.)

. Meghatarozzuk nq,...,ns segitségével a tobbi n;, € V pont kezdeti
1,i—ho,i
3,i—ha,i’

polarkoordinatait: p; = hs; R, ©; = arctan Z

4.1. dbra. Heurisztika az n; pont ©; elforgatéisi szogének magyarazatahoz
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Heurisztika a kezdeti polarkoordinatakhoz

A sugarat (az ns kozépponttol vett tavolsagot) a legrévidebb 1t hosszanak
R-szeresére valasztva egy olyan kezdeti allapotot kapunk, mintha a grafunk
egy rugos modell lenne: a pontok kozotti élek a rugok, és ezt a szerkezetet a
kozepét (ns-0t) rogzitve és attol minden irdnyban téavolodva ,szétfeszitenénk”.

Az elforgatési szog valasztasa a kovetkez6képp magyarazhato (4.1. dbra).
Ha az n3 és ny pontok altal meghatarozott egyenest képzeljiik egy koordinéta-
rendszer x tengelyének, az n; és no egyenesét az y tengelynek, ns-6t az origo-
nak; feltételezve tovibba, hogy hs 5 = hys = A, illetve hy 5 = hy 5 = B, akkor
kiszamolhato, hogy a kapott koordinatarendszerben az n; pont ns koriili el-
forgatasi szogénck tangense (ii=r2)(ithai)d "oy o) o Puitha ) ) oy pyiseget

g 8 g (hs,i—ha,i)(h3,it+ha;:)B’ (h3,i+ha,;)B y15€8
1-nek feltételezve a O; képletében szerepls tangens értéket kapjuk.

Masodik fazis

Maradva a rugés modell heurisztikajanal: amint a szétfeszitett szerkezetet
(a kbzéppontot tovabbra is rogzitve) elengedjiik, az magatol osszeugrik, még-
pedig tgy, hogy a pontok egyszerre elkezdenek a rajuk haté erék eredGjének
irdnyaba mozdulni. Ezt fogjuk ebben a fazisban megvalésitani.

A pontok mozgasat apro részekre bontjuk, mégpedig gy, hogy minden
pillanatban kiszdmoljuk a pontokra hat6 erék eredéit, és minden pontot egy-
szerre elmozditunk a ra hato eredd erd irdnyéba.

1. Minden n; pontnak van egy aktudlis p; pozicidja. (Ez az els6 pillanat-
ban az els6 fazisban kiszamolt érték.) A pontok elkiildik a pozicioju-
kat a szomszédaiknak. Igy minden pont kiszamolhatja a szomszédaitol
valo tavolsagat az aktudlis bedgyazasban. Az igy kapott tavolsidga egy
n;-nek valamely vele szomszédos n,;-t6l cZ” Természetesen az n; pont
tudja az n;-t6l valo kezdetben mért r; ; tavolsagat is.

2. Legyen 9; ; a p;-bol a p; irdnyaba mutato egységvektor. Ezzel a jelolés-
sel, Fi;j = 0;;(dij — ri;) az n;-re hatd, v; ; irdnyd erd.
Ha kiszamoljuk egy n; pontndl a ra hat6 eréket, melyeket a szomszédjai
fejtenek ki, és ezeket Osszeadjuk, megkapjuk az n;-re hato eredd erdt:

Fi= Y Fy

(i.j)er

3. Ha az eredd er6t minden pontra kiszamoltuk, akkor az 0sszes n; pontot
egyszerre elmozditjuk a ra hato F; irdnyaba. Az elmozditas nagysiga
legyen %, ahol m; jeloli az n; pont szomszédainak szamat. Vagyis
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az elmozditas mértéke annal kisebb, minél tobb szomszédja van egy
pontnak.

Ezutan tujra kiszdmoljuk az aktualis tavolsagokat, az ered§ erGket, el-
végezziik az elmozditdsokat. Ezt ismételjiik mindaddig, amig a beagyazés
konzisztencidja lényegesen javul, vagyis amig a szerkezet energidjdt jelent6
D ig)eE (di; — 7i;)* mennyiség legalabb 0.1%-kal csokken.

Megjegyzés: Az algoritmus leirdsat tobbé-kevésbé elosztott moédon adtuk
meg. A sziikséges kiegészitésekkel, valoban implementalhaté elosztottan.

4.3. Lokalizilas mozg6 egységgel

4.3.1. A feladat

Adott egy G = (V, E) szenzorhalozat a haromdimenzids térben, valamint
az éleken az r;; értékek. Hatérozzunk meg egy mozgd egység segitségével
tjabb tavolsag-értékeket a szenzorok kozott (bévitsiik az E halmazt E'-vé)
ugy, hogy a kapott G = (V, E') graf globalisan merev legyen (3D-ben).

Megjegyzések

e A megoldashoz hasznalhaté mozgd egység azon pontoktol valo tavol-
sdgat tudja megmérni egy pillanatban, melyek az aktualis helyzetébdl
lathatoak. (Lehetnek bizonyos akadalyok, melyek gatoljak a lathatosa-

got.)

e Amennyiben rendelkezésiinkre all a feladatnak egy megoldasa, akkor a
helymeghatéarozas feladata (1d. 4.2.2) megoldhaté barmely bazis nélkiil
lokalizal6 algoritmussal, akar az el6z6 részben bemutatott AFL algorit-
musnak egy haromdimenzios valtozataval is.

4.3.2. Segédallitasok

Jeloljiik mj-kel azokat a pontokat, ahonnan a mozgd egység egy adott
pillanatban tavolsdgokat mér. Konnyen beldthat6 az aldbbi négy allitas.

1. Lemma. Egy grdf globdlisan merev, ha gy épitettik fel, hogy négy, nem
eqy sitkban elhelyezkedd pont klikkjébdl indulva gy adtunk hozzd ujabb ponto-
kat, hogy azokat mindig a mdr meglevd graf legaldbb négy pontjdaval 6sszeka-
tottiik.
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2. Lemma. Két pont (ng,ny) tdvolsdgdt meghatdrozza az mg, my, my pon-
toktol valo tdvolsdga, ha az 6t pont eqy sikban van és mqg, my, my kollinedris.

3. Lemma. Hdrom, nem kollinedris pont (ng,ni1,ny) pdronkénti tdvolsdgdt
meghatdrozza az my, . .., ms eqy sikban elhelyezkedd pontoktol valo tdvolsdga,
ha az m;-k kézil semelyik hdarom nem kollinedris, és az n; pontok mind az
m; pontok sikja felett vannak.

4. Lemma. Négy pont (ng, ni,no, n3) pdaronkénti tdvolsigdt meghatdrozza az
my, ..., my pontoktol valo tdvolsdga, ha ezen 11 pont kozil semelyik hdrom
nem kollinedris.

Megjegyzés: A 2-4. Lemma koziil a bemutatandé algoritmusban majd min-
dig azt fogjuk hasznalni, amelyiknek a feltételeit valamilyen specialis plusz
informécidonak koszonhetGen biztositani tudjuk. Gyakran ugyanis agy kép-
zeljiik a konkrét valos helyzetet, hogy egy szobaban vannak a szenzorok, és a
mozgo egység egy ember, aki a szobaban jarkdlva méreget. Igy a 3. Lemma
feltételeinek teljesiiléséhez csak annyit kell tudnunk, hogy a szenzorok mind a
plafonon vannak (nem egy egyenesen), a méréseket pedig az emberiink min-
dig ugyanabbo6l a magassaghbol végzi. A 4. Lemmahoz pedig csak annyi kell,
hogy a szenzorok kiilonb6z6 magassagban legyenek felszerelve, emberiink pe-
dig jarkalas kozben mérjen, hogy a jarasbol ad6do ,imbolygas” kévetkezmé-
nyeképp a mérések kiillonb6z6 magassdgbol torténjenek. Ezek nem tényszeri
biztositékok, de a gyakorlatban miikod6képes feltevések.

4.3.3. Az algoritmus

A [21] cikkben szerepl$ algoritmust mutatjuk be a feladat megoldasara.
Az algoritmus két fazisbol épiil fel.
Els6 fazis

1. Keressiink négy pontot, melyeket a mozgé egység egy adott helyzetébdl
lat.

2. Meérjiik meg a mozgd egység tavolsagat a négy ponttol, a mozgo egység
hét kiilonb6z6 helyzetébdl. Ezutan a 4. Lemma segitségével hatarozzuk
meg a négy pont egymas kozotti tavolsagait.

3. Lokalizaljuk a négy pontot az 1. Lemma segitségével.
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Masodik fazis

1. Keressiink egy pontot, melyet mar lokalizaltunk, de még nem vizsgal-
tunk a masodik fazisban.

2. Keressiink ennek a pontnak a latétavolsagan beliil olyan helyeket, ahon-
nan a mozgd egység lat egy olyan pontot is, melyet még nem lokalizal-
tunk, illetve még tovabbi 0, 1 vagy 2 méar lokalizilt pontot.

3. Minden ilyen helyen szdmitsuk ki a mozgd egységgel a 2-4. Lemmak
segitségével a tavolsagokat a vizsgalt 2, 3 vagy 4 pont kozott. Lokali-
zaljuk a még nem lokalizalt pontot az 1. Lemma segitségével, ha mér
van legalabb négy tavolsigadatunk kozte és a mar lokalizalt pontok
kozott.

Megjegyzés: Az algoritmus olyan helyzetekben hasznalhaté igazan, amikor
vannak bizonyos elGismereteink a szenzorok elhelyezkedésérdl, illetve a mozgd
egység mozgasanak tulajdonsiagairél. Nincs elméleti garancia arra, hogy egy
adott szenzorhalozatra az algoritmus miikodik (azaz mindig talalunk a lem-
méak kovetelményeinek eleget tevs pontokat), de a gyakorlatban a korabbi
megfontolasok alapjan az eljaras kivitelezhetd.

4.4. Tavolsagmeérés nélkiili lokalizacié 1D-ben

A tovabbiakban a helyzetmeghatarozasnak azt az esetét vizsgaljuk, ami-
kor pusztan a szenzorok szomszédsagi grafjat ismerjiik, és nincs lehetGség a
szomszédos szenzorok kozotti tavolsdgok mérésére. Tovabba, vannak bazisok

(bazis-szenzorok), melyeknek ismerjiik a pozicidjat. Végiil, feltessziik, hogy
azonos a szenzorok hatotavolsaga.

Feladat: Adott egy szenzorhalézat szomszédsagi grafja. Hatarozzuk meg

« s,

Felmeriil6 kérdések: Tudunk-e taldlni elfogadhaté id6ben olyan megol-
dast, mely kielégiti azokat a feltételeket, melyeket a szomszédsagi graf el6ir?
Meg tudunk-e adni erre egy gyors elosztott algoritmust? Tudunk-e adni olyan
megoldést, mely (valamilyen értelemben) a lehetd legjobban konzisztens a
szomszédsagi graffal?
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4.4.1. A modell

A szenzorhélozatot egy G = (V, E) iranyitatlan graf irja le, ahol a V-
beli szenzorok R%-ben helyezkednek el, és (s,s’) € E, ha s és s’ tud kiildeni
lizenetet egyméasnak (hatotavolsagon beliil vannak). G-rdl feltessziik, hogy
oOsszefiiggd.

(5(1),...,5(d)) jeldli az s € V szenzor valodi poziciojat Re-ben.

Az N(s) halmaz tartalmazza s-et és a szomszédjait, h(s, s') jeloli s és s’
tavolsagat, vagyis az élek szamat a koztiik levs, G-beli legrovidebb tton.

s és s’ ekvivalens, ha N(s) = N(s'). Feltessziik, hogy nincsenek ekvi-
valens szenzorok. (Ha vannak, akkor soroljuk &ket osztalyokba, vegyiink
egy-egy reprezentans elemet, és azokkal dolgozzunk tovabb.)

Megjegyzés: Modelliinkben nincs megszoritas arra, hogy mely szenzorok
kozott lehet egyszerre iizeneteket kiildeni a hil6zatban.

4.4.2. Az egydimenzids eset

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy a szenzorok [0, 1]-
ben vannak, valamint egy-egy bazis-szenzor van 0-ban és 1-ben. Jeldlje az s
szenzor [0, 1]-beli pozicidjat p(s).

Feladatunk még egydimenzioban is nehéz, mert kevés informacio6 all ren-
delkezésiinkre. Ezt mutatja az alabbi tétel.

18. Tétel. Bdrmely A algoritmusra, mely a fent definidlt feladatot egydi-
menzidban megoldja, létezik egy olyan G = (V, E) inputgrdf, melyben vala-
mely s € V pontra |p(s) — A(s)| > 3, ahol A(s) az A becslése p(s)-re.

Bizonyitas: Legyen 0 < r < 1 a hatotavolsag. n = ﬁ pontot teszilink le
2

+
[0,1]-be (¢ > 0). Megadunk két grafot (G’ és G"), és egy s szenzor [0, 1]-beli
poziciojat per (s)-sel, illetve per(s)-sel jeloljiik.

-7 1 <5
par(s) =< HHk(r+e)+r i=5+2k+1)
4+ k(r+e) i= %4 (2k)
k(r+e)+r i=2k+1<7%
pGH(S) = /ﬁ(?” +€) Z = Qk S g
Br+e)+r@i-%) i>%

Ha e elég kicsi, akkor G'-nek és G”-nek ugyanaz a szomszédsagi grafja,
tehat A-t futtatva ugyanazt az eredményt kapjuk. Lathaté, hogy ¢ — 0
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esetén a fenti ¢ = §-hez tartozo s szenzornak G'-ben %, G"-ben % lesz a po-
zicioja. Tehat a G = G' vagy G = G" valasztasok egyikénél az iménti s-re
pa(s) — A(s)| > 5. O

A ranking feladat: Jelolje rank;(s) = [{s' € G : §'(i) < s(i)}| az s szenzor
i-edik rangjat. A szenzorhalézat szomszédsagi grafjanak ismeretében rendez-
ziik a szenzorokat egy adott i-re rank; szerint.

Egydimenzioban ez a feladat a ([0, 1]-ben levd) szenzorok rendezése, a
szomszédsagi graf alapjan, mindossze annyi el6zetes informéciéval, hogy van
egy-egy szenzor a 0-ban és az 1-ben (ezeket By-lal és By-gyel jeloljiik).

Most megadunk egy gyors elosztott algoritmust a [15] alapjan, mely egy-
dimenzidéban megoldja a ranking feladatot.

Algoritmus az s nem-bézis pozici6janak becsléséhez:

1. Inicializalas: Aq(s) := 0 (A¢(s) lesz az s-nek az algoritmus altal becsiilt
pozicidja a t-edik iteracio utan), t := 0

Zj:sj- EN(s) At(Sj)

2. Ay (s) = ZLuNE

3. s elkiildi a szomszédainak Ay, (s)-et

4. Ha s megkapta stopy-t (k € {0, 1}), akkor tovabbkiildi a szomszédainak
(az algoritmus soran csak egyszer)

5. Ha s mar megkapta stopy-t és stop;-et is, akkor s algoritmusa leall

6. t :=1t+ 1, ugras a 2. pontra

A B; (i = 0,1) béazis kezdetben elkiildi a szomszédainak, hogy 6 az i
pozicioban van (Ag(B;) = i). Ha a kapott lizenetek alapjan valamely t-re
minden s; € N(B;)-re Ai(s;) > 0, akkor B; elkiildi a szomszédainak stop;-t.

19. Tétel. Legyen s; a Bi-tdl legtdvolabbi szenzor. t = h(s1, By) iterdcid
utdn a nem-bdzisokra az Ay(s) (s € V') értékek szerint a valdsdgnak megfeleld
rendezést kapunk, azaz ha p(s;) < p(s;), akkor 0 < Au(s;) < Au(sj) < 1
minden s;,s; € V\{By, B }-re.

5. Lemma. 0 S a1 S a2 S;"';S ai?S?"')S ai-l—jaga"'ag Qitj+k =
S a, Zi+j'-"k am . Py
n=L—% < Sm=i és egyenldség pontosan akkor van, ha a1 = @iy 4k

i+ = jtk
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Jelolés: T'; = {s : h(s,B;) < i}. Itt hasznaljuk ki G Osszefiiggdségét,
mégpedig ugy, hogy minden s € V\{B }-hez létezik i, hogy s € I';.

6. Lemma. Ai(s) >0<=se .

Bizonyitas: t szerinti indukci6.

Az 1. Lemméabol kovetkezik, hogy az els§ iterdcioban csak B; szomszédjai
becslik sajat poziciojukat 0-t6l kiilonb6z6 helyre.

Tegyiik fel, hogy valamely t-re igaz az allitds. Ekkor az 1. Lemmabol
adodoan minden s € T'y-re A;1(s) > 0. A T'yyq-en kiviili szenzorokra az in-
dukcios feltevés és az 1. Lemma miatt Ay y1(s) = 0. Az s € I'y;; \I'i-kre pedig
N(s)NTy #( és ismét az 1. Lemma miatt A;1(s) > 0. O

Kovetkezmény: B, a stop, jelet a h(By, By) + 1 idGegységben kiildi.

A 19. Tétel bizonyitasa: A B;-t8l valo tavolsag (jel.: ¢) szerinti indukci-
oval megmutatjuk I'(7)-re, hogy az i-edik iteraci6 utan rendezett.

Figyeljiik meg, hogy ha s;, sp € T'1, p(s;) < p(sk), akkor N(sg) G N(s;),
ezért az 1. Lemma alapjan 'y az els§ iteracié utan rendezett.

Tegyiik fel, hogy valamely i < h(s;, By)-re az i-edik iteraciéo utan T';
rendezett. Ekkor I'; az ¢ + 1-edik iteraci6 utan is rendezett lesz, az indukcios
feltevés és az 1. Lemma miatt. A 2. Lemma alapjan minden s; € I';;-re
A;(s) = 0, és minden s € I';-re A;(sg) > 0, tehat az 1. Lemma miatt az
(1 + 1)-edik iteracié utan az egész I'; 11 rendezett.

Mivel i = h(s1, By) esetén I'; = V\{By}, ezért h(s;, B;) iteracié utan az
egész graf rendezett.

Az 1. Lemma alapjan konnyen lathato, hogy a nem-bazisok becsiilt pozi-
cioi 0 és 1 kozott vannak. [

20. Tétel. t = 2h(By, B1) — 1 iterdcid utdn az osszes s € V algoritmusa
ledll.

Bizonyitas: B; az els§ iteracidoban az 6sszes szomszédjatol 0-to6l kiillonbozé
pozicidértéket kap, tehit a masodik iterdcidban elkiildi a stop; jelet. A Kovet-
kezménybdl adédodan a stopg jel ennél késébb indul el, tehat a nem-bazisok a
stopy jelet kés6bb (vagy legalabbis nem elébb) kapjak meg, mint a stop;-et,
tehat a stopg jel érkezésekor fognak ledllni. A stopg jelet legkésébb a By-
tol legtavolabbi szenzor fogja megkapni, ez a tavolsag pedig h(s1, By)-gyel
egyenl6. Emiatt és a Kovetkezmény miatt tehat minden s € V algoritmusa
leall h(By, B1) + h(s1, B1) = 2h(By, By) — 1 iteracié utan. O
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Kovetkezmény: Egydimenzioban a ranking feladat (a fenti elosztott al-
goritmussal) az input méretében linearis idében megoldhato.

Bizonyitas: A 20. Tétel alapjan a G = (V, E) inputra az algoritmus fu-
tasideje 2h(By, B;) — 1 <2-|E|. O

Megjegyzés: Azt lattuk be, hogy az elosztott algoritmus az A(s) (s € V') ér-
tékek alapjan 2h(By, By)—1 iteraci6 utan a ranking feladatot megoldotta. Ez
a rendezés egy globalis informacio, ledllaskor az egyes szenzorok nem tudjak,
hogy 6k hényadikok a sorban. Ahhoz, hogy ezt megtudjik, az algoritmust ki
kell egésziteni, de ez megoldhato, és a futasidé linearis marad.
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