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1. fejezet

Bevezetés — korfedések sikon

Mekkora az a legkisebh, érték, melyren darabr,, sugaru korlappal hézag-
mentesen lefedhetd az euklideszi sikon egy egységkdrlap?

A szazadforduldn népszerl vasari jaték volt a ,Spot-fhat’s melynek célja,
hogy egy anyagdarabra festett kor alaku teriiletet le Kedirta 6t kisebb, egyenl
nagysagu korlemezzel, de ugy, hogy semelyik mar lerakolkekiezt utblag nem
lehet a helyédl elmozditani. A kérlapok méretei Ggy vannak meghatarphaoegy
csak rengeteg probalkozassal legyen esélye az évatldwsadk megoldani a
problémat. Természetesen adodik a kérdés: mekkoranalekellik a fed kor-
lemezeknek ahhoz, hogy hézagmentesen lehessen fedniaveidy kort?

A tovabbiakban a problémat altalanosabban tekintjuk:rééar egységkorlap
legritkabb fedése kisebb korlappal. Legyel, a fedend egységkorlapC;
(1=0,...,n—1) pedig azr, rugaru fed korlapok.

Az n =1 ésn = 2 esetek nyilvanvaloak; = r, =1
Azn =3ésn =4esetben&; (i =0,...,n — 1) kdrlapok mindegyikd /n
részét fediC,, hataranak, s mindegyik valamely atrdg@mek mindkét végpontja-
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val illeszkedikbdC,-re. s =2, 7, =.

Az n = 5 ésn = 6 esetben elvész az optimalis elrendezés forgasszimnaetriaj
a bizonyitas pedig nehéz. Az = 5 esetre a sejtést Neville [1] fogalmazta meg
1915-ben, majd Bezdek Karoly [2] bizonyitotta 1983-ban.nAz 6 eset bizonyi-
tasa is Bezdek Kéarolytél szarmazik, 1978H8]. Az értékek:r; ~ 0.609382. . .,
r¢ ~ 0.555905 . . ..

Az n = 7 esetismét konnyl. Ha a hét korlap sugara Iegfel%bﬂ(kor amelyik
fedi C,, kdzéppontjat, az nem fedhietlC,,-bol is. A masik hat kdrlap csak akkor
tudja fednibdC,-t, ha a sugaruk Iegaléb}) Ez mar egyértelmlien meghatarozza
azry :%értéket, valamint az elrendezést &; koncentrikusC,,-nel, a tdébbi hat
pedig forgasszimmetrikusan helyezkedik el,iaz 3 ésn = 4 esetekben latott
~atmés elrendezéssel.”

Az n = 8,9 és10 esetekre Nagy Dénes [4] fogalmazott meg sejtést 1975-ben,
miszerint — hasonléan az = 7 esethez -C, teljesenC, belsejében helyezke-
dik el, a tébbin — 1 mindegyikebdC,, pontosam-edrészét fedi, tehat az elren-
dezés ismétn — 1)-szeres forgasszimmetriaval rendelkezik. Krotdsky [5]
1993-ban adott ezekre az esetekre hibas bizonyitast Az8 ésn = 9 esete-
ket helyesen Fejes Toth Gabor [6] igazolta 1996-ban, szitilé szarmazik az

n = 10 eset bizonyitasa is. Az, :ﬁdsszemggés érvényes, az értékek:
n—t

+2 cos
re & 0.445041 ..., 19 = /2 — 1 ~ 0.414213 ... éS119 ~ 0.394930 . . . .

Krotoszyhski ez ebz0 elrendezést sejtette optimalisnak= 11 esetére is, ami-
nek szintén hibas bizonyésa szerepelt a fent emlitett 8833kkében [5]. Ennél
kisebb sugaru korlapokkal Melissen és Schuur [7] 1996-h#iittolyan elren-
dezést, melyben két korlap fekszik teljesen belsejében, és forgasszimmetria
helyett egyetlen tikdrtengellyel rendelkezik. Jelenlsgjgés még all, bizonyitva
nincs. Amennyiben igaz, ugy; ~ 0.380006 .. . .

Az n = 12 esetre szintén Hans és Melissen [7] adott sejtést 1996+ibamz
elrendezés-szoros forgasszimetridval rendelkezik, és harom kordgsik C,
belsejében. Ebben az esetben &fkdrlapok sugara = 0.361103.. . . .

Tovabbi sejtések az = 20 esetig bezardlag Zahn-t6l szd&rmaznak [8].
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A 4. fejezetben egy kdzépiskolai matematika szakkor texteees a megvalosu-
lasarol készult beszamolo olvashatd, melyben — tobbektkézirn = 1,2, 3,4
€s7 eset bizonyitasanak részletes leirasa is szerepel.

&

1.1. &bra. Kor legritkabb fedése< 10 esetén.

Jelen dolgozat tovabbi részeiben attériink az eukliddgzilsiz egységgombre.
Bemutatjuk az eddigi eredményeket, valamint a sikbelieksgs bizonyitasaik fel-
hasznalasaval Uj tételeket és egy sejtést fogalmazunksmégzben latunk is be.

Ezuton mondok kdszonetet Fejes Toth Gabornak a témaérteggtaégért, va-
lamint Ambrus Andrasnak a szakkdri fejezethez nyujtottagatasért.



2. fejezet

A gombfelilet legritkabb fedései

A sikbeli problémaval analdg kérdés vizsgalhaté a sik hieggambfellleten is.
Ebben a fejezetben@zor Fejes Toth Laszlé [9], majd Schittének [10] a gdmb-
felilet gdmbi kdrlapokkal (gombsapkakkal) valo fedéséreatkoz6 eredmeényeit
targyaljuk.

2.1. Also becslés

Ebben arészben bebizonyitjuk Fejes Toth LaszI6 1943-bohsaz 0 tételét [9],
mely azn = 3, 4,6 €s12 esetén a legritkabb korfedés problémajanak megoldasat
adja:

2.1. Tétel. Han > 3 kongruens gombi korlap lefedi az egységgdmbot, akkor a
korlapokr sugarara fennéll az

T > arccos (% cot <ﬁ))

egyenlbtlenség. Itt egyenléség csak 3,4, 6 €s12 esetén allhat, éspedig akkor,

4
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ha a kdzéppontok egy szabalyos haromszdg, tetraéderdektdiétve ikozaéder
csucspontjai.

BizONYITAS. LegyenekS n-elemi pontrendszer az egységgémbon, mely nem
fekszik egy félgombon. Jeldljg az S konvex burkat a térben, éd azt a moza-
ikot, amely aK lapjainak a gdmbre torténcentralis vetitésével keletkezik/-et
haromszdgmozaiknak tekintjik; az esetleg fedl&bb mint harom oldall lapokat
egymast nem metéztlokkal haromszogekre bontjuk.

Legyenr olyan érték, hogy az pontjai koré irtr sugart kérok a gémbot
lefedik. Tekintstik az\/ mozaik egyl lapjat. LegyenC az [ koéré irt korlap,
azaz az a korlap, amely hatéralagsucsain halad at. Mived egyetlen pontja
sem fekszikK-n kivll, ezértS egyetlen pontja sem fekh& belsejében. Ezért
C sugara nem lehet kisebb, mintkilonben azs pontjai koré irt kdrlapok nem
fednék leC kbzéppontjat.

2.2. Definicié. Ha egy haromszdg koré irt kor sugara nem nagyobb egy bizonyos
a értéknél, akkor a haromszogaetharomszogek nevezzik. Egy haromszégmo-
zaikot, melynek minden lapjaharomszdga-mozaikhak nevezink.

Belattuk tehat, hogy ha aZ pontjai koré irtr sugaru korlapok lefedik a gdmbot,
akkor azS-hez tartoz6 mozaik-mozaik.

Legyen most > 3, és tekintsik az egységgombnekorrel tortérd legrit-
kabb fedését. Legyena fedésben szerdpkorlapok sugara. Ekkor nyilvanvalo,
hogyr < 7, és ezért a korlapok kdzeppontjaindkrendszere nem fekhet egy
félgdbmbon. AzS-hez tartozd\/ haromszdgmozaikra irjuk fel az Euler-féle poli-

édertételt, tehat

#{lapok} + #{csucsok = #{élek} — 2.

Felhasznalva, hogy a mozaiknakcsucsa van, valamint minden lap haromszog-
lap, s ezére#{élek} = 3+#{lapok}, rendezés utan azt kapjuk, hogy a harom-
szogmozaiknakn — 4 lapja van.
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Szintén azért, met/ lapjai haromszogek, a terlletiik nem lehet nagyobb az
sugaru korbe irt szabalyos haromszog terileténél, arfiy-rel jeldlink. Mivel
a haromszogek dsszteriilete épp az egységgoémb felszine,

(2n —4)A(r) > 4r. (2.1)

Legyen egyr sugaru kor kozéppontj@, a beirt szabalyos haromszdg mind-
harom szdgey, egyik oldalaAB, ennek feleé@pontjaF. Az AOF derékszogl
haromszog atfogdja, az O-nél fekwd szoges, mig A-nal fekwd szoges. Az
AOF haromszoégben felirva a gdmbi cosinustételt a derekszogre:

7r « T . . 7
COS — = — COS — COS — + Sin — sin — cos 7.
2 2 3 2 3

EbbSl cos 2 = 0 miatt atrendezéssel az= 2arccot (/3 cosr) kovetkezik, ami-
bol a
A(r) = 6arccot(\/§ cos 7’) -

egyenbség adadik.

Ezt felhasznalva, a 2.1 egyétlenség rendezésével a tételben szérepl

T > arccos (% cot <ﬁ)>

0sszefligést kapjuk.

Ez az egyeritlenségn = 3 esetén is érvényes, és azt a tényt fejezi ki, hogy a
gbmb nem fedhétle harom, félgombnél kisebb gémbsiveggel. Egyedd csak
akkor allhat, ha létezik csucspontu, kongruens, szabalyos haromszdoglapokbal
allé mozaik, ami valoban csak az= 3, 4,6 €s12 esetben lehetséges, mégpedig
a tételben szereplmodon. =
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2.2. A gombfeltlet legritkdbb fedése 6t és hét korrel

Schiitte eredménye az alabbi tétel [10].

2.3. Tétel. A gdbmbnek 6t és hét korlappal torténd legritkabb fedés@beirla-
pok kbézéppontjai egy szabalyos kettdsgula csucsaibaetietdnek el. Jel6ljuk
r,-nel a megfelel@ értékeket. Ekkor

T
T, = arccot | cos .
n—2

BizONYITAS. Az r, érték meghatarozasa céljabdl tekintsiink egysucsu ket-
tdsgulat melyben az egyil — 2)-€él0 csucs legyeR, két szomszédoséll csucs
Q1 ésQ),, a ketBsgula koré irt egységgomb kozéppontja pedigd. 2.1. abra).

P

2.1. 4bra.

A PQ,Q, gdmbi egyeriszard hdromszdg szarszoge és alaﬁ%fa, alapon
fekvd szbgei és a szarai pedgg JeloljeF azP, Q; ésQ, pontok koéré irtr,, su-
garu goémbi kdrlapok k6z6s metszéspontjapedig aPQ, feledpontjat. Ekkor
azFT = z jelolés bevezetésével &P derékszdgl haromszégbenla = r,
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oldalra felirva a gémbi cosinustétetts r,, = cos x cos § +sin x sin 7 cos 5, azaz

1
COSTyp = COST—=.
V2
Ennek felhasznaldsaval az ugyanezen haromszidalara felirt cosinustétedi
™ . . T ™
COST = COS Ty COS — + S ry, Sin — CoS ——,
4 4 n—2

1 1 T
V2cosr = cosr——= + sinr—— cos ——,
V2 V2 n—=2

amibdl rendezés utan valdéban az

T
r, = arccot| cos
n—2

Jeloljuk M,,-el azn csucspontl szabalyos kétgula mozaikjat. Tekintsiik az
egységgbmbnek = 5 illetve 7 korrel tortérd legritkabb fedését. Szerkesszik

adodik.

meg a k6zéppontok altal meghatarozott haromszégmozatizoh mozaik: = 5
esteténrs-mozaik,n = 7 esetén,-mozaik. Tételink bizonyitasdhoz elegénd
megmutatni, hogy egy csucspontir,-mozaikn = 5 ésn = 7 eseténM,,-nel
azonos.

Nyilvanvalo, hogyn = 5 esetén a mozaik csak 3- és 4-éli csucsokat tartalmaz.
bebizonyitjuk, hogy: = 7 esetén viszont csak 4- és 5-éli csucsok léphetnek fel a
mozaikban. Ehhez a 3- és 6-éll csucsokat kell kizarni.

Han > 5, akkor a gdmb lefedhétn darab,%-nél kisebb sugaru korrel. Ezért az
n korrel tortérd legritkabb fedéshez tartoz6 mozaikban nem Iéphétifel 1)-éll
csucs, ha ugyanis volna, akkor a mozaik csucsai koré irkkdedn nyalhatnanak
bele az(n —1)-élGvel atellenes pont koré irt— 3 sugara korbe, tehét<§miatt

maradna fedetlen rész.

Ha egyr-mozaikban fellép egy 3-élU csucs, akkor az ebben a csadsiel-
koz6 hdromszdgek egy Uj haromszoget alkotnak, melynekadldeharomszog-
egyenbtlenség miatr-nél kisebbek. Ezért ennek a haromszognek a terilete
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kisebb, mint &r oldalhosszUsagu szabalyos haromszdg terllete, mel§giijed
T(r)-rel. A tébbi haromszdg terilete nyilvdn nem nagyobb, mint-asugaru
korbe irt szabalyos haromszdg terulete, azaz whift).

Ha tehat egy hét csucspontgrmozaikban egy haroméld csucs lenne, akkor
— felhasznalva, hogy a lapszém — 4 (Id a 2.1.tétel bizonyitasat) — a harom-
szOgek tertlete legfeljebb(r;) + (2 - 7 — 4 — 3)A(r7). Ennek kiszamitasahoz
szukségunk van &(r) fuggvényre.

a. A haromszoget bontsuk két derékszdgli haromszdgge ak spgassaga-
sinr ~ sin &’
o= 2arcsin( L ) adodik. Ebiol

Legyen egy2r oldalhosszUsagu szabalyos gdémbharomszdg mindharom szége
val. Ezek egyikében felirva a két ismert oldalra a gombi stiéielt: sin2r 327

2
melynek atrendezésével,sin2r = 2sinrcosr 0sszefliggés felhasznalasaval

2cosr
T(r) =6 i L
) = 0 arcsin — T
2cosr

Ezt felhasznalvd'(r;) + 7A(r7) < 4w, ami lehetetlen, s igy valoban kizartuk a
3- és 6-éll csucsokat.

LegyenA; egyn csucsu haromszégmoza#éll cslcsainak szama. Ekkor
A3+A4—|—:TL

Mivel masrészt a lapszabm — 4 (Id a 2.1.tétel bizonyitasat), azért a haromszoge-
lés miatt a kétszeres élsz&ten — 4), tehat

Han = 5, akkorAs + Ay = 5, 3A5 +4A, = 18, amikdl A; = 2, ésA, = 3.
Han = 7, akkorA; = Ag = 0, tehatA, + A5 = 7, 4A, + 5A5 = 30, amildl
Ay =5, éSA5 = 2.

Kdnnyen lathatd, hogy ezek a feltételek a kérdéses mozaigukogiai tipusat
mar egyértelmiien meghatarozzak, azaz ®ggucsu haromszégmozaik, mely-
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nek két3-ell és harom-éll csucsa vanl/s-tel, egy7-csucsu haromszégmozaik,
melyenk 6t4-€éll és kéb-éll csucsa van)/;-tel izomorf.

Belatjuk, hogy egyn csucspontu,,-nel topologiailag izomortfr,,-mozaik
M,,-nel azonogn > 5). Ehhez egy Uj mozaikot készitliink a kévetienddon:
Az (j mozaik csucsai az eredeti mozaik csucspontjai (2t8,dekete pontok),
és az eredeti mozaik lapjai koré irt korok kozéppontjai.@b8a, fehér pontok).
Minden egyes fehér pontot 6sszekotiink azzal a harom febetitgh amelyek al-
tal meghatarozott haromszog koré irt kdrének az adott fetwér a k6zéppontja.
A fekete pontok nincsenek egymassal 6sszekdotve.

Megmutatjuk, hogy ezaltal valbban mozaikot nyertink, tehdegrajzolt élek
nem metszhetik egymast.

Tegyuk fel, hogy &8, W, és aB, W, élek aP pontban metszik egymast. Mt
ésW, fehér,B; ésB, fekete pontok (Id. 2.2.abra). A haromszégmozaikot ugy
készitettik, hogy egyetlen csucspont sem fekhet egy hafmytap koré irt kor
belsejében, ezéW B, < W;B, ésW,B; < W,B,. Ebdl kdvetkezik, hogy

(W1P + PBy) + (W,P + PBy) < W, B, + W,B,

ami csak ugy lehetséges, ha a négy pont kollineéris. Azofbdap, < W;B,
esW;B; < W,B; ebben az esetben is csak ugy lehetséges, ha a két élnek nincs
k6zo6s belé pontja.

2.2. abra.
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Tehat valoban mozaikot kaptunk, amélyn — 2) szamua négyszogball. (A
négyszogek nem feltétlenil konvexek, és minden négyskigegfeleltethdl az
eredeti mozaiknak pontosan egy éle.) Nyilvanval6, hogy kdiralulasul vett
haromsz6g mozaik-mozaik volt, akkor az Gj mozaik minden éle nem nagyobb
r-nél.

Készitsiik most el ezt a mozaikot egycsucsu ketisgula mozaikjabal kiin-
dulva. JeloljeP illetve P’ az(n — 2) él4,Q, . .., Q._, a4-€éll cstcsokat. Alla-
podjunk meg &),,_; = Q; jelélésben. APQ,Q;; illetve aP’Q;Q,,1 haromszog
kore irt kor kdzéppontja legydh; illetve IV, (2.3.abra). Megmutatjuk, hogy ha a
kiindulasul valasztott hAromszégmozaikmozaik, akkor &, P’, Qq, ..., Q.o
pontok egy szabalyos kéggula csucsai.

2.3. 4bra.

Vezessik be az = WiPWi+1<I, o' = WiP/Wi+1<I, ﬁz = WzQsz/a (’l > 1),
W,_1 =W;, W _, =W/ jeloléseket.
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Egy gombi egyerd (r,,) szard haromszdg szarszdge legyeralapon fekd
szOoger. A haromszoget az alaphoz tartozé magassagaval bontsdkiéiszogi
haromszdggé. Ezek egyikében felirva a gémbi cosinuseétitékszogre, rende-
zés utam = arccot(cos, tan §) adodik. Ezt felhasznalva a haromszdg teriilete

t(x) = o + 2arccot(cosr, tan §) — 7.

2.4. Lemma. A t(x) fuggvényz-nek aj0; 7] intervallumon konkav fuggvénye.

BizONYITAS. A t(x) fuggvény masodik derivéltja k6z0s nedee hozas utan
t"(z) =

(1 + tan? %)2008 rtan Z _tanZ (1 + tan? ”C) cosT (1 + tan? £ cos? 7’)
) )

2
(1 + tan® § cos? T)2

Ennek nevedje pozitiv, igy elegenila szamlaléjanak negativitasat latni. A szam-
lalé, kiemelés utan a kovetkéalakba irhato:

(1 + tan? g) cos T tan 5 [(1 + tan? g) cos?r — (1 + tan? g cos? T>:| .

Mivel r < 7, ésx € [0; 7], a kiemelt ténye@k mindegyike nemnegativ, (amikor
pedig nulla, azok az esetek érdektelenek), igy elegdethtni, hogy

2 X 2 z
(1+tan 5) cos“r — (1+tan Qcos r) <0,
a zarojelek felbontasa és rendezés utan
cos? r <1,

ami mindenr- értékre igaz, az egyedség esete pedig érdektelen. n

Ha s jel6li a négyszogek teruletosszegét, akkor

n—2

Z (c;) +22 z_: t(3).
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Mivel Z?:_f Qi = Z?:_f o = 2m, igy
n—2 1 n—2 n—2
== (n2r— ) - ) o | = (-4,
S (e - Eor) =m0

ezért a Jensen-egyétlenség alapjan

s < 4(n—2)t ( 2“2) +2(n — 2)t (w) . (2.2)

n— n—2

Ez pedig éppen az kivant elrendezéshez tartoz6 mozaikbpitkéd 0j mozaik-
ban a megfelél négyszogek tertleteinek dsszege, tdhdtMasrészt = 4, igy
a 2.2 egyeriitlenségben egyeddégnek kell allnia, ami csak Ugy lehetséges, ha a
P, P’ Qq,...,Q,_o pontok egy szabélyos kéggula csucsai. n



3. fejezet

Korfedések gombon

3.1. GOmbi kor legritkabb fedése harom korrel

Legyenrs az a legkisebb érték, melyre az egységgdmbon aeatigariuC,
goémbi korlap lefedhét haromrs sugard gémbi korlappal.
3.1. Tetel.

1
OgRgarccosgzl,Q?)

esetén

arccos (3 cos? R — 1)
r3 = 2 )

s ekkor a harom fed6 korlap mindegyike ugy helyezkedilogly kalamely atme-
réjének mindkét végpontjaval illeszkedik l@atarara, és a hatarbdl lefedett iveik
csak végpontjaiknal érintkeznek.

B1zoNYiTAS. Abbdl indulunk ki, hogy a harom féd » sugaruC,, C,, C3 kor-
lapoknak fednitik kellCy hatarat is. EgYC; (i = 1,2, 3) nyilvan akkor tudja a
legnagyobb ivet lefedr€@, hatarabdl, ha egy atm@eének két végpontjaval illesz-
kedik ra. Vegyuk azt a legkisebtértéket, amekkora sugaru 3 kdrlap még le tudja

14
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fedni C, hatarat. Az ézbek értelmében ehhez azértékhez ugy jutunk, ha a
fedd korlapok atméiikkel illeszkednek a fedeiddkorlap hatérara, és a hatarbol
lefedett iveik csak végpontjaiknal érintkeznek egymasstd ezzel az elrende-
zésselC, fedését kapjuk, akkor ezerértéknél kisebb sugaru kérlapokkal nem is
lehetséges a fedésvalasztdsa miatt, azaz= r.

O

3.1. 4bra.

Legyen aC; fedd kor kozéppontjaO,, C, kdzéppontjaO, valamint
bdC; NbdCy = {A;B}. Ekkor OA = OB = R,AO; = BO; = r, tovabba
legyenm = O0;.

Az elrendezés forgasszimmetriaja miatOB egyenb szard haromszoégben
AOB« = %’T Az AOB haromsz6gAB oldalara felirva a gémbi cosinustételt

cos 2r = cos? R + sin® R cos %’T =cos’ R — %sin2 R= %cos2 R— %, azaz

3 2p_ 1
. arccos (5 C2OS 2). (3.1)

Ezzel az elrendezéssel pontosan akkor kapjufedését, han < r.
Ennek vizsgalatahoz felhasznaljuk, hagy R = cosr cosm, ami azAOO; de-
rékszogl haromsz640 oldaléra felirt gdmbi cosinustétel, felhasznélva, hogy
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cos 5 = 0, valamint
3 1
cos’r = 1 cos® R + 7 (3.2)
amit a fentebbios 2rr = 2 cos> R—4 dsszerggégoséil = cos? r azonossagba
valo helyettesitésével kapunk.

Mivel m < r < cosm > cosr, evvelcosr # 0 miatt (Id. 3.2 formula)
ekvivalens aos r cosm > cos? r egyenbtlenség.
Innen az dzbek felhasznalasaval
1

3
cos R > cos’r = —cos®’ R+ —,
- 4 4

tehatcos R > %C082R+ i, 0>3cos?R —4cosR+1, ami% < cosR < 1l-et
jelenti. Vagyis
1
m§7’<:>O§R§arccosg ~ 1,23.

Ezzel a tételt belattuk. n

3.2. Megjegyzés.Az R = 0 eset érdektelen, aZ = arccos% eset pedig - mivel
igy minden egyenldtlenség egyenldséggel teljesil - Egplanti, hogyk ezen ér-
téke mellett lesz CC, és G korlapoknak egyetlen k6zds pontja, kKbzéppontja.

3.3. Tétel.

1
R > arccos 3

esetéen
. 2(1 —cos R)
s = arctan
’ sin R
s ekkor a harom fed6 @i = 1,2, 3) korlap azonos?”%R hosszu ivet fed le

bdCy-bdl, és G N C, N C3 = Oy, azaz @ kbzéppontja.

BizoNYiTAs. El6szor azt latjuk be, hogy a tételben leirt elrendezés amafis,
valoban ebbl kapjuk r; értékét. Legyenekc,, C,, C3 r sugaru korlapok, me-
lyekkel fedjukC,-t. Feltehed, hogybdC; N bdC; (V 7,5 = 1,2, 3) egyik pontja
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C, belsejében, masik pontja pediyy hataran, vagy rajta kivil helyezkedik el.
Ez utobbiak kdziul — melyekre a tovabbiakban tdbbszor ,amakérdéses met-
széspont” terminoldgiaval fogunk hivatkozni — feltehehogy legalabb az egyik
metszéspont, hatarara esik, ellenkézsetben?-nél nagyobb sugaru kérlap is
fedheb volna aC; korlapokkal. Jel6ljddC, bdC;-vel vett metszéspontjalt;, és
P;, Ekkor —a 3.2. abra jeldléseit hasznalva Pg pont korul forgatva &;,P1;
ivhez tartozdC, kdrlapot, annak hatara

1. eset: ésr eléri aP;, pontot (Id. 3.2. bra). Ekkor tehat mar két metszés-
pont isC, hatarara esik, valamir@; : = 1,2, 3 korlapok kdzds része egy
nemnulla terdletl tartomany.

2. eset: @szor eléri &) pontot. EkkorC, -t tovabb forgatjuk &) pont kortil,
mig a hatara el nem érilg;, pontot. Ekkor a 3.2/b abran lathato helyzetbe
jutottunk, tehat ez esetben is két metszéspont@gsikatarara, de a harom
fedend kor metszete egyetldn pont.

3.2. abra. 3.2./b abra.

Mindkét esetben €; (i = 1,2, 3) kdrlapok tovabbra is fedilc,-t.

3.4. Lemma. Egy C gémbi korlap egy hurja legyekB, k6zéppontja), egy, a
korlapon kivul fekvd pontot jeldljB. Tekintsuk azt aA, B ésP pontok koreé irt



3. FEJEZET. KORFEDESEK GOMBON 18

C’ gombi korlapot, mely tartalmazza-t. A C' korlap kozéppontjat jelolj©®’,
sugarat pediq?’. EkkorR’ > R.

BizONYIiTAS. (LEMMA) Legyen azAB felezdpontjaF, feled mebleges bkore
pedige. Mivel két kor vagy egyeesik, vagy legfeljebb két kozos paktehet, és
bdCNbdC’ = {A, B}, ezértP’ = e N bdC' is kivil esik aC’ kérlapon.

3.3. abra.

Ha O’ kdzelebb esne axB szakaszhop-nal, akkorOBF< > O’BF< miatt
R = OB > O’'B = R’ volna, amiR’ = PO’ > P’O > R miatt lehetetlen.
TehatO’ az O-nél tavolabb esik aAB szakasztol, ig)BF < < O’BF< miatt
R =0B < O’'B =R’ (ld. 3.3. abra), ami bizonyitandé volt. n

A 3.4. lemmat alkalmazva mind a két esetben azt kapjuk, hoggitettr mel-
lett R értéke ndvelhétlenne, vagyis ezek kdzil egyik sem a keresett, optimalis
elrendezésR értéke novelhét addig, hogy a harmadik, eddig,-on kivilre e®
metszéspont isdCy-ra essen. Az optimalis elrendezésben tehat a harom kérdése
metszéspont mindegyike, hataran van. Ekkor ismét két eset lehetséges:
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1. eset. Ha aC; N C, N C3 egy nemnulla fellletl tartomany, ugy valasz-
szunk ki egy olyarC;-t, melynekP;,P;, hurja rovidebb, mint az atméje, s a
P;,-bdl indulé atmédt tartalmazzaC,. (llyen van, hiszen masként a 3.1. tétel
miattC; U C, U C3 nem fednéC, kdzéppontjat.) Forgassuk-t P,,-bdl "kifele",
azaz ugy, hogyO,P;,0,;< novekedjen. EkkolP;,P; hur hossza is &, vagyis
az Py pont abdC, kérivenP 1y, pont felé mozdul el. Ezzel mindenképpen
a fentebb targyalt két eset valamelyikéhez jutunk (3.2. .29I8abrak). A 3.4.
lemmat alkalmazhatjuk ismét, tehat ennél jobb elrendezéari.

2. eset. Ha C; N C, N C; = egyetlenQ pont, akkor mar csak azt kell be-
latnunk, hogyQ = Oy, és a haron®,-tol kulonb6d, C, hataran feké C; N C;,
(1,7 = 1,2, 3) alaki metszéspontok egy, kdzéppontu szabalyos haromszdg csu-
csaiban helyezkednek el. Ehhez elegehdlatni, hogy barmely két metszéspont
szakaszfelgz mebleges dkorivére illeszkedik a harmadik metszéspont. (Ezen
metszéspontok a korabbi jel6léseket hasznBlya= Py, Po, = P3y,, P3, = Pyy.)

3.4. 4bra.

Ennek belatasahoz legy€h koérlaphoz tartozd,,P;, hur feled melbleges
fokoree. Legyene N bdCy = S. Tegyuk fel, hogyP,, aC, hatérars éspPy, kozé
esik. igyQ ponte-hez képest azonos félgombon feksziRa ésP;, pontokkal.
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Tikrozzike-re Cy-t, legyen a tikorké,. (A 3.4. abran szagatottal jelzett iv.)
Mivel C; U C, fedi aze ésbdC, altal hatarolt,)-t nem tartalmazo félkorlapot,
C, U C, U C; fedi Cy-t. bdC, ésbdC, két metszéspontja illeszkedikre, az egyik
Co-belsejébe, a masik pedi@y-on kivilre esik. Ekkor a 3.4. lemmat alkalmazhat-
juk ismét, ezzel belatva, hogy létezik jobb elrendezés. Igzasbol latszik az is,
hogy hogyan érhétel, hogy a kérdéses harom metszéspont kozitbkek feled
metdleges bkorére illeszkedjen a harmadik metszéspont.

Ezzel igazoltuk, hogy az optimdlis elrendezés valébanediién megfogalma-
zott. Most mar szamolhatjuk értékétR figgvényében.

3.5. 4bra.

Az elrendezés forgasszimmetriaja miaft@®@P,, egyenb szari haromszog-
ben P;;,OoP;,<t = 2. A P;,0,0; haromszégP;,0; oldalara felirva a gémbi
cosinustételt:

) ) m 1 . )
cosr3 = cosrz cos R + sinrs sin R cos 3 = cosrzcos R+ 5 sin r3 sin R,

ahonnan rendezés utan a
2(1 —cos R)
~ sinR
0sszefliggés adodik. -

= tanrsg
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3.5. Megjegyzés.Ha R = w — r3, vagyis azR sugart gombi korlap altal a
gombfellletbdl szabadon hagyott rész éppenrggyugaru kérlap, akkor ezt a
részt egy ilyennel fedve a teljes gémbfelllet négy gomlagal vald legritkabb
fedését kapjuk. Itt az; = r sugar az imeént igazolt 3.3. tétel szerint kielégiti az

alabbi egyenletet:
2(1 —cos(m —1))

sin (7 — r)

= tanr,

ami rendezés utan a

3cos’r+2cosr—1=0

alakot olti. Ennek az egyenletnek a két gyokesar = —1, és acosr = 3. Az
elébbi érdektelen, az utébbibdl pedig az arccos% adddik. Ez az eredmény a

2.1. tételn = 4 esete.

3.2. GOmbi kor legritkabb fedése hét, nyolc vagy ki-
lenc korrel

A szamolasok megkodnnyitése érdekében ebben a fejezettmelityh” szem-
léljuk az alapproblémat, azazet tekintjik adottnak. Az alabbiakban egy sejtést
fogalmazunk meg, melynek bizonyitasaban bizonyos résgmlsenek precizen
belatva, csak numerikus szamolas adja az eredményeket.

3.6. Sejtés.LegyenR,(r) az a legnagyobb érték, melyre az egységgdémbon
darab, adottr sugaru gémbi korlappal lefedhet6 edg, () sugaru gémbi kor-
lap. n = 7,8 és9 esetén az bizonyos értékei mellett csakis ugy érhetd el egy
O,, kbzéppontiR, (r) sugard G, gémbi korlap fedése, hogy a,@edd korlap

a fedenddvel koncentrikusan, a tébhi @ = 1,...,n — 1) fed6 korlap kozép-
pontja pedig egy szabalyds — 1)-sz6g csucsaiban helyezkedik el oly médon,
hogybdC; NnbdC;,Vi,j =1,...,n — 1 alakd pont illeszkedik £vagy C, hata-
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rara. Ekkor érvényes az

cosr
V1 —sin? Bsin’r

R,.(r) = r+ 2arccos

0sszefliggeés.

Bar azt nem tudjuk pontosan, hogy-(6l figgden) legfeljebb mekkora érté-
kig igaz a sejtés, adunk ra egy also becslést. Ezekben akbsatmegpréobaljuk
igazolni is sejtésiinket.

A bizonyitas gondolatmenete azonos azzal, amit Fejes TaboGalkalmazott
a sikbeli egységkdrlap nyolc, kilenc és tiz korlappal valdésének bizonyitasa-
nal.

BizONYITAS. El6szor kiszdmoljuk, hogy mekkora az a legnagyabkerték,
melyre adott, db» sugari gombi korlap a 3.6. sejtés szerinti elrendezésiienh le
R sugaru gbémbi korlapot. A kébbiekben belatjuk, hogy ekkora kérlap fedése
egyértelmd, ezérk = R, (r)

3.2.1. R értékének kiszamitasa

Legyen &C,, gémbi kdrlap k6zéppontj@, sugarak. LegyenC, fedve aC/, O/,
(1 =0,...,n— 1) kbzéppontldy sugart gombi korlapokkal ugy, ahogyan az a
3.6. Sejtésben szerepel. Ezek kogiilbelsejéberC, fekidjon, igyO, = O. Le-
gyenek tovabb®/, ... P/ | abdC, kdrnekbdC/ korokkel,Qs, ..., Q/ _; pedig
abdC, kdrnekbdC; korokkel vett metszéspontjai pozitiv koriljarasi irangba
és legyerP) = P{, Q. = Q. A C/ kérlap hataran &/,P/,,,Q/,,,Q/ pon-
tok helyezkednek el. Legyenéka PP/, , szakaszT pedig aP;, ,Q/, , szakasz
felezdpontja,c = FP;, ,0/<, 8 = O/P/,;T< (Id. 3.6. abra).

)

Gombi cosinustétel a derékszogreldz; P/, , haromszdgben:

COSTT = — COS —5 COS (v + Sin —= sin (v Cos T, ahonnan
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3.6. abra.

o = arccot (Cosrtan L), amiml
n—1

T
[ = m — 2arccot (cos rtan )
n—1

3.7. Megjegyzeés Esetlinkbew < 7, hiszen ellenkez6 esetben< 7 volna, ek-

kor viszont azFO/P/ , haromszdgbem-ra felirva a gémbi cosinustételt
cos &
4 COS (v

s s
COS p— COS P

= cos FO; adddik, amin > 5 esetén lehetetlen.

Gombi cosinustétaP/, , TO, haromszégben azoldalra: cosr = cosz cosy, és
sinustétel ugyanitir = =4

sinm ~ sinf3’

Mindezek alapjam? = r + 2z miatt

cosTr

\/1—sin? Bsin?r

melyeki®l cos z =

COST

R =r + 2arccos . (3.3)
V1 —sin? @sin®r
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3.2.2. Azfr.(a)ésFr,(a)fuggvények bevezetése

LegyenC egy R sugarlO kdzéppontl gombi korlai;’ pedig egyr sugariO’
kdzéppontd gémbi korlap agy, hogylC N bdC’ = {A, B}. Legyen tovabba az
AB szakasz feld@gpontjaT, o« = AO'B< (Id. 3.7. abra).

3.7. 4bra.

Vezessik be aa € [0, 7] intervallumon értelmezettr (o) és Fr,(«) figg-
vényeket a kovetkéképp:

Fror(e) = AOB<

Fgr,(a) = C-b8l azAO'B szdgtartomany altal kimetszett tartomany terulete.

A gbmbi sinustételt felirva a@’TB és azOBT derékszdgl haromszdgekben:

sinBT _ i valamint—221__ _ «in R ahonnan
sin 3 . JRr(a)
Sin — 5
sinr a
a) = 2arcsin | — sin — | . 3.4
fR’r( ) (st 2) (3.4)

Egy gombi egyerd szard haromszdg terilete a 2.4. lemmat niegelk szerint
T = a + 2arccot(cos Rtan §) — m, ahola a haromsz0g szarszOgR, pedig a
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szarainak hossza.

Az f(x) = /1 — 22 valés fiiggvény grafikonjat a¢s R, 1] intervallumonz
tengely korul kérbeforgatva a keletkieZorgastest felszine éppen @&zsugaru
gombi korlap terulete, ami igy a formulab®l = 27(1 — cos R)-nek adadik.
Ennek felhasznalasaval #&zsugaru gombi korlag . (o) sz6gl korcikkenek te-
rileteTisrcikk = frr()(1 — cos R). A fentiek alapjan:

Fr, (a) = Taokercikk — Taon + Tho'Ba =

= frr(@) (1 —cos R) — fr,(a) — 2arccot (tan

fR’;(a> cos R) +

+ x + 2arccot (tan % cos 7’) . (3.5)

3.2.3. Azfr.(a)ésFr,(a)fuggvények vizsgalata

A 3.4 derivalasaval

cos & sin 2 (3R _ 1)
Jrp(@) = —=—=—= Ro(0) = ———r——3,  (36)
Sin ] [e% 1 .
sinZr SN 2y /20— sin? &

ahonnan a geometriai megfontolasokbdl ado6dé R < 7 figyelembevételével
frr(a) @0, 7] intervallumon konkav pontosan akkor, fia R > sinr, s ekkor
frr(a) egydttal szigordan monotordn

Szikségunk vaihy . konkavitasara is, ahat ar fliggvenyében adott 3.3 sze-
rint. A 3.5-ben fr, behelyettesitésével, derivdlds és némi rendezés utan
kapjuk, hogy

Fpp (@) =

3

cos § sin”rcos R sin? 5+ \/sin2 R — sin? 5 sin? r (1 — sin? 5 sin? r — cos r)

)

(1 — sin? % sin? 7“) \/sin2 R — sin® % sin®r
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valamint aH, = \/sin2 R — sin® 5 sin’r és Hy, = sin 5 2 gin? r cos & Jelolesek
bevezetésével:

1
FR,r(a) =
Rsi 3 ( 2a 3a l(l sm2%51n2r cosr) 2 H H
:cos sin”r (cos” § sin § — 2sm 2)—2 o — HHs
(1 — sin? 3 sin 7’) H,
(cos 5 sin® r cos R sin? 5+ Hi (1 — sin? 5 2 gin?r — cosr)) Hos
. . 2
(1 — sin? 5 sin? r) H;
N % (cos 5 sin® r cos R sin? 5+ Hy (1 — sin? 5 sin?r — cosr)) H> (3.7)
(1 —sin® ¢ sin®r) H} S
Az I} (a) 3.7 alatti alakjaban a harom tag k6z6s néjez
Lo g 2 2 & . 9 ’
(1 —sin” 5 sin T) sin? R — sin? 5 sin“r (3.8)

amivel a szamlalé, a megfetelitalakitasok és sin® o 4+ cos®> o = 1 azonossag
tobbszori alkalmazasa utan:

) Lo o1 ) ) 1 .
cosRsm?"r’sm§ [511145 <§ sin? Rsin’r + sin’r — ésm4 r) —

3 1
— sin? % (5 sin? R + 3 sin? r) + sin? R] —

3
— sin 2 sin? 7 cos < cos T sin? R — sin® < sin®r (3.9)
2 2 2
alakba irhato.

A 3.8 neved minden (R,r) parra pozitiv, hiszersin R > sinr miatt
(0 <)sinr < 1,(azaz(0 <)r < %) igy a szorzat efs tenyebje pozitiv, mig
S'Sllrlllf > 1 > sin % miattsin R > sin & sinr, ezért a masodik tényéds pozitiv.
Elegend tehatFy, () konkav voltahoz a 3.9 szamlaloogklét vizsgalnunk. A
szadmlal6é negativ voltanak igazolasa azonban nem konrgdde preciz bizo-

nyitas jelenleg nem all rendelkezésiinkre, holott a figgwvemerikus vizsgalata
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meszszemdien alatdmasztja azt. Latni fogjuk, hogy a 3.6. sejtés preizio-
nyitasa csupan’z , konkavitasan malik. Léteznek preciz numerikus modszerek,
melyek segitségével korrekt médon igazolhat6 a szamlatpoeitivitasa, azon-
ban ilyen vizsgalatot nem allt médunkban elvégezni; ugikoaaz sem lehe-
tetlen, hogy pusztan elméleti megfontolasok segitségketben aprolékos kézi
szamitasokkal is bizonyithatd. lllusztracioként all #talabbi grafikon, mely az

n = 8, r = 0.2 értékek mellett a kérdéses szamlalot abrazola o figgvénye-
ben.

05 1 15 2 25 3

—0.0002 -

—0.0004 -

—0.0006 -

—0.0008 -

—0.001 -

—0.0012 A

3.2.4. Topologiai elhelyezkedés

Ebben a részben azt latjuk be, hogy a legritkabb fedés éléeésa fed kor-
lapok topoldgiai elhelyezkedése olyan, mint az a 3.6. Se@g meg van fogal-
mazva.

LegyenR az az érték, melyre a sugardC, goémbi koérlap eC/,...,C, | r
sugaru gémbi kdrlapok altal van fedve gy, ahogyan az a &jgesben szerepel.
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R értékétr ésn fuggvényében a 3.3 formula adja me@,, kdzéppontjaO, C/
(1t =0,...,n — 1) kdzéppontjeD/. LegyenekC,,...,C,_; C,-t fedd r sugaru
goémbi korlapokOy, . . ., O,,_; kb6zéppontokkal.

3.8. Lemma. C,,...,C,_; kérlapok k6zil pontosan egy teljesen kkelsejében
helyezkedik el, mig a tébhi — 1 koérlapbdl semelyik haromnak nincsen k6zos
pontja.

BizoNYITAS. Amennyiber2r < R, akkorR < R, (r) miatt mondhatjuk, hogy a
Co,...,C,_1 korlapok kdzll legaldbb egy teljes€ly belsejében helyezkedik el,

maskilénben nem tudnank fednyj k6zéppontjat.
COS T

2r<R&r<R-r=2r<cosg >cost =
\/1—sin? Bsin®r

COosT

\/sin2 7+ cos?r — sin® Bsin?r > -
cos &

VtanZrcos? 3 +1 >
)

tan® r cos® G+1>

r
COS 3

1

2r

COS

amikol g < 7 ésr < 7 miatt

tan 5
cos 3 > .
tanr

2tan o

Felhasznalva éan 2 = T 2
—tan“ o

azonossagot

T _ 2r
cosﬁZtanQ(l tan 2)

Y

2tan§

azaz elegertlvolna belatni, hogy

tan? g —1+2cosf>0. (3.10)
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Konnyen lathatd, hogy a bal oldali figgvény= 0-bann = 7 esetéri), n = 8 és
n = 9 esetén pozitiv, mig szerint derivalva a

) r) N 4 sin (2arcc0t (cos rtan —)) sinr tan -~

tan — (1 + tan A 3.11
an2(+ 5 (3.11)

2
1 + cos? 7 tan? =

kifejezést kapjuk. Ebbevin-re az el$ tagVvr-re pozitiv, valamint a masodik tag
utolsé két tényedje, és a nevéris.n > 7 esetén
1

T3
s 1
n—17 7

2 T
— < 2arccot | cosrtan < .
3 n—1

0 < tan
n_

0 < cosrtan

Tehatn > 7 esetén 3.1% értelmezett- értékre pozitiv, kovetkezésképp 3.10
egyenbtlenség bal oldalan allé kifejezés montadi 8 mivelr = 0-ban nemnega-
tiv értéket vesz fel, az egydilenség ezen esetekben teljesdl.

Ezzel belattuk, hogy &, ..., C,_; kdrlapok kdzill legalabb egy teljes&s),
belsejében helyezkedik el.

Legyen a fent emlitett k6C,. A kdvetkedkben azt latjuk be, hogy tébb ilyen
kor nem lehet. Tudjukfz (o) nBvekw volta miatt, hogy egy; altal bdC,-bol
kimetszett ivhez tartozd) csucsu kézépponti szog Iegfeljemarcsm( Slmlg)
Hasonléan lathatd, hog§,, ..., C,_; kdzul ha valamely haromnak van kdzos
pontja, akkodk lefedhebek egy2r sugarl, valamely k6z6s pont kbzépontu kor-
rel, igy ezek egydtt egy Iegfeljetit)11~cs1n(Sln 27") nagysaguiD csucsu kézépponti
szoget hataroznak meg. A 3.3 dsszefliggés felhasznalasawakrikus szamolas

Gtjan meghatarozhatéak azogrtékek, melyekre

(n — 2)2arcsin ( S'm;) <27

S1n

ésa

sin 2r sin r
2 i —4)2 i <2
arcsin ( . R) + (n — 4)2arcsin ( , R) s

S1n S1n
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egyszerre teljesul. EKkor ha az elrendezés kulonbozne &Eegm@haban leirtaktol,
akkor aC; korlapok nem fednékdC,-t, ami nem fordulhat é. Mind a harom
(n ="7,n = 8,n = 9) vizsgélt esetben ez utdbbi feltétel bizonyult szigorulhna
s har eleget tesz ezeknek, ugysa R > sinr is teljesil. A legnagyobb ilyen
(n-tol is fUgd) r értéket jeldljukr,-nel. Ekkor a megfelélr, értékek:

n = 7 esetérn), 6249 < r;, < 0,625

n = 8 esetén), 4514 < r;, < 0,4515

n =9 esetén), 1562 < r;, < 0, 1563

igy megfeleb korlapszam esetén minden< r;, érték mellett teljesiil a 3.8.
lemma allitasa. -

3.2.5. Az elrendezés egyértelm(isége

Tekintstuk aC;,7 = 0, ...,n—1 rendszer Dirichlet cellafelbotnasat. Jeldljea
C, Dirichlet cellajanakC, -re valé megszoritasat. A 3.8. lemma miatt minden cel-
lacsucsnal harom (megszoritott) Dirichlet cella talalkozD, egy (» — 1)-sz6g,

mig D;,i = 1,...,n — 1 hatara harom egyenes szakasz,&S,, egy ive.
A D, cella csucsai pozitiv kérlljarasi iranyban legyenek ..., P,_;, a
bdC,-en |é\d cellacsucsok pediQ;, ..., Q,_i. A szamozast valasszuk agy (Id.

3.8 abra), hogy @, cellatél kiilonbdd D; cella csucsai pozitiv koriljarasi irany-
ban rendré);, Q;.1, P; 11, P; legyenek. Tovabbi jelélések:

a; = Q0,Qin<, B =P;0,Qit, 7 =Pit10,Qin<,

0; = P,O;Pip1<t, & = P;OoPi1<.

Ugyanezeket a jeloléseket alkalmazZulel ellatva aC/, i = 0,...,n — 1 kor-
rendszerre, mely a 3.6. Sejtésben megfogalmazott modyazheldlk el.
Ekkor perszey| = o}, 3/ = 3/, v/ = 7/, 0] = 0], ése] = ¢}, valamint3/ = ~/

esé’—e— 1 Vi, g=1,...,n—1
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3.8. abra.

A kesdbbiekben szilikségunk leaZ pontos értékére is. Ennek kiszamitasahoz
tekintstik a 3.6. abrat. Ezew = Q,0,Q.1< = 2 (7 — 2TO;Pipi< — -55).
A Q;0,;Q;,1 hdaromszégben a derékszogre felirva a gémbi cosinustétettezés
utan al'O,P;, 1<t = arccot (tan 3 cos r) adodik, ahonnan

-2
al =2 <(nn — 1)7T — 2arccot (tan 3 cos r)) : (3.12)

Feltehed, hogya; < w, ellenked esetben &; korlapot tikrozve a);Q; 1
harra, tovabbra i€,, egy fedését kapjuk.

Vezessik be a kovetkézeloléseket:T; = P;O¢P; 1A, i = P,O,P; 1A,
T = P,0;QA, T;" = Pit10,Qi1 A, R; pedig azO,Q;, és az0,;Q,, szaka-
szok, valamint aC, korlap hatardnakQ;Q,.; ive &ltal hatarolt tartoméany
(t=1,...,n—1). Atovabbiakban ezen tartomanyok teriileteinek nagysagat f
juk becstilni, és megmutatjuk, hogy az dsszterilet kiseloit, @) teriilete, kivéve,
ha aC; korok elrendezése azonos azzal, ami sejtiink, vagyidrrendszer elren-
dezésével.
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Nyilvan aT; ésT, haromszogek egybevagoak, igy

n—1 n—1 n—1 n—1
Gi=Y e=2r=)» 6/ =) ¢ (3.13)
i=1 i=1 =1 i=1
amivel
n—1 n—1 n—
Bit+y)=(n—12r =) (a;+6)=(n—2)2r-> a;, (3.14)
=1 =1 i
és
n—1 n—1 n—1

B+ =m-12r =) (a/+5))=(n—-2)2r—) o (3.15)

1 i=1 1=1

7

Az fr,(«) flggveny konkavitasa miatt alkalmazhat6 a Jensen egglenkég:

n—1

— ol n—1
2 = ZQZ'OQHKI < Z frr(a) < (n—1)fry <Zz’=1 O‘Z) .
=1 i=1

Ezen egyerdtlenség atrendezésével és annak felhasznalasaval, hofy. @)
) 2m .

figgveny geometriai jelentése midit . (o) = - =

n—1
ZO‘Z— (n—1) er< 2f1):(n—1)ai’:2ai'. (3.16)
Bevezetjuk a(x) terlletfuggvényt, és a(z) fuggvényt, mely az: szarszégl
szaru gémbi egyedlszari hatomszog terllete. Ekkor, mint azt a 2.4. lemmat
megebzoen lattuk,g(x) = x + 2arccot (Cosrtan %) — 7, amirdl ugyanott be-
lattuk, hogy &[0; 7] intervallumon konkav. Ezek alapjan a Jensen edittariség
tobbszori felhasznélasaval:

Z (n—1)2¢g (%) , (3.17)

n—1

i=1
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M
i
L

n—

(HT7) +UTT)) < D _(9(B) +9(m)) <

1 i=1

< Zz (ﬁzﬂl) <2(n—1)g <E§;f(5@- ”@’) . (3.18)

2(n—1)

i

valamint azF (o) figgvény definicidjabol:

A tovabbiakban becsliljuk a fenti tertletdsszegeket.
A 3.13 6sszefiiggésdiba 3.17 tovabb becsiiltt

(H(T) +1(T) < <—1>2g(Z ) Z2g )= ST (T,

i=1 =1
(3.20)

n—

nlal
n—1

A 3.18 és 3.19 becsléséhez legyer- > 1| . Ekkor 3.14 atrendezésével:

SEBi ) 2(n—2)n .
n—1 T on—1 '

Ezek alapjan a 3.18 és 3.19 egy@tenségek dsszeadasaval a

n—1

M

)+ HT) + H(Ry) < (n— 1) (29 (("n_%l)” - %) + FR,r(a))
(3.21)

i=1

0sszefliggéshez jutunk.

3.9. Lemma. A [0; 7] intervallumon a

g*(a)zg(mn_%l)ﬂ—%) =
(270 e (e (727 ))

kifejezésy-nak konkav fuggvenye minder< 7, ésn > 3 esetén.



3. FEJEZET. KORFEDESEK GOMBON 34

Bi1zONYITAS. Vezessik be aa :%jeldlést. Ekkor a vizsgalt fliggvény:

A—« A—«
— + 2arccot | cosrtan 1 — .

A fuggvény méasodik derivaltja kozos nedee hozas utan

tan (452) (—=1) (1 + tan? (452)) cosr (1 + cos? r tan? (452))

(1 + cos? r tan? (%))2

(11 tan (452)° cos® rtan (45%) (~1)

(1 + cos? r tan? (%))2

Ebben a k6z6s nevépozitiv, igy elegentla szamlalok kilonbségének negativi-
tasat latni. Ez kiemelés utén a kovetkedakba irhato:

1t A—« |+ tan? A—« .
1 an 1 an 1 CcosT
* {(1 + tan? <A2a) coszfr) — (1 + tan? <A;a)) cos%} .

Zargjelfelbontas utan lathatdé a szorzat utolsd tédy@mal, hogy azonos az

1 — cos?r kifejezéssel, ami- minden értékére nemnegativ, ha pedig nulla, az
az eset érdektelen. HasonlGar< 7 miatt acosr is pozitiv. Elég tehat belatni,

hogy
fan (A7) > g
an 1 > 0.

Az A ésa lehetséges értékeire vonatkozé korlatok miatt a fenti elgienség
ekvivalens azzal, hogy

A—a«
4
ami rendezés, é4 értékéenek behelyettesitése utan a

0<

T
§§,

-2
i 2
1

r<a<
n—1 n —

alakot olti. Ez mindem-re tartalmazza a vizsgglt; =] intervallumot, és egyen-
|6ség is csak a fefshataron all fonn az = 3 esetben. n
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Mivel konkéav figgvények dsszege is konkayv, a 3.21 edittsriség jobb oldalan
allé

(n—1) (29" (@) + Frr(a))
fuggveny is konkaw € [0; 7| esetén, rogzitett < r < 7 mellett. A tovabbiak-
ban fel fogjuk hasznélni, hogy a fenti figgvény csokkercgzr] intervallumon.
Mivel konkav, ez pontosan akkor teljesil, ha a fliggvény @eriallum bal szé-
lén csokken, azaz derivallig = o/(r) = 2 (% — 2arccot(tan 3 cos r))-ben
negativ. A képletek dsszetettsége miatt nehézkes szélgsteadni a derivaltra,
azonban numerikus szamitasok alapjan bizonyosan gjlikhditogy a fliggvény
ténylegesen csokken a kivant intervallumon. Az alabbilébréliggvény deri-
valtjanak értékét mutatjak/ (r)-ben rendre az = 7, 8,9 esetekben, figyelembe
véve, hogyn = 7 esetén < r,(7) < 0,625, n = 8 esetén < r,(8) < 0,4515,
n = 9 esetén pedig < r(9) < 1563 sugarakra célunk igazolni a sejtést.

01 02 03 04 05 06 07

-0.02
-0.04 1
-0.06

—0.08 |

3.9.abran =7
Az n = 7,8 esetben g*(a) = g (% — %) fuggvény is csokken a szoban
forgo intervallumon,n = 9-re azonban mar nem. Ennek igazolasahoz legyen
G(y) = arctany + arccot(ycosr). Az y = tan (W) helyettesités
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0,1 0,2 0.3 0.4 0,5

—-0.01

-0.02 1 /

—0.03 1

3.10. dbran = 8

r
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0,3

—0.002 1

—0.004 +

—0.006

—0.008

3.11. dbran =9

1 cosT

mellettg” () pontosan akkor csokken, B&y) n6. G'(y) = 7z — T77er = 0

pontosan akkor, hél — cosr)(1 — y?cosr) > 0, amiy® < —— esetén all fenn.
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Visszairvan-ra azt kapjuk, hogy*(«) csékken, ha

2(n—2 2(n—2
701 ) ) <a< 701 I)W +4arctan(
n_

n—1

1 1
— 4 arct
arctan (\/cosr \/cosr) ’

amibdl csak az als6 korlat jelent tényleges feltételt. Ezekiskzer(«) akkor
csOkken aza/; 7| intervallumon, ha

2(n—2 1 2(n—2
u — 4 arctan <af = u — darccot(tan 3 cosr),
n—1 \/cosr n—1

azazarccot(tan (3 cosr) < arccot (y/cosr), ahol3 = 7—2arccot (cos r tan ="~ )

n—1

volt. Mivel tan " < 1, tanf8 > 0, ezértcot 5 < /r igazoland6. Elemi

n—1

szadmolasok utan ez az

< ZCos%rtan
n — n—1

1 — cos®r tan®

egyenbtlenségre vezethevissza. At = tan -~ jelélés bevezetésével ez a

\/COST4t2 + 2\/COST’3t —1>0

egyenbtlenséggel ekvivalens. Vizsgdljukpéc) = c¢*t? + 2¢3t — 1 polinomot,
figyelembe véve, hogyosr azr € [0, g] intervallumon szigordan monoton.
A p(c) polinomp/(c) = 4c3t? + 6% derivaltjanak a(0; 1) intervallumon nin-
csen gyoke, ezért hac) eldjele azonos valaniiz; b] intervallum két végpontja-
ban, akkor minden kozbidshelyen is ugyan olyan @leli. Han = 7,8, akkor
p (Vcos0) = p(1) > 0, ésp (W) > 0 szintén fennallp = 9-re p(c)
viszont negativ az egé$@; 1] intervallumon. EbBl a g*(«)-ra vonatkozo allitas
kovetkezik.

A 2¢g*(a) + Fr.(a) csokkenéset felhasznalva, valanmjtg%lllai: a(a
3.16 atrendezéséh miatt, a 3.21 egyentlenségben tovabb novellnk, hahe-
lyébea/-t irjuk, ugyanakkor a 3.15 atrendezésével kapjuk, hogy

20 —2)m -, S N(B +)

= = 3/ A,.
n_l a’i_ n—l ﬁz_'_fyl
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Mindezt a 3.21 egyentlenséggel 6sszevetvea = 4/ felhasznalasaval:

—1 ’ / n—1 n—1 n—1
=> 29 (ﬁi a ) + Y Froa)) = (98) + 9(v) + D Frale)) =
1

i=1 =1 i=1

=D WUT7) + UT/") + t(R))).

Ezt dsszeadva a 3.20 egyétenséggel azt kapjuk, hogy

n—1

HCa) = Y (HT) + t(Ty) + t(T7) + t(T7") + t(Ry)) <

i=1

—_

n—

<Y (T +HT) + (T) + HT/) +4(R)) = H(Cy).

i

Egyenbség pontosan akkor &ll, haa 3.17, 3.18 és 3.19 e@tlenségek mind-
egyike egyeriiséggel teljestl, ami csak ugy lehet, haCq ...,C,_; és a
Cs,--.,C/_, korrendszerek elrendezése azonos.

Ezzel — eltekintve az’; , fiUggveny konkav voltatol — a sejtést igazoltuk.



4. fejezet

Matematika szakkor

Ebben a részben egy gimnaziumi matematika szakkori fogtakk vazlata és
tapasztalatai szerepelnek, melyben feldolgozzuk a térkkdeszi sikra vonat-
kozo6 bizonyos részeit, valamint kitekintiink a négyzetngkségkorokkel vald
fedésére is. A téma megértéséhez sziikséges ismeretegkednekea kozépiskolai
kovetelmények kozott. A szakkori foglalkozas megvaléaghany kozépiskolas
diak kbzremikodésével.

1) Oratervezet:
Feladatok, megoldasok Megjegyzések
1) Rovid bevezetés a témardl, motivacioRo- | Fontosnak tartom, hogy fa
vid ismerteb a jaték lényegél, mely az 1. feje-| didkok tudjak, miért fej-
zet elején olvashaté részletesen. |6dott ki a matematika egy

egy aga, vagy hogy mire jq.

Megemliten®, hogy ,pongyoldk” leszink, Idealis esetben ebket is

és a tovabbiakbakor alatt mindig zart kor- | motivalhatja.

lapot, kér hataran vagy kérvonabn, pedig &

megfeleb zart korlap hataratertjik.

39
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Jelolések: Ha n korrel fediink, akkor legyet

nekC,,...,C, afed egységkoroki a lefed-
he kor, sugaranak legnagyobb lehetséges
tékeR,,.

40

ér-

2) Kor fedése egy korrel
Legfeljebb mekkora sugaru kor fedhet6 le egy
len egységkarrel?

Nyilvanvalé. R, = 1

Véarhat6an azonnal ravagjé
ed-helyes megoldast.

3)Kor fedése két korrel

Legfeljebb mekkora sugaru kor fedhet6 le
egységkaorrel?

Ha mindkét fed kor kevesebb mint a felét feg
K hatarabdl, akkor nem fedhetik az egészet,
legalabb az egyik — mondjuk, — fedi K ha-
taranak ket atellenes pontjat. Ekkor azonk
Ry, < 1. Egységkor pedig fedh&tegysegkor-
rel, igy Ry = 1.

Remélhebleg még erre is
kédjonnek hamar, ha hirtele
nem is tudjak igazolni sejté
lisiket. Ha nincs 6tlet a bizg
igyitasra, segitek: prébalja

elészor K hatéarat lefedni.
Dan

4) Kor fedése harom koérrel

Legfeljebb mekkora sugaru kor fedhetd le har
egységkaorrel?

Az el6z6h6z hasonl6 okoskodassal kapjuk, ha
legaldbb az egyik fadl kbrnek — mondjukC, -
nek — fednie kellKX hataranak Iegaléb? részét.

Ha K ezen ivhez tartoz6 hdrja nem atm
réje C,-nek, Ugy C;-gyel K hataranaks-nal
nagyobb hanyada is feditetolna. Ugyanigy
C,-vel és Cs-mal is, tehat a hatar bizonyg
részeit tobb rétegben is fedhetnénk, 4
J0l0sleges pazarlas™nak thnik. Val6ba

Frontalis munka
om
Erzékelheben
w@ebb feladat
bevezed
toknal.

nehe-
az éko,
jellegli felada-
Egydtt oldjuk
meg. A tablai munka
évégzem én, rajzolok, seqit
kérdéseket teszek fe

$Ha maguktdl nem sejtik
imieg, hogy az ,atmés el-
nrendezeéssel” érdemes

ha K akkora,

14

[
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hogyC, C, ésC; is pontosar% részét fediki’
hataranak, s ezen koérok ugy helyezkednek
hogy az altalukK hatarabol kimetszett huro
az egységkoroknek atnt@y akkor nem tudjuk
masként elhelyezni &; koroket (mivel az at-
méid egy kor leghosszabb hurja).

Az ennél az elrendezésnél adodo kornél
gyobb K kort tehat biztosan nem tudunk fedr
De val6ban fedést kaptunk-e ezzel?
Szimmetria megfontolasokbdl elég azt kiszar
tani, hogy K kézéppontja fedve van-e.

_ L

0,0B< = 60°,m = cot 60° = 7 < 1, tehat
valéban fedés.

_ ane — L _ 2
InnenR = R3, sin 60° = R = Rs = 7

41

prébéalkozni, segitek azza
#logy megforditom a prob
kléemat: adottR sugaru kort
prébaljunk meg lefedni ha
rom, minél kisebb korrel

igy jobban latszik, hogy hi
natméovel illesztjuk a ko-
nirbket a R sugaruhoz, ugy
tudjuk a legkisebb kérokke
niiald fedést elérni. (Ha a
tényleg fedés.)

15

Eleve vizsgalhattuk volna
problémat ezzel a megford
tott szemlélettel. Azért nen

tettik ezt, mert ugy valész

nlleg nem j6tt volna él e
.szemléletmegforditas” cél
szerlsége, holott hasznags,
ha a didkok megtanulnak
a

ugyanarra a problémar
tobb kilénbobféleképp
tekinteni.

5) Kor fedése négy korrel
Legfeljebb mekkora sugaru kor fedhet6 le ne
egységkaorrel?

Az el6z6 esethez hasonl6an az ,atrdgrelren-
dezés” mukodik itt is. AC;, (i 1,2,3,4)
korok megfeled atmébdi ez esetben négyzet
alkotnak.

Egyéni munka
2gy

Ha hogy
tudnak elindulni, javasiom

latom, neni

Az

A

hogy nézzenek vissza ¢
cn=3 esetre, nem lehet;

valami hasonlét csinalni. D

1%




4. FEJEZET. MATEMATIKA SZAKKOR

0,0B<« = 45°.m = cot45° = 1 < 1, tehat

valoban fedéss- R = R,. Pithagorasz tétel:

12412=R, = R, = V2.

Az elrendezés érdekessége, hogy ebben
esetben &; korok (mint kdrlapok) kdzos met
szete nem egy tartomany, mindéssze egye
pont, aK kor kbzéppontja.

42

bizom benne, hogy menr
fog nekik egyedul is.
Esetleg megkérek valg
kit, hogy a tablanal mondj
el a megoldast.

az

tlen

6) Kor fedése 6t/hat korrel

Legfeljebb mekkora sugaru kor fedhetd le 6t/
egységkaorrel?

Nagyon nehéz feladatok. Az= 5 esetet meg
sejtette Nevill 1915-ben, majd Bezdek Karg
bizonyitotta joval ké8bb, 1983-ban.

Az n 6 esetet is Bezdek K. bizonyitott
1979-ben.

Ezek érdekessége, hogy mig egész ec
mindegyik megoldas rendelkezett forgassz
metriaval, erre a két esetre ez nemigaz, bar

gelyesen szimmetrikus mindkét eset.
Kozelitd értékek:
Rs ~ 1,641,

Azok szamara, akik érdek
h&bdnek a matematika iran
érdekes lehet, hogy barazi
kolai matematikaban tipiku
lywan nem talalkozunk magys:
emberdl elnevezett tétellel
aa magyarok sem tétlenke(
nek. R&adasul sokan &
jdigndoljak, hogy amit a ma
mematikaban meg lehet o
tedani, azt mar rég mego
dottak. Ezzel szembealli
hato, hogy Bezdek bizony
tasai néhany évtizeden bel

i

|

[

Rg ~ 1,799

liek.
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7) Kor fedése hét korrel

Legfeljebb mekkora sugaru kor fedhetd le
egységkaorrel?

Ha megprébaljuk az ékbekkel megoldani
problémat, hamar rajévink (eg§y67()—o szarsz6-
gl, 2 egység alapu egyénkzari haromszo
magassaga 1), hogy a szokasos otlettink ne
mikodik, ugyanis &, korok nem érnek be
k6zéppontig, tehat az eddigiekkel ellentéth
nem kapunk fedést.

A

[e

Probalvan
kus elrendezésekhez, konnyen jon az Ot
hogy rakjunk egy egységkort teljesen a
dendd belsejébe. Ekkor a hatart hat kor
kell lefednink. Probalkozzunk a szokas
atméos elrendezéssel. Az@Hekhez hasonl¢

ragaszkodni a forgasszimme

szamitassal egy = 2 sugarl kort kapunki

Kérdés, hogy azt a teriiletet, amit a hat, ha

fedd kor kihagy, a hetedik - koncentrikusa

elhelyezve a federidkorrel - fedi-e.

Az OABA szabalyos volta miatCAO,< =
60°, és alapon fekyy szoge azACO; egyend

Egyéni/csoport munka

hét

Buzditom ©Oket, hogy ha
1 elakadnak, probaljanak me
k6zosen otletelni, hisze
gmar két fej is tobb mint egy.
m

aHa nagyon nem tudna
emit kezdeni a feladattal, d
azt mar latjak, hogy a szoka
sos atmérs modszerrel nen
tnmegy, javaslom nekik, hog
lgirObaljanak meg intuitive
fderajzolni egy fedést, hath
ghont megtalaljak a megfe
oeld elrendezést, akkor ,m3
D csak” bizonyitani kell.
[adelszerli  lehet [
arhangsulyozni, hogy ékzor

azt

ragaszkodjanak a forga
szimmetridhoz. Elfil talan
rajon valaki, hogy érdeme
egy kort belllre rakni, ha
addig ez az 6tlet nem mer(
volna fel.

>

g

a

\r

92

szaru haromszognek, vagyis A2 O; A is
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szabdlyos=> AC=1, AO=R=2= CO =
1 = valéban fedés.

De honnan tudjuk, hogy nem lehet enr
nagyobb kort is fedni, vagyis hogi, = 2?
Mivel 2 egység sugaru kor fedése mar me
oldott, R; > 2 mondhatd biztosan. Mive
egységkorokkel fedunk, ezért amely@ kor
fedi a fedend kor k6zéppontjat, az nem tu
fedni a hatarbdl is, hiszen legfeljebb befillr
érinthet. Az R 2 esetben a hatéart féd
korok atmébikkel, azaz leghosszabb hurjaikk
illeszkednek a hatarra és mind a hat ponto

a hatar 1/6-od részét fedik. Ig§ > 2 esetén
a hatarbdl mindegyikik 1/6-odnal kisebb ré
tudna fedni, ami a kor teljes fedése ese
lehetetlen.

44
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8) Kor fedése nyolc/kilenc/tiz korrel
Legfeljebb mekkora sugard kor fedhet6
nyolc/kilenc/tiz egységkorrel?
Nyolc, kilenc és tiz kor esetén egy kor esik
fedend kor belsejébe, a tébbi - bar nem atm
rovel illeszkeden - forgasszimmetrikusan h
lyezkedik el.
Ezek bizonyitasa bonyolult, az= 8 ésn = 9
eseteket Fejes Toth Gabor oldotta meg (199
azn = 10 eset még késbbi.
Kozelitd értekek:

Rs ~ 2,247, Ry~ 2,4142,

Ryo =~ 2,532.

Csak érdekesség, mint &
le =5 ésn = 6 esetben.

é-

9]

6),

;WA
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9) Négyzet fedése egy korrel
Legfeljebb mekkora oldalt négyzet fedhetd
egyetlen egységkorrel?

Nyilvanvald.a® + a> = 4 = a = /2.

Feltehebleg azonnal mond
jék a helyes megoldast.

9) Négyzet fedése két korrel
Legfeljebb mekkora oldalt négyzet fedhetd
két egységkaorrel?
Ha van jobb, mint az egy korrel fedés, akk
a két kor k6zéppontjait kicsit tavolitanunk ke
egymastol. Rogzitstik igy a kdroket, probalj
meg ebszor a négyzet két parhuzamos oldas
gyenesét a lehétlegjobban elhelyezni. Maj(
a végén megprébaljuk megmondani, menny
hazzuk szét a kdroket. Ha nem akarjuk, hag
egy korrel is fedhét legyen a négyzet, akkg
.bele kell [6gni” mindkét korbe, tehat a parh
zamos oldalaknak szelnitk kell a korok koz
harjat (melynek végpontjaiA, B). A két oldal-
egyenes tavolsaga AB, és egyndiség ponto-
san akkor all fenn, ha ésB illeszkednek az
oldalegyenesekre, és azok rbkegesekAB-re.
(Ha nem meblegesek, akkor egy befogoju,
AB atfogoju derékszdgl haromszogink van

Most mar olyan négyzetet keresiink, melyne

Valdszinlleg azonnal (g
frébaljak majd a négyzetg
fedni, hogy a korok kozép
opontjait 6sszekotd szakas
lbarhuzamos a négyzet me
ufeleld oldalaival.
\lden hagyom, mig igy kigon

ijebb, majd csak aztan vete
oyl ezt a problémat, hogy n
rszakitsam rosszkor félbe
I-gondolatmenettket.
0S
A L ferde
direkt nem azA vagy aB
pontbdl indulva rajzolom fe
aza oldalhosszt (a parhuza

Ay s

sav’ esetérn

)remélvén, hogy meglatja
igy is, amit kell.

Ez esett

d doljuk, hogy mi lehet a legt

ot

5Z

(4%

a

A

mos egyenesek tavolsagat),

5




4. FEJEZET. MATEMATIKA SZAKKOR

oldalhossza a mindenkofB tavolsag. A par-
huzamos egyeneseknek a kortk unidjabéa
szakasza (egyenesenként) ha hosszdbimél,
akkor a korok kozelebb tolhatéak egymash
amivel AB tavolsag B, ha pedig révidebb, ak

kor a négyzet ,kilog”, igy az a legjobb, ha ¢

a két hossz egyed) vagyis a négyzet minde
csucsa illeszkedik a megfetekorvonalra.

A

a/2

B

a2+(%)2: 4=aq :%
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9) Négyzet fedése négy korrel
Legfeljebb mekkora oldalt négyzet fedhetd
négy egységkorrel?
Mivel — akarcsak az ébbiekben — egy fedés le
fedi a hatart is, probaljuk meg egy korrel fed
a leheb leghosszabb részt egy négyzet hatz
bél. Ha a négyzet oldala a kor egy atloja, akh
egy 2 hosszu részt fedtlnk, igy egy 2 egy
oldalu négyzet fedését allithatjukdel Van -e
jobb? Némi rajzolgatas utan sejtbehogy van.

Az imént egyik koér sem tartalmazta a négy:
egyetlen csucsat sem. Ha a négyzet eg
csucsat az egyik kor kozéppontjaba helyezz

Rokon feladat az ék6ekhez
Ebbdl a szempontbdl, hog
itt is azt érdemes vizsgaln
2-hogy egy korrel hogyan fed
nihe® le a leheb legnagyobh
Andész a hatarbol, ahogyan €
xof bar csak kdzvetve — tett(
sé@rabban is. It is forgas
szimmetrikus elrendezés &
optimalis.

7et
Jyik
Uk,

Nz

agy a korrel ismét egy két egység hosszu rés

5t
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fedtlink. De ez ittjavithat6. A négyzet csucsa

a korrel valo két metszéspontja meghataroz
derékszogl haromszdget. Mivel az atfogé n

atmébje a kornek, a haromszdg ,beljebb tg
hat6” a kérbe Ugy, hogy az atfogojanak legala
az egyik végpontja nincs a kor hataran. EK}
az ehhez a végponthoz tartoz6é befogét med
het hosszabbitani a kor hataraig, igy a kor 2 e

ségnél hosszabb darabot fed le a négyzet ha

bél. Ez megtehétegészen addig, mig a deré

sz0gl csucs nem Utkozik a kor hataraba, s e
egyidejlileg az atfogé atm@édesz. (Ld. Thal-
esz tétel megforditdsa). Most mar egy 2 e
ségnyi atfogdju derékszogl haromszoég befo
hosszanak 6sszegét kell maximalizalnunk.
Mit sejtiink? Hogy az egyetilszaru derékszog
haromszdg a megoldas. (Eidlbmar lathat6 a
négyzet fedésének legjobb konstrukcioja is.)
Ha a derékszogl haromszog rovidebbik be
goja z, akkor a maximalizalando fliggvény &
T+ V4 — 22

Sejtjuk, hogy az egyedlszaru eset adja a m
ximumot, tehat a maximum értéka/2. Be
kell latnunk, hogyz + v4 — 22 < 2v/2, azaz
V4 — 22 < 24/2 — z. Mivel x a rovidebbik be-
fogd, mindkét oldal nemnegativ, tehat ekviv
lens atalakitas, ha négyzetre emeliink. Ezt e
gezve némi rendezés és egy nevezetes azg
sag felismerése utn — /2)> > 0 adodik,

a7

& fuggvény maximalizalas
egyra kézenfelkv modszer 3
ederivalas. Mégsem ezt vé
lfasztottuk, mert majd csal
bt?. évfolyamon tanulna
Katerivalni, most még ninc
leirtokukban ez az eszkoz.
qy-

tara-

K-

7+ nem jonnek r4 ma
guktél, én kérdezek
gyrogy tudtuk volna ezt @
gf@ladatot minden szamol3
nélkil megoldani, ha meg
Usejtjuk a helyes elrendezés
Gondoljunk vissza korabh
eredményeinkre.
fex ,kor fedése négy korrel
azimi 4. szamu feladg
tunkbdl H3
naz optimalis elrendezéshg
tartozé négyzetbe irt kort te
kintjuk, az éppen az emlite

kdvetkezik.

feladat megoldasa. Tehat |
audnank nagyobb négyzet
viedni, mint a megsejtett

is tudnank fedni 4 db

ra:

Ez épp

raldcor annak beirhaté kore

A

=

UJ

1S

t?

2z
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ami mindenx értékre teljesdl. egységkorrel, ami ellent
Ezzel belattuk, hogy ugy tudunk egy négyzehond a 4. feladatban bizg
hatarabdl legtdbbet fedni egy egysegkorrel,| hgyitottaknak.

a hataraik metszéspontjai egy@searu derék;
sz8gl haromszoget hataroznak meg. dt obar
adodik a legnagyobb fedtetnégyzet oldala
nak hossza, ami az optimaligrték kétszerese,
vagyisa = 2v/2.

2) A foglalkozés leiradsa

A fenti Oratervezet alapjan megtartott foglalkozasontrestt a budapesti Jo-
zsef Attila gimnazium hat tizenegyedikes, matematikazagms didkja. A diakok
keresztnevei és idei félévi jegyeik:

Adriennjé, Eszterjeles Krisztijeles Csabakodzepes Istvanjeles és
Koppanykozepes

1) Rovid bevezetés a témardl, motivacio.

A didkok érdekbdésének felkeltésére, valamint azért, hogy jobban résmss
érezzék magukat a témanak, a kiindulasi jatékot a keziktaeradajzlapbdl ki-
vagott 2 db nagyobb, és 10 db kisebb korlap, tehat két tefjasitgra. A didkok
Ulésrend szerint spontan két, harémtsoportban helyezkedtek el, és egyutt pré-
baltak meg a problémat megoldani.

Az egyik csoportnak - Eszter, Kriszti és Koppanyéstor majdnem sikerdlt a
fedés, utana korrigaltak az elrendezésen, majd kéréseegprobaltak Ujra, ek-
kor mar sikerrel jartak.

A masik csoport - Adrienn, Csaba és Istvanésaor szintén nem jart sikerrel,
de 6k tényleg Ujrakezdték. Masodszorra Istvan instrukcidkkaitette Adriennt
a kirakasban, Csaba néma szeildlaradt. Beszélgetés részlet:

Istvan: ,Azt rakd Kicsit kijjebb!”
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Adrienn: ,De akkor nem ér be kozépre.”

Istvan: ,Nem baj, azt majd kébb.”

Adrienn hozzam intézett kérdése: ,Meg lehet csinalni?” tdapaz alkalmon,
és igend valaszom utan elmondtam, hogy pont ilyesmiket fogunkgahs ma.

2) Kor fedése egy korrel.
Varakozdsomnak megfe@@n nem volt probléma.

3) Kor fedése két kdrrel.

A diakok automatikusan a meziikbe vették a rajzlap-korlapazzal probaltak
meg segiteni szemléletiiket. Valbban hamar rajott mindéokjy az ebzbnél nem
lehet jobban. Istvan indoklasa szerint ha jobban széthdaxét kort és gy van
ko6zépen a federidkdr, akkor az atmér maximum a két metszéspont tavolsaga
lehet, ami kisebb 2-nél, ha meg nem k&zépen van a fégeaikor atmehetiink
a két fed kor valamelyikébe, de akkor sem lehet a sugar nagyobb,1nmeit
.Kilogna”.

Mas indoklas nem sziletett kérdésemre sem. Prébéaltametvéket a terve-
zetben vazoltakra, mivel a kiisbiekben is azt a gondolatot szeretnénk hasznalni.
Hiaba segitettem, nem tudtak azzal a gondolattal mit keztlegy a hatart is le
kell fedniink, de erre is csak a két kor &ll rendelkezésurMdikor elkezdtem mon-
dani a gondolatmenet Iényegét, azonnal lattam, hogy énteniki, szinte végig
sem kellett volna mondanom, bar nem voltam megggve rola, hogy hasonlé
esetben maguktdl is eszilkbe jutna.

4) Kor fedése harom korrel.

Az elbbbiekhez hasonléan most is az elején hasznalt korlapakstkveb.
Mind a két csoport arra a kovetkeztetésre jutott, hogy eggasszimmetrikus
elrendezés lesz a nyigrvalamint hogy tul kdzel sem érdemes tolni a koroket
egymashoz, mert akkor lehet, hogy novelni lehet a faalkét sugarat, ha kicsit
tavolitjuk 6ket, de nagyon széthdzni sem j6, mert akkor a kdrok metengap
»-hagyon benyulnak”, és csak elég kicsi kort lehet fedni, gyadob kilogna.
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— Ezt most ki kéne szamolni?!? - tette fel a kérdést Esztemlyialanul. EI§
ranézésre nem nagyon hitte, hogy ezzel meg tud birkdznivaldszinlleg abbol
adodott, hogy még nem tudtak pontosan megmondani, meddigiésnes szét-
hazni a harom kort.

— Hogyan bizonyitottuk az ébb, hogy két korrel is csak egységkort tudunk
fedni?

— Ja, akkor most is kell legaldbb a harmadat fedni. - hangrzotilasz keér-
désemre K.K.-t6l. Mivel tovabbra is tétovaztak, lattamgypanég mindig nem
tudjak, merre tovabb, a tervezet szerint megforditottannodlpmat, rajzoltam
egy kort a tablara, majd megvastagitottam rajta a kertlebhdrészet.

— Legyen adva a fededdkdr. Hogyan helyezzek el egy minél kisebb kort tgy,
hogy a megvastagitott részt lefedje?

— Legyen az az a&tméY - vagta ra Kriszti mosolyogva.

— Es a masik kefivel mi legyen?

— Hat azt ugyan ugy - tette hozza Istvan azonnal.

Megbeszéltik, hogy nem tudunk nagyobbat fedni, ha ez edgalfedés. Innen
Adrienn mondta, hogy azt elég megnézni, hogy a kdzépponefean-e, majd Ist-
van javaslatara a 2 egyseég oldalu szabalyos haromszdg séqgl%sa%-ét szami-
tottuk ki — lévén a szabdalyos haromszdg megtetetvezetes pontjai egybeesnek
— és allapitottuk meg réla, hogy valéban kisebb 1-nél. Irmfadend kor sugarat
sem Pithagoras tétellel, hanem a@zbl érték kétszereseként szamitottuk.

5) Kor fedése négy korrel.

Ismét a legelején hasznalt korlapok kerllte&tétbe, és azonnal az atraér
elrendezéssel prébalkozott mindkét csoport. Az Adriensal@ és Istvan féle
csoport félbehajtogatta a kisebb kérlapokat, hogy konbgaktudjak az atme-
rok végpontjait egymashoz illeszteni. Azoebek alapjan azonnal meg tudtak
mondani, hogy ennél jobbat biztosan nem tudunk csinaliipéy nyilvanval6an
valéban fedést kaptunk. A sugar kiszamitasa természetesemkozott gondot.

6) Kor fedése o6t/hat korrel.
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Mikor mondtam nekik, hogy bizonyithatd, de nagyon nehégyraz R5; sugaru
kor fedésére egyetlen jo elrendezés létezik, és ez az Ghnstmegtalaltak végil
— akkora koroket vagtam, hogy a maximalisan fedhét csak egy egész kicsivel
legyen kisebb a fededdkdr sugara — tobben elmosolyodtak.

Adrienn mondta, hogy érti, hogy atnidkel rakni korbe mind az 6r kért nem
jO0, mert valészinlileg nem érnének be kdzépre, de miért Geam,jha kiindulunk
mégis ebbl, és addig toljuk be egyszerre mind az 6t kort, mig be nemiéri
a kozepére is, és akkor fedést kapunk. Istvan szinte a sbavadgva segitett
elmondani neki, hogy j6 az is, de lehet nagyobb kort is feamah ami ugy
jonne ki. Hozzatettem, hogy a rajzlapbdl kivagott kort setmekt (gy fedni, mert
akkor a fedend kor kilog a fed korok metszésponjainal, mas elrendezéssel mégis
megoldhato, hisbk is megcsinaltak.

7) Kor fedése hét korrel.

Az Eszter, Kriszti és Koppany féle csoport tagjai — tanulzeeddigiekldl —
elkezdték rajzolgatni a flzetlikbe az atdselhelyezést, bar gyanussa valt nekik,
hogy nem lesz ez igy j6, mert nem lesz fedés. Mindekdzben &rossport is-
mételten a korlapokhoz nyult — kéttkértek kdlcsén a masik csoporttdl, mivel
nekik csak 6t darab volt — és tulajdonképpen azonnal etpkat helyes megolda-
sig, bar indokolni nem tudtak azonnal. Kézben &zéék kiszdmoltak, hogy az
Otletiikkel valéban nem kapnak fedést. Ezt kdegt probléma nélkil kiszamol-
tuk kbzosen, hogy a helyes elrendezéssel mekkora kort ketiarvaloban fedés.
Adrienn jegyezte meg, hogy mivel a hat kiillsdr atméével illeszkedik, tényleg
nem lehet nagyobbat fedni. Sajnalatomra még ekkor semedetisenki maga-
tél, hogy esetleg meg kéne nézni, tényleg fedést kaptunk-e.

Miutan erre felhivtam a figyelmet, Istvan azonnal mondtagyhelég volna két
szomszédos, a koz&gél kulonbdd fedd kor metszéspontjairdl megallapitani,
hogy legalabb 1 egység tavolsagra vannak egymastél. matém tudtak ér-
demben nekikezdeni. (A tovabbiakban a tervezetben enndihddtnal lathato
abra jeldléseit hasznalom.) Kérdésemre, hogy mit tudunk@B haromszogfl,
tobben valaszoltak egyszerre, hogy eg@esrar, az ,Es még?” kérdésre érke-
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zett a ,szabdlyos” valasz is. Ekkor behlztana€ sugarat, majd kéfth néztem
rajuk: ,Ezt most miért csinaltam?” Par masodpercig némadsémadt, melyet
Istvan tort meg azzal, hogy a¥CO; hdromszdg is szabélyos. Kérésemre meg is
indokolta. A ,most szdljon, aki nem érti” felszoélitasra &enem mozdult, pedig
ha ilyen van, szoktak.

Ez utdn még megbeszéltik, hogy most mar latjuk, hogy térkdbggy kornek
a feden@n belll lennie, mert amelyik kor a kb6zéppontot fedi, az nehe€ki a
szélére, |évén a fedetidkor sugara legalabb 2 egység.

8) Kor fedése nyolc-tizenkét korrel.

Amikor elmondtam nekik, hogy milyen eredmények vannak,dp/tezek elég
nehezek, néhanyuk arcan valami szornyulkodésfelét véiedfedezni. Azt hi-
szem, sokuk szamara nehéznek tiint az 7 eset is, bar végul mindenki megeértett
minden Iépést.

9) Négyzet fedése egy karrel.
Valéban nem volt probléma, az oldalhosszt is azonnal méndta

10) Négyzet fedése két korrel.

Istvan azonnal a kezébe vett az eddig is hasznalt korlapoll kétot, €s pro-
balta elképzelni a lehetséges megoldast. Kozben valakitdmas ,Lehet
nagyobbat fedni? Kért nem lehetett.” megjegyzés érkezEtte az feleltem:
pont erre keressik a valaszt. Most mar nem ezt tenném, irk#thinondanam:
jO6 kérdés, hogy van-e koze a kKatek egymashoz, és ha igen, mi. Ezen aztan el
is gondolkodhatnank egydtt. J6 ugyanis latni azt, hogy &mekoldall négyze-
tet tudunk fedni, akkora atm@fi kort is, erre megfeléla négyzet beirhatkore.
Bar ez a jelen probléma megoldasat kdzvetlenll nem segitidz az észrevétel
visszafele nem igaz, de a geometriai szemléletiket fejlesz

Csaba azt sérelmezte, hogy ha 2 egység hosszu négyzetét raabini két
széthuzott korre Ugy, hogy két szemkdzti oldal két abreileszkedik, akkor ki-
|6g a négyzet tobb helyen is, nem kapunk fedést. Valosegnét eddigi logikat
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probéalta meg folytatni, és a négyzet oldalara a kor abjgéilesztette, de ez eset-
ben nem jart sikerrel.

A tbbbiek arra hamar rajottek, hogy ha tulzottan széthluzzlt kort, akkor a
metszéspontok tavolsaga tul kicsi lesz, igy tul nagy néigyem fér be. Adrienn
javasolta, hogy akkor toljuk minél 6sszébket. Istvan tette hozza, hogy ha meg
tul kdzel vannak a korok, akkor kiloghat a négyzet. (Feltévwe akkora négy-
zetet veszek, melynek oldalhossza a koérok metszéspaaitjd@volsaga.) Csak
nagyon nehezen jottink r4 kbzésen, hogy mi tlinik a legjobhatdasnak. Ek-
kor feltettem a kérdést, hogy miért igy kerestiik a megbetélgyzetet, nem lehet,
hogy ,ferdén” jobb megoldashoz jutnank? Nehany arcra afaggéényleg” kife-
jezés ult ki, de érdemben senki nem tudott j0 6tlettel sznlgannal tovabb nem
jutottunk, hogy ilyen esetben is ki lehet tolni a négyzetatdit a korok metszés-
pontjaiig. A két ferde vonal tavolsagat és a korok metszégaimak tavolsagat
szemléltettem a tablai &bran. ,Hogy viszonyul ez akeggymashoz?” - tettem fel
a kérdést. Istvan valszolta meg a kérdést indokolva is estakét. De szemlato-
mast nem értették miért kérdeztem ezt, hiaba édkkn. Aztan mikor elkeztem
mondani és mutogatni, hogy kezdjul el forgatni a savot,gaksa valt mindenki
szamara.

Ekkor dsszefoglaltam, hogy jelen pillanatban hol is taktanprobléma meg-
oldasaban. Koppany kérdezte, hogy ez miért jobb, minthia @sagy korbe irt
négyzetet vesszik. Valdszinlileg ismét eszébe jutoty, adgr fedése két korrel
nem adott jobb megoldast, mint az egy kdrrel valo fedés. &imsglepdtem a
kérdésen, de javasoltam, hogy szamoljuk ki, és meglatjogy obbat kaptunk-
e. Ezt kdveben a négyzet oldalhosszdnak meghatarozasa mar rutieszent
mindenkinek. Ramutattam, hogy kozvetlendl is lathaté yhoagyobb négyzetet
fedunk igy, mint egy korrel, mivel abban az esetben a kotbeeiyyzet oldalainak
aranya 1:1, mig korabban megallapitottuk, hogy itt a négfete esik az egyik
korbe, igy egy egységkorbe irt 2:1 oldalaranyu téglalappaldolgunk, amil
latszik, hogy keskenyebb ésagasabbmint az ugyanazon korbe irt négyzet.

11) Négyzet fedése négy karrel.
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Az Adrienn, Csaba és Istvan dsszetételli csoport azonnbekéette az atmér
nél meghajtott korlapjaikat, ezeket atranél egymashoz illesztették, majd nagy
bizonyossaggal allitottak, hogy a két egység oldalu négyzeelyes megoldas,
mutatva a padon az elrendezésiiket. Eppen kezdtem kérdewsik csoporttol,
hogy 6k mit szélnak ehhez, és a tablara rajzoltam a helyesneknwedioldast,
mikor Adrienn és Istvan szinte egymas szavaba vagva hd#dgtbogy ez az el-
rendezés két egységnél hosszabb oldali négyzetet is f@gdbvah, csak masként
kell nézni. Azt is azonnal mondtak, hogy nincs gond, ez &njéedés.

Honnan tudjuk, hogy nincs jobb? - tettem, fel a kérdést, otdenn nagyon
értetlendl nézett ram. Az @&bek alapjan nem gondolom, hogy eddig sem értette
az eddigi edfeszitéseinket annak bizonyitasara, hogy megtalaltopamalis el-
rendezést. Mindinkabb annak tudom be, hogy pénteken voljlalkozas, és mar
kordbban is tapasztaltam, hogyéntekre altalaban kissé elfarad, tdbbszoér veszti
el a fonalat egy-egy pillanatra mint maskor, aztan hamént&s nevet is magan.
Ezt tAmasztja ald az is, hogy elkezdtem mondani neki, hogytdub is azt hitte,
hogy a két egység oldalu a legnagyobb négyzet, amit fedketimian mégsem,
szemmel lathatdéan az él§l mondatom utan rajott, hogy mi a probléma.

Eszter és Kriszti azzal az indoklassal alltak,ghogy a négyzet mindkét at-
I6ja ugy van fedve, hogy két, egymast kivdllérintd kor atméaoi illeszkednek az
atléra — tehat az atlok hossza négy egység — igy ha hossébalarunk, a szo-
ban forgo két kort tavolitanunk kéne egymastol. Ekkor aaondiz atlé egy része
fedetlenldl maradna, aminek fedését csak egy harmadik k@me&gyzet kozép-
pontja felé valo kozelitésével tudnank megoldani, ami aikndi$o rovidiulését
vonna maga utan, ami négyzet esetében lehetdfiszintén szélva egy pillanatig
nem egészen értettem a gondolatmenetet, tdbbek kdzottielty azért is, mert
mar nagyon késziltem a tervezetben szérbptonyitasra, szamitottam ra, hogy
az nem lesz kénny(. Az lett a vége, hogy mar mindenki értatigy midl van
sz0, és a tobbiek is csatlakoztak a magyarazékhoz, mireevéggértettem én
is. Meglepett, ugyanakkor nagyon orultem, hogy egy gy@eamanas indoklast
talaltak az optimalitasra.



4. FEJEZET. MATEMATIKA SZAKKOR 55

Ennek ellenére nekirugaszkodtunk a tervezetben vazoli@atmenetnek is,
két okbdl. Egyrészt mert meg szerettem volna nekik muthtgy mit lehet kez-
deni egy széldérték problémaval — megsejteni a sbélitéket, majd egy egyen-
|6tlenség belatasaval bizonyitani — ezzel egy altalanospedtiadva a kezlikbe.
Masrészt ra akartam mutatni, hogy egy figgvény s&gtek helyét (és értékét)
meghatarozni nem mindig kénny( dolog, de a geometriai Edetrsokszor segit,
de ha nem, akkor meg lesz erre mas madszeriink, a derivalgs.hislanegtanu-
lunk derivalni, emlékezzenek erre a feladatrd,fegjuk venni.

Ennek a bizonyitasnak a gondolatmenetét elkezdtem vaztgnazon a pon-
ton elakadtunk, ahol mar egy 2 egység atfogoju derékszaginiszog befogoi
hosszanak 6sszegét kell maximalizalnunk. Miutan javasglhogy nevezzik a
révidebb befogot-nek, tobben is kezdték diktalnia+ /4 — x2 kifejezést. Ist-
van emlitette, hogy nézzik ezt, mint egy figgvényt, és akkorak kellene a
maximuma, de hogy ezt hogyan hatarozzuk meg, arra nem VeleSEszter ra-
mutatott, hogy azért is valoszind, hogy tényleg az a j6 axgretnénk, mert a
derékszogl csucsot mozgatva a koriven, a helyzet szinknetaz egyerd szaru
esetre. Hidba tettem fel a ,nem tudnank egy egdehséget felirni, abbdl ki-
indulva, hogy sejtjik a maximumot?” kérdést, nem jutottwidrébb. Ezért
némi magyarazat kdzepette magam irtam fel, majd megké&meziogy értik-
e. Mindenki bologatott. Eszter javasolta, hogy abrazohuiiggvényt. Kér-
désemre, hogy tudna-e abrazolni, csak mosolygott. Ez nala nemlegesztala
jelent. Mondtam, hogy probaljunk esetleg algebrailag h#ni, mire szintén
Eszter mondta, hogy vigyik at azet a jobb oldalra, és akkor két kulon fugg-
vénykeént fogjuk fel, amit egyenként abrazolhatunk. (Ezedrieit az eredetileg
az egyeritlenség jobb oldalan allé6 konstanst 6nmagaban nem tedarfiggg-
vénynek, de erre nem akartam kitérni.) Ez rAmutatott artaogy nem a gyokos
kifejezés abrazolasaban latta a nehézséget eredetilegmhealoszinilileg abban,
hogy két fliggvény(azz és ay/4 — 2?) 6sszegdil van sz6. Tovabb faggatvan
kiderult, hogy av/4 — z2-et igy sem tudja abrazolni, majd gyorsan hozzatettem,
hogy ez igy hirtelen nekem sem menne, keressiink mas madskkadr mar jott
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a négyzetreemelés o6tlete, ahonnan kdnnyedén igazoltukyanBtlenséget.

Amikor megkérdeztem, hogy hogyan tudtuk volna minden szasnoélkdl,
pusztan az élzoek felhasznalasaval megindokolni, hogy miért a megsejten-
nagyobb fedhét négyzet, Adrienn azonnal azt kérdezte, hogy miért nem jd az
indoklasuk, abban nincs szamolas. Még mikor segitettemgy podbaljak meg
hasznalni a kordbban bizonyitottakat, konkrétan a kordéadék esetét, igy sem
érkezett Otlet. Ekkor a négyzet fedésének tablad Edwajabol mindent let6rol-
tem a négyzet belsejéb— hogy ne legyenek ,zavar6” vonalak — és igy tettem
fel a kérdést: mi kdze a kor és a négyzet négy korrel valo tsadsegymashoz.
Ekkor Kriszti emlitette a beirhato kért, majd arra a kérdéseis valaszolt, hogy
ezek alapjan miért biztos, hogy nem tudunk ennél nagyobipzedet fedni.

Az 6ra végeén roviden 6sszefoglaltam, hogy mit végeztinigiafkozason, va-
lamint mindenkinek kiosztottam nyomtatott formaban a 5h 4.1 abrakat.

A korabban emlitett hibaktol eltekintve agy gondolom, enétyes volt a fog-
lalkozés, a didkok egyéniségiknek megi@bsl vették ki résziiket az 6ra meneté-
bol, mindenki végig figyelt, és képességeihez mérten dolozo

n=I n=2 n=4

4.1. &bra. Négyzet legritkdbb fedése- 1, 2, 4 esetén.
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