Baire 1 fĄggvĆnyek rendtąpusai

SZAKDOLGOZAT Elekes Mărton

TĆmavezetŞ: Laczkovich Miklćs

egyetemi tanăr

1998

BevezetĆs

Az X alaphalmazon Ćrtelmezett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek halmazăn tekintsĄk a pontonkĆnti parciălis rendezĆst: f ≤ g, ha ∀x ∈ X f(x) ≤ g(x), azaz f < g, ha ∀x ∈ X f(x) ≤ g(x) Ćs ∃x ∈ X f(x) ≠ g(x). Ha csak karakterisztikus fĄggvĆnyekre szorątkozunk, akkor Ćpp X rĆszhalmazainak tartalmazăs szerinti parciălis rendezĆsĆhez jutunk.

TekinthetjĄk ezen parciălis rendezĆsek megszorątăsăt bizonyos konkrĆt fĄggvĆnyosztălyokra. EbbŞl a szempontbćl a Baire 1 fĄggvĆnyek osztălya kĄlŤnŤsen Ćrdekesnek bizonyult.

Kuratowski klasszikus tĆtele szerint valćs Baire 1 fĄggvĆnyeknek nincs ω_1 tąpusč teljesen rendezett (a tovăbbiakban: rendezett) halmaza. Laczkovich Miklćs fogalmazta meg a kĆrdĆst, hogy pontosan milyen rendtąpusčak lehetnek valćs Baire 1 fĄggvĆnyek rendezett halmazai, azaz mely rendtąpusok reprezentălhatćk valćs Baire 1 fĄggvĆnyekkel. A jelen dolgozatban ezzel a kĆrdĆssel Ćs hozză kapcsolćdć problĆmăkkal foglalkozunk.

Az elsŞ fejezetben konkrĆt fĄggvĆny- Ćs halmazosztălyokat vizsgălunk meg, Ćs răvilăgątunk, hogy miĆrt a Baire 1 osztăllyal foglalkozunk rĆszletesebben. Ezt a fĄggvĆnyosztălyt a măsodik, harmadik Ćs negyedik fejezetben tărgyaljuk. ElŞbb bebizonyątjuk a valćs Baire 1 fĄggvĆnyekkel valć reprezentăcić kĆt klasszikus tĆtelĆt, majd Ťsszefoglaljuk az ezzel kapcsolatos egyĆb eredmĆnyeket, ezutăn megvizsgăljuk a problĆmăt ăltalănos alapterek esetĆn. VĆgĄl az ŤtŤdik fejezetben ŤsszegyŰjtjĄk a dolgozatban felmerĄlŞ nyitott problĆmăkat.

Ezčton szeretnĆk kŤszŤnetet mondani Laczkovich Miklćsnak a dolgozat megąrăsăhoz nyčjtott felbecsĄlhetetlen ĆrtĆkŰ segątsĆgĆĆrt.

1. Valćs fĄggvĆnyosztălyok rendtąpusai

1.1. TĆtel. Folytonos f-uggv«enyekb}ol «all«o rendezett halmaz hasonl«o a val«os sz«amok egy

r«eszhalmaz«ahoz.

Bizonyątăs. Legyen {f_α : α ∈ `} folytonos f-uggv«enyek egy rendezett halmaza Ćs legyen

φ : (0, 1) → R egy szigor«uan monoton n-ov}o homeomor˛zmus. Feltehet}o, hogy a f-uggv«enyek a (0, 1) intervallumon vannak «ertelmezve «es 0 «es 1 k-oz-otti «ert«ekeket vesznek fel, hiszen a {φ^{−1} ∘f_α ∘φ : α ∈ `} folytonos f-uggv«enyekb}ol «all«o f-uggv«enyhalmaz az eredetihez hasonl«oan van rendezve.

Legyen teh«at f_α : (0, 1) → (0, 1) folytonos (α ∈ `), Ćs tekints-uk az f_α → ∫_1 0 f_α (α ∈ `)

hozz«arendel«est. Ez nyilv«an rendez«estart«o, «es a f-uggv«enyek folytonoss«aga miatt injekt«“v, azaz hasonl«os«ag. �

Ha a folytonossăgot a valamivel gyengĆbb Darboux-tulajdonsăggal helyettesątjĄk, a helyzet lĆnyegesen bonyolultabbă vălik.

1.2. TĆtel. Intervallumon Ćrtelmezett Darboux fĄggvĆnyekkel ugyanazok a rendtąpusok

reprezentălhatćk, mint tetszŞleges valćs fĄggvĆnyekkel.

Bizonyątăs. Az egyik irăny nyilvănvalć. A măsik irăny bizonyątăsăhoz legyen {f_α : α ∈ `}

valćs fĄggvĆnyek egy rendezett halmaza. Ha F : C → R egy bijekcić, ahol C-vel a Cantorhalmazt jelŤljĄk, akkor az {f_α ∘ F : α ∈ `} fĄggvĆnyhalmazra ăttĆrve feltehetŞ, hogy f_α (α ∈ `) a Cantor halmazon van Ćrtelmezve. Ha (a, b) ⊂ [0, 1] a Cantor halmaz egy kieg«esz«“t}o intervalluma, akkor terjessz-uk ki ide az -osszes f_α-t «ugy, hogy a k-oz-os kiterjeszt«es (a, b)-n folytonos legyen «es x ↘ a illetve x ↗ b eset«en a lim sup-ok +∞-ek, a lim inf-ek −∞- ek legyenek. Ez az^1_x sin^1_x (0, 1)-be es}o darabj«anak megfelel}o line«aris transzform«altjainak seg«“ts«eg«evel megtehet}o. Ezzel a rendez«est nem befoly«asoltuk. Azt kell m«eg bel«atni, hogy Darboux f-uggv«enyeket kaptunk. Ha x «es y ugyanabban a kieg«esz«“t}o intervallumban vannak, akkor a folytonoss«ag miatt «erv«enyes [x, y]-ban a Darboux-tulajdons«ag. Ha nem ez az eset «all fenn, de legal«abb az egyik pont egy kieg«esz«“t}o intervallumban van, akkor annak a kieg«esz«“t}o intervallumnak az [x, y]-ba es}o r«esz«en a f-uggv«eny minden val«os «ert«eket felvesz,

«“gy «erv«enyes a Darboux-tulajdons«ag. Ha pedig mindk«et pont a Cantor halmazban van, akkor van k-oz-ott-uk egy teljes kieg«esz«“t}o intervallum, mivel a Cantor halmaz sehol sem s}ur}u, «“gy [x, y]-ban megint minden «ert«eket felvesz a f-uggv«eny. �

Hasonlć ăllątăs igaz a gyakran vizsgălt Darboux Baire 1 fĄggvĆnyek osztălyăra.

1.3. TĆtel. Intervallumon «ertelmezett Darboux Baire 1 f-uggv«enyekkel ugyanazok a ren-

dezett halmazok reprezent«alhat«oak, mint Baire 1 f-uggv«enyekkel.

Bizonyątăs. Mint azt majd a 3.3. tĆtelben lătni fogjuk, feltehetŞ, hogy a Baire 1 fĄgg-

vĆnyek a Cantor halmazon vannak Ćrtelmezve. Ekkor azonban az elŞzŞ ăllątăsban adott konstrukcić most is megfelel, felhasznălva a 3.2. tĆtelt kŤvetŞ megjegyzĆst. �

MegjegyzĆs. Ismeretes, hogy a Darboux Baire 1 fĄggvĆnyek grăfjai ŤsszefĄggŞ halmazok

a sąkon, ezĆrt meglepŞ mćdon a harmadik fejezetben konstruălt bonyolult rendezĆseket "egymăs fŤlŤtt elhelyezked}o" ŤsszefĄggŞ fĄggvĆnygrăfokkal is meg lehet valćsątani.

Ha azzal a valamivel erŞsebb feltevĆssel ĆlĄnk, hogy a reprezentălć fĄggvĆnyek derivăltak, a helyzet egyszerŰsŤdik.

1.4. TĆtel. Minden deriv«altakb«ol «all«o rendezett halmaz hasonl«o a val«os sz«amok egy

r«eszhalmaz«ahoz.

Bizonyątăs. Legyen X a rendezett halmaz Ćs f ∈ X. Jel-olj-uk F -fel f egy primit«“v

f-uggv«eny«et. Tekints-uk a k-ovetkez}o lek«epez«est:

f −→ ∞∑ n=1 arctg (F (n) − F (−n)) 2^n .

Legyen f < g «es jel-olje g egy primit«“v f-uggv«eny«et G. Ekkor a G − F f-uggv«eny monoton n-ov}o, hiszen a deriv«altja g − f ≥ 0. Emellett nem konstans, hiszen akkor g − f ≡ 0 lenne, ami lehetetlen. «Igy teh«at (G−F )(−n) ≤ (G−F )(n), amib}ol F (n)−F (−n) ≤ G(n)−G(−n) «es elegend}oen nagy n-re szigor«u egyenl}otlens«eg «erv«enyes. Innen kihaszn«alva, hogy az arctg f-uggv«eny korl«atos «es szigor«uan monoton n-ov}o azt kapjuk, hogy a fent de˛ni«alt lek«epez«es «ertelmes, «es val«oban rendez«estart«o injekci«o. �

A folytonos fĄggvĆnyek osztălyănak kĆtfĆle ăltalănosątăsa kąnălkozik. Az egyik lehetŞsĆg a (kĄlŤnfĆle Ćrtelemben) mĆrhetŞ fĄggvĆnyek osztălya, a măsik pedig a Baire α osztălyok hierarchiăja. KŤvetkezŞ cĆlunk megmutatni, hogy a Baire 1 osztăly kivĆtelĆvel valamennyi problĆma tisztăzottnak tekinthetŞ. [Ko] legfŞbb eredmĆnye, hogy a Baire α osztăly (α ≥ 2) esetĆn măr a jćlrendezĆsek kĆrdĆse sem vălaszolhatć meg a ZF Caxićmarendszerben, emellett a 4.6. kŤvetkezmĆnyben lătni fogjuk, hogy a Borel-mĆrhetŞ fĄggvĆnyekre ugyanez ăll. Ezeket egybevetve a kŤvetkezŞ kĆt tĆtellel lăthatć, hogy csak a Baire 1 fĄggvĆnyek esete văr mĆg vălaszra.

1.5. TĆtel. Lebesgue-m«erhet}o f-uggv«enyekkel ugyanazok a rendt«“pusok reprezent«alhat«oak

mint tetsz}oleges val«os f-uggv«enyekkel.

Bizonyątăs. Csak a nem nyilv«anval«o ir«anyt bizony«“tjuk. Legyen C a Cantor halmaz

(tetsz}oleges kontinuum sz«amoss«ag«u nullm«ert«ek}u halmaz megfelel}o), «es legyen f : C → R egy bijekci«o. Ha {f_α : α ∈ `} egy rendezett f-uggv«enyhalmaz, akkor {g_α : α ∈ `} ugyanilyen rendtąpusč, ahol

g_α := { f_α ∘ f C-n; 0 R \ C-n,

emellett minden α ∈ `-ra g_α majdnem mindenĄtt nulla, ągy Lebesgue-mĆrhetŞ. �

Az L_p fĄggvĆnyterek vizsgălatăhoz ĆrtelemszerŰen mćdosątanunk kell a rendezĆs de- ˛nącićjăt. Ezen fĄggvĆnyterek elemei ugyanis csak majdnem mindenĄtt vannak meghatărozva, ezĆrt az edig hasznălt rendezĆs most nem ĆrtelmezhetŞ. Ehelyett termĆszetes mćdon adćdik, hogy egy f ∈ L_p-t akkor mondjunk kisebbnek egy g ∈ L_p-nĆl, ha majdnem mindenĄtt kisebb vagy egyenlŞ năla, emellett mint L_p elemei kĄlŤnbŤzŞek, azaz pozitąv mĆrtĆkŰ halmazon tĆrnek el.

1.6. TĆtel. Bărmely 1 ≤ p ≤ ∞-re L_p minden rendezett rĆszhalmaza hasonlć a valćs

szămok egy rĆszhalmazăhoz.

Bizonyątăs. Az f → ∫ [−π/2,π/2] arctg ∘ f ∘ tg

hozzărendelĆs kŤnnyen lăthatćan hasonlćsăg, felhasznălva, hogy a tangens Ćs az arctg fĄggvĆnyek szigorčan monoton nŤvŞek, Ćs pozitąv mĆrtĆkŰ halmazt pozitąv mĆrtĆkŰ halmazba kĆpeznek. �

Most rătĆrĄnk a tetszŞleges valćs fĄggvĆnyekkel valć reprezentăcić problĆmăjăra. Řrdemes megemląteni, hogy itt valćjăban egy tisztăn halmazelmĆleti problĆmărćl van szć. ElŞszŤr a jćlrendezĆsek kĆrdĆsĆvel foglalkozunk.

1.7. TĆtel. Valćs fĄggvĆnyekkel a rendszămok kŤzĄl pontosan a kontinuumnăl nem na-

gyobb szămossăgčak reprezentălhatćk.

Bizonyątăs. Legyen α egy rendszăm Ćs {f_β : β < α} egy α tąpusč fĄggvĆnyhalmaz. A

rendezĆs de˛nącićja szerint a

subgraf f_{β+1} \ subgraf f_β (β < α)

halmazok păronkĆnt diszjunktak Ćs nem Ąresek, eszerint α elemeihez hozzărendelhetjĄk

R^2 nem Ąres, diszjunkt rĆszhalmazait, amibŞl kŤvetkezik, hogy α legfeljebb kontinuum

szămossăgč.

Legyen most α egy legfeljebb kontinuum szămossăgč rendszăm Ćs φ : α → H ⊂ R egy bijekcić. De˛niăljuk a kŤvetkezŞ fĄggvĆnyeket. f_β := χ_{{x∈H:φ}�1_{(x)<β}} (β < α). Ekkor {f_β : β < α} valćs fĄggvĆnyek egy α tąpusč halmaza. �

MegjegyzĆs. A bizonyątăsbćl az is adćdik, hogy minden legfeljebb kontinuum szămossăgč

rendezett halmaz reprezentălhatć valćs fĄggvĆnyekkel. TermĆszetes volna azt gondolni, hogy ez megfordąthatć, azaz pontosan a legfeljebb kontinuum szămossăgč rendezĆsek reprezentălhatćk. Ez azonban nem igaz.

1.8. TĆtel. LĆtezik valćs fĄggvĆnyekbŞl ăllć (2^{ℵ0} )^+ szămossăgč rendezett halmaz. Bizonyątăs. Legyen κ := min{λ : 2^λ > 2^{ℵ0}} Ćs α a legkisebb κ szămossăgč rendszăm.

Nyilvănvalć, hogy ℵ_0 < κ ≤ 2^{ℵ0} . Legyen H := {f| f : α → {0, 1} ∃β < α ∀γ ≥ β f(γ) = 0}. |H| = 2^{ℵ0}, mivel ℵ_0 < κ-bŞl kŤvetkezŞen |H| ≥ 2^{ℵ0}, emellett |H| ≤ ∑ β<α 2^{|β|} ≤ κ · 2^{ℵ0} ≤ 2^{ℵ0} · 2^{ℵ0} = 2^{ℵ0},

hiszen |β| < κ. ElegendŞ tehăt H-ban konstruălni rĆszhalmazok egy 2^{ℵ0} szămossăgč rendezett halmazăt, mivel egy H Ćs R kŤzti bijekcić segątsĆgĆvel ez ătvihetŞ a valćs szămokra, ahol ezen halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyei teljesąteni fogjăk az ăllątăs feltĆteleit.

Legyen tehăt g : α → {0, 1} tetszŞleges Ćs

A_g := {f ∈ H : f < g a lexikogra˛kus rendezĆs szerint}.

KŤnnyen lăthatć, hogy ągy 2^κ > 2^{ℵ0} kĄlŤnbŤzŞ rĆszhalmazăt kaptuk H-nak, melyek rendezett halmazt alkotnak, tehăt kivălaszthatjuk ennek egy (2^{ℵ0} )^+ szămossăgč rĆszĆt. �

A kŤvetkezŞ kĆt ăllątăs rămutat a fĄggvĆnyekkel Ćs a halmazokkal valć reprezentăcić szoros kapcsolatăra.

1.9. De˛nącić. Legyen X metrikus tĆr. Egy f : X → R fĄggvĆnyt Baire^1_2 fĄggvĆnynek

nevezĄnk, ha minden zărt halmaz f ăltal vett ŞskĆpe F_σ.

MegjegyzĆs. Az elnevezĆst indokolja, hogy a Baire^1_2 fĄggvĆnyek osztălya a folytonos,

azaz Baire 0, Ćs a Baire 1 fĄggvĆnyek osztălya kŤzŤtt helyezkedik el, mivel a de˛nącić kŤnnyen lăthatćan ekvivalens azzal a feltĆtellel, hogy a nyąlt halmazok ŞskĆpei ambigusak.

1.10. TĆtel. Baire^1_2 f-uggv«enyekkel ugyanazok a rendt«“pusok reprezent«alhat«oak mint

ambigus halmazokkal.

Bizonyątăs. Az egyik ir«any nyilv«anval«o, mivel egy halmaz karakterisztikus f-uggv«enye

pontosan akkor Baire^1_2 , ha a halmaz ambigus.

A m«asik ir«any igazol«as«ahoz legyen {f_α : α ∈ `} Baire^1_2 f-uggv«enyek egy rendezett halmaza. Egy R «es (0, 1) k-oz-otti homeomor˛zmussal elk«esz«“tve az alkalmas kompoz«“ci«okat feltehet}o, hogy a f-uggv«enyek (0, 1)-en vannak «ertelmezve «es (0, 1)-be k«epeznek. Legyen

{r_n : n ∈ N} = (0, 1) ∩ Q.

f_α-hoz rendelj-uk hozz«a a k-ovetkez}o halmazt:

H_α := ⋃ n∈N ( f^{−1}_α ((r_n, 1)) + n ) .

K-onnyen l«athat«o, hogy f_α < f_β ⇔ (H_α ⊂ H_β «es H_α ≠ H_β ). H_α nyilv«anval«oan F_σ, «es mivel

R \ Hα = (−∞, 0) ∪ Z∪^⋃_{n∈N}^{[(}(0, 1) \ f^{−1}_α ((rn, 1))^) + n^]

az«ert R \ H_α is F_σ, azaz H_α G_δ. �

1.11. TĆtel. Borel-mĆrhetŞ fĄggvĆnyekkel, illetve tetszŞleges valćs fĄggvĆnyekkel ugyan-

azok a rendtąpusok reprezentălhatćk, mint Borel-halmazokkal, illetve tetszŞleges halmazokkal.

Bizonyątăs. Az egyik irăny a karakterisztikus fĄggvĆnyekre ăttĆrve nyilvănvalć. A măsik

irăny abbćl adćdik, hogy ha a szubgrăfokat egy Peano-gŤrbe segątsĆgĆvel visszahčzzuk a szămegyenesre, akkor az eredetihez hasonlć rendezĆst kapunk. �

Most rătĆrĄnk a halmazokkal valć reprezentălăs kĆrdĆsĆre. Az ambigus halmazokkal reprezentălhatć rendezĆsek egy karakterizăcićjăt a 3.33. tĆtelben adjuk meg.

1.12. TĆtel. Ny«“lt halmazokb«ol «all«o rendezett halmaz hasonl«o a val«os sz«amok egy r«esz-

halmaz«ahoz.

Bizonyątăs. Legyen {G_α : α ∈ `} egy ny«“lt halmazokb«ol «all«o rendezett halmaz, «es legyen

{U_n : n ∈ N} a t«er egy megsz«aml«alhat«o b«azisa. Tekints-uk a G_α → ∞∑ n=0 ε_{n,α} 2^n (α ∈ `) hozz«arendel«est, ahol ε_{n,α} = { 1, ha U_n ⊂ G_α; 0 egy«ebk«ent.

Ez rendez«estart«o lek«epez«es, «es nyilv«an injekt«“v is. �

1.13. KŤvetkezmĆny. Z«art halmazokb«ol «all«o rendezett halmaz hasonl«o a val«os sz«amok

egy r«eszhalmaz«ahoz.

Bizonyątăs. Ha {F_α : α ∈ `} egy zărt halmazokbćl ăllć rendezett halmaz, akkor az

{R \ Fα : α ∈ `} halmazhoz az el}oz}o «all«“t«as miatt l«etezik egy f : {R \ Fα : α ∈ `} → R

hasonl«os«ag, «es ekkor F_α → −f(R \ F_α) szint«en hasonl«os«ag. �

1.14. TĆtel. F_σ halmazoknak lĆtezik ω_1 tąpusč sorozata.

Bizonyątăs. Transz˛nit indukcićval kŤnnyen de˛niălhatjuk megszămlălhatć halmazok ω_1

tąpusč sorozatăt, amely nyilvănvalćan megfelel. �

1.15. TĆtel. G_δ halmazoknak lĆtezik ω_1 tąpusč sorozata.

Bizonyątăs. NullmĆrtĆkŰ G_δ halmazok sorozatăt de˛niăljuk transz˛nit rekurzićval. H_0

legyen az Ąres halmaz. Ha az α-năl kisebb rendszămokra măr de˛niăltuk a sorozatot, akkor H_α legyen a ∪_{β<α}H_β nullmĆrtĆkŰ halmaz Ćs mĆg egy rajta kąvĄli pont unićjănak egy G_δ burka. KŤnnyen ellenŞrizhetŞ, hogy a konstrukcić megfelel. �

MegjegyzĆs. A 4.4. tĆtel bizonyątăsăbćl adćdik, hogy mind az F_σ, mind a G_δ halmaz-

osztăly esetĆn fĄggetlen a ZF C axićmarendszertŞl, sŞt ZF C + (2^{ℵ0} = ℵ_2)-tŞl is, hogy lĆtezik-e ω_2 tąpusč sorozat. [Ko] eredmĆnyeibŞl kŤnnyen adćdik ugyanez az ăllątăs minden măs Borel-osztălyra is. Emellett a 4.5. tĆtelben lătni fogjuk, hogy a Borel-halmazok problĆmăja sem vălaszolhatć meg a halmazelmĆlet szokăsos axićmarendszerĆben.

2. Kuratowski Ćs Komjăth tĆtelei

CĆlunk a Baire 1 fĄggvĆnyekkel reprezentălhatć jćlrendezett halmazok leąrăsa. Minden megszămlălhatć rendszăm hasonlć a racionălis szămok egy rĆszhalmazăhoz, ągy ezek măr konstans fĄggvĆnyekkel is reprezentălhatćk, eszerint a kŤvetkezŞ klasszikus tĆtel ([Ku. II.24.III.2’.]) teljesen megvălaszolja a kĆrdĆst.

2.1. TĆtel. (Kuratowski) ω_1 nem reprezentalhatć lengyel tĆren Ćrtelmezett Baire 1

fĄggvĆnyekkel.

Bizonyątăs. Legyen X egy lengyel tĆr Ćs {f_α : α < ω_1} Baire 1 fĄggvĆnyek egy monoton

nŤvŞ sorozata. Azt kell igazolni, hogy a sorozat stabilizălćdik, azaz egy indextŞl kezdve a fĄggvĆnyek megegyeznek.

ElegendŞ ehhez megmutatni, hogy minden n ∈ N-re lĆtezik egy ξ_n rendszăm, amelytŞl kezdve bărmely kĆt fĄggvĆny bărmely pontban 1/n -nĆl kevesebbel tĆr el egymăstćl. Valćban, ha ξ > ξ_n (n = 1, 2, . . .), akkor ξ-tŞl kezdve a fĄggvĆnyek mind megegyeznek.

Legyen tehăt n ∈ N rŤgzątett, Ćs legyen G := {G ⊂ X : G nyąlt ∃ξ < ω_1 ∀α ≥ ξ ∀x ∈ G f_α(x) − f_ξ(x) < 1/n}. G zărt a megszămlălhatć unićra, hiszen a megszămlălhatćan sok index szuprĆmuma teljesąti a feltĆtelt. Emellett X ŤrŤklŞdŞen LindelŤf tulajdonsăgč, ągy ∪G ∈ G. Megmutatjuk, hogy ∪G = X. TegyĄk fel indirekt, hogy F := X \ ∪G egy nem Ąres zărt halmaz. Meg fogjuk mutatni, hogy F -nek van egy U relatąve nyąlt Ćs nem Ąres rĆszhalmaza, melyen egy alkalmas indextŞl kezdve a fĄggvĆnyek 1/n-nĆl kevesebbel tĆrnek el. Ez azonban ellentmondăsra vezet, hiszen ha U-t feląrjuk U = G ∩ F alakban, ahol G ⊂ X nyąlt halmaz, akkor az U-hoz Ćs ∪G-hez tartozć indexek kŤzĄl a nagyobbikat vălasztva G ∈ G adćdik, ami azonban F de˛nącićja miatt lehetetlen.

Mivel F maga is lengyel tĆr, elĆg igazolni, hogy ha egy lengyel tĆren adott egy ω_1 tąpusč rendezett fĄggvĆnyhalmaz, akkor talălhatć egy nem Ąres nyąlt halmaz a fenti tulajdonsăggal. Indirekt čton bizonyątunk. Legyen M a tĆr egy megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmaza. Minden x ∈ M-hez talălhatć egy index, ami felett az f_α(x) ĆrtĆkek mind megegyeznek, hiszen a valćs szămok minden A jćlrendezett rĆsze megszămlălhatć. (EllenkezŞ esetben ugyanis minden x ∈ A ponthoz hozzărendelve az (x, x^′) intervallumot, ahol x^′ jelŤli x răkŤvetkezŞjĆt A-ban, diszjunkt nem Ąres nyąlt intervallumoknak egy nem megszămlălhatć rendszerĆt kapjuk, ami lehetetlen.) Ha ezen megszămlălhatćan sok index szuprĆmumăt ξ-vel jelŤljĄk, akkor ξ felett M pontjaiban az Ťsszes fĄggvĆny megegyezik f_ξ -vel. Az indirekt feltevĆs szerint minden G nem Ąres nyąlt halmazhoz talălhatć egy α > ξ rendszăm Ćs egy x ∈ G pont, melyre f_α(x) − f_ξ(x) ≥ 1/n. Ezen pontok tehăt sŰrŰ halmazt alkotnak a tĆrben, ągy kivălaszthatć belŞlĄk egy M^′ megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmaz. JelŤljĄk η-val az M^′ pontjaihoz tartozć megszămlălhatćan sok α index szuprĆmumăt. Ekkor azonban M-en f_η egybeesik f_ξ-vel, M^′-n pedig legalăbb 1/n-nel eltĆr tŞle, ągy az f_η − f_ξ Baire 1 fĄggvĆnynek nincs folytonossăgi pontja, ami azonban a teljessĆg miatt lehetetlen. �

2.2. KŤvetkezmĆny. Ambigus halmazoknak nincs sem nŤvŞ sem fogyć ω_1 tąpusč rende-

zett halmaza.

MegjegyzĆs. A szeparăbilităs szĄksĆges is, hiszen egy metrikus tĆr pontosan akkor szepa-

răbilis, ha rendelkezik a ccc-tulajdonsăggal, ezĆrt ha a tĆr nem szeparăbilis, akkor lĆteznek G_α (α < ω_1) nem Ąres diszjunkt nyąlt halmazok, de ekkor {χ (∪_{β<α}G_α) : α < ω_1}

Baire 1 fĄggvĆnyeknek, sŞt valćjăban ambigus halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyeinek egy ω_1 tąpusč halmaza. Emellett, mint azt a 4.3. tĆtelben majd lătni fogjuk, a teljessĆg sem hagyhatć el.

2.3. KŤvetkezmĆny. Legyen X egy Baire 1 fĄggvĆnyekkel reprezentălhatć rendezett

halmaz, Ćs tekintsĄk X-et a rendezĆstopolćgiăval. Ekkor X parakompakt, emellett erŞsen parakompakt, gyengĆn parakompakt Ćs DieudonnĆ teljes, mivel ezek a fogalmak a rendezĆstopolćgiăk kŤrĆben ekvivalensek. Speciălisan X homeomorf teljes metrikus terek szorzatănak egy zărt alterĆvel.

Bizonyątăs. A parakompaktsăg kŤnnyen adćdik [En. 5.5.22(e)]-bŞl. A de˛nącićk valamint

az ekvivalenciăk igazolăsa megtalălhatć [En. 5.], [En. 5.5.22.] illetve [En. 8.5.13.]-ban. �

Most bebizonyątjuk Komjăth tĆtelĆt.

2.4. De˛nącić. Legyen X egy rendezett halmaz. X szeparăbilis, ha van megszămlălhatć

sŰrŰ rĆszhalmaza, azaz olyan megszămlălhatć rĆszhalmaza, amelynek minden nem Ąres nyąlt intervallumban van pontja. X rendelkezik a ccc-tulajdonsăggal, ha nem adhatć meg benne diszjunkt nyąlt nem Ąres intervallumok megszămlălhatćnăl nagyobb szămossăgč rendszere. X Szuszlin-egyenes, ha ccc-tulajdonsăgč, de nem szeparăbilis. A szeparăbilităsbćl kŤnnyen lăthatćan kŤvetkezik a ccc-tulajdonsăg, azonban az, hogy ennek az ăllątăsnak a megfordątăsa igaz-e, azaz hogy lĆtezik-e Szuszlin-egyenes, fĄggetlen a ZF C axićmarendszertŞl. Ennek bizonyątăsa, valamint a forszolăssal kapcsolatos fogalmak Ćs ăllątăsok megtalălhatćak [Je]-ben.

2.5. TĆtel. (Komjăth) Szuszlin egyenes nem reprezentălhatć Baire 1 fĄggvĆnyekkel. Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy X Baire 1 fĄggvĆnyekbŞl ăllć Szuszlin-egyenes. Ismeretes,

hogy ekkor X bizonyos intervallumait a fordątott tartalmazăs szerint rendezve egy (T, ≤) Szuszlin-făt kapunk. Forszoljunk T -vel. A kapott ZF C-modellben a generikus ˛lter egy ko˛nălis ăgat ad T -ben, amely tehăt X intervallumainak egy {I_α : α < ω_1} ω_1 tąpusč fogyć sorozata. Az I_α \ I_{α+1}(α < ω_1) halmazok nem Ąresek, ezĆrt I_{α+1}-tŞl balra vagy jobbra tartalmaznak elemet. FeltehetŞ, hogy ℵ_1 esetben az intervallum bal oldalăn. Most ezekbŞl az elemekbŞl transz˛nit rekurzićval kivălasztunk egy ω_1 tąpusč sorozatot. TegyĄk fel, hogy minden γ < β < ω_1-re măr vălasztottunk egy α_γ-t Ćs egy x_γ ∈ I_{αγ} \ I_{αγ+1}, I_{αγ +1}-tŞl balra esŞ elemet. Mivel {α_γ : γ < β} korlătos ω_1-ben, vălaszthatunk egy α_β-t, amelyre α_γ < α_β (γ < β) Ćs I_{αβ} \ I_{αβ+1}-nek van eleme I_{αβ+1}-tŞl balra. Legyen ekkor x_β egy tetszŞleges ilyen elem. Belătjuk, hogy valćban egy ω_1 tąpusč sorozatot kaptunk. Legyen γ < β. Mivel x_γ /∈ I_{αγ +1} ⊃ I_{αβ} , Ćs a pontok a megfelelŞ intervallumoktćl balra helyezkednek el, ągy x_γ < x_β . Megmutatjuk, hogy ez a sorozat a forszolt modellben Baire 1 fĄggvĆnyek egy ω_1 tąpusč sorozata, ami azonban Kuratowski tĆtele szerint lehetetlen.

Mivel a Szuszlin-fa de˛nącićja szerint T ccc, ω_1 nem omlik Ťssze, ezĆrt a sorozat az čj modellben is ω_1 tąpusč. ElĆg tehăt belătni, hogy a forszolt modell Ćs az eredeti modell Baire 1 fĄggvĆnyei megegyeznek.

Legyen tehăt M az eredeti Ćs M^G az čj modell, ahol G ⊂ T a generikus ˛lter. Azt mutatjuk meg, hogy egy H ∈ M halmaznak M^G-ben nincsenek čj megszămlălhatć rĆszhalmazai. Legyen tehăt S = {τ^G_n : n ∈ ω} ∈ M^G egy megszămlălhatć halmaz, ahol τ_n ∈ M nĆv Ćs τ^G_n ∈ H ∈ M. Minden n ∈ ω-re vălaszthatunk a Zorn-lemma szerint egy A_n maximălis antilăncot a {p ∈T: ∃x ∈ H p fl τ_n = x} halmazbćl, azaz azokbćl a feltĆtelekbŞl, amelyek eldŤntik τ_n ĆrtĆkĆt. Mivel T ccc, A_n minden n-re megszămlălhatć, ągy valamely α < ω_1-re ∪_{n∈ω}A_n rĆsze az elsŞ α szintnek. RŤgzątsĄnk egy p ∈ T feltĆtelt valamelyik α-năl magasabb szintrŞl. Megmutatjuk, hogy minden rŤgzątett n-re pontosan egy p-vel kompatibilis q ∈ A_n lĆtezik. Mivel T egy fa, kĆt feltĆtel kompatibilităsa azt jelenti, hogy a parciălis rendezĆs szerint Ťsszehasonląthatćak. EbbŞl lătszik, hogy p legfeljebb egy A_nbelivel lehet kompatibilis, hiszen ellenkezŞ esetben a kĆt feltĆtel egymăssal is kompatibilis lenne. TegyĄk fel indirekt, hogy p nem kompatibilis egyetlen A_n-beli elemmel sem. Ismeretes, hogy ekkor talălhatć egy q ≤ p feltĆtel,amelyre q fl τ_n = x valamely x ∈ H-ra. Ekkor a fa tulajdonsăg miatt q sem kompatibilis egyetlen A_n-beli elemmel sem. EzekbŞl kŤvetkezik, hogy S = {x ∈ H : ∃n ∈ ω ∃q ∈ A_n p ≤ q q fl τ_n = x}, itt azonban a jobb oldal egy M-beli halmaz, ągy S ∈ M.

Mivel ω abszolčt, a racionălis szămok halmaza ugyanaz a kĆt modellben, ezĆrt a valćs szămok halmaza is, hiszen egy valćs szăm nem măs mint a racionălis szămok egy megszămlălhatć rĆszhalmaza. EbbŞl kŤvetkezik, hogy a nyąlt intervallumok halmaza is megegyezik a kĆt modellben, ągy a nyąlt halmazok rendszere is, hiszen egy nyąlt halmaz elŞăll megszămlălhatćan sok nyąlt intervallum unićjakĆnt. Ugyanągy adćdik, hogy a G_δ halmazok rendszere is ugyanaz. Tehăt a kĆt modell Baire 1 fĄggvĆnyei ugyanazon a halmazon vannak Ćrtelmezve, ugyanabba a halmazba kĆpeznek Ćs az {f ≤ c} illetve {f ≥ c} (c ∈ R) nąvćhalmazoknak ugyanabba a halmazrendszerbe kell esniĄk. Tehăt a Baire 1 fĄggvĆnyek halmaza a kĆt modellben megegyezik. �

3. Valćs Baire 1 fĄggvĆnyek rendtąpusai

ElŞkĆszątĆskĆnt bebizonyątunk kĆt gyakran alkalmazhatć ăllątăst.

3.1. TĆtel. Legyenek X Ćs Y metrikus terek, f : X → R egy Baire 1 fĄggvĆny Ćs

g : Y → X egy folytonos lekĆpezĆs. Ekkor f ∘ g : Y → R Baire 1.

Bizonyątăs. Bărmely c ∈ R-re Y (f ∘ g < c) = {y ∈ Y : f(g(y)) < c} = {y ∈ Y : g(y) ∈ X(f < c)} = g^{−1}(X(f < c)), ami egy F_σ halmaz folytonos fĄggvĆny ăltali ŞskĆpe, ągy maga is F_σ. Hasonlćan Y (f > c) is F_σ, tehăt f ∘ g Baire 1. �

MegjegyzĆs. Az ăllątăs erŞsąthetŞ, mivel elegendŞ, ha g Baire^1_2 . Bizonyątăs. A fenti bizonyątăs jelŤlĆsei mellett

g^{−1}(X(f < c)) = g^{−1}( ∞⋃ n=1 F_n) = ∞⋃ n=1 g^{−1}(F_n),

ahol F_n zărt (n ∈ N). �

3.2. TĆtel. Legyen X egy metrikus tĆr Ćs X = ⋃_∞ n=1 X_n, ahol minden n ∈ N-re X_n ⊂ X F_σ halmaz. Ha f : X → R minden n ∈ N-re relatąve Baire 1 X_n-en, akkor f Baire 1.

Bizonyątăs. Lăthatć, hogy bărmely c ∈ R-re X(f < c) = ∞⋃ n=1 X_n(f < c) = ∞⋃ n=1 (X_n ∩ H_n),

ahol H_n ⊂ X (n ∈ N) F_σ, hiszen f minden n ∈ N-re relatąve Baire 1 H_n-en. Azonban kĆt F_σ halmaz metszete is F_σ, ągy X(f < c) Ćs hasonlćan X(f > c) F_σ halmazok, azaz f Baire 1. �

MegjegyzĆs. Az ăllątăst gyakran abban a speciălis esetben alkalmazzuk, amikor az alaptĆr

vĆges sok diszjunkt ambigus halmazra van felosztva, melyeken a fĄggvĆny Baire 1.

ElsŞkĆnt azt a kĆrdĆst vizsgăljuk, hogy melyek azok a metrikus terek, amelyek Baire 1 fĄggvĆnyekkel valć reprezentăcić szempontjăbćl a valćs szămokhoz hasonlćan viselkednek.

Nyilvănvalć, hogy ha az alaptĆr megszămlălhatć, akkor az f → ∞∑ n=1 arctg f(x_n) 2^n

lekĆpezĆs, ahol {x_n : n ∈ N} az alaptĆr egy felsorolăsa, hasonlćsăgot lĆtesąt R egy rĆszhalmazăval. Eszerint cĆlszerŰ feltenni, hogy az alaptĆr egy nem megszămlălhatć metrikus tĆr. KŤnnyen lăthatć, hogy elegendŞen nagy szămossăgč diszkrĆt metrikus tĆren minden rendezett halmaz reprezentălhatć Baire 1 fĄggvĆnyekkel, ągy Ćrdemes valamifĆle megszorątăst tenni az alaptĆrre vonatkozćan. A 2.2. kŤvetkezmĆny utăn tett megjegyzĆs szerint mindenekelŞtt Ćrdemes szeparăbilis metrikus terekre szorątkozni. Ennek rĆszletes vizsgălatăra a negyedik fejezetben tĆrĄnk vissza. Azonban a 4.3. tĆtelben majd lătni fogjuk, hogy a szeparăbilităs sem elegendŞ. ŘljĄnk ezĆrt ehelyett azzal az erŞsebb feltevĆssel, hogy az alaptĆr egy X kompakt metrikus tĆr. FelmerĄl a kĆrdĆs, hogy a problĆma szempontjăbćl hogyan viszonyul X a valćs szămokhoz , vagy a [0, 1] intervallumhoz. Megmutatjuk, hogy ebben az Ćrtelemben a kompakt, sŞt a σ-kompakt metrikus terek mind ekvivalensek.

3.3. TĆtel. Nem megszămlălhatć σ-kompakt metrikus tĆren Ćrtelmezett valćs ĆrtĆkŰ

Baire 1 fĄggvĆnyekkel pontosan azok a rendtąpusok reprezentălhatćk, mint valćs Baire 1 fĄggvĆnyekkel.

Bizonyątăs. Legyen X egy nem megszămlălhatć σ-kompakt metrikus tĆr. Azt mutat-

juk meg, hogy X-en ugyanazok a rendtąpusok reprezentălhatćk, mint a Cantor-halmazon. EbbŞl X = R vălasztăssal adćdik majd az ăllątăs.

Legyen elŞszŤr X kompakt, Ćs jelŤlje C a Cantor-halmazt. Ismeretes, hogy ekkor lĆtezik F : C → X folytonos răkĆpezĆs [La. 4.8.]. Ha {f_α : α ∈ `} X-en Ćrtelmezett Baire 1 fĄggvĆnyek egy rendezett halmaza, akkor F szĄrjektivităsăt felhasznălva kŤnnyen lăthatć, hogy az {f_α ∘ F : α ∈ `} C-n Ćrtelmezett fĄggvĆnyekbŞl ăllć halmaz hasonlć az eredeti fĄggvĆnyhalmazhoz. Emellett f_α ∘ F a 3.1. tĆtel alapjăn minden α ∈ `-ra Baire 1, hiszen F folytonos.

TekintsĄk most az ăltalănos esetet, azaz legyen X = ∪^∞_{n=1}X_n, ahol X_n ⊂ X kompakt, Ćs legyen ismĆt {f_α : α ∈ `} X-en Ćrtelmezett Baire 1 fĄggvĆnyek egy rendezett halmaza. Megmutatjuk,hogy ez a halmaz reprezentălhatć a [0, 1] intervallumon, amibŞl az elŞzŞek szerint kŤvetkezni fog, hogy a Cantor-halmazon is, mivel [0, 1] egy nem megszămălhatć kompakt metrikus tĆr. Vălasszunk minden n-re egy H_n ⊂ (^1_{n+1} ,^1_n ) Cantor-halmazzal homeomorf halmazt, Ćs legyen g_n : H_n → C egy homeomor˛zmus. Vălaszthatunk ezenkąvĄl egy F_n : C → X_n folytonos răkĆpezĆst, hiszen X_n kompakt metrikus tĆr. Most megadjuk a keresett reprezentăcićt. Ha α ∈ `, akkor legyen

g_α := { f_α ∘ F_n ∘ g_n H_n-en (n ∈ N); 0 [0, 1] \ ∪^∞_{n=1}H_n-en.

KŤnnyen lăthatć, hogy a {g_α : α ∈ `} fĄggvĆnyhalmaz hasonlć {f_α : α ∈ `}-hoz, elĆg tehăt megmutatni, hogy minden α ∈ `-ra g_α : C → R Baire 1. TekntsĄnk egy α ∈ `-t. {0}∪ ⋃_∞ n=1 H_n zărt, ągy [0, 1]\∪^∞_{n=1}H_n ambigus, tehăt F_σ, Ćs itt a fĄggvĆny Baire 1, hiszen azonosan nulla. Ŋgy a 3.2. tĆtel alapjăn elegendŞ igazolni, hogy g_α minden n-re Baire 1 a H_n zărt, azaz F_σ halmazon. Ez azonban ko:nnyen adćdik a 3.1. tĆtelbŞl, felhasznălva, hogy F_n ∘ g_n folytonos.

A măsik irăny igazolăsăhoz legyen {f_α : α ∈ `} a Cantor halmazon Ćrtelmezett Baire 1 fĄggvĆnyek egy halmaza. Imeretes, hogy minden nem megszămlălhatć kompakt metrikus tĆr tartalmaz C-vel homeomorf rĆszhalmazt [La. 6.4.], ami kŤnnyen ăltalănosąthatć σ-kompakt metrikus terek esetĆre, ugyanis ha X = ∪^∞_{n=1}X_n, akkor legalăbb az egyik X_n kompakt rĆszhalmaz nem megszămlălhatć. Legyen tehăt h : C → Y ⊂ X egy homeomor˛zmus, Ćs minden α ∈ `-ra de˛niăljuk a kŤvetkezŞ fĄggvĆnyt.

g_α := { f_α ∘ h^{−1} Y -on; 0 X \ Y -on.

KŤnnyen lăthatć, hogy az ągy adćdć fĄggvĆnyhalmaz az eredetivel megegyezŞ rendtąpusč, ezĆrt csak azt kell bizonyątani, hogy minden α ∈ `-ra g_α : X → R Baire 1. Y zărt halmaz, hiszen kompakt az X Hausdor¸ tĆrben. Eszerint Y Ćs X \ Y ambigusak, emellett g_α nyilvăn relatąve Baire 1 X \ Y -on, ągy elegendŞ igazolni, hogy Y -on is az. Ez azonban h^{−1} folytonossăgăt felhasznălva a 3.1. tĆtel alapjăn nyilvănvalć. �

3.4. KŤvetkezmĆny. Ambigus halmazokkal valć reprezentălăs szempontjăbćl is ekviva-

lensek a σ-kompakt metrikus terek.

Bizonyątăs. Ha a fenti bizonyątăsban f_α egy karakterisztikus fĄggvĆny, azaz csak 0 Ćs 1

ĆrtĆkeket vesz fel, akkor a konstruălt g_α is ilyen tulajdonsăgč. �

3.5. KĆrdĆs. Igaz-e, hogy Baire 1 fĄggvĆnyekkel valć reprezentăcić szempontjăbćl a nem

megszămlălhatć lengyel terek ekvivalensek?

MegjegyzĆs. Ennek igazolăsăhoz elegendŞ lenne megmutatni, hogy minden irracionălis

szămokon Ćrtelmezett Baire 1 fĄggvĆnyekbŞl ăllć rendezett halmaz reprezentălhatć valćs Baire 1 fĄggvĆnyekkel.

Bizonyątăs. EgyfelŞl ismeretes, hogy minden nem megszămlălhatć lengyel tĆr tartal-

maz a Cantor halmazzal homeomorf rĆszhalmazt [La. 6.4.], măsfelŞl minden lengyel tĆr elŞăll az irracionălis szămok halmazănak folytonos kĆpekĆnt [La. 6.3.], ągy a fenti ăllątăs gondolatmenete alkalmazhatć. �

A kŤvetkezŞkben megvizsgăljuk, hogy a reprezentălhatć rendezett halmazok zărtak-e bizonyos operăcićkra. Ezen operăcićk jćl hasznălhatćak bonyolult struktčrăjč reprezentălhatć rendezett halmazok konstruălăsăra.

3.6. De˛nącić. Ha (X, ≤) egy rendezett halmaz, akkor X × {0, 1}-et a lexikogra˛kus

rendez«essel (X, ≤) dupl«azottj«anak nevezz-uk.

3.7. KĆrdĆs. Igaz-e, hogy reprezentălhatć rendezett halmaznak a duplăzottja is repre-

zentălhatć?

Ez a kĆrdĆs szinte minden esetben helyettesąthetŞ az alăbbi ăllątăssal.

3.8. TĆtel. Ha X dupl«azottja reprezent«alhat«o Baire 1 f-uggv«enyekkel, akkor az a rendezett

halmaz is reprezent«alhat«o, melyet «ugy kapunk, hogy minden x ∈ X hely«ebe egy A_x reprezent«alhat«o rendezett halmazt tesz-unk. (Teh«at az {(x, y) : x ∈ X, y ∈ A_x} halmaz a lexikogra˛kus rendez«essel.)

Bizonyątăs. A sz«amegyenes minden pontj«at helyettes«“tj-uk egy nem megsz«aml«alhat«o z«art

halmazzal a k-ovetkez}ok«eppen. Tekints-unk egy Peano-g-orb«et, azaz egy P : [0, 1] → [0, 1]^2 folytonos r«ak«epez«est «es legyen P = (P_1, P_2) a koordin«ataf-uggv«enyeivel megadva. Ekkor P_1 : [0, 1] → [0, 1] egy folytonos sz-urjekci«o, melyn«el minden a ∈ [0, 1] sz«am }osk«epe egy F_a : = P^{−1}_1 ({a}) nem megsz«aml«alhat«o z«art halmaz. «Alljon X dupl«azottj«anak reprezent«aci«oja az f_x < g_x (x ∈ X) p«arokb«ol. A 3.1. tĆtelben lăttuk, hogy az f_x ∘ P_1 illetve g_x ∘ P_1 f-uggv«enyekre ăttĆrve ism«et Baire 1 f-uggv«enyeket kapunk, melyek az eredetihez hasonlćan vannak rendezve. Azonban f_x «es g_x m«ar elt«ernek egym«ast«ol egy nem megsz«aml«alhat«o z«art halmazon, ugyanis ha f_x «es g_x elt«ernek a_x-ben, akkor f_x ∘ P_1 «es g_x ∘ P_1 elt«ernek F_{ax} - en. Mivel F_{ax} kompakt metrikus t«er, feltehet}o, hogy A_x F_{ax} -en «ertelmezett f-uggv«enyekkel van reprezent«alva. Ezek v«alaszthat«ok «ugy is, hogy [0, 1]-be k«epezzenek, ągy egy line«aris transzform«aci«oval el«erhetj-uk, hogy csak szigorčan f_x(a_x) «es g_x(a_x) k-oz-otti «ert«eket vegyenek fel.

Ha x ∈ X Ćs y ∈ A_x, akkor legyen

h_{(x,y)} := { f_x ∘ P_1 [0, 1] \ F_{ax} -en; az y-t reprezentălć fĄggvĆny F_{ax} -en.

Azt «all«“tjuk, hogy ez a keresett reprezent«aci«o. Mivel F_{ax} «es [0, 1] \ F_{ax} ambigus halmazok «es h_{(x,y)} ezeken k-ul-on-k-ul-on relat«“ve Baire 1, ez«ert az uni«on, vagyis [0, 1]-en is az. Ha x_1 < x_2, akkor h_{(x1,y1)} < h_{(x2,y2)}, mivel f_x ∘ P_1 < h_{(x,y)} < g_x ∘ P_1 a fĄggvĆny-rendezĆs szerint. Ha pedig x_1 = x_2 = x, akkor h_{(x,y1)} «es h_{(x,y2)} csak F_{ax} -en t«er el, «es ott A_x rendez«esenek megfelel}oen vannak de˛ni«alva, azaz ha y_1 < y_2, akkor h_{(x,y1)} < h_{(x,y2)}. �

MegjegyzĆs. Ambigus halmazokkal val«o reprezent«al«asra ugyanez «all.

3.9. KĆrdĆs. Igaz-e, hogy egy A reprezentălhatć rendezett halmaznak az ~A teljessĆ tĆtele

is reprezentălhatć?

3.10. De˛nącić. Legyenek X Ćs X_n (n ∈ N) rendezett halmazok. Azt mondjuk, hogy X

elŞăll az X_n halmazok ŤsszefĆsĄlĆsekĆnt, ha lĆteznek olyan diszjunkt H_n ⊂ X halmazok, melyekre X = ∪^∞_{n=1}H_n, Ćs H_n hasonlć X_n-hez.

3.11. TĆtel. TegyĄk fel, hogy a reprezentălhatć rendezett halmazok teljessĆ tĆtele Ćs

duplăzottja is reprezentălhatć. Ekkor az X_n reprezentălhatć rendezett halmazok ŤsszefĆsĄlĆsekĆnt elŞăllć X rendezett halmaz maga is reprezentălhatć.

Bizonyątăs. A feltĆtel szerint H_n × {0, 1} teljessĆ tĆtele minden n-re reprezentălhatć,

ągy feltehetjĄk, hogy az (n, n + 1) intervallumon van reprezentălva, hiszen minden nem elfajulć intervallum egy nem megszămlălhatć σ-kompakt metrikus tĆr. Legyen x ∈ X a rendezett halmaz egy eleme, azaz legyen valamely n-re x ∈ H_n , Ćs rendeljĄnk x-hez egy valćs Baire 1 fĄggvĆnyt a kŤvetkezŞkĆppen.

f_x := az (x, 0)-t reprezentălć fĄggvĆny (n, n + 1)-en; a sup{(y, i) ∈ H_m × {0, 1} : y ≤ x}-et reprezentălć fĄggvĆny (m, m + 1)-en; 0 egyĆbkĆnt,

ahol a szuprĆmum H_m × {0, 1} teljessĆ tĆtelĆnek rendezĆse szerint ĆrtendŞ. A 3.2. tĆtel alapjăn lăthatć, hogy a fentiekben Baire 1 fĄggvĆnyeket konstruăltunk, tehăt csak azt kell ellenŞrizni, hogy X-hez hasonlćan vannak rendezve. Legyen x ∈ H_k, y ∈ H_l Ćs x < y. Ha k = l, akkor nyilvănvalć, hogy f_x ≤ f_y, Ćs eltĆrnek (k, k + 1)-en. Ha k ≠ l, akkor (k, k + 1)-en, (l, l + 1)-en Ćs a kĆt halmaz unićjănak komplementerĆn kĄlŤn-kĄlŤn ellenŞrizhetŞ, hogy f_x ≤ f_y, emellett ismĆt eltĆrnek (k, k + 1)-en, mivel f_y itt nem kisebb az (x, 1)-et reprezentălć fĄggvĆnynĆl. �

A kŤvetkezŞkben egy konkrĆt konstrukcićt adunk reprezentălhatć rendezett halmazokra, amelyrŞl az sejthetŞ, hogy elegendŞen gazdag ahhoz, hogy elvezessen az Ťsszes reprezentălhatć halmaz leąrăsăhoz.

3.12. De˛nącić. Legyen α egy rendsz«am «es I = [0, 1]. Jel-olj-uk I^α-val az α t«“pus«u I-ben

halad«o sorozatok halmazăt a lexikogra˛kus rendez«essel.

MegjegyzĆs. Ha α ≥ ω_1, akkor Kuratowski tĆtele (2.1.) alapjăn I^α nem reprezentălhatć,

mivel tartalmaz ω_1-hez hasonlć rĆszhalmazt. Azonban igaz a kŤvetkezŞ.

3.13. TĆtel. I^α reprezent«alhat«o Baire 1 f-uggv«enyekkel minden α < ω_1-re.

Bizonyątăs. α < ω-ra az ăllątăs teljes indukcićval azonnal ad«odik a 3.8. tĆtelbŞl. Jel-olje H = ∏_∞ n=1[0, 1] a Hilbert kock«at, azaz a [0,1] intervallum mint topologikus t«er megsz«aml«alhat«o sok p«eld«any«anak topologikus szorzat«at. Ismeretes, hogy H kompakt metrikus t«er, ez«ert elegend}o H-n «ertelmezett f-uggv«enyekkel reprezent«alni I^α-t. Azt mutatjuk meg, hogy ez karakterisztikus f-uggv«enyekkel is lehets«eges, azaz l«eteznek H-ban a tartalmaz«as szerint I^α t«“pusban rendezett ambigus halmazok.

Rendezz-uk el}osz-or H-t I^α t«“pusban. Mivel α < ω_1, l«etezik egy φ : N → α bijekci«o. Minden a = (a_1, a_2, . . .) ∈ H-hoz rendelj-uk hozz«a az x = {a_{φ(n)} : n ∈ N} transz˛nit sorozatot, «es h«uzzuk vissza I^α rendez«es«et H-ra. Mivel a fenti lek«epez«es bijekci«o, ągy egy (H, <_H ) I^α t«“pus«u rendezett halmazt kapunk. Azt «all«“tjuk, hogy a H_a := {b ∈ H : b <_H a} (a ∈ H) halmazok megfelel}oek. Mivel H_a ⊆ H_a0 ⇐⇒ a ≤_H a^′, ez«ert ez egy I^α t«“pus«u halmazrendszer. Azt kell m«eg bel«atni, hogy minden a ∈ H-ra H_a ambigus. El}osz-or bel«atjuk, hogy F_σ.

H_a = ⋃ β<α ⋂ γ<β { (b_1, b_2, . . .) ∈ H : b_φ�1_{(γ)} = a_φ�1_{(γ)} } ∩ { b_φ�1_{(β)} < a_φ�1_{(β)} } .

Mivel az uni«o tagjai «ugy «allnak el}o, mint egy ny«“lt «es m«eg z«art halmazok metszete, ez«ert ez egy F_σ halmaz, «“gy ilyenek megsz«aml«alhat«o uni«oja, azaz H_a is F_σ.

Hasonl«oan {b ∈ H : a <_H b} is F_σ, «es mivel {a} maga is F_σ, ez«ert {b ∈ H : b <_H a} egy F_σ halmaz komplementere, azaz G_δ. �

MegjegyzĆs. Val«oj«aban itt ambigus halmazokkal reprezent«altunk.

3.14. TĆtel. I^α-nak nincs I^{α+1}-hez hasonl«o r«esze semmilyen α < ω_1-re.

Bizonyątăs. Indirekt, legyen f : I^{α+1} → I^α egy rendez«estart«o injekci«o. Legyenek

a koordin«ataf-uggv«enyei f = (f_0, f_1, . . . , f_β, . . .) (β < α). f_0 : I^{α+1} → I monoton lek«epez«es, melynĆl kĄlŤnbŤzŞ a ∈ [0, 1] pontokra az f_0({x_0, . . . , x_β , . . . , x_α : x_0 = a}) halmazok konvex burkai diszjunkt belsejŰ intervallumok R-ben, ągy legfeljebb megszămlălhatćan sok nem elfajulć lehet kŤztĄk. RŤgząthetĄnk tehăt egy a_0 ∈ [0, 1] pontot, melyre f_0((a_0, x_1, . . . , x_β, . . . , x_α)) konstans. Ha γ < β-ra măr rŤgzątettĄk a_γ-t čgy, hogy f_γ ((a_0, . . . , a_γ , x_{γ+1}, . . . , x_α)) konstans, akkor x_β -t kĄlŤnbŤzŞ [0, 1]-beli ĆrtĆkeknek rŤgzątve megint olyan kĆphalmazokat kapunk, melyeknek a konvex burkai diszjunkt belsejŰ intervallumok, ezĆrt rŤgząthetĄnk egy a_β -t, melyre f_β((a_0, . . . , a_β, x_{β+1}, . . . , x_α)) konstans. De ekkor az indukcićs lĆpĆst minden β < α-ra elv«egezve f ((a_0, . . . , a_β, . . . , 0)) = f ((a_0, . . . , a_β , . . . , 1)) , adćdik, ami lehetetlen. �

Felmer-ul a k«erd«es, hogy talălhatć-e minden reprezent«alhat«o rendezett halmazhoz hasonl«o r«eszhalmaz alkalmas α < ω_1-re I^α-ban. A v«alasz nemleges.

3.15. TĆtel. L«etezik olyan reprezent«alhat«o rendezett halmaz, amely semmilyen α < ω_1-re

nem hasonl«o I^α egy r«eszhalmaz«ahoz.

Bizonyątăs. Mivel R dupl«azottja reprezent«alhat«o, hiszen hasonl«o I^2 egy r«eszhalmaz«a-

hoz, ha R-nek ℵ_1 pontj«at helyettes«“tj-uk az I^α(α < ω_1) halmazokkal, egy reprezent«alhat«o halmazt kapunk.

Ha ez hasonl«o volna valamely α-ra I^α egy r«eszhalmaz«ahoz, akkor I^{α+1} is az volna, ez azonban az elŞzŞ tĆtel szerint lehetetlen. �

MegjegyzĆs. Ez val«oj«aban ambigus halmazokkal val«o reprezent«aci«o.

Eddigi mćdszereink ismĆtelt alkalmazăsăval čjabb reprezentălhatć halmazokat konstruălhatunk.

3.16. De˛nącić. Legyen H rendezett halmazok egy halmaza. De˛ni«aljunk egy R_α b}ov-ul}o

halmazsorozatot transz˛nit rekurzi«oval.

R_0 := H;

R_α «alljon azokb«ol a rendezett halmazokb«ol, amelyek el}o«allnak «ugy, hogy egy X ∈ ⋃ β<α R_β pontjait A_x ∈ ⋃ β<α R_β (x ∈ X) rendezett halmazokkal helyettes«“tj-uk.

3.17. TĆtel. A sorozat stabiliz«al«odik, azaz l«etezik egy α rendsz«am, melyre β ≥ α eset«en

R_β = R_α «all.

Bizonyątăs. Legyen κ ≥ |H| (H ∈ H) egy sz«amoss«ag. Transz˛nit indukcićval adćdik,

hogy ha valamely α-ra X ∈ R_α, akkor |X| ≤ κ. Legyen ugyanis X az a rendezett halmaz,

amelyet čgy kapunk, hogy egy Y ∈ ⋃ β<α R_β halmaz pontjait A_y ∈ ⋃ β<α (y ∈ Y ) halma-

zokkal helyettesątjĄk. Ekkor |X| ≤ κ · κ = κ, hiszen |Y | ≤ κ Ćs |A_y | ≤ κ (y ∈ Y ). Legyen

most α egy olyan szămossăg, melynek ko˛nalităsa nagyobb κ-năl, pĆldăul α := 2^κ.

ElŞszŤr belătjuk, hogy R_α = ⋃ β<α R_β. Legyen X ∈ ⋃ β<α R_α Ćs legyen A_x ∈ ⋃ β<α R_β (x ∈ X). Mivel |X| ≤ κ Ćs cf α > κ, ezĆrt ha minden A_x-hez rŤgzątĄnk egy

β_x < α-t, melyre A_x ∈ R_{βx} , akkor {β_x : x ∈ X} korlătos α-ban. LĆtezik tehăt egy kŤzŤs

β < α, melyre A_x ∈ R_β (x ∈ X), emellett nyilvăn X ∈ R_β is feltehetŞ. Ekkor viszont

az a rendezett halmaz, melyet čgy kapunk, hogy X pontjait az A_x (x ∈ X) halmazokkal

helyettesątjĄk, maga is eleme R_{β+1}-nek, Ćs ągy ⋃ β<α R_β-nak is. Transz˛nit indukcićval

igazoljuk, hogy β ≥ α-ra R_β = R_α. Legyen γ < β-ra R_γ = R_α, Ćs legyen X ∈ R_β. X ălljon

elŞ Y Ćs A_y (y ∈ Y ) ŤsszetevĆsekĆnt, ahol Y , A_y ∈ ⋃ γ<β R_γ (y ∈ Y ). Mivel R_γ = R_α

(γ < β), ągy ⋃ γ<β R_γ = R_α, emellett R_α = ⋃ δ<α R_δ. Tehăt Y , A_y ∈ ⋃ δ<α R_δ, amibŞl

X ∈ R_α. �

3.18. De˛nącić. Legyen H rendezett halmazok egy halmaza. R(H) := ⋃ α R_α. MegjegyzĆs. A fenti ăllątăs szerint ez valćban egy halmaz, hiszen ⋃ α∈On R_α = ⋃ α<2^κ R_α. 3.19. TĆtel. R({R}) elemei reprezentălhatćak Baire 1 fĄggvĆnyekkel.

A bizonyątăst valamivel ăltalănosabban vĆgezzĄk el:

3.20. TĆtel. Legyen H rendezett halmazok egy olyan halmaza, hogy minden elemĆnek a

duplăzottja reprezentălhatć Baire 1 fĄggvĆnyekkel. Ekkor R(H) minden eleme reprezen-

tălhatć Baire 1 fĄggvĆnyekkel.

Bizonyątăs. Azt mutatjuk meg transz˛nit indukcićval, hogy R(H) elemeinek a dup-

lăzottja is reprezentălhatć Baire 1 fĄggvĆnyekkel. α = 0-ra ezt feltettĄk. Legyen α-ra ⋃ β<α R_β elemeinek a duplăzottja reprezentălhatć Ćs X ∈ R_α. X ălljon elŞ čgy, hogy

egy Y ∈ ⋃ β<α R_β-ba A_y ∈ ⋃ β<α R_β (y ∈ Y ) rendezett halmazokat teszĄnk. Mivel A_y ∈ ⋃ β<α R_β, a duplăzottja, A_y × {0, 1} is reprezentălhatć az indukcićs feltevĆs szerint.

De ha Y -ba az y pont helyĆre A_y × {0, 1}-et tesszĄk, Ćppen X duplăzottjăt kapjuk. Mi-

vel Y ∈ ⋃ β<α R_β, ezĆrt Y -ba reprezentălhatćakat tĆve reprezentălhatćt kapunk, azaz X

duplăzottja reprezentălhatć. �

MegjegyzĆs. Ambigus halmazokkal valć reprezentălăsra ugyanez ĆrvĆnyes.

FelmerĄl a kĆrdĆs, hogy R({R}) egybeesik-e a reprezentălhatć halmazok halmazăval. A vălasz nemleges:

3.21. TĆtel. R({R})-ben nincs I^ω-hoz hasonlć rendezett halmaz.

Bizonyątăs. Transz˛nit indukcićval igazoljuk, hogy R_α egyetlen eleme sem tartalmaz I^ω-

hoz hasonlć rĆszhalmazt. α = 0-ra ez abbćl kŤvetkezik, hogy R rĆszhalmazai szeparăbilisak. TegyĄk fel, hogy az α-năl kisebb rendszămokra măr belăttuk az ăllątăst, Ćs legyen X ∈ R_α. Az, hogy X elŞăll Y -bćl az A_y -ok betevĆsĆvel, egyenĆrtĆkŰ azzal, hogy X felbonthatć I_y intervallumokra, melyek Y -hoz hasonlćan rendezettek, Ćs I_y hasonlć A_y-hoz. TegyĄk fel, hogy X tartalmaz egy H, I^ω-hoz hasonlć rĆszhalmazt. I^ω minden legalăbb kĆtpontč intervalluma tartalmaz I^ω-hoz hasonlć rĆszt, ezĆrt egy I_y H-nak legfeljebb egy pontjăt tartalmazhatja, hiszen I_y-ban az indukcićs feltevĆs szerint nincs I^ω-hoz hasonlć rĆszhalmaz. Ekkor viszont a H-t metszŞ I_y-okhoz tartozć y-ok Y -nak egy I^ω-hoz hasonlć rĆszhalmazăt alkotjăk, ami az indukcićs feltevĆs miatt lehetetlen. �

A 3.20. tĆtel szerint R({I^α : α < ω_1}) elemei reprezentălhatćak, hiszen I^α duplăzottja I^{α+1} (α < ω_1). SzemlĆletesnek tŰnik az a megăllapątăs, hogy az ąly mćdon adćdć kombinăcići az I^α halmazoknak elŞăllątanak szinte minden rendezett halmazt, ami nem tartalmaz ω_1 tąpusč rĆszhalmazt. Ha ezt Kuratowski tĆtelĆvel (2.1.) egybevetjĄk, indokolttă vălik a kŤvetkezŞ kĆrdĆs.

3.22. KĆrdĆs. R({I^α : α < ω_1}) egybeesik-e a reprezentălhatć rendtąpusokkal?

Most rătĆrĄnk a problĆma egy măs megkŤzelątĆsi mćdjăra, amely amely egy R(H)-hoz hasonlć fogalomhoz vezet.

3.23. TĆtel. M_2 tĆren Ćrtelmezett Baire tulajdonsăgč fĄggvĆnyekbŞl ăllć rendezett hal-

maz, melynek bărmely kĆt eleme măsodik kategćriăjč halmazon tĆr el, hasonlć a valćs szămok egy rĆszhalmazăhoz.

Bizonyątăs. Ismeretes, hogy egy rendezett halmaz pontosan akkor hasonlć a valćs szămok

egy rĆszhalmazăhoz, ha szeparăbilis, Ćs nincs benne megszămlălhatćnăl tŤbb szomszĆdos pontpăr.

ElŞszŤr belătjuk, hogy a rendezett halmaz szeparăbilis. Legyen X az alaptĆr, Ćs tegyĄk fel egyelŞre, hogy X Baire tĆr, azaz minden nem Ąres nyąlt altere măsodik kategćriăjč. Legyen B a tĆr egy megszămlălhatć băzisa, melyrŞl feltesszĄk, hogy nem tartalmazza az Ąres halmazt. Ha U, V ∈ B-hez Ćs p, q ∈ Q-hoz van a rendezett halmaznak olyan h eleme, amelyre U egy reziduălis rĆszĆn h > p Ćs V egy reziduălis rĆszĆn h < q, akkor vălasszunk egy ilyen fĄggvĆnyt. Azt ăllątjuk, hogy az ągy kivălasztott M megszămlălhatć halmaz sŰrŰ a rendezett halmazban. Legyen tehăt (f, g) a rendezett halmaz egy nem Ąres nyąlt intervalluma, Ćs h_0 ∈ (f, g) a rendezett halmaz egy eleme. Azt kell megmutatnunk, hogy talălhatć egy h ∈ (f, g) ∩ M a rendezett halmazban. KŤnnyen lathatć, hogy

X(f < h_0) = ⋃ p∈Q X(f < p < h_0)

Ćs X(h_0 < g) = ⋃ q∈Q X(h_0 < q < g), ahol a feltĆtel szerint az egyenlŞsĆgek bal oldalăn măsodik kategćriăjč halmazok ăllnak, ągy valamely p-re Ćs q-ra X(f < p < h_0) illetve X(h_0 < q < g) măsodik kategćriăjčak. Nyilvănvalć, hogy egy măsodik kategćriăjč Ćs Baire tulajdonsăgč halmaz reziduălis valamely nem Ąres nyąlt halmazban, ągy valamely B-beli elemben is. Az X(f < p < h_0) Ćs X(h_0 < q < g) halmazok Baire tulajdonsăgčak, hiszen f, g Ćs h_0 Baire tulajdonsăgč fĄggvĆnyek, talălhatć tehăt hozzăjuk egy U illetve V B-beli elem, melyben reziduălisak. Ekkor U, V ∈ B-hez Ćs p, q ∈ Q-hoz van a rendezett halmazban fenti tulajdonsăgč elem, hiszen h_0 > p Ćs h_0 < q U illetve V egy reziduălis rĆszĆn, ągy M de˛nącićja szerint lĆtezik egy h ∈ M fĄggvĆny ugyanezzel a tulajdonsăggal. Megmutatjuk, hogy h ∈ (f, g). X Baire tĆr, ągy U nem elsŞ kategćriăjč, ezĆrt lĆtezik egy x ∈ U, melyre f(x) < p < h(x), Ćs hasonlćan lĆtezik egy y ∈ V , melyre h(y) < q < g(y). Eszerint csak f < h < g lehetsĆges, ami bizonyątja a szeparăbilităst.

Legyenek most f_α < g_α (α ∈ `) kĄlŤnbŤzŞ szomszĆdos pontpărok. A fentiekhez hasonlćan minden α ∈ `-ra

X(f_α < g_α) = ⋃ p∈Q X(f_α < p < g_α),

ezĆrt alkalmas p_α-ra X(f_α < p_α < g_α) măsodik kategćriăjč. RŤgząthetĄnk tehăt α-hoz egy U_α ∈ B-t, amelyben ez a halmaz reziduălis. Nyilvănvalć, hogy ha α ≠ β, akkor α-hoz Ćs β-hoz nem rendelhettĄk ugyanazt a (p, U) părt, mivel ekkor felhasznălva hogy U măsodik kategćriăjč azt kapnănk, hogy egy x ∈ U pontban f_α < p < g_α Ćs f_β < p < g_β, ami szomszĆdos pontpărok esetĆn lehetetlen. EbbŞl azonban kŤvetkezik, hogy ` megszămlălhatć.

Ha X nem Baire tĆr, akkor Banach tĆtelĆnek kŤvetkezmĆnyekĆnt feląrhatć X = A ∪ G alakban, ahol A elsŞ kategćriăjč Ćs G olyan nyąlt halmaz, amely altĆrkĆnt Baire tĆr [La. 11.2.]. Ha a rendezett fĄggvĆnyhalmaz elemeit megszorątjuk G-re, a kapott rendezett halmaz hasonlć lesz az eredetihez, mivel a fĄggvĆnyek G-n is eltĆrnek egymăstćl, hiszen A elsŞ kategćriăjč. Valćjăban ugyanągy adćdik az is, hogy a megszorątott fĄggvenyek G-n măsodik kategćriăjč halmazon tĆrnek el egymăstćl. Alkalmazhatjuk tehăt az elŞzŞ esetet, amibŞl azt kapjuk, hogy a leszŰkątett fĄggvĆnyek halmaza hasonlć a valćs szămok egy rĆszhalmazăhoz, de ebbŞl kŤvetkezŞen az eredeti fĄggvĆnyhalmaz is az, amivel az ăllątăst bizonyątottuk. �

Legyen adva Baire 1 fĄggvĆnyek egy X rendezett halmaza. A Zorn lemma szerint kivălaszthatjuk ennek egy maximălis rĆszrendszerĆt, melyben bărmely kĆt fĄggvĆny măsodik kategćriăjč halmazon tĆr el egymăstćl. Az elŞzŞ tĆtelben lăttuk, hogy ez a rĆszrendszer szeparăbilis, legyen tehăt M ennek egy megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmaza. Ekkor X \ M maximălis intervallumai bizonyos Ćrtelemben egyszerŰbb szerkezetŰek X-nĆl, hiszen egy ilyen intervallum bărmely kĆt eleme csak egy elsŞ kategćriăjč halmazon kĄlŤnbŤzik, sŞt, Kuratowski tĆtelĆt (2.1.) felhasznălva adćdik, hogy az egĆsz intervallum Ťsszes eleme megegyezik egy kŤzŤs reziduălis halmazon. Ez motivălja a kŤvetkezŞ de˛nicićt.

3.24. De˛nącić. Legyen H egy rendezett halmazokbćl ăllć halmazrendszer, melyrŞl fel-

tesszĄk, hogy tartalmazza az Ąres halmazt. NevezzĄk H elemeit 0 rangč halmazoknak. Legyen α egy rendszăm. Azt mondjuk, hogy egy X rendezett halmaz rangja legfeljebb α, ha talălhatć egy M ⊂ X megszămlălhatć halmaz, hogy X \ M minden I maximălis intervallumănak a rangja legfeljebb β, alkalmas (I-tŞl fĄggŞ) β < α-ra. Ez tehăt egy transz˛nit rekurzić. A legfeljebb α rangč halmazok osztălyăt jelŤlje R^∗_α.

JelŤlje R^∗(H) azon rendezett halmazok osztălyăt, amelyeknek van rangja, azaz

R^∗(H) := ⋃ α R^∗_α. Meg fogjuk mutatni, hogy R^∗(H) egy halmaz Ćs hogy R^∗(H) ⊂ R(H), ha R ∈ H.

3.25. Lemma. Legyen X egy rendezett halmaz, melynek rangja legfeljebb α. Ekkor X

elŞăll čgy, hogy R pontjait ⋃ β<α R^∗_β-beli beli rendezett halmazokkal helyettesątjĄk.

Bizonyątăs. Legyen M ⊂ X a de˛nącićban szereplŞ megszămlălhatć rĆszhalmaz. Ismere-

tes, hogy minden megszămlălhatć rendezett halmaz hasonlć Q egy rĆszhalmazăhoz, legyen tehăt φ : M → Q egy hasonlćsăg.

X \ M egy I maximălis intervalluma kĆt rĆszre osztja M-et. JelŤljĄk az I-tŞl balra esŞ rĆszt M_1-gyel, Ćs legyen F (I) = sup{φ(x) : x ∈ M_1}. FeltehetjĄk, hogy M_1 ≠ ∅ Ćs a szuprĆmum vĆges, hiszen X-hez hozzăvehetĄnk egy legkisebb Ćs egy legnagyobb elemet, Ćs ezekrŞl feltehetjĄk, hogy M elemei. Ha I_1, I_2, I_3, kĄlŤnbŤzŞ maximălis intervallumok ebben a sorrendben rendezve, akkor a maximalităs miatt lĆteznek x ∈ M Ćs y ∈ M elemek I_1 Ćs I_2 illetve I_2 Ćs I_3 kŤzŤtt, ezĆrt F (I_1) < F (I_3), hiszen φ(x) < φ(y). Hasonlćan adćdik, hogy ha F (I_1) = F (I_2), akkor I_1 Ćs I_2 kŤzŤtt pontosan egy x ∈ M talălhatć.

LekĆpeztĄk tehăt X-et φ Ćs F segątsĆgĆvel rendezĆstartć mćdon a valćs szămok egy rĆszhalmazăba čgy, hogy egy c ∈ R ŞskĆpe a kŤvetkezŞk valamelyike: egy pont, egy maximălis intervallum, egy maximălis intervallum Ćs mĆg elŞtte vagy utăna egy pont, kĆt intervallum Ćs kŤztĄk egy pont vagy az Ąres halmaz. Ezen rendezett halmazok kŤnnyen lăthatćan elemei ⋃ β<α R^∗_β-nak. Ha most visszafelĆ, minden c ∈ R szămot a fenti lekĆpezĆseknĆl vett ŞskĆpĆvel helyettesątĄnk, X-et kapjuk. �

3.26. KŤvetkezmĆny. Ha R ∈ H, akkor minden α rendszămra R^∗_α ⊂ R_α, emellett

R^∗(H) ⊂ R(H) Ćs R^∗(H) halmaz.

Bizonyątăs. Transz˛nit indukcićval nyilvănvalć. �

3.27. KŤvetkezmĆny. Ha H elemeinek a duplăzottjai reprezentălhatćak Baire 1 fĄgg-

vĆnyekkel, akkor R^∗(H) elemei is.

MegjegyzĆs. LĆtezik H, melyre R^∗(H) ≠ R(H). Ŕlljon pĆldăul H I^ω rĆszhalmazaibćl.

Transz˛nit indukcićval kŤnyŰ megmutatni, hogy R^∗(H) = H, mivel ha R pontjait I^ω rĆszhalmazaival helyettesątjĄk, a kapott halmaz hasonlć lesz R × I^ω egy rĆszhalmazăhoz, ami (0, 1)×I^ω ⊂ I ×I^ω = I^{1+ω} = I^ω-val megegyezŞ rendtąpusč. Azonban I^{ω+1} ∈ R_1(H) ⊂ R(H), amelyrŞl a 3.14. tĆtelben lăttuk, hogy nem hasonlć I^ω egyetlen rĆszhalmazăhoz sem.

3.28. TĆtel. R^∗({R}) minden eleme hasonlć I^ω egy rĆszhalmazăhoz. Bizonyątăs. Transz˛nit indukcićval adćdik, felhasznălva, hogy R × I^ω hasonlć I^ω egy

rĆszhalmazăhoz. �

3.29. TĆtel. R({R}) minden eleme hasonlć I^α egy rĆszhalmazăhoz alkalmas α < ω_1-re. Bizonyątăs. Transz˛nit indukcićval megmutatjuk, hogy minden α < ω_1-hez talălhatć egy

α^′ < ω_1, amelyre R_α minden eleme hasonlć I^α 0 egy rĆszhalmazăhoz. α = 0-hoz α^′ = 1 megfelel. Ha α = β + 1 < ω_1, akkor legyen α^′ : = β^′ · 2. Ez kŤnnyen lăthatćan teljesąti a feltĆtelt, mert ha I^β 0 pontjait I^β 0 -hŤz hasonlć halmazokkal helyettesątjĄk, egy I^β

0_{·2} -hŤz hasonlć rendezĆst kapunk. Legyen vĆgĄl α < ω_1 egy limeszrendszăm, Ćs legyen α_n ↗ α (n ∈ N) egy hozză konvergălć sorozat. Ekkor a fenti gondolatmenethez hasonlćan adćdik, hogy α^′ := sup{α^′_n : n ∈ N} · 2 megfelel. �

A reprezentălhatć rendezĆsek konstrukcićival kapcsolatban utolsćkĆnt megemlątĄnk egy kĆrdĆst.

3.30. KĆrdĆs. R({I^α : α < ω_1}) = R^∗({I^α : α < ω_1}) ?

Azt ăllapąthatjuk meg tehăt a konstrukcićk ŤsszefoglalăsakĆnt, hogy tŤbb jel is arra mutat, hogy ha egy rendezett halmaz nem tartalmaz ω_1 tąpusč nŤvŞ vagy fogyć sorozatot, akkor reprezentălhatć. Ezt Kuratowski tĆtelĆvel (2.1.) egybevetve megkaphatnănk a reprezentălhatć halmazok karakterizăcićjăt. Azonban az alăbbi tĆtel szerint ez nem lehetsĆges.

3.31. TĆtel. A ZF C-axićmarendszerben nem bizonyąthatć, hogy pontosan azok a ren-

dezett halmazok reprezenrălhatćk Baire 1 fĄggvĆnyekkel, amelyek nem tartalmaznak ω_1 tąpusč nŤvŞ vagy fogyć rĆszt.

Bizonyątăs. Szuszlin-egyenes nem tartalmazhat ω_1 tąpusč {x_α : α < ω_1} nŤvŞ sorozatot,

hiszen ekkor {(x_α, x_{α+2}) : α < ω_1 limeszrendszăm} diszjunkt nem Ąres nyąlt intervallumoknak egy megszămlălhatćnăl nagyobb szămossăgč rendszere lenne, ami ellentmondana a ccc-tulajdonsăgnak. Hasonlćan igazolhatć, hogy nem tartalmazhat ω_1 tąpusč fogyć sorozatot sem.

Eszerint, ha a fenti karakterizăcić bizonyąthatć lenne, akkor azt is bebizonyątanănk, hogy minden Szuszlin-egyenes reprezentălhatć. Ez azonban Komjăth tĆtele (2.5.) szerint azt jelentenĆ, hogy bebizonyątottuk, hogy nem lĆtezik Szuszlin-egyenes, ami ellentmondăs. � Ezek szerint a fent emlątett karakterizăcić nem bizonyąthatć. Ez azonban mĆg nem ad vălaszt a kŤvetkezŞ kĆrdĆsre.

3.32. KĆrdĆs. Konzisztens-e, hogy pontosan azok a halmazok reprezentălhatćak Baire 1

fĄggvĆnyekkel, amelyek nem tartalmaznak ω_1 tąpusč nŤvŞ vagy fogyć sorozatot?

A fejezet hătralĆvŞ rĆszĆben megadjuk az ambigus halmazokkal reprezentălhatć rendezett halmazok egy karakterizăcićjăt. Az eddigi p«eld«ak «altal«aban olyanok voltak, hogy egy kompakt metrikus t«ernek az alaphalmaz«at rendezt-uk «ugy, hogy a rendez«es bizonyos szeletei ambigus halmazok voltak. A szeletek alkotta rendt«“pus teh«at reprezent«alhat«o volt. Ez megford«“that«o.

3.33. TĆtel. Egy X rendezett halmaz pontosan akkor reprezent«alhat«o ambigus halmazok-

kal, ha van egy kompakt metrikus t«ernek egy olyan rendez«ese, melyben bizonyos szeletek ambigusak «es a tartalmaz«as szerint X-hez hasonl«oan vannak rendezve.

Bizonyątăs. Ha van ilyen rendez«es, akkor a szeletek karakterisztikus f-uggv«enyei megfe-

lelnek. Legyen most adott egy {H_α : α ∈ `} ambigus halmazokb«ol «all«o reprezent«aci«o, «es de˛ni«aljunk egy rel«aci«ot a metrikus t«er pontjai k-oz-ott. Legyen x <^′ y ha ∃α ∈ `, melyre x ∈ H_α Ćs y /∈ H_α. Ez k-onnyen l«athat«oan parci«alis rendez«es, hiszen amellett, hogy az irre‚exivit«as trivi«alis, {H_α : α ∈ `} rendezetts«ege miatt teljes-ul a tranzitivit«as «es az antiszimmetria.

A Zorn-lemma szerint minden parci«alis rendez«es kiterjeszthet}o rendez«ess«e, «ugyhogy vegy-uk <^′-nek egy tetsz}oleges <^∗ kiterjeszt«es«et. Megmutatjuk, hogy ez j«o. Mivel ez val«oban rendez«es, «es minden α ∈ `-ra H_α ambigus, csak azt kell megmutatni, hogy H_α egy szelete <^∗-nak. Azt kell bel«atni teh«at, hogy ha x ∈ H_α «es y ≤^∗ x, akkor y ∈ H_α, ami azzal ekvivalens, hogy ha y /∈ H_α «es x ∈ H_α, akkor x <^∗ y. Ez pedig nyilv«anval«o. �

A fejezet lezărăsakĆnt megemlątĄnk egy kĆrdĆst, amely răvilăgąt az ambigus halmazokkal valć reprezentălăs jelentŞsĆgĆre.

3.34. KĆrdĆs. Egybeesnek-e az ambigus halmazokkal Ćs a Baire 1 fĄgvĆnyekkel repre-

zentălhatć rendtąpusok?

4. Szeparăbilis metrikus tereken Ćrtelmezett

Baire 1 fĄggvĆnyek rendtąpusai

E fejezet tĆmăja a szeparăbilis metrikus tereken Ćrtelmezett rendezett fĄggvĆnyhalmazok problĆmăja. ElŞszŤr az 1.1. tĆtelt ăltalănosątjuk.

4.1. TĆtel. Szeparăbilis metrikus tĆren Ćrtelmezett folytonos fĄggvĆnyek rendezett hal-

maza hasonlć a valćs szămok egy rĆszhalmazăhoz.

Bizonyątăs. Legyen {x_n : n ∈ N} a tĆr egy sŰrŰ megszămlălhatć rĆszhalmaza. Ekkor az f → ∞∑ n=1 arctg f(x_n) 2^n

lekĆpezĆs, ahol f a rendezett halmaz elemein fut vĆgig, hasonlćsăgot lĆtesąt a rendezett halmaz Ćs a valćs szămok egy rĆszhalmaza kŤzŤtt, hiszen ha kĆt folytonos fĄggvĆny nem esik egybe, akkor eltĆrnek a sŰrŰ halmaz valamely elemĆn is. �

A kŤvetkezŞ ăllątăs szerint a megfordątăs is igaz.

4.2. TĆtel. Nem szeparăbilis metrikus tĆren minden legfeljebb ℵ_1 szămossăgč rendezett

halmaz, ągy speciălisan ω_1 is reprezentălhatć folytonos fĄggvĆnyekkel.

Bizonyątăs. Legyen X egy nem szeparăbilis metrikus tĆr. Metrikus terek kŤrĆben a

szeparăbilităs ekvivalens a ccc-tulajdonsăggal, ezĆrt lĆtezik diszjunkt nem Ąres nyąlt halmazoknak egy {G_α : α < ω_1} rendszere. Ez a halmazrendszer tekinthetŞ az ⋃ α<ω_1 G^α metrikus tĆr nyąlt fedĆsĆnek. Stone tĆtele szerint egy metrikus tĆr minden nyąlt fedĆsĆnek lĆtezik σ-diszkrĆt ˛nomątăsa [En. 4.4.1.], amelybŞl kŤnnyen lăthatćan kivălaszthatć egy {H_α ⊂ X : α < ω_1} nem Ąres nyąlt halmazokbćl ăllć diszkrĆt halmazrendszer. Mivel az alaptĆr egy metrikus tĆr, minden α < ω_1-hez rŤgząthetĄnk egy φ_α : X → [0, 1] folytonos fĄggvĆnyt, amely H_α-n kąvĄl nulla, de H_α-n nem azonosan nulla.

Legyen most A egy legfeljebb ℵ_1 szămossăgč rendezett halmaz Ćs F : A → ω_1 egy injektąv lekĆpezĆs. Az a → ∑ b<a φ_{F (b)} (a ∈ A) hozzărendelĆs Ćrtelmes, hiszen minden pontban az Ťsszegnek legfeljebb egy tagja nem nulla, emellett nyilvănvalćan hasonlćsăg. Annak igazolăsa van mĆg hătra, hogy minden a ∈ A-ra folytonos a fenti Ťsszeg. Azonban ⋃ α<ω_1 H^α pontjaiban a folytonossăg nyilvănvalć, az ezen kąvĄli pontokban pedig kŤnnyen adćdik a halmazrendszer diszkrĆtsĆgĆbŞl. �

Most rătĆrĄnk a szeparăbilis metrikus tereken Ćrtelmezett Baire 1 fĄggvĆnyekre. Mint azt măr a măsodik fejezetben emlątettĄk, ez az eset măr a jćlrendezĆsek szempontjăbćl is lĆnyegesen bonyolultabb, mint ha azt tesszĄk fel, hogy az alaptĆr egy lengyel tĆr.

4.3. TĆtel. Van olyan szeparăbilis metrikus tĆr, amelyen lĆtezik Baire 1 fĄggvĆnyeknek

ω_1 tąpusč sorozata.

Bizonyątăs. A bizonyątăs azon alapul, hogy van olyan nem megszămlălhatć szeparăbilis

metrikus tĆr, amelynek minden megszămlălhatć rĆszhalmaza G_δ. Ugyanis ha ebben transz- ˛nit rekurzićval de˛niăljuk megszămlălhatć halmazok egy ω_1 tąpusč nŤvŞ sorozatăt, akkor ezen halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyei megfelelnek a feltĆteleknek, hiszen minden megszămlălhatć halmaz F_σ is, azaz ambigus. Fenti tulajdonsăgč metrikus tĆr konstruălăsăhoz de˛niăljuk elŞszŤr a valćs szămok G_δ rĆszhalmazainak egy ω_1 tąpusč nŤvŞ sorozatăt transz- ˛nit rekurzićval. Legyen G_0 az Ąres halmaz. Ha α < ω_1, akkor G_α legyen az ∪_{β<α}G_β nullmĆrtĆkŰ halmaz Ćs mĆg egy rajta kąvĄli pont unićjănak nullmĆrtĆkŰ G_δ burka. Ŋgy kŤnnyen lăthatćan egy keresett tulajdonsăgč, răadăsul nullmĆrtĆkŰ halmazokbćl ăllć sorozatot kapunk. Legyen most x_α ∈ G_{α+1} \ G_α ⊂ R (α < ω_1) Ćs H : = {x_α : α < ω_1}. Azt ăllątjuk, hogy a H szeparăbilis metrikus tĆr megfelel. Legyen tehăt M ⊂ H egy megszămlălhatć rĆszhalmaz, azaz M = {x_α : α ∈ A}, ahol A ⊂ ω_1 megszămlălhatć. A korlătos ω_1-ben, ągy valamely α < ω_1-re M ⊂ G_α. A G_α ∩ H = {x_β : β < α} halmaz megszămlălhatć Ćs H-ban G_δ. Ekkor azonban M is G_δ H-ban, hiszen elŞăll M = (G_α ∩ H) ∩ ⋂ x∈G_α\M (R \ {x}) alakban. �

4.4. TĆtel. Az az ăllątăs, hogy van olyan szeparăbilis metrikus tĆr, amelyen lĆtezik Ba-

ire 1 fĄggvĆnyeknek ω_2 tąpusč sorozata, fĄggetlen a ZF C axićmarendszertŞl, sŞt fĄggetlen ZF C + (2^{ℵ0} ≥ ℵ_2)-tŞl is.

Bizonyątăs. A Baire 1 fĄggvĆnyek halmaza kontinuum szămossăgč, ągy a kontinuum-

hipotĆzisbŞl nyilvănvalćan kŤvetkezik, hogy Baire 1 fĄggvĆnyeknek nincs ω_2 tąpusč sorozata. Ez az ăllątăs tehăt konzisztens ZF C-vel.

Most belătjuk, hogy konzisztens ZF C + (2^{ℵ0} ≥ ℵ_2)-vel is. [So] szerint konzisztens, hogy 2^{ℵ0} = ℵ_2 Ćs szeparăbilis metrikus tĆrben Borel halmazoknak nincs ω_2 tąpusč jćlrendezett rendszere. TekintsĄnk egy ilyen tulajdonsăgč modellt, Ćs tegyĄk fel, hogy lĆtezik egy szeparăbilis metrikus tĆren Baire 1 fĄggvĆnyeknek egy ω_2 tąpusč halmaza. Ekkor az

X × R szeparăbilis metrikus tĆrben a fĄggvĆnyek szubgrăfjai Fσ halmazok egy ω2 tąpusč

halmazăt alkotjăk, ami a szćbanforgć modellben lehetetlen.

MielŞtt igazolnănk az ăllątăs tagadăsănak konzisztenciăjăt, bevezetĄnk egy de˛nącićt. Egy topologikus tĆr egy alterĆt Q-halmaznak nevezzĄk, ha minden rĆszhalmaza relatąve

G_δ. Egy H Q-halmaz minden A ⊂ H rĆszhalmaza relatąve ambigus, hiszen H \ A ⊂ H is relatąve G_δ, azaz A ⊂ H relatąve F_σ. [Ha. 5.4.2.] alapjăn konzisztens, hogy 2^{ℵ0} = ℵ_3 Ćs lĆtezik a valćs szămoknak egy H ℵ_2 szămossăgč rĆszhalmaza, amely Q-halmaz. Legyen H = {h_α : α < ω_2} egy jćlrendezĆse H-nak. Ekkor a H szeparăbilis metrikus tĆren a {χ_{{hβ :β<α}} : α < ω_2} fĄggvĆnyhalmaz Baire 1 fĄggvĆnyek egy ω_2 tąpusč sorozata, tehăt az ăllątăst igazoltuk. �

MegjegyzĆs. Ha csak a ZF C-tŞl valć fĄggetlensĆget igazoltuk volna, akkor nem zărnănk

ki azt a lehetŞsĆget, hogy pontosan a legfeljebb kontinuum szămossăgč rendszămok reprezentălhatćk, Ćs ekkor az ăllątăs nem volna măs, mint a kontinuum hipotĆzis nyilvănvalć ătfogalmazăsa.

MegjegyzĆs. Ambigus halmazokkal valć reprezentăcićrćl ugyanez mondhatć.

UtolsćkĆnt a Borel-mĆrhetŞ fĄggvĆnyek osztălyăval foglalkozunk. A folytonos fĄggvĆnyek vizsgălata utăn a Baire 1 osztăly helyett a mĆrhetŞ fĄggvĆnyek osztălya is termĆszetes tovăbblĆpĆsi lehetŞsĆg. Mint azt az 1.5. tĆtelben măr lăttuk, nem jelent megszorątăst, ha felteszĄk, hogy a reprezentălć fĄggvĆnyek Lebesgue-mĆrhetŞek, ezĆrt cĆlszerŰbb a BorelmĆrhetŞ fĄggvĆnyek osztălyăt tekinteni. Az 1.14. tĆtelben măr bizonyątottuk, hogy valćs Borel fĄggvĆnyeknek lĆtezik ω_1 tąpusč sorozata.

A most kŤvetkezŞ ăllątăsok lĆnyegĆben megtalălhatćk [Ko]-ban, mivel az ott az α-adik Borel-osztălyokra kimondott ăllątăsok kŤnnyen ătvihetŞk a jelen esetre.

4.5. TĆtel. Az az ăllątăs, hogy van olyan szeparăbilis metrikus tĆr, amelyen Borel mĆrhetŞ

fĄggvĆnyeknek lĆtezik ω_2 tąpusč rendezett halmaza, fĄggetlen ZF C + (2^{ℵ0} = ℵ_2)-tŞl.

Bizonyątăs. Az egyik irăny ugyančgy adćdik, mint az elŞzŞ ăllątăsban.

A măsik irăny igazolăsăhoz tekintsĄnk egy olyan modellt, melyben 2^{ℵ0} = ℵ_2, Ćs minden kontinuumnăl kisebb szămossăgra teljesĄl a Martin-axićma. Ekkor ℵ_2-nĆl kevesebb nullmĆrtĆkŰ halmaz unićja is nullmĆrtĆkŰ, ągy az 1.15. tĆtel gondolatmenetĆt alkalmazva G_δ halmazok egy ω_2 tąpusč sorozatăt kapjuk. Ezen halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyei megfelelnek. �

A Baire 1 fĄggvĆnyek esetĆtŞl eltĆrŞen most a valćs fĄggvĆnyek problĆmăjănak fĄggetlensĆge is adćdik.

4.6. KŤvetkezmĆny. FĄggetlen ZF C + (2^{ℵ0} = ℵ_2)-tŞl, hogy lĆtezik-e valćs Borel-

fĄggvĆnyeknek ω_2 tąpusč sorozata.

5. Nyitott problĆmăk

Ebben a fejezetben felsoroljuk, hogy mely problĆmăk vărnak mĆg megoldăsra. 1) Igaz-e, hogy Baire 1 fĄggvĆnyekkel valć reprezentăcić szempontjăbćl a nem megszămlălhatć lengyel terek ekvivalensek?

2) Igaz-e, hogy reprezentălhatć rendezett halmaznak a duplăzottja is reprezentălhatć? 3) Igaz-e, hogy egy A reprezentălhatć rendezett halmaznak az ~A teljessĆ tĆtele is reprezentălhatć?

4) R({I^α : α < ω_1}) egybeesik-e a reprezentălhatć rendtąpusokkal? 5) R({I^α : α < ω_1}) = R^∗({I^α : α < ω_1}) ?

6) Konzisztens-e, hogy pontosan azok a halmazok reprezentălhatćak Baire 1 fĄggvĆnyekkel, amelyek nem tartalmaznak ω_1 tąpusč nŤvŞ vagy fogyć sorozatot?

7) Egybeesnek-e az ambigus halmazokkal Ćs a Baire 1 fĄgvĆnyekkel reprezentălhatć rendtąpusok?

Felhasznălt irodalom

[En] R. Engelking: General Topology. PWN-Polish Scienti˛c Publishers, Warszawa, 1977. [Je] T. Jech: Set Theory. Academic Press, 1978.

[Ko] P. Komjăth, Ordered families of Baire-2-functions. Real Analysis Exchange, Vol 15 (1989-90), 442-444.

[Ku] K. Kuratowski: Topology. Academic Press, 1966.

[La] Laczkovich Miklćs: Valćs fĄggvĆnytan (egyetemi jegyzet). Budapest, ELTE, 1995. [So] R. Solovay publikălatlan eredmĆnye.

[Ha] Handbook of Set-Theoretic Topology. Szerkesztette K. Kunen Ćs J. E. Vaughan.

Elsevier Science Publishers B. V., 1984.

Tartalom

BevezetĆs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1. Valćs fĄggvĆnyosztălyok rendtąpusai . . . . . . . . . . . . . . . . 3 2. Kuratowski Ćs Komjăth tĆtelei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 3. Valćs Baire 1 fĄggvĆnyek rendtąpusai . . . . . . . . . . . . . . . . 12 4. Szeparăbilis metrikus tereken Ćrtelmezett Baire 1 fĄggvĆnyek rendtąpusai 24 5. Nyitott problĆmăk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 Felhasznălt irodalom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1