
Stabil p�aros��t�asok strukt�ur�aja �es poli�ederei
SZAKDOLGOZAT
K�esz��tette: Pap J�uliaT�emavezet}o: Frank Andr�as egyetemi tan�ar

2005.



Tartalomjegyz�ek1. Bevezet}o 32. Alaptulajdons�agok 42.1. A stabil p�aros��t�asok h�al�ostrukt�ur�aja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.2. Halmazrendszerrel val�o reprezent�al�as . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63. Rot�ai�ok 83.1. De�n��i�o, tuljadons�agok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83.2. R�eszbenrendez�es a rot�ai�okon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104. Algoritmusok 134.1. Minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as keres�ese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134.2. A rot�ai�ok megkeres�ese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144.3. Minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as keres�ese rot�ai�ok seg��ts�eg�evel . . . . . . . . . . . 144.4. Minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as k�otelez}o �es kiz�art �elekkel . . . . . . . . . . . . . 145. Poli�ederes eredm�enyek 165.1. Poli�ederes le��r�asok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165.2. TDI-s�ag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176. Egy alkalmaz�as: Galvin t�etele 247. Stabil p�aros��t�asok tetsz}oleges gr�afban 257.1. Stabil p�aros��t�ast keres}o algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257.2. A minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as NP-teljes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278. Egy�eb �altal�anos��t�asok 298.1. Stabil b-p�aros��t�asok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298.2. Matroid-kernelek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298.3. Gr�af-kernelek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2



1. Bevezet}oA stabil p�aros��t�as fogalm�at Gale �es Shapley vezette be [10℄-ben, �am stabil p�aros��t�ast keres}oalgoritmust m�ar kor�abban, 1951 �ota haszn�altak az Egyes�ult �Allamokban k�orh�azak �es rezidensek�osszep�aros��t�as�ara. Gale �es Shapley ikke felkeltette a kutat�ok �erdekl}od�es�et, b�ar a t�em�at eleintef}oleg j�at�ekelm�el�eszek �es k�ozgazd�aszok vizsg�alt�ak. Ebben a dolgozatban tiszt�an kombinatorikusszemsz�ogb}ol tekintj�uk a probl�em�at. A dolgozat f}o eredm�enye az 5.13. t�etel illetve annak az5.21. k�ovetkezm�enye, ami a stabil p�aros��t�asok poli�eder�enek Rothblum �altal adott le��r�as�anakTDI-s�ag�at bizony��tja. Ezen k��v�ul Gus�eld �es Irving 200 oldalas [12℄ k�onyv�enek �es m�as ikkekneksz�amos eredm�eny�et tartalmazza, egyszer}us��tve.K�osz�on�om t�emavezet}omnek, Frank Andr�asnak a sok seg��ts�eg�et �es t�urelm�et, Kir�aly Tam�asnak�es Fleiner Tam�asnak a sok hasznos tan�asot, Kir�aly Tam�asnak az 5.21. t�etel bizony��t�as�ahoz az�eszrev�eteleit.
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2. Alaptulajdons�agokLegyen G = (U; V ;E) egy tetsz}oleges p�aros gr�af, �es minden v 2 U [ V pontra <v egy teljesrendez�es a v-re illeszked}o �elek halmaz�an, D(v)-n. Ezen rendez�esek halmaz�at jel�olj�uk O-val, a(G;O) p�art nevezz�uk p�aros prefereniarendszernek. Jel�olj�uk e 6v f -fel, ha e <v f vagy e = f .Ha e <v f , akkor azt mondjuk, hogy az e �el jobb a v pontban, mint f . e <V f -en azt �ertj�uk,hogy e-nek �es f -nek van egy k�oz�os, V -beli s�usa, amin�el az e �el jobb. Az e �el domin�alja azf �elt a v s�usn�al, ha v k�oz�os v�egpontjuk, amire e 6v f . Ha az M �elhalmaz egyik eleme semdomin�alja az e �elt, akkor e blokkolja M -et. Egy M p�aros��t�ast stabil p�aros��t�asnak nevez�unk,ha nins olyan �el, ami blokkolja M -et, vagyis M az �osszes �elt domin�alja. Spei�alisan mindenstabil p�aros��t�as tartalmaz�asra n�ezve maxim�alis p�aros��t�as. Az �abr�akban e <v f -et �ugy fogjukjel�olni, hogy az f �elt}ol egy nyilat rajzolunk az e �elhez.2.1. Lemma: Tetsz}oleges p�aros gr�afban minden stabil p�aros��t�as ugyanazt a ponthalmazt fedi.Bizony��t�as: Tegy�uk fel, hogy van k�et stabil p�aros��t�as,M �es N , amik nem ugyanazt a ponthal-mazt fedik. Ekkor az M4N szimmetrikus di�ereni�ajukban van egy v1; e1; v2; e2; : : : ; ej; vj+1�ut, mondjuk e1 2 M . Az e1 �elt N -b}ol sak az e2 �el tudja domin�alni, ez�ert e2 <v2 e1. Haei <vi ei�1, akkor ei-t N �es M k�oz�ul az }ot nem tartalmaz�o stabil p�aros��t�as sak az ei+1 �elleltudja domin�alni, ez�ert ei+1 <vi+1 ei. Ez�ert ej <vj ej�1, de akkor az ej �elt az }ot nem tartalmaz�ostabil p�aros��t�as nem domin�alja, ami ellentmond�as. �2.2. T�etel: (Gale, Shapley, [10℄) Minden p�aros gr�afban b�armely prefereniarendszerhez l�e-tezik stabil p�aros��t�as.Bizony��t�as: Gale �es Shapley egy algoritmust adtak, ami tal�al egy stabil p�aros��t�ast. LegyenG = (U; V ;E) p�aros gr�af, U a ��uk, V a l�anyok, E pedig a lehets�eges h�azass�agok halmaza.Minden u ��uhoz rendelj�unk egy L(u) list�at, amin kezdetben az �osszes u-val �osszek�ot�ott l�anyszerepel, a 6u szerinti n�ovekv}o sorrendben. Legyen M az aktu�alis p�aros��t�as, kezdetben M = ;.Legyen u 2 U egy olyan ��u, aki M -ben nins p�aros��tva , �es L(u) 6= ;. Legyen L(u)-ban azels}o l�any v. Ha v fedetlen M -ben, akkor legyen M := M [ f(u; v)g. Ha (u0; v) 2 M , �es(u; v) <v (u0; v), akkor M :=M n f(u0; v)g[ f(u; v)g (vagyis a v l�any ,,elutas��tja" az u0 ��ut), �esL(u0) := L(u0)nfvg. Ha pedig (u; v) >v (u0; v), akkor L(u) := L(u)nfvg,M v�altozatlan (vagyisv elutas��tja u-t). Ha m�ar nins p�aros��tatlan ��u, akinek a list�aj�an lenne l�any, az algoritmusmeg�all, az output az aktu�alisM . Figyelj�uk meg, hogy ha egy l�any az algoritmus sor�an valamikorvan p�arjaM -ben, akkor ut�ana mindig lesz, �es sz�am�ara egyre jobb t�arsa lesz. Az algoritmus v�eget�er, mert minden l�ep�esn�el vagyM m�erete n}o, vagy a list�ak �osszhossza s�okken, �esM m�erete nemv�altozik. Az algoritmus stabil p�aros��t�ast tal�al, mert ha (u; v) 2 EnM , akkor vagy v elutas��tottau-t, ekkor az v l�anynak u-n�al jobb t�arsa van M -ben, vagy L(u)-ben az algoritmus v�eg�en m�egbenne van l, ekkor u-nek lett v-n�el jobb t�arsa, vagyis az (u; v) �el mindenk�epp domin�alva van.� 4



Be fogjuk l�atni, hogy a fenti Gale-Shapley algoritmus mindig ugyanazt a stabil p�aros��t�astadja, f�uggetlen�ul az u 2 U v�alaszt�as�at�ol, m�eghozz�a egy el�eg spei�alis stabil p�aros��t�ast.2.1. A stabil p�aros��t�asok h�al�ostrukt�ur�ajaLegyen G = (U; V ;E) egy p�aros gr�af, �es O egy prefereniarendszer G-n. Legyen M �es N k�etstabil p�aros��t�as. A 2.1. lemma miattM �es N uni�oj�aban sak k�oz�os �elek �es (p�aros hossz�u) k�or�okvannak. Legyen v 2 U [ V . Jel�olj�uk maxv(M;N)-nel a v-re illeszked}o M -beli �es N -beli �elekk�oz�ul a 6v rendez�es szerinti nagyobbikat, minv(M;N) pedig a kisebbiket (ha ugyanaz a k�et �el,akkor mindkett}o ez a k�oz�os �el, ha v-t nem fedik a stabil p�aros��t�asok, akkor legyen mindkett}o;). Legyen M ^N := fminu(M;N)ju 2 Ug, �es M _N := fmaxu(M;N)ju 2 Ug.2.3. Lemma: M _N �es M ^N stabil p�aros��t�asok.Bizony��t�as: Legyen v1; e1; v2; e2; : : : ; v2k; e2k; v1 egy k�or M4N -ben, ahol a p�aratlan index}u�elek az M -beliek, a p�aros index}uek az N -beliek, a pontok k�oz�ul a p�aratlan index}uek az U -beliek, a p�aros index}uek az V -beliek. Tegy�uk fel, hogy e2k >v1 e1. Ekkor e1-et N -b}ol sak e2tudja domin�alni, vagyis e1 >v2 e2, �es induki�oval ei >vi+1 ei+1. Emiatt a k�orb}ol pont az M -beliek vannak M ^N -ben, �es az N -beliek vannak M _ N -ben. Ebb}ol l�atszik, hogy mindkett}op�aros��t�as, �es hogy v 2 V -reM_N -ben azM �es N -beli �elek k�oz�ul a 6v rendez�es szerinti kisebbik�el van, M ^ N -ben pedig a nagyobbik, ford��tva, mint az U -beli s�usokn�al. Most tegy�uk fel,hogy van egy (u; v) �el, ami bokkolja M ^ N -et, ahol u 2 U , v 2 V . Ekkor u-n�al se M , se Nnem domin�alja az (u; v) �elt, mert akkor M ^N is domin�aln�a. De akkor mindkett}o a v s�usn�aldomin�alja az (u; v) �elt, ami miatt M ^ N is domin�alja a v s�usn�al, ez ellentmond�as. M _ Nstabilit�as�at ugyan��gy be lehet l�atni, U �es L felser�el�es�evel. �Jel�olj�ukM-mel a stabil p�aros��t�asok halmaz�at.2.4. T�etel: (Conway) M a _ �es ^ m}uveletekkel disztribut��v h�al�ot alkot, vagyis b�armelyM1;M2;M3 2 M-re teljes�ul, hogy:� M1 _M1 =M1 ^M1 =M1 (idempotenia);� M1 _M2 =M2 _M1;M1 ^M2 =M2 ^M1 (kommutativit�as);� M1 _ (M2 _M3) = (M1 _M2)_M3;M1 ^ (M2 ^M3) = (M1 ^M2)^M3 (asszoiativit�as);� (M1 _M2) ^M1 = (M1 ^M2) _M1 =M1 (elnyel�esi tulajdons�ag);� (M1 _M2) ^M3 = (M1 ^M3) _ (M1 ^M3);(M1 ^M2) _M3 = (M1 _M3) ^ (M1 _M3) (disztributivit�as):Bizony��t�as: Ezek a tulajdons�agok k�onnyen k�ovetkeznek abb�ol, hogy az egy s�usra illeszked}o�eleken a rendez�es szerinti min �es max m}uveletekre teljes�ulnek. �5



A (M;_;^) h�al�ohoz tartozik egy r�eszbenrendez�es M-en, jel�olj�uk �-vel, amire M � N ,M _ N = N . Ez a stabil p�aros��t�asok eset�eben azt jelenti, hogy M � N pontosan akkor, haminden ��un�al az M -beli �el a jobb, mint az N -beli. Ekkor azt mondjuk, hogy M domin�aljaN -et. Ekkor a fentiek alapj�an a l�anyokn�al pedig az N -beli �el a jobb.Mivel M h�al�ot alkot a fenti k�et m}uvelettel, ez�ert a � r�eszbenrendez�es szerint van egyegy�ertelm}u minim�alis �es egy egy�ertelm}u maxim�alis elem. A minim�alis elemet jel�olj�uk MU -val, a maxim�alisat pedig MV -vel. MU -t nevezz�uk ��uoptim�alis stabil p�aros��t�asnak, MV -t pedigl�anyoptim�alis stabil p�aros��t�asnak. A fentiekb}ol k�ovetkezik, hogy MU -ban minden ��u a sz�am�aralegjobb p�art kapja, akivel egy�altal�an �ossze lehet p�aros��tva stabil p�aros��t�asban, MV -ben viszontk�oz�ul�uk a legrosszabbat, a l�anyoknak viszont pont ford��tva, MU -ban van a lehet}o legrosszabbp�arjuk, MV -ben a lehet}o legjobb.2.5. �All��t�as: (Gale, Shapley) A Gale-Shapley algoritmus a ��uoptim�alis stabil p�aros��t�ast ta-l�alja meg, ak�armilyen sorrendben is v�alasztjuk k�ozben a p�aros��tatlan ��ukat.Bizony��t�as: Legyen M az algoritmus egy v�egrehajt�asa �altal kapott stabil p�aros��t�as. Tegy�ukfel, hogy van egyM 0 stabil p�aros��t�as, amin�el valamelyik ��unak jobb partnere van, mintM -ben.Az ilyen ��ukat az algoritmus sor�an elutas��totta az M 0-beli partner�uk. Legyen v az els}o l�any,aki az M 0-beli partner�et, u-et elutas��tja, �es legyen u0, aki miatt elutas��totta. Teh�at (u; v) 2M 0,�es (u; v) >v (u0; v). Az v v�alaszt�asa miatt u0-t nem utas��totta el az M 0-beli partnere (ha van),vagyis az u0 s�usn�al az (u0; v) �eln�el jobb �elek nem M 0-beliek. De akkor az (u0; v) �el blokkoljaM 0-t, ami ellentmond�as. �Persze ha az algoritmusban felser�elj�uk a ��uk �es a l�anyok szerep�et, akkor egy olyan algorit-must kapunk, ami a l�anyoptim�alis stabil p�aros��t�ast tal�alja meg.2.2. Halmazrendszerrel val�o reprezent�al�asAz al�abbiak Gus�eld �es Irving [12℄ �atfogog�o k�onyv�eben tal�alhat�ok. A Stone t�etel alapj�ana (M;_;^) disztribut��v h�al�o izomorf egy metszet- �es uni�oz�art halmazrenszerrel, vagyis egyhalmazgy}ur}uvel, amin a k�et h�al�om}uvelet a metszet �es az uni�o. Meg is tudunk adni egy ilyenhalmazgy}ur}ut a k�ovetkez}ok�epp. Legyen a halmazrenszer alaphalmaza a gr�af �elhalmaza, E. Min-den M stabil p�aros��t�ashoz rendelj�uk hozz�a azon �elek halmaz�at, amik az U -beli v�egpontjukn�aldomin�alj�ak az arra illeszked}o M -beli �elt:H(M) := fe 2 E : 9m 2M �es u 2 U; hogy e 6u mg:Ekkor k�onny}u l�atni, hogy H(M _N) = H(M)[H(N) �es H(M ^N) = H(M)\H(N), vagyisa H = fH(M) :M 2 Mg halmazrendszer az [ �es \ m}uveletekkel izomorf a (M;_;^) h�al�oval.Az \H halmaz felel meg MU -nak, [H pedig MV -nek.Az �elek k�ozt �ertelmezhet�unk egy ekvivaleniarel�ai�ot �ugy, hogy k�et �elt ekvivalensnek mon-dunk, ha ugyanazokban a H-beli halmazokban vannak benne. Az ekvivaleniaoszt�alyokat a6



H halmazrendszer atomjainak nevezz�uk. Jel�olj�uk A-val az atomok halmaz�at, kiv�eve \H-t �es([H)-t. Egy h�al�oban vagy halmazrendszerben vagy r�eszbenrendezett halmazban nevezz�unkk�et elemet szomsz�edosnak, ha ninsen szigor�uan k�ozt�uk lev}o elem.2.6. �All��t�as: Egy �elhalmaz pontosan akkor van A-ban , ha el}o�all k�et szomsz�edos H-beli halmazk�ul�onbs�egek�ent.Bizony��t�as: Legyen A 2 A, �es H(A) := \fH 2 H : A � Hg El�eg lenne bel�atnunk, hogyH(A)nA 2 H. El}osz�or l�assuk be, hogy ez a f�uggv�eny injekt��v. Ha A1; A2 2 A k�ul�onb�oz}ok, akkorvan olyanH 2 H, ami elv�alasztja }oket, mondjuk A1 � H, A2 � H. EmiattH(A1) � H, vagyisnem tartalmazhatja A2-t, teh�at H(A1) 6= H(A2). Most legyen A0 � H(A) A-t�ol k�ul�onb�oz}oatom, ekkor H(A0) � H(A), �es H(A0) nem tartalmazhatja A-t, mert akkor H(A) � H(A0) islenne, de H(A) 6= H(A0). Emiatt H(A) n A = [fH(A0) : A0 � H(A)g, ami H-beli. �Legyen A1 � A2, ha H(A1) � H(A2). Ez azzal ekvivalens, hogy A1 � H(A2), ami pe-dig azzal, hogy nins olyan H 2 H, hogy A2 � H, de A1 \ H = ;. Egy r�eszbenrendezetthalmaz r�eszhalmaz�at nevezz�uk z�artnak, ha b�armely elem�en�el kisebb elemek is benne vannak ar�eszhalmazban.2.7. �All��t�as: A H 7! fA 2 A : A � Hg megfeleltet�es bijeki�o a H halmazgy}ur}u �es az (A;�)r�eszbenrendezett halmaz z�art r�eszhalmazai k�ozt.Bizony��t�as: El}osz�or l�assuk be, hogy fA 2 A : A � Hg z�art. Mivel A1 � A2 azzal ekvivalens,hogy nins olyanH-beli halmaz, amiA2-t tartalmazza, de A1-et nem, ez�ert ha A � H �es A0 � A,akkor A0 � H, teh�at t�enyleg z�art a halmaz. A f�uggv�eny nyilv�an injekt��v, teh�at m�ar sak azt kellbel�atni, hogy sz�urjekt��v, vagyis ha A0 � A z�art halmaz, akkor H = ([fA 2 A0g) [ (\H) 2 H.Mivel A0 z�art, ez�ert minden A 2 A0-re H(A) � H, ez�ert H = [fH(A) : A 2 A0g, ami H-beli.�
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V sM (u) 8v0
uU 1. �abra. sM(u) de�n��i�oja3. Rot�ai�okAz itt le��rt eredm�enyek szint�en megtal�alhat�ok Gus�eld �es Irving [12℄ k�onyv�eben, �es Gus�eld;Irving �es Leather ilettve h�arm�ojuk k�oz�os ikk�eben jelentek meg.3.1. De�n��i�o, tuljadons�agokLegyen M 2 M egy stabil p�aros��t�as, �es u 2 U egy fedett pont. Jel�olj�uk sM(u)-val azt a V -beliv pontot (ha van), amire teljes�ul, hogy <v szerint az (u; v) �el kisebb (vagyis jobb), mint a v-reilleszked}oM -beli �el (ebb}ol k�ovetkezik, hogy <u szerint az u-ra illeszked}oM -beli �el kisebb, mint(u; v)), �es ha (v0; u) <u (v; u), akkor v0-t fediM , �es <v0 szerint a v0-re illeszked}oM -beli �el kisebbvagy egyenl}o, mint (u; v0).3.1. �All��t�as: Ha egy (u; v) �el a <u rendez�esben az (u; sM(u) �es az u-t fed}o M-beli �el k�ozt vanvalamely M-re, akkor nins benne stabil p�aros��t�asban.Bizony��t�as: Az�ert nins, mert k�et M -beli �el is domin�alja. �Az ilyen �eleket nevezz�uk u-n�al k�oztes �eleknek.Egy � = (v1; u1; v2; u2; : : : vk; uk) k�ort nevezz�unk rot�ai�onak, ha van olyan M stabil p�aros��-t�as, amire (vi; ui) 2 M �es vi+1 = sM(ui) minden i = 1; 2; : : : k-ra (ahol vk+1 = v1). Ha egy �rot�ai�ora �es egy M stabil p�aros��t�asra teljes�ulnek ezek, akkor azt mondjuk, hogy � elimin�alhat�oM -ben. Ekkor legyenM=� :=M nf(vi; ui) : i = 1; 2; :::kg[f(ui; vi+1) : i = 1; 2; :::kg, eztM -b}ol� elimin�al�as�aval kapjuk. Az (ui; vi+1) �eleket nevezz�uk �-n beker�ul}o �eleknek, a (vi; ui) �eleketpedig kiker�ul}o �eleknek, teh�at a rot�ai�o egy U -beli pontj�an�al a kiker�ul}o �el a jobbik, egy V -belipontn�al pedig a beker�ul}o.3.2. �All��t�as: M=� stabil p�aros��t�as, M �M=� �es M �es M=� szomsz�edosak.Bizony��t�as: Mivel egy altern�al�o k�or�on ser�elt�unk, ez�ert M=� p�aros��t�as. A V -beli s�usokralegal�abb olyan j�o �elek illeszkednek M=�-ban, mint M -ben, ez�ert el�eg megn�ezni, hogy M=� azolyan �eleket domin�alja-e, amiket M az U -beli v�egpontjukban domin�al. De sM de�n��i�oja miatt8



az ilyen �elek k�oz�ul azokat, amiket M=� nem domin�al az U -beli v�egpontjukban, M a V -beliv�egpontjukban is domin�alja, teh�at ott M=� is, vagyis M=� stabil p�aros��t�as.Nyilv�an M � M=�. Mivel k�oztes �elek ninsenek stabil p�aros��t�asban, ez�ert ha lenne a k�etstabil p�aros��t�as k�ozt egy harmadik a � rendez�esben, az sakM [M=�-beli �eleket haszn�alhatna,de ebben sak egy k�or van a k�ul�on�all�o �eleken k��v�ul, ez�ert nins harmadik p�aros��t�as benne, amiugyanazt a ponthalmazt fedi. �3.3. �All��t�as: Ha M � M 0 �es a v1 2 V s�usra illeszked}o M �es M 0-beli �elek k�ul�onb�oznek, akkorha v1-b}ol kiindulunk, �es felv�altva a soron k�ovetkez}o pontot fed}o M-beli �el m�asik v�egpontj�aba(ha V -beli a pont), illetve a pont sM -j�ebe (ha U-beli a pont) l�ep�unk am��g vissza nem �er�unk egykor�abban l�atogatott vi pontba, akkor a s�eta vi-ig men}o r�esz�et elhagyva megkapunk egy � rot�ai�ot,amire M=� �M 0.Bizony��t�as: Legyen ui a vi M -beli p�arja �es vi+1 = sM(ui). Ahhoz, hogy eljussunk egyrot�ai�ohoz, az kell, hogy az sM minden ui-ben de�ni�alva legyen, mert ha nem akadunk el,akkor el}obb-ut�obb egy olyan ponthoz �er�unk, ahol m�ar j�artunk, �es ekkor egy rot�ai�ot kapunk.El}osz�or l�assuk be, hogy sM(u1) �ertelmezve van. Legyen az u1-re illeszked}o M 0-beli �el (u1; v).Mivel (u1; v1) 6u1 (u1; v) �es M stabil p�aros��t�as, ez�ert v-n�el az M -beli �el jobb, mint az (u1; v)�el. Mivel nins olyan u1 rendez�es�eben (u1; v)-n�el jobb �el, aminek m�asik v�egpontj�at nem fedika stabil p�aros��t�asok, ez�ert az ilyen tulajdons�ag�u �elek k�oz�ul a legjobb lesz sM(u1). M�asr�esztl�assuk be, hogy az a tulajdons�ag, hogy egy u pontra illeszked}o M �es M 0-beli �elek k�ul�onb�oznek,�or�okl}odik sM(u) M -beli p�arj�ara is. Legyen ez a pont u0. Ha (u0; sM(u) 2M 0 \M lenne, akkoraz (u; sM(u)) �elt M 0 nem domin�aln�a. Teh�at sosem akadunk el. Mivel minden olyan u pontra,amin�el M �es M 0 k�ul�onb�ozik, az (u; sM(u)) �el legal�abb olyan j�o az u pontn�al, mint az M 0-beli�el, ez�ert M=� �M 0. �3.4. K�ovetkezm�eny: Ha M � M 0, akkor M-b}ol meg tudjuk kapni M 0-t n�eh�any rot�ai�o eli-min�al�as�aval.Bizony��t�as: Legyen C = fM = M1;M2; : : : ;Mk�1;Mk = M 0g egy nem b}ov��thet}o M �es M 0k�ozti l�an M-ben. Ekkor C-n k�et egym�ast k�ovet}o elem szomsz�edos M-ben, vagyis az el}obbi�all��t�as miatt minden i = 1; 2; : : : k � 1-re van olyan �i rot�ai�o, hogy Mi � Mi=�i � Mi+1, demivelMi �esMi+1 szomsz�edosak, ez�ert Mi=�i =Mi+1. Vagyis a �1; �2; : : : �k�1 rot�ai�okat sorbanelimin�alva M -b}ol M 0-t kapjuk. �Most hozz�arendel�unk a rot�ai�okhoz egy-egy �elhalmazt, �es bel�atjuk, hogy ezek pont a H hal-mazrendszer atomjai. Legyen teh�at egy � = (v1; u1; v2; u2; : : : vk; uk) rot�ai�ora a(�) := f(ui; v) 2E : i = 1; : : : k; (ui; vi) <ui (ui; v) 6ui (ui; vi+1)g.3.5. �All��t�as: Ez egy bijeki�o a rot�ai�ok �es A k�ozt.Bizony��t�as: K�onnyen l�atszik, hogy ha � elimin�alhat�o egyM stabil p�aros��t�asban, akkor a(�) =H(M=�) nH(M), ami A-beli, mert M �es M=� szomsz�edosak.9



A a(�) �elhalmazb�ol meg tudjuk kapni �-t: egy u 2 U pontra illeszked}o �-beli �elek az a(�)-ban a <u szerint legnagyobb �el �es a legnagyobb olyan, ami a a(�)-beli �elekt}ol kisebb. Teh�at af�uggv�eny injekt��v.Ha A 2 A, akkor a 2.6. �all��t�as miatt vannak olyan szomsz�edos M � M 0 stabil p�aros��t�asok,hogy A = H(M 0) n H(M). A 3.3. �all��t�as miatt van olyan � rot�ai�o, hogy M=� = M 0, vagyisa(�) = H(M 0) nH(M) = A, teh�at a f�uggv�eny sz�urjekt��v. �3.6. K�ovetkezm�eny: Elimin�al�asok minden olyan sorozata, ami az M stabil p�aros��t�asb�ol M 0-be jut, ugyanazokat a rot�ai�okat tartalmazza.Bizony��t�as: Pontosan azon rot�ai�okat elimin�alva jutunk M -b}ol M 0-be, amikhez rendelt ato-mok H(M 0) nH(M)-nek r�eszhalmazai. �3.7. K�ovetkezm�eny: Ha MU -b�ol kiindulva sorban elimin�alunk rot�ai�okat, am��g lehet, akkorMV -t kapjuk meg �es minden rot�ai�ot elimin�altunk pontosan egyszer.A fentiek miattMU -b�ol mindenM stabil p�aros��t�ast meg tudunk kapni rot�ai�ok egy egy�ertel-m}u halmaz�anak elimin�al�as�aval. Ha egy � rot�ai�o benne van ebben a halmazban, akkor aztmondjuk, hogy � elimin�alva van M -ben. Ez teh�at azzal ekvivalens, hogy a(�) � H(M)3.2. R�eszbenrendez�es a rot�ai�okonJel�olj�uk R-rel a rot�ai�ok halmaz�at. Az A-n lev}o � r�eszbenrendez�es megad egy rel�ai�ot R-en:legyen � � �0 , a(�) � a(�0). A 3.5. �all��t�as miatt (R;�) is r�eszbenrendez�es, �es a 2.7. �all��t�ask�ovetkezm�enye a k�ovetkez}o3.8. T�etel: Az r : M! P (R); r(M) = a�1(A 2 A : A � H(M)) lek�epez�es bijeki�o M �es Rz�art r�eszhalmazai k�oz�ott.K�onnyen l�atszik, hogy azok a rot�ai�ok vannak r(M)-ben, amiknek minden �ele az U -belis�us�aban domin�alja az azt fed}o M -beli �elt.3.9. �All��t�as: � � �0 pontosan akkor, ha nins olyan stabil p�aros��t�as, amiben �0 elimin�alva van,de � nins.Bizony��t�as: L�attuk, hogy a(�) � a(�0) azzal ekvivalens, hogy nins olyan H 2 H, hogya(�0) � H, de a(�) \H = ;, ami a rot�ai�okra leford��tva pont az �all��t�ast jelenti. �Most megadunk egy D = (R;A) ir�any��tott gr�afot a rot�ai�okon, �es be fogjuk l�atni, hogy aD tranzit��v lez�artja a � r�eszbenrendez�es, vagyis egy � rot�ai�ob�ol pontosan akkor lehet eljutniD-ben egy ir�any��tott �uton egy �0 rot�ai�oba, ha � � �0. K�et fajta �el�et de�ni�aljuk D-nek:Els}o fajta �el: legyen (�; �0) 2 A, ha van olyan (u; v) 2 E, ami mindk�et rot�ai�on rajta van,�es �-n beker�ul}o, �0-n pedig kiker�ul}o �el. 10



VU uv ��0
2. �abra. els}o fajta �el D-benM�asodik fajta �el: legyen (�; �0) 2 A, ha van olyan (u; v) 2 E, ami <u szerint a k�et u-railleszked}o �0-beli �el k�ozt van, <v szerint a k�et v-re illeszked}o �-beli �el k�ozt van.
v u �0�

3. �abra. m�asodik fajta �el D-ben3.10. T�etel: A D gr�af tranzit��v lez�artja a � r�eszbenrendez�es.Bizony��t�as: El}osz�or mutassuk meg, hogy ha (�; �0) 2 A, akkor � � �0. Ehhez a 3.9. �all��t�asmiatt azt kell bel�atni, hogy nins olyan stabil p�aros��t�as, amiben �0 elimin�alva van, de � nins.Ha � �es �0 k�ozt els}o fajta �el van, �es egy M stabil p�aros��t�asban �0 elimin�alva van, akkor (u; v) =2H(M), ami miatt M -ben � is elimin�alva van. Ha � �es �0 k�ozt m�asodik fajta �el van, �es egy Mstabil p�aros��t�asban �0 elimin�alva van, akkor M az (u; v) �elt az u s�usn�al nem domin�alja, teh�atv-n�el domin�alja, vagyis � is elimin�alva van M -ben, mert � az egyetlen olyan rot�ai�o, aminekelimin�al�asakor v-n�el az (u; v) �elt}ol rosszabb �el helyett egy jobb ker�ul a p�aros��t�asba.Most l�assuk be, hogy ha � � �0, �es � �es �0 szomsz�edosak, akkor megy �el D-ben �-b�ol �0-be. Legyen S a � rendez�es szerint a �0-n�el kisebb rot�ai�ok halmaza. Ekkor S n f�g, S �esS[f�0g is z�art halmazok. Legyen az S nf�g-nak megfeleltetett stabil p�aros��t�asM (vagyisM =r�1(S nf�g)). Ekkor a(M=�) = S �es a(M=�=�0) = S[f�0g, vagyis �0 M=�-ban elimin�alhat�o, demivel S [ f�0g n f�g nem z�art halmaz, ez�ert M -ben �0 nem elimin�alhat�o. Pr�ob�aljunk rot�ai�otkeresni M -ben �ugy, hogy egy olyan V -beli pontb�ol indulunk ki, ami rajta van �0-n. Az ilyenpontokn�al M �es M=�=�0 k�ul�onb�oznek, ez�ert a 3.3. �all��t�as miatt nem akadunk el, tal�alunk egyrot�ai�ot. Mivel M -ben �0 nem elimin�alhat�o, ez�ert nem �0-t tal�aljuk meg, vagyis van egy els}oolyan l�ep�es, ahol nem a �0 k�ovetkez}o s�us�ara l�ep�unk. Ha ez egy V -beli s�usn�al t�ort�enik,mondjuk v-n�el �es �0 k�ovetkez}o s�usa u, akkor (v; u) =2 M , de (v; u) 2 M=�, teh�at � v-n�el a(v; u) �el helyett egy v-n�el jobb �elt hoz be, vagyis (u; v) k�oz�os �ele �-nak �es �0-nek, �es v-n�el a11



m�asik �-beli �el jobb, mint a m�asik �0-beli, vagyis D-ben els}o fajta �el megy �-b�ol �0-be. Ha pedigegy U -beli s�usn�al l�ep�unk m�ast el}osz�or, mondjuk u-n�al, akkor sM(u) 6= sM=�(u). Mivel egyM \M=�-beli �elen l�ept�unk u-ba, �es egy elimin�al�as sor�an a V -beli s�usok jobb �elt kapnak, ez�ertez sak �ugy lehet, hogy a � elimin�al�asakor sM(u) egy (sM(u); u)-n�al jobb �elt kap, vagyis ekkorm�asodik fajta �el l�ep �-b�ol �0-be. �
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4. Algoritmusok4.1. Minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as keres�eseAdott a G gr�af �elein egy  s�ulyoz�as, szeretn�enk keresni egy minim�alis �osszs�uly�u stabil p�aros��t�ast.L�attuk, hogy a stabil p�aros��t�asok egy�ertem}uen megfelelnek aH halmazgy}ur}u tagjainak. V�altoz-tassuk megH-t �ugy, hogy az �ures halmaz �es az alaphalmaz is benne legyen a halmazrendszerben,de a k�et h�al�o izomorf legyen: legyen az �uj alaphalmaz E 0 := E n (\H) n ([H) �es legyenH 0(M) := H(M) n (\H), az �uj halmazrendszer E 0-n pedig H0 := fH 0(M) :M 2 Mg.Most megadunk E 0-n egy olyan 0 s�ulyoz�ast, hogy egy M stabil p�aros��t�asnak megfeleltetettH0-beli halmaz 0-�osszs�ulya ugyanannyi legyen, mint (M). Jel�olj�uk egy E 0-beli e �el U -beliv�egpontj�an�al az e-n�el eggyel jobb �elt e+-szal, ha van ilyen �es }o is E 0-beli. Legyen 0(e) := (e),ha e+ nins �ertelmezve �es 0(e) := (e) � (e+), ha �ertelmezve van. Ekkor 0(H(M)) = (M).Teh�at egy minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as tal�al�as�ahoz el�eg tudnunk, hogy hogyan kell egymetszet- �es uni�oz�art halmazrendszerbeli, minim�alis �osszs�uly�u halmazt megtal�alni. Ezt pedigvissza lehet vezetni egy folyamprobl�em�ara. El}osz�or k�esz��ts�unk egy ir�any��tott gr�afot, aminek aponthalmaza E 0, �es aminek a 0 befok�u r�eszhalmazai pont a H0 halmazrendszer elemei.4.1. �All��t�as: Legyen D0 az az ir�any��tott gr�af, aminek ponthalmaza E 0, �es egy (e1; e2) �el akkorvan benne, ha nins olyan M stabil p�aros��t�as, hogy e2 2 H 0(M), de e1 =2 H 0(M), ekkor a D0-ben0 befok�u halmazok a H0-beli halmazok.Bizony��t�as: D0 de�n��i�oja alpj�an vil�agos, hogy egy H0-beli halmazba nem l�ep be �el. Tegy�ukfel, hogy az F � E 0 halmazba nem l�ep �el D0-ben. Ha F �ures halmaz vagy E 0, akkor H0-beli. Hanem, akkor minden f 2 F �es e 2 E 0 n F p�arhoz l�etezik olyan H(e; f) 2 H0, hogy f 2 H(e; f),de e =2 H(e; f). �Igy minden f 2 F -re a \fH(e; f) : e 2 E 0 n Fg egy f -et tartalmaz�o H-belihalmaz �es r�esze F -nek. Teh�at ezek uni�oja, vagyis F is H-beli. �A D0 gr�afban a legkisebb s�uly�u 0 befok�u halmazt a k�ovetkez}ok�epp tudjuk megkeresni.Vegy�unk a gr�afhoz k�et �uj pontot, s-et �es t-t. Jel�olj�uk E+-szal illetve E�-szal az E 0-beli, po-zit��v illetve negat��v 0-s�uly�u �eleket. Minden e 2 E+-ra h�uzzunk egy �elt s-b}ol e-be, aminekkapait�asa legyen 0(e) �es minden f 2 E�-ra h�uzzunk egy �elt f -b}ol t-be, aminek kapait�asalegyen �0(f). Az ��gy kapott gr�afban egy folyamalgoritmussal a folyam mellett egy minim�alisv�ag�ast is kapunk, jel�olj�uk H-val az E 0 v�ag�ason k��v�uli r�esz�et. H-ba nem l�ep be �el D0-ben,mert akkor a minim�alis v�ag�as �ert�eke v�egtelen lenne, de az fsg v�ag�as �ert�eke v�eges. Emellettegy tetsz}oleges 0 befok�u F � E 0 halmazra az s [ F  v�ag�asb�ol kil�ep}o �eleken a kapait�asok�osszege az s-b}ol F -be l�ep}o �eleken �es az E 0 nF -b}ol t-be l�ep}o �eleken a kapait�asok �osszege, vagyis0(F \ E+) � 0(E� n F ) = 0(F \ E+) + 0(F \ E�) � 0(E�) = 0(F ) � 0(E�), vagyis H aminim�alis s�uly�u 0 befok�u halmaz.
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4.2. A rot�ai�ok megkeres�eseEl}osz�or keress�uk meg az MU ��uoptim�alis �es az MV l�anyoptim�alis stabil p�aros��t�ast a 2.2. t�etelbizony��t�as�aban le��rt algoritmussal, ami O(m) idej}u, ahol m az �elek sz�ama. Ezut�an egy olyanu 2 U pontb�ol kiindulva, amin�el MU �es MV k�ul�onb�ozik, a 3.3. lemm�aban le��rt m�odon ke-res�unk egy MU -ban elimin�alhat�o rot�ai�ot. T�aroljuk ezt a rot�ai�ot �es MU hely�ebe vegy�uk azta stabil p�aros��t�ast, amit a rot�ai�o elimin�al�as�aval kapunk MU -b�ol. Ezt ism�etelj�uk, ekkor a 3.7.k�ovetkezm�eny miatt minden rot�ai�ot megtal�alunk. Ezt az algoritmust lehet �ugy implement�alni,hogy O(m) ideig fusson, k�or�ulbel�ul �ugy, hogy minden s�usn�al, amire nem illeszkedik a tal�altrot�ai�o, megjegyezz�uk, hogy hova l�ept�unk, mert k�onnyen ellen}orizhet}o, hogy ez nem v�altozikaz elimin�al�as ut�an. Az algoritmus r�eszletei Gus�eld �es Irving [12℄ k�onyv�eben megtal�alhat�ok.Ezzel egy�uttal megtal�altuk azokat az �eleket, amik szerepelnek stabil p�aros��t�asban, hiszenezek pont a rot�ai�okon szerepl}o �elek. Ezen �elek halmaz�at jel�olj�uk Est-vel.A D(G;O) gr�afot megkereshetj�uk a k�ovetkez}ok�eppen. Mik�ozben a rot�ai�okat keress�uk,minden rot�ai�o �eleit megjel�olj�uk a rot�ai�o sorsz�am�aval, �es ha egy k�es}obbi rot�ai�on van egymegjel�olt �el, akkor beh�uzunk egy els}o fajta �elt D(G;O)-ban a kor�abbi rot�ai�ob�ol ebbe. Am�asodik fajta �elekhez el}osz�or minden l�anyn�al minden r�a illeszked}o rot�ai�o sorsz�am�at ��rjuk r�aazokra az �elekre, amik a rot�ai�o k�et �ele k�ozt vannak (szigor�uan). Ezut�an minden ��un�al ha egy�i rot�ai�o egy k�oztes �el�ere j van ��rva, akkor D(G;O)-ba h�uzzuk be a (�j; �i) �elt m�asodik fajta�elk�ent. Ez is O(m) idej}u.4.3. Minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as keres�ese rot�ai�ok seg��ts�eg�evelEzt az algoritmus Irving, Leather �es Gus�eld [14℄ ��rt�ak le. L�attuk, hogy a stabil p�aros��t�asok egy-�ertelm}uen megfelelnek a D(G;O) gr�af 0 befok�u s�ushalmazainak. Ha adott egy  s�ulyf�uggv�enyaz �eleken, akkor vegy�uk a k�ovetkez}o s�ulyoz�ast a rot�ai�okon: legyen egy � = (v1; u1; : : : ; vk; uk)rot�ai�o s�ulya 0(�) := �(v1u1) + (u1v2) � (v2u2) + (u2v3) � + � � � + (ukv1). Ekkor ha� elimin�alhat�o egy M p�aros��t�asban, akkor (M=�) = (M) + 0(�) �es ��gy, ha r(M) az M -nekmegfelel}o rot�ai�ohalmaz, vagyis azon rot�ai�ok halmaza, amiket elimin�alvaMU -b�olM -et kapjuk,akkor (M) = (MU)+0(r(M)). Teh�at a minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�asnak a minim�alis s�uly�u0 befok�u halmaz felel meg. Ezt pedig ugyan�ugy tudjuk megkeresni, mint a 4.1 alfejezet v�eg�en.4.4. Minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as k�otelez}o �es kiz�art �elekkelA feladat az, hogy a p�aros gr�afunkban adott az �eleknek k�et r�eszhalmaza, E1 �es E2, �es egy s�ulyf�uggv�eny az �eleken �es meg kell mondanunk, hogy van-e olyan stabil p�aros��t�as, ami E1-ettartalmazza, E2-t}ol pedig diszjunkt, �es ha van, akkor meg is kell adni egy minim�alis s�uly�ut.Erre Dias, da Fonesa, de Figueiredo �es Szwar�ter [5℄ adtak egy algoritmust, itt kisit m�asm�odszert adunk a feladat megold�as�ara. 14



Most is a D(G;O) gr�afban pr�ob�alunk keresni egy megfelel}o, minim�alis 0-s�uly�u 0 befok�us�ushalmazt. Vegy�unk a gr�afhoz egy s �es egy t pontot, s-et k�oss�uk �ossze a pozit��v 0-s�uly�upontokkal, t-t a negat��vakkal, az kapait�as legyen az s-b}ol kil�ep}o �eleken a v�egpont 0-s�ulya, a t-bel�ep}o �eleken a kezd}opont s�uly�anak ellentettje, a t�obbi �elen pedig v�egtelen. Ezen a kapait�asosgr�afon fogunk m�eg v�altoztatni, m�eghozz�a �eleket �osszeh�uzni, hogy a v�eges v�ag�asok az E1-ettartalmaz�o, E2-t}ol diszjunkt stabil p�aros��t�asoknak megfelel}o rot�ai�ohalmazok legyenek.Legyen e1 2 E1. Ha e1 =2 Est, akkor nins keresett stabil p�aros��t�as. Ha e1 2 Est, akkorannak a rot�ai�onak, amin e1 beker�ul}o �el (ha van), benne kell lenni ebben a 0 befok�u halmazban,ez�ert h�uzzuk �ossze s-sel, annak a rot�ai�onak, amiben e1 kiker�ul}o �el (ha van), nem szabad bennelennie a halmazban, ��gy ezt t-vel h�uzzuk �ossze. Legyen e2 2 E2. Ha e2 =2 Est, akkor e2 nemad �uj felt�etelt. Ha e2 2 Est, akkor annak a rot�ai�onak, amiben e2 bel�ep}o �el, �es amiben kil�ep}o�el, vagy mindkett}onek benne kell lenni a halmazban vagy egyiknek sem, ez�ert h�uzzuk �ossze ak�ozt�uk men}o (els}o fajta) �elt. Az ��gy kapott gr�afban egy minim�alis v�ag�as egy minim�alis s�uly�uE1-et tartalmaz�o, E2-t}ol diszjunkt stabil p�aros��t�asonak felel meg, ezt egy folyamalgoritmussalmeg tudjuk keresni.
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5. Poli�ederes eredm�enyek5.1. Poli�ederes le��r�asokLegyen (G;O) egy p�aros prefereniarendszer. A (G;O)-ban lev}o �osszes stabil p�aros��t�as RE -beliinideniavektor�anak konvex burk�at, vagyis a stabil p�aros��t�asok poli�eder�et jel�olj�uk P (G;O)-val.Vande Vate [16℄ adott el}osz�or line�aris le��r�ast P (G;O)-ra, �am sak arra az esetre, amikor G teljesp�aros gr�af:5.1. T�etel: (Vande Vate) Ha (G;O) egy p�aros prefereniarendszer, ahol G = (U ;V;E) teljesp�aros gr�af �es jU j = jV j, akkor azx> 0;(5.2.) x(D(w)) =1; ha w 2 U [ V;(5.3.) x( (e))6 1; ha e 2 E(5.4.)egyenl}otlens�egrendszer P (G;O)-t ��rja le, ahol  (e) az e �el �altal domin�alt �elek halmaz�at jel�oli.Rothblum [15℄ egy hasonl�o le��r�ast adott, ami m�ar tetsz}oleges gr�afra m}ul�odik:5.5. T�etel: (Rothblum) Legyen (G;O) egy p�aros prefereniarendszer, ahol G = (U; V ;E),�es jel�olj�uk egy e �elt domin�al�o �elek halmaz�at '(e)-vel. Ekkor azx> 0;(5.6.) �x(D(w))> � 1; ha w 2 U [ V;(5.7.) x('(e))> 1; ha e 2 E(5.8.)rendszer a P (G;O) poli�edert ��rja le.Bizony��t�as: K�onny}u l�atni, hogy egy stabil p�aros��t�as inideniavektora teljes��ti ezeket azegyenl}otlens�egeket. Legyen most x olyan vektor, ami teljes��ti az egyenl}otlens�egeket. Nevezz�unkegy e �elt pozit��vnak, ha x(e) > 0: Vegy�unk egy olyan e = (u; v) �elt (ahol u 2 U; v 2 V ), amiu-n�al a legjobb pozit��v �el. Ekkor az e-t domin�al�o pozit��v �elek mind illeszkednek v-re, amikenaz x �osszege ez�ert legfeljebb 1, m�asr�eszt legal�abb 1, vagyis pont 1, �es emiatt e a v s�usn�ala legrosszabb pozit��v �el. Teh�at, ha minden olyan U -beli ponthoz, amire illeszkedik pozit��v �el,hozz�arendelj�uk azt a V -beli pontot, ami a legjobb pozit��v �el m�asik v�egpontja, akkor ez egyinjekt��v f�uggv�eny �es minden k�epn�el a szomsz�edos �eleken 1 az �osszeg, de ez sak �ugy lehet, hogyminden V -beli pont el}o�all k�epk�ent, �es minden U[V -beli pontn�al az �eleken az x �osszege 0 vagy 1.Jel�olj�uk azon az �elek halmaz�at, amik az U -beli v�egpontjukn�al a legjobb pozit��v �elek,M -mel. Megy stabil p�aros��t�as, mert ha f egy olyan �el, amitM nem domin�al az U -beli v�egpontj�an�al, akkora V -beli v�egpontj�an�al f -n�el jobb az �osszes pozit��v �el, teh�at a legkisebb is, ami a fentiek miatt16



M -ben van. Legyen � a legkisebb x-�ert�ek M -ben. Ha � = 1, akkor x az M stabil p�aros��t�asinideniavektora, ekkor k�eszen vagyunk. Ha � < 1, akkor legyen x0(e) = 11��(x(e) � ��M).L�assuk be, hogy x0 is teljes��ti az egyenl}otlens�egeket. Nyilv�an x0 > 0. Ha M fedi a w pontot,akkor x0(D(w)) = 11��(x(D(w))� �)> 1, ha M nem fedi w-t, akkor w-re nem illeszkedik po-zit��v �el, teh�at (5:7:)-t is teljes��ti x0. Ha e = (u; v) 2 E, akkor az nem lehet, hogy '(e)-ben k�etM -beli �el is van, mert ha v-n�el egyM -beli �el jobb, mint e, akkor v-n�el az �osszes vele szomsz�edospozit��v �el jobb, mint e, ezeken az �osszeg 1, ez�ert u-n�al nem lehet e-t}ol jobb pozit��v �el, (5:8:)miatt. Teh�at x0('(e))> 11��(x('(e))� �)> 1, teh�at (5:8:)-t is teljes��ti x0. Emellett x el}o�all azx0 �es a �M konvex kombin�ai�ojak�ent �es x0-ben kevesebb pozit��v �el van, mint x-ben, ��gy ha eztfolytatjuk, el}obb-ut�obb el�er�unk egy stabil p�aros��t�as inideniavektor�ahoz. �Fleiner Tam�as [9℄-ben a blokkol�o poli�ederek elm�elet�et haszn�alva a stabil p�aros��t�asok egymatroidokra val�o �altal�anos��t�as�anak poli�eder�ere adott le��r�ast, ami a stabil p�aros��t�asok eset�en ��gyhangzik:5.9. T�etel: (Fleiner) Legyen (G;O) egy p�aros prefereniarendszer �es legyen A := fA � E :jA \M j6 18M 2 Mg �es B := fB � E : jB \M j> 18M 2 Mg, ekkor ax> 0;(5.10.) x(A)6 1; ha A 2 A;(5.11.) x(B)> 1; ha B 2 B(5.12.)rendszer P (G;O)-t ��rja le.5.2. TDI-s�agLegyen A egy m � n-es m�atrix. Az Ax> b line�aris egyenl}otlens�egrendszert teljesen du�alisaneg�esz�ert�ek}unek (TDI-nak) nevezz�uk, ha minden olyan eg�esz  2 Zn �elf�uggv�enyre, amire fx :x 2 Rn ; Ax> bg alulr�ol korl�atos, l�etezik eg�esz du�alis optim�alis megold�as, vagyis olyan y 2 Zm,amire y > 0, yA =  �es yb = minfx : x 2 Rn ; Ax> bg.El}osz�or bel�atjuk egy, a Rothblum�ehoz hasonl�o egyenl}otlens�egrendszerr}ol, hogy TDI, amib}olk�ovetkezni fog, hogy ez is a stabil p�aros��t�asok poli�eder�et��rja le, majd ebb}ol levezetj�uk Rothblumle��r�as�anak TDI volt�at.5.13. T�etel: A k�ovetkez}o rendszer x 2 REst v�altoz�oval teljesen du�alisan eg�esz�ert�ek}u:(5.14.) x> 0;x('0(e))> 1; ha e 2 E n Est;x('0(e)) = 1; ha e 2 Est;itt '0(e) az e �elt domin�al�o Est-beli �elek halmaz�at jel�oli.17



Bizony��t�as: Mivel a stabil p�aros��t�asok inideniavektorai elemei ennek a poli�edernek, ez�ertel�eg azt megmutatni, hogy minden eg�esz  2 ZEst �elf�uggv�enyhez van olyan y 2 ZE eg�esz�ert�ek}udu�alis megold�as, amire y(e)> 0; ha e 2 E n Est;(5.15.) y( (e))6 (e); ha e 2 Est;(5.16.)�es Pe2E y(e) = minfxjx 2 P (G;O)g.L�attuk, hogy a stabil p�aros��t�asok egy�ertelm}uen megfelelnek a D(G;O) = (R;A) gr�af 0befok�u ponthalmazainak, �es ha egy � = (v1; u1; : : : ; vk; uk) rot�ai�onak a 0(�) := �(v1u1) +(u1v2) � (v2u2) + (u2v3) � + � � � + (ukv1) s�ulyt adjuk, akkor minden M stabil p�aros��t�asra(M) = (MU ) + 0(r(M)), ami miatt a minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�asnak a minim�alis s�uly�uforr�as halmaz felel meg. AD(G;O) gr�af forr�as halmazainakP poli�eder�et a k�ovetkez}o rendszerrellehet le��rni:(5.17.) x 2 RR06 x6 1;x(�)� x(�0)> 0; ha (�; �0) 2 A:Mivel ennek a rendszernek a m�atrixa teljesen unimodul�aris (mert minden sorban legfeljebbegy 1-es �es legfeljebb egy �1-es van), ez�ert a rendszer teljesen du�alisan eg�esz�ert�ek}u. Teh�atspei�alisan a fenti 0 2 ZR-re van olyan z 2 ZR[A, amire(5.18.) z� > 0 ha � 2 R;z(�;�0) > 0; ha (�; �0) 2 A;�z� + z(�+(�))� z(��(�))6 0(�); ha � 2 R;�es� P�2R z� = minf0xjx 2 Pg = (Mopt)�(MU), aholMopt egy minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as,�es �+(�) �es ��(�) a D gr�afban a � pontb�ol kimen}o, illetve a pontba bemen}o �elek halmaz�atjel�oli.Legyen �1; : : : ; �r egy topologikus sorrendje a D gr�afnak, vagyis egy olyan sorrendje arot�ai�oknak, amilyen sorrendben elimin�alni lehet }oket. Minden �i rot�ai�on v�alasszunk ki egybeker�ul}o ei0 �elt (vagyis ami az U -beli s�us�an�al rosszabb, mint a m�asik �i-beli �el). Ezen k��v�ul,ha (�i; �j) 2 A �es m�asodik fajta �el van k�ozt�uk, akkor legyen eij egy olyan �el, ami a V -beliv�egpontj�an�al a k�et arra illeszked}o �i-beli �el k�ozt van, az U -beli v�egpontj�an�al pedig a k�et �j-beli�el k�ozt, vagyis egy olyan �el, ami miatt m�asodik fajta �el van a k�et rot�ai�o k�ozt. Az egyszer}us�egkedv�e�ert z(�i;�j)-t jel�olj�uk zij-vel, z�i-t pedig zi-vel.06 t6 r-re �es e 2 Est-re legyent(e) := (e)�Xfzli j l6 t < i; e 6V el0; (�l; �i) 2 Ag:A k�ovetkez}okben rekurz��v m�odon de�ni�alni fogunk olyan y0; y1; : : : ; yr ZE-beli vektorokat �ugy,hogy minden 06 t6 r-re teljes�uljenek az al�abbiak:18



(a) yt(e)> 0, ha e 2 E n Est(b) yt( (e))6 t(e), ha e 2MU [ �1 [ �2 [ � � � [ �t() Pe2E yt(e) = (MU)� tPi=1 zi(d) supp(yt) �MU [ �1 [ �2 [ � � � [ �t [ feij : i; j 6 tgTeh�at az yt du�alis t�erbeli eg�esz vektorok egyre t�obb (5:16:)-beli egyenl}otlens�eget teljes��tenek,a �elf�uggv�eny �ert�eke k�ozel��t az optim�alishoz, �es az ei0 �elekn�el olyan t�obbleteket biztos��tunkmagunknak, amit a k�es}obbi yk-kn�al "felhaszn�alhatunk". Ha siker�ul ilyen yt-ket de�ni�alni, akkork�eszen vagyunk, hiszen yr-re m�ar az �osszes (5:16:)-beli egyenl}otlens�eg teljes�ul, vagyis benne vana du�alis poli�ederben a vektor, �es a �elf�uggv�eny �ert�eke pedig Pe2E yr(e) = (MU)� rPi=1 zi = (Mopt).Legyen y0(e) := 8><>: (e) ha e 2MU ,0 egy�ebk�ent.Ekkor persze Pe2E y0(e) = (MU ), �es minden MU -beli �elre teljes�ul (b) �es a t�obbi k�ovetelm�eny is.Az yt-t �ugy kapjuk yt�1-b}ol, hogy sak a �t rot�ai�o �elein �es a fenti elt �eleken v�altoztatunk(l 6 t-re). Sz�amozzuk most a �t rot�ai�o s�usait ford��tott sorrendben wt1; wt2; : : : wt2k-val, ahol(wt2k; wt1) = et0, a (wti; wti+1) �elt pedig jel�olj�uk eti-vel, ekkor teh�at eti <wti eti�1 �es wti V -beli, ha ip�aros �es U -beli, ha i p�aratlan. Minden et2i+1 �el vagy szerepel kor�abbi rot�ai�on vagy MU -beli,ez�ert teljes�ul, hogy yt�1( (et2i+1))6 t�1(et2i+1).
et0 wt2 2 Vet2k�1 �twt1 2 U et1wt2k et24. �abra. �t (a vastag �elek a kiker�ul}o �elek)Haszn�alni fogjuk, hogy mivel a rot�ai�okat egy topologikus sorrend szerint vessz�uk sorba,ez�ert ha egy e �elnek yt�1-ben nem 0 �ert�eke van �es illeszkedik � egy s�us�ara, akkor, ha ez as�us U -beli, mondjuk wt2i+1, akkor e 6wt2i+1 e2i+1 <wt2i+1 e2i, ha pedig V -beli, mondjuk wt2i,akkor e> wt2ie2i�1 >wt2i e2i.El}osz�or de�ni�alunk egy y0t-t, ami teljes��ti a felt�eteleket, kiv�eve, hogy (b)-t t�1-re teljes��ti,az et0 �elen pedig nem felt�etlen�ul teljes��ti. 19



y0t-hez yt�1-t sak a �t �elein v�altoztatjuk. Legyeny0t(et0) := �zt;y0t(et1) := yt�1(et1);��gy y0t( (et1)) = yt�1( (et1))� zt 6 t�1(et1).Figyelj�uk meg, hogy minden j-re (et2j)� (et2j�1) = t�1(et2j)� t�1(et2j�1). Ezut�an legyeny0t(et2) := (et2)� (et1) = t�1(et2)� t�1(et1);ekkor, mivel a  (et1) �elhalmazban sak olyan �eleknek nem 0 az yt�1 �ert�eke, amik w2-re illesz-kednek, vagyis  (et2)-ben is benne vannak, ez�erty0t( (et2)) = yt�1( (et1)) + t�1(et2)� t�1(et1)6 t�1(et2):Legyen y0t(et3) := yt�1(et3)� (et2) + (et1) = yt�1(et3)� y0t(et2):Ekkor y0t( (et3)) = yt�1( (et3)) + (et2)� (et1)� (et2) + (et1)6 t�1(et3):Legyen y0t(et4) := (et4)� (et3) + (et2)� (et1);ekkor et2-h�oz hasonl�oany0t( (et4)) = yt�1( (et3)))� (et2) + (et1) + t�1(et4)� t�1(et3) + (et2)� (et1)6 t�1(et4):A t�obbi �elre ezt folytatjuk: legyen minden j = 0; 1; : : : k � 1-rey0t(et2j+1) := yt�1(et2j+1) + 2jXi=1 (�1)i+1(eti);y0t(et2j) := 2jXi=1 (�1)i(eti):Ekkor a  (e2i+1); (16 i6 k � 1) �elhalmazban sak az e2i+1 �es az e2i �elen v�altoztattukmeg yt-t, �es az egyikb}ol levontunk, a m�asikhoz hozz�aadtunk (e2i) � (e2i+1)-t, ez�ert a (b)egyenl}otlens�egek �erv�enyben maradnak ezeken az �eleken y0t-re is. Hasonl�oan a kor�abbi rot�ai�okonszerepelt �elekre is teljes�ul (b).Mivel a wt2j�1 s�usn�al az et2j�1 �el legfeljebb olyan j�o, mint azok az �elek, amiknek eddignem 0 �ert�eket adtunk, a wt2j+1-n�el pedig ugyanez igaz et2j+1-re, amik miatt yt�1( (et2j)) =
20



yt�1( (et2j�1)), amit felhaszn�alva, j = 1; 2; : : : k � 1-re:y0t( (et2j)) = y0t(et2j) + yt�1( (et2j�1)) + y0t(et2j�1)� yt�1(et2j�1) == 2jXi=1 (�1)i(eti) + yt�1( (et2j�1)) + 2j�2Xi=1 (�1)i+1(eti) == yt�1( (et2j�1))� t�1(et2j�1) + t�1(et2j)66 t�1(et2j�1)� t�1(et2j�1) + t�1(et2j) = t�1(et2j);vagyis y0t is teljes��ti (b)-t t� 1-re az (et2j) �eleken, ha j 2 f1; 2; : : : k � 1g.Ezen k��v�ul Xe2E y0t(e) =Xe2E yt�1(e)� zt = (MU)� tXi=1 zi:A k�ovetkez}o v�altoztat�asokat minden olyan l-re v�egrehajtva, amire (�l; �t) 2 A, kapjuk y0t-b}olyt-t.Legyen (�l; �t) 2 A. Ha els}o fajta �el megy k�ozt�uk, akkor van egy k�oz�os �el�uk, ami �l-benp�aros index}u, �t-ben pedig p�aratlan index}u, mondjuk el2i = et2j+1. Ekkor minden 06 x6 i�1-reaz el2x �elen n�ovelj�unk zlt-vel, az el2x+1 �elen s�okkents�unk zlt-vel, �es minden j + 16 y 6 k � 1-reaz et2y �elen n�ovelj�unk zlt-vel, �es az et2y+1 �elen s�okkents�unk zlt-vel.+++ ��� +zlt �zltet0 el0�t �lel2i = et2j+1
5. �abra. ha (�l; �t) els}o fajta �elHa �l-b}ol �t-be m�asodik fajta �el megy, akkor az elt �el egyik v�egpontja �l-en egy p�aros index}upont, mondjuk wl2i, a m�asik pedig �t-n egy p�aratlan index}u pont, mondjuk wl2j+1. Ilyenkorn�ovelj�unk zlt-vel az el2x �elen 06 x6 i � 1-re, az et2y �elen j + 16 y 6 k � 1-re �es az elt �elen,valamint s�okkents�unk zlt-vel az el2x+1 �elen 06 x6 i� 1-re �es az et2y+1 �elen j 6 y 6 k � 1-re.Az elt �eleken n�ovelt�unk zlt-vel, ami nemnegat��v, ez�ert az (a) felt�etel teljes�ul.Mivel ugyanannyi �elen n�ovelt�unk zlt-vel, mint ah�anyon s�okkentett�unk, ez�ertXe2E yt(e) =Xe2E y0t(e) = (MU )� tXi=1 zi:21



�t ++ ��� elt+ � + � +�l el0et06. �abra. ha (�l; �t) m�asodik fajta �elMivel ha egy e 2 MU [ �1 [ �2 [ � � � [ �t n fe 2 �l [ �l+1 [ � � � [ �t : 9v 2 V; e 6v el0g�elre  (e)-ben valamelyik �elen n�ovelt�unk zlt-vel, akkor egy m�asikon s�okkentett�unk is, ez�ert azegyenl}otlens�egek ugyanakkora t�obblettel teljes�ulnek, mit eddig. Ha e 2 fe 2 �l[�l+1[� � �[�t :9v 2 V; e 6v el0g, akkor y0t(e) n}o zlt-vel, vagyis teljes�ul (b).Legyen � :=Pfzlt j l < t; et0 6V el0; (�l; �t) 2 Ag. Ekkor t(et0) = t�1(et0)+�� z(�+(�t)),��gy az et0 �elre:yt( (et0)) = y0t( (et0))� z(��(�t)) + � == y0t(et0) + yt�1( (et2k�1)) + y0t(et2k�1)� yt�1(et2k�1)� z(��(�t)) + � == �zt � z(��(�t)) + yt�1( (et2k�1)) + 2k�2Xi=1 (�1)i+1(eti) + �66 0(�t)� z(�+(�t)) + t�1(et2k�1)� 0(�t)� t�1(et2k�1) + t�1(et0) + � == t�1(et0)� z(�+(�t)) + � = t(et0);vagyis yt az et0 �elen teljes��ti a (b) felt�etelt, �es mivel fe 2 �t : 9v 2 V; e <v et0g = ;, ez�ert mindenfelt�etelt ellen}orizt�unk, teh�at az �all��t�ast bel�attuk. �Edmonds �es Giles t�etele alapj�an egy le��r�as TDI-s�ag�ab�ol (ha a korl�atoz�o vektor eg�esz,) k�ovet-kezik, hogy eg�esz a poli�eder, vagyis egy�uttal a k�ovetkez}ot is bel�attuk:5.19. K�ovetkezm�eny: Az al�abbi rendszer a stabil p�aros��t�asok poli�eder�et ��rja le az REst t�erben:(5.20.) x> 0;x('0(e))> 1; ha e 2 E n Est;x('0(e)) = 1; ha e 2 Est:Bizony��t�as: Azt kell bel�atnunk, hogy a rendszer eg�esz pontjai stabil p�aros��t�asok inidenia-vektorai. Legyen egy w 2 U [ V pontn�al a legrosszabb Est-beli �el e, ekkor D(w)\Est � '0(e),ez�ert x('0(e)) = 1 miatt D(w)-ben az �osszeg legfeljebb 1, vagyis egy eg�esz pont egy p�aros��t�asinideniavektora. M�asr�eszt minden e 2 E-re x('0(e))> 1, ez�ert a p�aros��t�as stabil. �22



5.21. T�etel: A Rothblum �altal le��rtx> 0;(5.22.) �x(D(w))> � 1; ha w 2 U [ V;(5.23.) x('(e))> 1; ha e 2 E(5.24.)rendszer teljesen du�alisan eg�esz�ert�ek}u.Bizony��t�as: Az 5.13. t�etelbeli le��r�as TDI-s�ag�ara vezetj�uk vissza. Egy tetsz}oleges eg�esz  2 ZEs�ulyf�uggv�enyhez kell keresni eg�esz optim�alis du�alis megold�ast, vagyis olyan � 2 ZU[V -t �esy 2 ZE-t, amire y(e)> 0;(5.25.) �(w)> 0;(5.26.) ��(u)� �(v) + y( (e))6 (e); ha e = (u; v) 2 E;(5.27.)�es �Pw2U[V �(w) +Pe2E y(e) = (Mopt).Legyen y0 a  s�ulyf�uggv�eny Est-re val�o megszor��t�as�ahoz egy eg�esz du�alis optim�alis megold�asaaz 5.13. t�etelbeli rendszernek �es legyen �0 a nullvektor U[V -n. }Ok teh�at teljes��tik az (5:25:)-beliegyenl}otlens�egek k�oz�ul az e 2 E n Est-re vonatkoz�okat, (5:26:)-et �es (5:27:)-et, ha e 2 Est.Ha egy du�alis eg�esz vektorhoz egy M stabil p�aros��t�as �elein �es az U -beli fedett s�usokonhozz�aadunk tetsz}oleges pozit��v eg�esz k-t, akkor olyan eg�esz vektort kapunk, aminek �elf�uggv�eny-�ert�eke ugyanannyi, az (5:27:)-beli egyenl}otlens�egek baloldalai pedig nem n}ottek, mert ninsolyan e �el, amire  (e)-ben k�et olyan �el is van, amin n�ovelt�unk, mert az blokkoln�a M -et, hapedig e olyan �el, amire  (e)-ben n�ovelt�unk egy �elen, akkor e U -beli v�egpontja fedett kell legyen,k�ul�onben szint�en blokkoln�a M -et. Ilyen v�altoztat�asokat v�egrehajtva (y0; �0)-on el tudjuk �erni,hogy (5:25:) minden �elre teljes�ulj�on, a t�obbi egyenl}otlens�eg se s�er�ulj�on. Jel�olj�uk az ��gy kapottvektort (y1; �1)-gyel.Ha e 2 E n Est, akkor a ��e (vagyis e-n -1, E n feg-n 0) �elf�uggv�enyre a prim�al poli�ederoptimuma 0, ez�ert ha vesz�unk egy raion�alis du�alis optim�alis megold�ast �es megszorozzuk anevez}ok legkisebb k�oz�os t�obbsz�or�os�evel, akkor egy eg�esz du�alis optim�alis megold�ast kapunk,jel�olj�uk ezt (ye; �e)-vel. Ha az e �elen (5:27:) nem teljes�ul (y1; �1)-re, akkor adjuk hozz�a (ye; �e)megfelel}o t�obbsz�or�os�et, akkor m�ar teljes�ulni fog ez az egyenl}otlens�eg is, m��g a �elf�uggv�eny�ert�eknem v�altozik �es a t�obbi egyenl}otlens�eg sem s�er�ul. Ezt minden s�ert}o �elre v�egrehajtva egy eg�eszoptim�alis du�alis megold�ast kapunk. �
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6. Egy alkalmaz�as: Galvin t�eteleAzt mondjuk, hogy egy gr�af listasz��nezhet}o n hossz�u list�akkal, ha b�arhogy is rendel�unk as�usaihoz n elem}u halmazokat (a sz��nek list�ait), ki lehet �ugy sz��nezni a s�usokat, hogyszomsz�edos s�usok sz��nei k�ul�onb�oz}ok legyenek �es minden s�us sz��ne a list�aj�anak eleme. Egygr�af listasz��nez�esi sz�ama a legkisebb olyan n, amilyen hossz�u list�akkal ki lehet sz��nezni. Ah��res listasz��nez�esi sejt�es azt �all��tja, hogy minden gr�af �elgr�afj�anak listasz��nez�esi sz�ama megegye-zik a kromatikus sz�am�aval. Galvin p�aros gr�afok �elgr�afjaira oldotta meg ezt [11℄-ben, a stabilp�aros��t�as l�etez�es�et felhaszn�alva.6.1. T�etel: (Galvin) Minden p�aros gr�af �elei listasz��nezhet}ok a gr�af maxim�alis foka hossz�ulist�akkal.Bizony��t�as: Legyen a G = (U; V ) p�aros gr�afban a maxim�alis foksz�am d. Ekkor K}onig�elsz��nez�esi t�etele alapj�an ki lehet sz��nezni az �eleket d sz��nnel, jel�olj�uk a sz��neket 1; 2; : : : d-vel. Vegy�uk azt a prefereniarendszert, hogy minden U -beli s�usn�al k�et �el k�oz�ul a kisebbsz�am�u legyen a jobb, a V -beli s�usokn�al pedig a nagyobb sz�am�u legyen a jobb. Ekkor ha eegy tetsz}oleges �el, �es k a sz�ama, akkor e az U -beli v�egpontj�an�al saj�atmag�an k��v�ul legfeljebbk � 1 �el domin�alja, a V -beli s�us�an�al pedig legfeljebb d� k, ��gy �osszesen saj�atmagaval egy�uttk � 1 + d� k + 1 = d �el domin�alja e-t. Ez�ert a t�etel r�ogt�on k�ovetkezik az al�abbi lemm�ab�ol:6.2. Lemma: Ha G p�aros gr�af, G;O tetsz}oleges prefereniarendszer �es minden �elhez adottegy sz��nlista, ami legal�abb annyi elem}u, mint ah�any �el domin�alja azt az �elt, akkor van j�o lis-tasz��nez�es.Bizony��t�as: A list�akon el}ofordul�o sz��nek sz�ama szerinti induki�oval bizony��tunk. Ha ez a sz�am1, akkor a felt�etel miatt minden �elt sak saj�atmaga domin�al, �es a list�aj�aban benne van a sz��n,vagyis pontdiszjunkt �elekb}ol �all a gr�af, amit ki lehet sz��nezni azzal a sz��nnel.Tegy�uk fel, hogy a G gr�afban el}ofordul�o sz��nek sz�am�at�ol kevesebb sz��nre m�ar tudjuk az�all��t�ast. Legyen a az egyik sz��n �es legyen Ga azon �elek alkotta r�eszgr�af, amiknek list�aj�an szerepelaz a sz��n, Oa pedig legyen azO megszor��t�asaGa-ra. Vegy�unk (Ga;Oa)-ban egy stabil p�aros��t�ast,ami a 2.2. t�etel miatt l�etezik. Sz��nezz�uk a stabil p�aros��t�as �eleit a-ra �es hagyjuk el }oket a gr�afb�ol,�es a t�obbi Ga-beli �el list�aj�ab�ol vegy�uk ki a-t. Az ��gy keletkezett prefereniarendszerre �es list�akrateljes�ul a felt�etel, mert ha egy �elnek s�okkent a list�aja, akkor legal�abb egy }ot domin�al�o �eltkihagytunk a gr�afb�ol. Az el}ofordul�o sz��nek sz�ama is s�okkent, ��gy az induki�o miatt a marad�ekgr�afot ki lehet sz��nezni, ami az a sz��n}u �elekkel egy�utt G egy j�o listasz��nez�es�et adja. � �
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7. Stabil p�aros��t�asok tetsz}oleges gr�afbanA stabil p�aros��t�as probl�ema �ertelmezhet}o tetsz}oleges gr�afban is, ugyan�ugy, mint p�aros gr�afban.Adott teh�at egy G = (V;E) gr�af, amiben p�arhuzamos �elek is lehetnek, �es minden v s�us�ahozegy <v rendez�es D(v)-n, amik halmaz�at O-val jel�olj�uk. A (G;O) p�art prefereniarendszerneknevezz�uk.A 2.1. lemma bizony��t�as�aban nem haszn�altuk fel, hogy a gr�af p�aros, ��gy kimondhatjuk azal�abbit:7.1. Lemma: Tetsz}oleges gr�afban minden stabil p�aros��t�as ugyanazt a ponthalmazt fedi. �Viszont a Gale-Shapley algoritmus m�ar nem m}uk�odik nem p�aros gr�afban, s}ot nem is felt�etle-n�ul van stabil p�aros��t�as, p�eld�aul egy h�aromsz�ogben, ha a h�arom �el "k�orbeveri" egym�ast, akkornins. De igaz a Gale-Shapley t�etel k�ovetkez}o megford��t�asa:7.2. T�etel: (Abeledo, Isaak) Egy G gr�afban pontosan akkor van b�armilyen prefereniarend-szerhez stabil p�aros��t�as, ha G p�aros gr�af.Bizony��t�as: A Gale-Shapley t�etel miatt sak azt kell bel�atni, hogy ha G nem p�aros, akkorvan olyan prefereniarendszer, amihez nins stabil p�aros��t�as. Legyen G-ben v1; e1; v2; e2; : : : ;v2k+1; e2k+1; v1 egy p�aratlan k�or, �es vegy�unk egy olyan prefereniarendszert, amiben a 6vi ren-dez�esben az ei �el a legkisebb, az ei�1 �el pedig a m�asodik legkisebb (itt az indexek mod 2k + 1�ertj�uk). B�armely M p�aros��t�asn�al e p�aratlan sok �el k�oz�ul van k�et egym�ast k�ovet}o, mondjuk ei�es ei+1, amik ninsenek M -ben. De akkor az ei �elt nem domin�aljaM -beli �el, vagyis nins stabilp�aros��t�as. �7.1. Stabil p�aros��t�ast keres}o algoritmusIrving adott egy algoritmust [13℄-ben, ami eld�onti, hogy egy gr�afban van-e stabil p�aros��t�as, �esha van, akkor tal�al egyet. Az algoritmus k�et f�azisb�ol �all. Az els}o f�azisa �eleket hagy el a gr�afb�ol�ugy, hogy a stabil p�aros��t�asok halmaza ne v�altozzon, emellett n�eh�any �elt megir�any��t (oda-vissza�eleket is megengedve) �ugy, hogy bizonyos tulajdons�ag�u legyen a kapott vegyes gr�af. A m�asodikf�azis e tulajdons�agok megtart�asa mellett �ugy reduk�alja a gr�afot, hogy ne v�altozzon, hogy van-ebenne stabil p�aros��t�as.Els}o f�azis: Am��g van olyan x 2 V , amib}ol nem l�ep ki ir�any��tott �el, az x-n�el legjobbfx; yg �elt ir�any��tsuk meg x-b}ol y-ba �es hagyjuk el az y-n�al az fx; yg �eln�el rosszabb �eleket, a <vrendez�esek pedig legyenek az el}oz}o megszor��t�asai.7.3. �All��t�as: Az ��gy kapott prefereniarendszerben ugyanaz a stabil p�aros��t�asok halmaza, mintaz eredeti gr�afban. 25



Bizony��t�as: El�eg l�atni, hogy egy l�ep�es alatt ugyanaz marad a stabil p�aros��t�asok halmaza.Amikor egy fx; yg �elt megir�any��tunk, akkor x-n�el fx; yg a legjobb �el, ez�ert az fx; yg-t domin�al�o�elek mind illeszkedek y-ra. Teh�at minden stabil p�aros��t�as fx; yg-t y-n�al domin�alja, vagyis akihagyott �elek ninsenek benne stabil p�aros��t�asban. Ugyanemiatt a kisebb gr�afban mindenstabil p�aros��t�as a kihagyott �eleket is domin�alja, teh�at az el}oz}o gr�afban is stabil p�aros��t�as. �Az els}o f�azis sor�an nem keletkezhet k�et olyan ir�any��tott �el, amiknek ugyanaz a v�egpontja,mert a v�egpontn�al a nagyobbikat t�or�olt�uk volna, amikor a kisebbik ir�any��tott�a v�alt. Teh�at af�azis v�eg�en az ir�any��tott �elek pontdiszjunk (ir�any��tott) k�or�oket �es oda-vissza �eleket alkotnak,amik minden nem izol�alt pontot lefednek, �es minden pontn�al a kimen}o �el a legjobb �es a bemen}o�el a legrosszabb.Ha a kapott gr�af sak oda-vissza ir�any��tott �elekb}ol �all, akkor ez az egyetlen stabil p�aros��t�asaz eredeti gr�afban is. Ha pedig van egy nem egy pont�u p�aratlan komponens, akkor ninsstabil p�aros��t�as, mert minden p�aros��t�as kihagy legal�abb egy pontot bel}ole, de az abba bemen}oir�any��tott �elt sak abban a pontban tudn�a domin�alni, vagyis ez blokkolja a p�aros��t�ast.M�asodik f�azis: Olyan l�ep�eseket fogunk tenni, hogy megmaradjon az a tulajdons�ag, hogyminden nem izol�alt pontba egy �el l�ep be �es egy �el l�ep ki bel}ole �es az ir�any��tott �elek a kezd}opont-jukn�al a legjobbak, a v�egpontjukn�al pedig a legrosszabbak.Rot�ai�onak most egy olyan (y1; e1; x1; f1; y2; e2; x2; f2; : : : yk; ek; xk; fk) k�ors�et�at nevez�unk,amiben az ei = (xi; yi) �el ir�any��tott �el xi-b}ol yi-be, az fi �el pedig az xi pontn�al a m�asodiklegjobb �el, �es az xi pontok k�ul�onb�oz}oek (emiatt az yi pontok is, de az lehet, hogy xi = yj).7.4. �All��t�as: Ha van olyan s�us, amire legal�abb k�et �el illeszkedik, akkor van rot�ai�o.Bizony��t�as: Induljunk ki egy s�usb�ol, �es l�epj�unk felv�altva a legrosszabb �es a m�asodik legjobb�elen, addig am��g egy rot�ai�ot nem kapunk. Nem tudunk elakadni, mert ha egy s�us foka egy,akkor a r�a illeszked}o �el oda-vissza ir�any��tott, ez�ert a szomsz�edja is les}ofok�u. �A (y1; e1; x1; f1; y2; e2; x2; f2; : : : yk; ek; xk; fk) rot�ai�o elimin�al�as�an most azt �ertj�uk, hogy min-den yi pontn�al kihagyjuk az fi�1-n�el rosszabb �eleket, az fi�1 �elt pedig megir�any��tjuk xi�1-b}olyi-be. Sikertelen elimin�ai�on azt �ertj�uk, amikor ezt nem tudjuk megtenni, vagyis ha egy fi�1 �eltt�or�olt�unk. Ez sak akkor lehet, ha az xi�1 pont egy�uttal egy yj pont is, �es mivel fi�1 xi�1-n�ela m�asodik legjobb �el, ez�ert fi�1-t az ei�1 �el miatt t�or�olt�uk, vagyis ei�1 = fj�1 �es yi�1 = xj�1.Mivel xj�1-n�el az ei�1 = fj�1 �el a legrosszabb �es egy�uttal a m�asodik legjobb, ez�ert fi�2 = ej�1�es xi�2 = yj�1. �Igy induki�oval azt kapjuk, hogy ha sikertelen az elimin�ai�o, akkor a rot�ai�oegy olyan p�aratlan hossz�u ir�any��tott k�or�on halad v�egig k�etszer ford��tott ir�anyban, aminek as�usaira nem illeszkedik t�obb �el. Ebben az esetben nins stabil p�aros��t�as. Ha az elimin�ai�osikeres, akkor k�onnyen l�athat�o, hogy a fenti tulajdons�agok �erv�enyben maradnak a kapott gr�afra.7.5. �All��t�as: Egy rot�ai�o sikeres elimin�al�as�aval kapott prefereniarendszerben pontosan akkorvan stabil p�aros��t�as, ha az eredetiben. 26



Bizony��t�as: Ha a reduk�alt gr�afban van stabil p�aros��t�as, akkor az az eredetiben is stabilp�aros��t�as, mert a reduk�alt gr�afban az fi�1 �elt sak az yi s�usn�al lehet domin�alni, ez�ert az}ot domin�al�o �el domin�alja az yi-n�el kihagyott �eleket is.Ha az eredeti gr�afban van stabil p�aros��t�as �es nem haszn�al t�or�olt �eleket, akkor ez stabilp�aros��t�as a reduk�alt gr�afban is. Ha az M stabil p�aros��t�as tartalmaz egy �elt, amit az yi pontn�alt�or�olt�unk, akkor az fi�1 �elt sak az ei�1 �el tudja domin�alni, vagyis ei�1 2 M . Emiatt azfi�2 �elt sak az ei�2 �el tudja domin�alni, vagyis ei�2 2 M , �es ��gy induki�oval ej 2 M mindenj = 1; 2; : : : k-ra. �Igy a reduk�alt g�afban az M n fei : i = 1; : : : kg [ ffi : i = 1; : : : kg egy stabilp�aros��t�as. �A fentiek alapj�an ha sorban keres�unk �es elimin�alunk rot�ai�okat, akkor el}obb-ut�obb vagysak diszjunkt �elek maradnak, amik egy stabil p�aros��t�ast alkotnak az eredeti gr�afban is, vagyegy sikertelen elimin�ai�ohoz �er�unk, amikor nins stabil p�aros��t�as az eredeti gr�afban sem.7.6. Megjegyz�es: Az itteni �es a p�aros prefereniarendszerekn�el �ertelmezett rot�ai�oknak nemv�eletlen�ul ugyanaz az elnevez�ese. Egy p�aros gr�afn�al az els}o f�azis a Gale-Shapley algoritmusrahasonl��t, a v�eg�en az ir�any��tott �elek halmaza a ��uoptim�alis �es a l�anyoptim�alis stabil p�aros��t�asuni�oja lesz. A m�asodik pedig a rot�ai�ok elimin�al�as�ara hasonl��t, a vegyes gr�afban a rot�ai�ok k�oztmindig ott lesznek a p�aros gr�afokn�al �ertelmezett rot�ai�ok, amik elimin�al�asa ugyanazt jelenti,mint kor�abban. Emellett viszont lesznek m�as rot�ai�ok is, m�eghozz�a amiket �ugy de�ni�alhatunk,hogy a kor�abbi de�n��i�oban az U -t �es V -t felser�elj�uk (ez alapj�an p�aros prefereniarendsze-rekn�el megk�ul�onb�oztethetn�enk ��urot�ai�okat �es l�anyrot�ai�okat). Ak�arhogy is elimin�alunk p�arosgr�afokn�al, az ir�any��tott �elek mindig k�et stabil p�aros��t�as uni�oj�at alkotj�ak, az egyiket az U -b�olV -be ir�any��tott �elek, a m�asikat a V -b}ol U -ba ir�any��tott �elek.7.2. A minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as NP-teljesFeder [6℄-ben bizony��t�as n�elk�ul kimondja, hogy a 2-SAT probl�ema polinomi�alisan visszavezet-het}o a stabil p�aros��t�as probl�em�ara, s}ot �ugy, hogy a 2-SAT-ot kiel�eg��t}o, legt�obb 0-t tartalmaz�omegold�as keres�ese a minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�asra vezet vissza. A legt�obb 0-t tartalmaz�omegold�as keres�ese pedig NP-teljes, mert erre visszavezethet}o a maxim�alis stabil halmaz keres�ese.Teh�at ebb}ol k�ovetkezik az al�abbi.7.7. T�etel: A minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as keres�ese NP-teljes.Bizony��t�as: Adott egy 2-SAT probl�ema, olyan prefereniarendszert fogunk megadni, amibenpontosan akkor van kisi s�uly�u stabil p�aros��t�as valamilyen �els�ulyoz�asra, ha a 2-SAT-nak vanmegold�asa �es ekkor a minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�as a legt�obb 0-t tartalmaz�o megold�asnakfelel meg.Legyenek a 2-SAT v�altoz�oi x1; x2; : : : xn. Minden v�altoz�onak feleltess�unk meg egy n�egypont�u k�ort a k�esz�ul}o gr�afban, az xi v�altoz�onak a (v1i ; e1i ; v2i ; e2i ; v3i ; e3i ; v4i ; e4i ; v1i ) k�ort. Legyen27



e1i <v2i e2i <v3i e3i <v4i e4i <v1i e1i . Az xi v�altoz�o 1 �ert�eke annak fog megfelelni, hogy a stabilp�aros��t�asban benne vannak az e1i �es e3i �elek, az 0 pedig annak, hogy az e2i �es e4i �elek vannakbenne. Ha xi _ xj egy kl�oz, akkor h�uzzuk be a gr�afba a (v2i ; v2j ) �elt, �es ez <vi szerint legyen aze1i �es e2i �elek k�oz�ott, <vj szerint pedig az e1j �es e2j �elek k�oz�ott. Ha pedig egy kl�ozban xi neg�altjavan, akkor az �uj �el v�egpontja v1i legyen, �es <v1i szerint e1i �es e4i k�ozt legyen. Egy s�usn�alk�ul�onb�oz}o kl�ozokhoz tartoz�o �elek mindegy, milyen sorrendben vannak a s�us rendez�es�eben.Ekkor k�onnyen ellen}orizhet}o, hogy ha egy stabil p�aros��t�as sak a v�altoz�oknak megfeleltetett�eleket tartalmaz, akkor ez megad egy megold�ast a 2-SAT-ra, �es ford��tva. Most vegy�uk azt az�els�ulyoz�ast, hogy az e1i �eleknek 1 legyen a s�ulya, a kl�ozokhoz rendelt �eleknek n + 1, a t�obbi�elnek pedig 0. Ekkor pontosan akkor van legfeljebb n s�uly�u stabil p�aros��t�as, ha van megold�asaa 2-SAT-nak �es ekkor a minim�alis s�uly�u stabil p�aros��t�asnak a legt�obb 0-t tartalmaz�o megold�asfelel meg.
v3i
v1i v2iv4i v1jv2j v4jv3j7. �abra. az xi �es xj v�altoz�okhoz �es az xi _ xj kl�ozhoz konstru�alt �elek �
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8. Egy�eb �altal�anos��t�asokKedvsin�al�onak megeml��tj�uk n�eh�any �altal�anos��t�as�at a stabil p�aros��t�asoknak.8.1. Stabil b-p�aros��t�asokMind p�aros, mind tetsz}oleges preferniarendszerben �ertelmezhetj�uk a stabil p�aros��t�asok egy�altal�anos��t�as�at, ahol egy v pontnak nem sak egy p�arja lehet, hanem legfeljebb egy adott b(v)nemnegat��v eg�esz kv�ota. Teh�at egy (G;O) prefereniarendszerben egy M �elhalmazt akkornevez�unk stabil b-p�aros��t�asnak, ha egyr�eszt b-p�aros��t�as, vagyis minden v s�usra legfeljebb b(v)darabM -beli �el illeszkedik, m�asr�eszt minden e 2 E nM �elnek van egy olyan v v�egpontja, amireilleszkedik b(v) M -beli �el �es ezek mind jobbak v-n�el mint e.P�aros prefereniarendszer stabil b-p�aros��t�asainak tulajdons�agair�ol olvashatunk Ba��ou �es Ba-linski [1℄ ikk�eben, a poli�eder�enek egy le��r�as�ar�ol pedig Fleiner Tam�as [7℄ ikk�eben. Tetsz}olegesprefereniarendszerben Irving algoritmus�anak �altal�anos��t�as�at tal�alhatjuk Cehl�arov�a �es FleinerTam�as [3℄-ben.8.2. Matroid-kernelekA matroid-kernel foglm�at Fleiner Tam�as vezette be [8℄-ben, ez a p�aros prefereniarendszerbenlev}o stabil p�aros��t�asoknak, s}ot stabil b-p�aros��t�asoknak is �altal�anos��t�asa.Adott k�et matroid,M1 �es M2 egy k�oz�os S alaphalmazon, �es k�et s�ulyf�uggv�eny, 1; 2 : S !R. S egy K r�eszhalmaz�at M1M2-kernelnek nevezz�uk, ha K k�oz�os f�uggetlen halmaza M1-nek�es M2-nek �es minden x 2 S nK elemhez van olyan i 2 f1; 2g �es egy Cx � K, hogy x [ Cx egyk�or Mi-ben �es i(y)6 i(x) minden y 2 Cx-re.8.1. T�etel: (Fleiner) Minden M1 �es M2 matroidp�arhoz �es 1; 2 : S ! R s�ulyf�uggv�enyhezvan M1M2-kernel.Ha adott egy (G = (U; V ;E);O) p�aros prefereniarendszer �es egy b : U [V ! N fels}o korl�ata pontokon, akkor haM1 az a part��i�os matroid E-n, hogy az egy U -beli pontra illeszked}o �elekvannak egy oszt�alyban �es b adja a fels}o korl�atot, M2 pedig hasonl�oan V -re, 1(e) illetve 2(e)pedig az e helyez�ese az U illetve V -beli v�egpontj�an�al, akkor az M1M2-kernelek pont a stabilb-p�aros��t�asoknak felelnek meg.8.3. Gr�af-kernelekA tetsz}oleges gr�afban �ertelmezett stabil p�aros��t�asnak is �altal�anos��t�asa a k�ovetkez}o fogalom.Egy ir�any��tott gr�afban egy ponthalmazt kernelnek nevez�unk, ha egyr�eszt stabil, m�asr�eszt min-29



den rajta k��v�ul lev}o pontb�ol vezet �el a halmazba. Egy adott prefereniarendszerhez ha agr�af �elgr�afj�at megir�any��tjuk �ugy, hogy a rosszabbik �elb}ol mutasson a jobbikba �el, akkor azir�any��tott gr�af kerneljei pont a prefereniarendszer stabil p�aros��t�asai lesznek. �Igy persze kernelnem felt�etlen�ul l�etezik.Boros �es Gurvih [2℄ bizony��tottak egy t�etelt kernel l�etez�es�er}ol perfekt gr�afok bizonyosir�any��t�asaiban, j�at�ekelm�eleti m�odszereket haszn�alva (Shrijver Combinatorial optimization ��m}uk�onyv�eben van egy r�ovidebb bizony��t�as). Egy D = (V;A) ir�any��tott gr�afot egy G = (V;E) egy-szer}u ir�any��tatlan gr�af szuperir�any��t�as�anak nevez�unk, ha D minden �ele G egy �el�enek megir�any��-t�asa (D-ben lehetnek oda-vissza �elek is). Egy ir�any��tott gr�afot nevezz�unk norm�alisnak, haminden fesz��tett klikkj�eben van kernel (vagyis egy pont, amibe a klikk t�obbi pontj�ab�ol vezet�el). Egy G = (V;E) ir�any��tatlan gr�afot kernel-megoldhat�onak nevez�unk, ha minden norm�alisszuperir�any��t�as�aban van kernel.8.2. T�etel: (Boros, Gurvih) Minden perfekt gr�af kernel-megoldhat�o.Ennek a t�etelnek a megford��t�asa k�ovetkezik az er}os perfekt gr�af t�etelb}ol, amit Berge sejtett�es Chudnovsky, Robertson, Seymour �es Thomas bizony��tottak be 2002-ben [4℄.8.3. T�etel: (Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas) Egy gr�af pontosan akkor per-fekt, ha nins benne fesz��tett r�eszgr�afk�ent C2k+1 �es C2k+1 k > 2-re.A C2k+1 gr�af nem kernel-megoldhat�o, mert ha k�orbe ir�any��tjuk az �eleket, az egy norm�alisir�any��t�as �es nins benne kernel. A komplementere, C2k+1 sem kernel-megoldhat�o, mert ha egyk�orre rajzoljuk a pontokat �ugy, hogy a k�or�on szomsz�edosak k�ozt ne fusson �el, �es azt az ir�any��t�astvessz�uk, hogy a k�or�on m�asodszomsz�edos pontok k�ozt men}o �eleket �oraj�ar�as szerint ir�any��tjuk,a t�obbi �elt pedig mindk�et ir�anyba, az norm�alis ir�any��t�as, amiben nins kernel. Emellett, haegy gr�af tartalmaz fesz��tett r�eszgr�afk�ent egy olyan gr�afot, ami nem kernel-megoldhat�o, akkor }omaga sem az, mert a r�eszgr�af egy norm�alis, de kernel n�elk�uli ir�any��t�as�at kieg�esz��tve �ugy, hogya r�eszgr�afb�ol kimen}o �eleket kifele ir�any��tjuk, a t�obbi �elt pedig mindk�et ir�anyba, egy norm�alisir�any��t�ast kapunk, amiben nins kernel, mert ha lenne, akkor a r�eszgr�afba es}o r�esze abbankernel lenne. Teh�at a fenti k�et t�etel k�ovetkezm�enye az al�abbi.8.4. T�etel: Egy gr�af pontosan akkor kernel-megoldhat�o, ha perfekt.Hivatkoz�asok[1℄ M. Ba��ou, M. Balinski: Many-to-many mathing: stable polyandrous polygamy (or polyga-mous polyandry). Disrete Applied Mathematis, 101 (2000) 1-12[2℄ E. Boros, V. Gurvih: Perfet graphs are kernel solvable. Disrete Math., 159(1-3): 35-55,1996. 30
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