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Bevezetés

Brouwer nevezetes fixponttétele az elmúlt kilencvenöt év során számos általánosítást
megélt. A dolgozatban azt tűztük ki célul, hogy a lehetséges irányok minél szélesebb
körét lefedjük.

Az első fejezetben a teljesség kedvéért bebizonyítjuk a Brouwer-féle fixponttételt,
nem közismert módon. A következő két fejezetben tárgyaljuk a tétel messzemenő álta-
lánosításait, példákkal illusztrálva ezeket. A harmadik fejezetben halmazértékű leké-
pezések fixpontelméletéről lesz szó, ahol felhasználjuk a második fejezetbeli, folytonos
függvényekre kapott eredményeket. A negyedik részben alkalmazásokat mutatunk be,
többek között a híres Invariáns altér problémára, és a harmonikus analízisben alapvető
fontosságú tételekre.

A dolgozatban saját eredmények is szerepelnek. A 2.2.12. Tétel Banach terekre
volt ismert. A 2.3.13. Megjegyzés, a 4.2.9. Példa, a 4.2.14. Tétel bizonyítása, valamint
a 4.2.15. Megjegyzésben foglaltak nem ismert eredmények. Új ötleteken alapulnak a
3.3.13., a 3.4.4. és a 4.1.14. Tételek bizonyításai is.

Köszönettel tartozom témavezetőmnek, Szilágyi Tivadar tanár úrnak, aki fi-
gyelmembe ajánlotta a témát, és a dolgozat megírása folyamán segítséget nyújtott.

0.1. Jelölések, alapfogalmak
A követekező jelölésekkel élünk: tetszőleges H halmazra

∣∣H∣∣ a H halmaz számosságát,
P(H) a H hatványhalmazát jelöli. N a pozitív egész, Z az egész, Q a racionális, R a
valós, C a komplex számok halmaza. F a valós vagy a komplex számok testét jelöli.

Tetszőleges p, q ∈ Z-re p, q legyen [p, q] ∩ Z, ha p ≤ q, egyébként az ∅ halmaz.
Az Rn tér szokásos bázisát ej (j = 1,. . . ,n) jelöli; ē az a vektor, melynek minden
koordinátája 1. Az n-dimenziós egységkockát [0, 1]n-nel, a Hilbert kockát [0, 1]ω-val
jelöljük. Tetszőleges x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn esetén legyen x ≤ y
pontosan akkor, ha bármely j ∈ 1, n-re xj ≤ yj; x < y, ha x ≤ y és x 6= y, valamint
x << y, ha minden i ∈ 1, n -re xi < yi.

Tetszőleges nemüres A, B, C ⊆ A, és D ⊆ B halmazokra, valamint g : A −→ B
függvényre g

∣∣
C
jelentse a g leképezés C-re való megszorítását, g−1(D) pedig a D hal-

maz teljes inverz képét. Ha B = R, akkor tetszőleges c ∈ R-re {g ≤ c} vagy {g(x) ≤ c}
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6 BEVEZETÉS

a g−1((−∞, c]) halmazt jelenti. Hasonlóan értelmezzük a {g ≥ c}, a {g < c}, és a
{g > c} halmazokat. F(A,B) legyen az A-n értelmezett, B-be képező függvények hal-
maza. A = B esetén F(A)-t írunk. 1 legyen az a konstans függvény, amely minden
pontban 1-et vesz fel.

Ha (X, τ) topologikus tér és C ⊆ X, akkor legyen τ
∣∣
C
a τ topológia megszorítása a

C halmazra. Ha (X, τX) és (Y, τY ) topologikus terek, akkor a τX − τY folytonos függ-
vények halmaza legyen C(X, Y ) (beleértve, hogy a topológiák rögzítettek). Ha Y = F
(ahol F-et az euklideszi topológiával látjuk el), akkor CF(X)-et is írunk. Ha X lokálisan
kompakt tér, akkor Cb(X,F) a korlátos, C0(X,F) a kompakt tartójú, C+(X,F) a nem-
negatív CF(X)-beli függvények halmazát jelöli. A kompakt konvergencia topológiára
az ΩX jelölést használjuk.

Egy (X, %) metrikus térben egy x0 ∈ X közepű, r > 0 sugarú nyílt gömbre a
B(x0, r), egy M ⊆ X halmaz átmérőjére diam(M) jelölést használjuk.

A dolgozatban a vektorterek mindig F felettiek lesznek; bizonyos esetekben kiköt-
jük, hogy valós vagy komplex a vektorterünk. Ha V vektortér F felett, akkor egy S ⊆ V
halmaz lineáris burkára az L(S) jelölést használjuk. A nullvektort 0V , vagy ha nem
okoz félreértést, akkor 0 jelöli. A V -n értelmezett lineáris transzformációk halmaza
legyen L(V ). Ha V komplex vektortér, akkor a V alatt fekvő valós vektortérre a VR
jelölést alkalmazzuk. Az Fn vektorteret mindig az euklideszi topológiával látjuk el.

Ismertnek tételezzük fel a normált terek és a topologikus vektorterek elméleté-
nek alapfogalmait: konvex halmaz, lokálisan konvex tér, szeparáltság, korlátos halmaz,
hordó, teljesség, kváziteljesség, duális pár, gyenge topológiák, Mackey tér, Mackey to-
pológia, polaritás, reflexív tér. Egy (X, ‖ · ‖X) normált térre vagy (E, τE) topologikus
vektortérre, ha nem okoz félreértést, (X, ‖ · ‖) vagy (E, τ) jelölést alkalmazzuk, vagy
egyszerűen csak X-et vagy E-t írunk. Egyedüli kivétel az Lp tér, ekkor megmaradunk
a szokásos ‖ · ‖p jelölésnél. Ha E topologikus vektortér, akkor algebrai duálisát E ′,
topologikus duálisát E∗ jelöli. Ha (E,F,

〈
·, ·
〉
) duális pár, akkor az E-n meghatáro-

zott gyenge topológiát σ(E,F ), a Mackey topológiát µ(E,F ) jelöli. E-n a σ(E,E∗),
illetve E∗-on a σ(E∗, E) topológiára a megszokott gyenge, illetve gyenge-∗ topológia
elnevezést használjuk. Ha E és F topologikus vektorterek, akkor az E-n értelmezett,
F -be ható korlátos (illetve folytonos) lineáris operátorok halmazára a B(E,F ) (illetve
L(E,F )) jelölést alkalmazzuk.

Egy K ⊆ E halmaz konvex burkára a conv(K), zárt konvex burkára a conv(K)
(conv(K)E), és ha K konvex, akkor extremális pontjaira az Ext(K) jelölést használjuk.
Tetszőleges x, y ∈ E-re [x, y] legyen az x és y közötti szakasz, azaz conv({x, y}), [x, y)
pedig legyen [x, y] \ {y}.

Ha ∅ 6= Λ halmaz és p ∈ [1,∞], akkor a `pF(Λ) = {x : Λ −→ F |
∑

λ∈Λ |xλ|p < +∞}
Banach terek esetén (az ismert normákkal) a megszokott jelöléseket alkalmazzuk. Ha
Λ = N, akkor az `p jelölést használjuk; a konvergens és a 0-hoz konvergáló sorozatok
tere legyen c és c0. Ha szükséges, külön említjük, hogy valós vagy komplex sorozatokról
van szó.
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0.2. Felhasznált tételek
A következőkben bizonyítás nélkül közlünk néhány alapvető tételt a topologikus terek
és a topologikus vektorterek elméletéből, melyekre a későbbiek folyamán hivatkozni
fogunk ([7], [10], [22] és [23]).

0.2.1. Tétel. Legyen E véges dimenziós, szeparált topologikus vektortér F felett. Ekkor
bármely FdimE −→ E lineáris bijekció homeomorfizmus.
Véges dimenziós vektortéren egyetlen lineáris Hausdorff-topológia létezik; ez a topológia
lokálisan kompakt, és teljesen normálható.

0.2.2. Tétel. (Bipoláris tétel) Legyen (E,F,
〈
·, ·
〉
) duális pár, ∅ 6= B ⊆ E. Ekkor

B◦◦ = conv(B
⋃
{0}), ahol a lezárást σ(E,F )-ben értjük.

0.2.3. Tétel. Egy E szeparált, lokálisan konvex tér pontosan akkor reflexív, ha hordós
és minden gyengén korlátos és zárt részhalmaza gyengén kompakt.

0.2.4. Tétel. (Mazur) Egy E lokálisan konvex térben egy C konvex halmaz ponto-
san akkor zárt, ha gyengén zárt.

0.2.5. Tétel. (Krein) Legyen (E, τ) szeparált, lokálisan konvex tér, A ⊆ E kompakt
halmaz. Ekkor ekvivalens:

(a) conv(A) kompakt.

(b) conv(A) τ -teljes.

Speciálisan, ha (E, τ) kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex tér, akkor minden A ⊆ E
kompakt halmaz esetén conv(A) kompakt.

0.2.6. Tétel. (Szeparációs tétel) Legyen E topologikus vektortér.

(a) Ha E∗ szétválaszt E felett, akkor E szeparált.

(b) Ha E szeparált, lokálisan konvex tér, akkor E∗ szétválaszt E felett.

0.2.7. Tétel. (Krein-Milman) Legyen E∗ szétválasztó az E topologikus vektortér
felett.

(a) Ha A ⊆ E kompakt, konvex halmaz, akkor A = conv(Ext(A)).

(b) Ha B ⊆ E kompakt, és conv(B) is kompakt, akkor Ext(conv(B)) ⊆ B.

0.2.8. Tétel. (Hahn-Banach) Legyen E lokálisan konvex tér, Y ⊆ E lineáris al-
tér, és u : Y −→ F olyan lineáris funkcionál, amely folytonos Y altértopológiája szerint.
Ekkor létezik olyan ũ ∈ E∗, amelyre ũ

∣∣
Y

= u.
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0.2.9. Tétel. (Mackey) Egy E szeparált, lokálisan konvex tér A részhalmaza pon-
tosan akkor korlátos, ha bármely l ∈ E∗-ra sup

x∈A
| l(x)| < +∞.

0.2.10. Tétel. Ha E topologikus vektortér, akkor minden nemzérus f ∈ E ′ lineáris
funkcionál nyílt leképezés.

0.2.11. Tétel. Minden lokálisan konvex tér izomorf Banach terek szorzatának egy
alterével.

0.2.12. Tétel. (Stone) Legyen X T1 topologikus tér. Ekkor ekvivalens:

(i) X parakompakt.

(ii) X tetszőleges U nyílt fedésének létezik nyílt baricentrikus finomítása.

0.2.13. Tétel. (Mackey-Arens) Legyen E kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex
tér. Ekkor

(a) E∗-on az ΩE kompakt konvergencia topológia durvább, mint a µ(E∗, E) Mackey
topológia.

(b) (E∗,ΩE)∗ = E a természetes azonosítás mellett.

0.2.14. Tétel. (Alaoglu-Bourbaki) Legyen E topologikus vektortér, F véges di-
menziós, szeparált topologikus vektortér, G ⊆ L(E,F ) ekvifolytonos halmaz. Ekkor G
relatív kompakt halmaz az L(E,F ) feletti pontonkénti konvergencia topológiában.
Speciálisan, ha G ⊆ E∗ ekvifolytonos, akkor G relatív kompakt a σ(E∗, E) topológiában.

0.2.15. Tétel. (Stone-Weierstrass) Legyen X Hausdorff topologikus tér, A ⊆
CR(X) olyan részalgebra, amely szétválasztja X pontjait, és 1 ∈ A. Ekkor A sűrű
CR(X)-ben az ΩX kompakt konvergencia topológia szerint.

0.2.16. Tétel. E topologikus vektortér, l ∈ E ′. Ekkor a következők ekvivalensek:

(a) l ∈ E∗.

(b) ker l zárt lineáris altér E-ben.

0.2.17. Tétel. Legyen X topologikus tér, F topologikus vektortér, és G ⊆ C(X,F )
ekvifolytonos halmaz.

(a) Ha minden x ∈ X-re {f(x) |f ∈ G} ⊆ F relatív kompakt, akkor G relatív kompakt
(C(X,F ),ΩX)-ben.

(b) G-n C(X,F )-ből örökölt pontonkénti és kompakt konvergencia topológia azonos.



1. fejezet

A Brouwer-féle fixponttétel

Ez a fejezet a teljesség igényét elégíti ki. Az első szakaszban nem közismert módszerrel
bebizonyítjuk Brouwer tételét, majd általánosabb eredményeket ismertetünk, bevezet-
ve a fixpont-terek fogalmát. Végül a tétel végtelen dimenziós érvényességét vizsgáló
példákat említünk.

1.1. A klasszikus Brouwer tétel
A Brouwer-féle fixponttételre számos bizonyítás született, felhasználva az algebrai to-
pológia és a fokszámelmélet eredményeit. Az itt bemutatásra kerülő, Kuhntól származó
bizonyítás azonban teljesen elemi, amely kombinatorikus jelleget ölt.

1.1.1. Definíció. Legyen A tetszőleges halmaz, B ⊆ A, g : B −→ A tetszőleges függ-
vény. Egy a ∈ B elem a g leképezés fixpontja, ha g(a) = a. A g függvény fixpontjainak
halmazát Fix(g)-vel jelöljük.

1.1.2. Tétel. (Brouwer) Bármely f : [0, 1]n −→ [0, 1]n folytonos függvénynek lé-
tezik fixpontja.

Rögzített m ∈ N mellett tekintsük a következő halmazokat:

• Sn :=
{
{x0, x1, . . . , xn} ⊆ (0,m)n

∣∣ x0 < x1 < · · · < xn = x0 + ē
}

• Tn :=
{
{y0, y1, . . . , yn−1} ⊆ (0,m)n

∣∣ y0 < y1 < · · · < yn−1 ≤ y0 + ē
}

• T kn :=
{
H ∈ Tn

∣∣ ∃ j ∈ 1, n : ∀ y ∈ H yj = k
}

(k ∈ 0,m)

• T ∗n :=
{
{y0, y1, . . . , yn−1} ⊆ (0,m)n

∣∣ y0 < y1 < · · · < yn−1 = y0 + ē
}

9



10 1. A BROUWER-FÉLE FIXPONTTÉTEL

1.1.3. Lemma. Ha H ∈ T 0
n vagy H ∈ Tmn , akkor létezik pontosan egy olyan Sn-beli

halmaz, melynek H részhalmaza; ha H ∈ T ∗n vagy H ∈ T kn valamely k ∈ 1,m− 1
mellett, akkor pontosan két ilyen Sn-beli halmaz létezik.

Bizonyítás. Legyen H = {y0, . . . , yn−1}, H ∈ T kn valamely k ∈ 0,m–re. Ekkor a T kn
halmaz definíciója szerint van olyan j ∈ 1, n index, hogy bármely i ∈ 0, n− 1-re
yij = k, ezért i ≥ 1 esetén (yi − yi−1)j = 0. Ebből következik, hogy az yi − yi−1 vektor
valamelyik koordinátája 1, a többi koordinátája pedig 0. Nincs tehát olyan x ∈ (0,m)n

vektor, amelyre yi−1 < x < yi teljesülne. Ezért a H halmazt Sn-beli halmazzá bővíteni
k ∈ 1,m esetén úgy tudjuk, hogy n + 1-edik vektorként hozzávesszük az összes yi-nél
kisebb yn−1− ē vektort, míg k ∈ 0,m− 1 esetén y0 + ē-t vesszük hozzá. Tehát k = 0 és
k = m esetén egyféleképpen végezhető el a kibővítés, 0 < k < m esetén kétféleképpen.

Legyen most H ∈ T ∗n . A definícióból adódik, hogy van pontosan egy olyan i ∈
1, n− 1 index, hogy yi két koordinátájában is különbözik az yi−1 vektortól; legyenek
ezek p-edik és q-adik koordináták. Így kapjuk, hogy yi−1 + ep + eq = yi, ezért a H
halmazt Sn-beli halmazzá az yi−1 + ep vagy az yi + eq vektorral bővíthetjük ki.

1.1.4. Lemma. Tegyük fel, hogy a ϕ : (0,m)n −→ 0, n leképezésre teljesül az alábbi
két feltétel:

(i) Ha az x ∈ (0,m)n vektor valamely koordinátája 0, akkor ϕ(x) 6= 0

(ii) ha az x ∈ (0,m)n vektorra xk = m valamely k ∈ 1, n mellett, akkor ϕ(x) 6= k

Ekkor létezik olyan H ∈ Sn, melyre ϕ(H) = 0, n.

Bizonyítás. n szerinti teljes indukcióval belátjuk, hogy páratlan sok ilyen tulajdonságú
halmaz létezik.

Legyen n = 1. Ekkor az (i) feltétel azt jelenti, hogy ϕ(0) = 1, (ii) azt, hogy
ϕ(m) = 0. Ebből következik, hogy létezik q ∈ 1,m, melyre ϕ(q − 1) = 1 és ϕ(q) = 0.
Jelölje p ezen számok minimumát. p = m esetén készen vagyunk: egy ilyen tulaj-
donságú halmaz létezik. Ha p < m, akkor tekinsük a p+ 1,m halmazon a következő
két egyenleterendszert:

1) ϕ(i− 1) = 0, ϕ(i) = 1

2) ϕ(i− 1) = 1, ϕ(i) = 0

Ekkor az 1) rendszernek nyilván ugyanannyi megoldása van, mint 2)-nek: ϕ(m) = 0,
és minden átváltáshoz tartoznia kell egy visszaváltásnak. Ebből következik, hogy a
{p− 1, p} halmazon kívül páros számú H ∈ S1 elégíti ki a ϕ(H) = 0, 1 feltételt, tehát
összesen páratlan sok keresett tulajdonságú S1-beli halmaz van.
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A továbbiakban tegyük fel, hogy n ∈ N\{1}, és vezessük be a következő két jelölést:

Dn :=
{
H ∈ Sn

∣∣ ϕ(H) = 0, n
}

En :=
{
H ∈ Tn

∣∣ ϕ(H) = 0, n− 1
}∣∣Dn

∣∣-ről állítjuk, hogy páratlan. E célból kiszámoljuk az

an :=
∑
H∈Sn

∣∣∣{ H1 ⊆ H
∣∣ H1 ∈ En

}∣∣∣
számot kétféle módon:

1) Ha H ∈ Dn, akkor H-nak egyetlen En-beli részhalmaza van: H-ból hagyjuk el
azt az elemet, amelyikhez ϕ n-et rendeli. HaH ∈ Sn\Dn, akkor ϕ(H) = 0, n− 1 esetén
két En-beli részhalmaza van H-nak; egyébként egy sem. Jelölje cn az Sn \Dn halmaz
azon elemeinek számat, amelyeknek két En-beli részhalmazuk van. Ekkor tehát:

an =
∑
H∈Dn

∣∣∣{ H1 ⊆ H
∣∣ H1 ∈ En

}∣∣∣ +
∑

H∈Sn\Dn

∣∣∣{ H1 ⊆
∣∣ H1 ∈ En

}∣∣∣
=
∣∣Dn

∣∣+ 2cn

(1.1)

2) Az 1.1.3. Lemmából következik, hogy

an =
∣∣En⋂T 0

n

∣∣+
∣∣En⋂Tmn

∣∣+ 2
m−1∑
k=1

∣∣En⋂T kn
∣∣+ 2

∣∣En⋂T ∗n
∣∣ (1.2)

Ha H ∈ T 0
n , akkor H tetszőleges elemének legalább az egyik koordinátája 0, ezért az

(i) feltétel következtében ϕ a H halmazon nem vesz fel 0 értéket. Így H /∈ En, vagyis∣∣En ∩ T 0
n

∣∣ = 0. A tétel (ii) feltételéből következik, hogy a (0,m)n−1 halmazon a

ψ(x1, . . . , xn−1) = ϕ(x1, . . . , xn−1,m)

egyenlőséggel értelmezett ψ függvény a 0, n− 1 halmazba képez, valamint az (i) és (ii)
feltételeket is teljesíti n−1 esetén. Ezért az indukciós feltevés szerint a ϕ(H) = 0, n− 1
feltételt kielégítő H ∈ Sn−1 halmazok száma páratlan. Felhasználva az En, Tmn és Tn
halmazok definícióját, valamint a (ii) feltételt, kapjuk a következőt:

En
⋂

Tmn =
{
H ∈ Tn

∣∣ ∀ x ∈ H : xn = m;ϕ(H) = 0, n− 1
}

=
{
{y0, . . . , yn−1} ⊆ (0,m)n

∣∣ y0 < · · · < yn−1 = y0 + ē− en

∀ i ∈ 0, n− 1 : yin = m;ϕ(H) = 0, n− 1
}

Ezért a ϕ(H) = 0, n− 1 feltételnek eleget tévő H ∈ Sn−1 halmazok kölcsönösen egyér-
telműen megfeleltethetőek az En∩Tmn halmaz elemeinek: a H halmaz minden eleméhez
n-edik koordinátaként hozzávesszük az m számot. Így az (1.2) egyenlőségből adódik
an páratlansága, amiből (1.1) alapján

∣∣Dn

∣∣-é is.
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Bizonyítás. (1.1.2. Tétel) Véges dimenziós vektortéren bármely két norma ekvivalens,
így feltehető, hogy Rn-en a maximum-norma adott. Legyen tehát ‖x‖ = max1≤j≤n |xj| .

Indirekten tegyük fel, hogy az f leképezésnek nincs fixpontja. Ekkor létezik ε > 0,
hogy ‖x− f(x)‖ ≥ ε teljesül minden x ∈ [0, 1]n-re. Mivel a g(x) := x− f(x) függvény
egyenletesen is folytonos a [0, 1]n egységkockán, ezért van olyan δ > 0, hogy ha x1, x2 ∈
[0, 1]n, ‖x1−x2‖ < δ, akkor ‖g(x1)−g(x2)‖ < ε. Legyen m ∈ N olyan, melyre m > 1

δ
.

Értelmezzünk egy ϕ : (0,m)n −→ 0, n leképezést a következő módon:

ϕ(x) :=


max{i| gi( xm) < 0} ha ∃ i ∈ 1, n : gi(

x
m

) < 0
max{i| xi = 0} ha g( x

m
) ≥ 0 és ∃ i ∈ 1, n : xi = 0

0 ha g( x
m

) ≥ 0 és x >> 0

Könnyen látható, hogy ϕ kielégíti az 1.1.4. Lemma feltételeit. Valóban, ha ϕ(x) = 0,
akkor x minden koordinátája pozitív; ha ϕ(x) = k valamely k ∈ 1, n-re, akkor vagy
xk = 0, vagy gk(

x
m

) < 0. xk = m az utóbbi esetben sem fordulhat elő, mert akkor
xk
m
− fk( xm) = gk(

x
m

) < 0 teljesülne, azonban fk minden értéke legfeljebb 1. Az 1.1.4.
Lemma követekeztében van tehát H ∈ Sn, melyre ϕ(H) = 0, n. Legyen x0 ∈ H az
a vektor, melyre ϕ(x0) = 0; ekkor ϕ definíciója miatt g(x0

m
) minden koordinátája

nemnegatív. Legyen k ∈ 1, n olyan index, amelyre gk(x0

m
) = ‖g(x0

m
)‖, és legyen z ∈ H

az a vektor, amelyre ϕ(z) = k. Sn definíciója és m választása miatt ‖ x
m
− y

m
‖ = 1

m
< δ

igaz minden x, y ∈ H-ra, ezért |gk( xm)−gk( ym)| ≤ ‖g( x
m

)−g( y
m

)‖ < ε is teljesül. Ebből
az egyenlőtlenségből és az indirekt feltevésből adódó gk(x0

m
) ≥ ε-ból következik, hogy

gk(
z
m

) > 0. Ezért z-re ϕ definíciójában a második eset áll fenn, azaz zk = 0. Ebből
viszont fk( zm) = zk

m
− gk( zm) < 0 következne, ami ellentmond fk nemnegativitásának.

Felmerül a kérdés, hogy milyen szerkezetű halmazokra igaz a Brouwer-tétel állítása.
Ki fog derülni, hogy ezt a tulajdonságot a homeomorfizmusok megőrzik, tehát topo-
logikus invariáns. Célszerű bevezetni az alábbi definíciót, melyre a második fejezetben
visszatérünk.

1.1.5. Definíció. Egy X topologikus tér teljesíti a fixpont-feltételt, ha tetszőleges
f : X −→ X folytonos függvénynek van fixpontja. Egy X topologikus tér fixpont-tér,
ha teljesíti a fixpont-feltételt.

1.1.6. Állítás. Ha X és Y homeomorf topologikus terek, és X fixpont-tér, akkor Y is
fixpont-tér.

Bizonyítás. Legyen h : X −→ Y topologikus leképezés és f : Y −→ Y folytonos
függvény. Ekkor a g = h−1 ◦ f ◦ h : X −→ X függvény folytonos, ezért a feltételek
miatt létezik x ∈ X, melyre g(x) = x, azaz h−1(f(h(x))) = x, amiből következik, hogy
a h(x) ∈ Y pont az f függvény fixpontja.



1.1. A KLASSZIKUS BROUWER TÉTEL 13

1.1.7. Megjegyzés. Az előző állításból triviális, hogy bármely n-dimenziós kocka
fixpont-tér, mert nyilvánvalóan homeomorf [0, 1]n-nel.

1.1.8. Példa. A [0, 1]ω Hilbert-kocka fixpont-tér. Legyen ugyanis f : [0, 1]ω −→ [0, 1]ω

folytonos függvény. A Hilbert kocka metrizálható a %(x, y) =
∑+∞

j=1
1
2j
|xj − yj| met-

rikával. Tekintsük minden n ∈ N-re a Bn = πn([0, 1]ω) halmazt, ahol πn az első n
koordinátára való vetítést jelöli, azaz πn(x1, . . . , xn, xn+1, . . . ) = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ).
Nyilvánvaló, hogy az altértopológiával ellátott Bn homeomorf [0, 1]n-nel, ezért az 1.1.6.
Állítás miatt Bn fixpont-tér. Ezért a πn ◦ f ◦ πn : Bn −→ Bn folytonos függvénynek
létezik egy xn ∈ Bn ⊆ [0, 1]ω fixpontja.

Ha végtelen sok különböző xn adódik, akkor [0, 1]ω kompaktsága miatt létezik egy
x0 ∈ [0, 1]ω torlódási pontja (xn)-nek; feltehető, hogy már xn → x0. Állítjuk, hogy x0

fixpontja az f függvénynek. Legyen ugyanis ε > 0, és m ∈ N. Ekkor %(x0, f(x0)) ≤
%(x0, xm) + %(fm(xm), f(xm)) + %(f(xm), f(x0)), hiszen xm fixpontja fm-nek. Mivel
xm → x0 m → +∞ esetén, f folytonos, és a metrika definíciójában szereplő sor
konvergens, azért választhatjukm-et olyan nagyra, hogy az egyenlőtlenség jobb oldalán
álló összeg kisebb, mint ε. Ebből következik, hogy minden ε > 0-ra %(x0, f(x0)) < ε,
ami mutatja, hogy f(x0) = x0.

Ha véges sok xn adódik, akkor végtelen sok m indexre az fm függvényeknek van egy
közös z fixpontja. Ekkor az előbbi esethez hasonlóan %(z, f(z)) = %(fm(z), f(z)) ≤ ε,
ha m elegendően nagy, tehát z fixpontja f -nek.

1.1.9. Állítás. Ha az Y topologikus tér fixpont-tér, akkor összefüggő.

Bizonyítás. Legyen A az Y egy összefüggőségi komponense, B a többi komponens
uniója, és a ∈ A, b ∈ B két tetszőleges pont. Ekkor a

g(x) :=

{
b ha x ∈ A
a ha x ∈ B

g : Y −→ Y függvény nyilván folytonos, és nincs fixpontja.

1.1.10. Definíció. Legyen X topologikus tér. Egy Y ⊆ X halmaz retraktuma X-
nek, ha létezik olyan r : X −→ Y folytonos leképezés, melyre r

∣∣
Y

= idY . Ekkor r-et
retrakciónak nevezzük.

1.1.11. Állítás. Ha az X topologikus tér fixpont-tér, és Y retraktuma X-nek, akkor
Y is fixpont-tér.

Bizonyítás. Legyen r : X −→ Y retrakció és f : Y −→ Y folytonos függvény. Ekkor
a g = f ◦ r : X −→ X függvény folytonos, tehát a feltételek következtében létezik
x ∈ X, melyre f(r(x)) = x. Mivel ranf ⊆ Y , ezért x ∈ Y . Ekkor viszont r(x) = x,
ami mutatja, hogy x az f leképezésnek is fixpontja.
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1.1.12. Tétel. Rn bármely nemüres, korlátos, konvex, zárt részhalmaza teljesíti a
fixpont-feltételt.

Bizonyítás. Ismeretes, hogy tetszőleges C ⊆ Rn konvex, zárt halmaz retraktuma Rn-
nek. Ha C korlátos is, akkor belefoglalható egy I n-dimenziós kockába (ami az 1.1.7.
Megjegyzés értelmében fixpont-tér). Legyen r : Rn −→ C retrakció. Ekkor r

∣∣
I

: I −→
C ⊆ I retrakciója I-nek C-re, így az 1.1.11. Állításból következik, hogy C fixpont-tér.

Még általánossaban a következő tételt nyerjük:

1.1.13. Tétel. (Általánosított Brouwer tétel) Legyen X véges dimenziós, szepa-
rált topologikus vektortér F felett. Ekkor bármely nemüres, korlátos, konvex, zárt rész-
halmaza X-nek teljesíti a fixpont-feltételt.

Bizonyítás. Legyen A : X −→ FdimX lineáris bijekció. A 0.2.1. tétel szerint ez ho-
meomorfizmus is, ezért A a korlátos, konvex, zárt halmazokat ugyanilyen tulajdonságú
halmazokra képezi. F = R esetén FdimX-re, F = C esetén FdimX alatt fekvő valós
vektortérre alkalmazhatjuk az 1.1.12. Tételt, így az 1.1.6. Állításra hivatkozva befejez-
hetjük a bizonyítást.

1.1.14. Példa. Az előző tételben a szeparáltság nem hagyható el. Lássuk el Fn-et az
antidiszkrét topológiával, ami nem Hausdorff-topológia. Ebben a topologikus vektor-
térben Fn korlátos, konvex, zárt halmaz. Tetszőleges 0 6= b ∈ Fn-re tekinthetjük a b-vel
való eltolást, azaz Rb(x) := x + b (x ∈ Fn). Ez nyilvánvalóan folytonos Fn −→ Fn
leképezés, és nincs fixpontja.

1.2. Példák
Kézenfekvő a kérdés, hogy végtelen dimenziós normált térben igaz-e, hogy minden, a
zárt egységgömböt önmagába képező folytonos függvénynek van fixpontja. A követke-
zőkben példákon keresztül rámutatunk arra, hogy Brouwer tétele még Hilbert terekben
sem marad igaz teljes általánosságban.

1.2.1. Példa. (Kakutani) A `2-beli B zárt egységgömbön az

f(x) = f(x1, x2, . . . ) := (
√

1− ‖x‖2, x1, x2, . . . )

függvény B-t a határára képezi, hiszen ‖f(x)‖2 = (1 − ‖x‖2) +
∑∞

n=1 |xn|2 = 1, és
nyilvánvalóan folytonos, mert folytonos leképezések kompozíciójaként áll elő. A leké-
pezésnek nincs fixpontja, ugyanis a (

√
1− ‖x‖2, x1, x2, . . . ) = (x1, x2, . . . ) egyenlő-

ségből az következne, hogy xn =
√

1− ‖x‖2 minden n ∈ N-re, vagyis a konstans
x = (

√
1− ‖x‖2) sorozat benne van `2-ben. Ez csak akkor lehetséges, ha x = 0, de ez

esetben ‖x‖ = 0, és így
√

1− ‖x‖2 = 1, ami nem 0.
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1.2.2. Példa. Legyen C a `2(Z) sorozattér zárt egységgömbje. Jelölje S az eltolás-
operátort, azaz ha x = (xj)j∈Z, akkor Sx = (xj+1)j∈Z. Nyilvánvaló, hogy S izometri-
kusan képezi önmagára C-t, amiből triviális, hogy S(∂C) = ∂C. Tekintsük a

g : C −→ C g(x) :=
1

2
(1− ‖x‖)e0 + Sx = S(

1

2
(1− ‖x‖)e−1 + x)

leképezést, ahol ek (k ∈ Z) a (δj, k)j∈Z sorozat.
A g függvény valóban a C halmazba képez, hiszen ‖g(x)‖ = ‖ 1

2
(1−‖x‖)e0 +Sx‖ ≤

1
2
(1− ‖x‖) + ‖Sx‖ = 1

2
(1 + ‖x‖) ≤ 1, és Lipschitz-folytonos is, mert ‖g(x)− g(y)‖ ≤

1
2

∣∣‖y‖ − ‖x‖∣∣+ ‖S(x− y)‖ ≤ 3
2
‖x− y‖.

Könnyen láthatóan g C-re képez. Ha y ∈ ran g, azaz valamely x ∈ C-vel y =
1
2
(1−‖x‖)e0 +Sx, akkor tetszőleges t ∈ [0, 1]-re kapjuk, hogy ty = 1

2
(t−‖ tx‖)+S(tx).

Ebből következik, hogy ty + (1 − t)1
2
e0 = 1

2
(1 − ‖ tx‖)e0 + S(tx) = g(tx), tehát ha

y ∈ ran g, akkor [1
2
e0, y] j ran g. Mivel g

∣∣
∂C

= S
∣∣
∂C

, ezért ran g ⊇ {‖x‖ = 1}.
Következésképpen ran g ⊇

⋃
‖ y‖=1

[1
2
e0, y] = C.

g injektív, mert g(x) = g(y) esetén S(x− y) = 1
2
(‖x‖ − ‖y‖)e0 áll fenn, amiből S

invertálhatósága folytán

x− y =
1

2
(‖x‖ − ‖y‖)e−1, (1.3)

tehát x és y legfeljebb a −1-edik koordinátában térhetnek el egymástól. (1.3) miatt igaz
az ‖x−y‖ =

∣∣‖x‖−‖y‖∣∣ egyenlőség is, ami viszont pontosan akkor teljesül, ha y = rx
valamely r ∈ [0,+∞)-re. Ezért ha x 6= y, akkor x = λe−1 és y = rλe−1 valamely λ ∈ F-
re. Ebből és (1.3)-ból λe−1 − rλe−1 = 1

2
(|λ| − |rλ|)e−1, amiből λ(1− r) = 1

2
|λ|(1− r)

adódik. Ez az egyenlőség csak r = 1 vagy λ = 0 esetén teljesülhet, azonban ez jelen
esetben lehetetlen.

Létezik tehát g−1 : C −→ C, amely g-hez hasonlóan Lipschitz-folytonos. Legyen
ugyanis x ∈ C; ekkor x = (g◦g−1)(x) = 1

2
(1−‖g−1(x)‖)e0+S(g−1(x)), amiből g−1(x) =

S−1(x − 1
2
(1 − ‖g−1(x)‖)e0). Ezért x, y ∈ C-re fennáll, hogy ‖g−1(x) − g−1(y)‖ ≤

‖S−1‖‖ (x− y) + 1
2
(‖g−1(x)‖ − ‖g−1(y)‖)e0‖ ≤ ‖x− y‖ + 1

2

∣∣‖g−1(x)‖ − ‖g−1(y)‖
∣∣ ≤

‖x− y‖+ 1
2
‖g−1(x)− g−1(y)‖, amiből ‖g−1(x)− g−1(y)‖ ≤ 2‖x− y‖.

A g függvénynek nincs fixpontja, mert x = g(x) = 1
2
(1 − ‖x‖)e0 + Sx-ből az

következne, hogy Sx és x csak a 0. koordinátában különböznek. Ekkor viszont x0 =
(Sx)1 = x1 = (Sx)2 = x2 = . . . és x−1 = (Sx)−1 = x−2 = (Sx)−2 = . . . teljesül. Így
az x sorozat csak akkor lehet `2(Z)-ben, ha x = 0. Azonban 0 nem fixpontja g-nek:
g(0) = 1

2
e0.
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1.2.3. Példa. A c0 téren tekintsük a

T : c0 −→ c0 T (x1, x2, . . . ) := (1, x1, x2, . . . )

leképezést. Ekkor nyilván T
∣∣
B(0,1)

: B(0, 1) −→ ∂B(0, 1), valamint T izometrikus,
hiszen ‖T (x1, x2, . . . ) − T (y1, y2, . . . )‖ = ‖ (0, x1, x2, . . . ) − (0, y1, y2, . . . )‖, és nincs
fixpontja. Ellenkező esetben az (x1, x2, . . . ) = (1, x1, x2, . . . ) egyenlőségből következne,
hogy xj = 1 (j = 1, 2, . . . ), vagyis a konstans 1 sorozat benne lenne a c0 térben.

A fentiekből látható, hogy nagyon erős tulajdonságokkal (Banach téren izometri-
kus, Hilbert téren Lipschitz-folytonos, amelynek az inverze is ilyen) rendelkező függ-
vények is lehetnek fixpontmentesek. Ezért szigorúbb feltételeket kell megkövetelnünk,
ha általánosítani szeretnénk Brouwer tételét.



2. fejezet

Fixpontok végtelen dimenzióban

Ez a fejezet ma már klasszikusnak mondható, folytonos függvényekkel kapcsolatos
általánosításokat tárgyal, de modernebb eredmények is szóba kerülnek. Topologikus
vektorterek részhalmazain értelmezett leképezésekkel foglalkozunk, a legtöbb esetben
lokálisan konvex vagy Banach térre szorítkozva. Azt vizsgáljuk meg három függvény-
család esetében, milyen feltételek mellett lesz fixpontja az adott leképezésnek. Bizonyos
esetekben több függvény közös fixpontjának létezését is kimondhatjuk; ez a tény fontos
szerepet kap a negyedik fejezetben. Végül a kapott eredmények segítségével világossá
tesszük, hogy Brouwer tétele végtelen dimenzióban milyen mértékben érvényes.

2.1. Nemexpanzív függvények
A Banach féle fixpont-tétel szerint teljes metrikus téren értelmezett kontrakciónak
létezik egyértelmű fixpontja. Az 1.2.3. Példa azonban mutatja, hogy korlátos, konvex,
zárt halmazon értelmezett, 1 Lipschitz-konstansú függvény nem rendelkezik feltétlenül
fixponttal. Ebben a szakaszban azt a kérdést vizsgáljuk meg, hogy igaz-e ez minden
Banach térre. Kiderül, hogy vannak a Banach tereknek olyan osztályai (például p ∈
(1,∞)-re az Lp terek), melyekre pozitív válasz adható.

2.1.1. Definíció. Legyen (M,%) metrikus tér. Egy f : X −→ X függvény nemexpan-
zív, ha tetszőleges x, y ∈ X-re %(f(x), f(y)) ≤ %(x, y) teljesül.

2.1.2. Definíció. Egy X normált tér egyenletesen konvex, ha minden ε ∈ (0, 2]-höz
létezik δ(ε) > 0, hogy ha x1, x2 ∈ X, ‖x1‖ ≤ 1, ‖x2‖ ≤ 1 és ‖x1 − x2‖ ≥ ε, akkor
‖ x1+x2

2
‖ ≤ 1− δ(ε).

2.1.3. Példa. (F, | ·|) triviális példa egyenletesen konvex térre. Legyen ugyanis z1, z2 ∈
F; ekkor |z1 − z2|2 + |z1 + z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2)-ből | z1+z2

2
|2 ≤ 1 − ε2

4
adódik, és így

δ(ε) := 1 −
√

1− ε2

4
. Látható egyébként, hogy csak a parallelogramma-azonosságot

használtuk fel, ezért tetszőleges Hilbert tér is egyenletesen konvex.

17
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2.1.4. Megjegyzés. A definícióból nyilvánvaló, hogy minden egyenletesen konvex tér
szigorúan konvex. Ezért a (C[0, 1], ‖ · ‖∞) tér nem egyenletesen konvex, amit az id[0,1]

és az 1 függvények is mutatnak.

2.1.5. Tétel. Minden egyenletesen konvex Banach tér reflexív.

Bizonyítás. Azonosítsuk X-et a ̂: X −→ X∗∗ kanonikus beágyazás általi X̂ képével.
Elegendő megmutatnunk, hogy minden olyan z ∈ X∗∗, melyre ‖z‖ = 1, benne van
X zárt egységgömbjében. Jelölje ezt a gömböt K. Mivel K◦◦ X∗∗ zárt egységgömbje,
azért a 0.2.2. Bipoláris tétel miatt z σ(X∗∗, X∗), azaz gyenge-∗ torlódási pontja K-
nak. Van tehát olyan (xα)α∈A K-ban haladó általánosított sorozat, hogy xα → z X∗∗

gyenge-∗ topológiája szerint.
Legyen ε > 0 tetszőleges, és legyen δ = δ(ε) az egyenletes konvexitásból adódó

pozitív szám. ‖z‖ = 1 miatt van olyan u0 ∈ X∗, melyre ‖u0‖ = 1 és |z(u0)−1| < δ
4
. A

Wu0,
δ
4

= {y ∈ X∗∗ | |z(u0) − y(u0)| < δ
4
} halmaz z-nek gyenge-∗ környezete, ezért van

olyan β ∈ A, hogy ha α ≥ β, akkor xα ∈ Wu0,
δ
4
. Ezekből következik, hogy α ≥ β-ra

|u0(xα) − 1| = | x̂α(u0) − 1| < | x̂α(u0) − z(u0)| + |z(u0) − 1| < δ
4

+ δ
4

= δ
2
. Így ha

α1, α2 ≥ β, akkor

‖ xα1 + xα2

2
‖ ≥ 1

2
|u0(xα1 + xα2)| ≥ |u0(xα1)| −

1

2
|u0(xα2 − xα1)| >

> 1− |u0(xα1)− 1| − δ

2
> 1− δ

teljesül. Ezért az egyenletes konvexitás miatt ‖xα1−xα2‖ ≥ ε nem állhat fenn, ami azt
jelenti, hogy minden ε > 0-hoz létezik β ∈ A, hogy minden α1, α2 ∈ A-ra, melyekre
α1 ≥ β,α2 ≥ β, ‖xα1 − xα2‖ < ε áll fenn. Tehát (xα)α∈A általánosított Cauchy soro-
zat K-ban a normatopológia szerint, és így K teljessége miatt konvergens. Az pedig
ismeretes, hogy a gyenge-∗ határérték nem lehet más, csak a normatopológia szerinti
határérték, amiből z ∈ K adódik.

2.1.6. Példa. `1 és `∞ nem egyenletesen konvex terek, mert nem reflexívek.

2.1.7. Lemma. Legyen X egyenletesen konvex normált tér, 1 < p < ∞. Ekkor bár-
mely ε > 0-hoz létezik δp(ε) > 0, hogy ha ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 és ‖x− y‖ ≥ ε, akkor

‖ 1

2
(x+ y)‖p ≤ (1− δp(ε))

(‖x‖p + ‖y‖p

2

)
. (2.1)

Bizonyítás. Elegendő m = max{‖x‖, ‖y‖} = 1 esetén bizonyítanunk a lemmát, mert
általános esetben 1

m
x-re és 1

m
y-ra adódó egyenlőtlenséget mp-nel szorozva következik

(2.1).



2.1. NEMEXPANZÍV FÜGGVÉNYEK 19

Tegyük fel, hogy van olyan ε, amelyhez nem létezik (2.1)-et teljesítő δp. Ezek szerint
léteznek olyan (xn), (yn) sorozatok, melyekre ‖xn‖ = 1, ‖yn‖ ≤ 1, ‖xn − yn‖ ≥ ε, és

‖ 1
2
(xn + yn)‖p

1
2
(‖xn‖p + ‖yn‖p)

→ 1 (n→ +∞) (2.2)

Legyen δ(ε) az egyenletes konvexitás definíciójában szereplő pozitív szám. Először
megmutatjuk, hogy (2.2) csak ‖yn‖ → 1 esetén lehetséges. Legyen ugyanis (yn) olyan
sorozat, amelyre ‖yn‖ ≤ q < 1. Ekkor felhasználva az ismert (1

2
(1+c))p < 1

2
(1+cp), (c ∈

[0, 1)) egyenlőtlenséget, kapjuk, hogy valamely η < 1-gyel

‖ 1

2
(xn + yn)‖p ≤

(1

2
(1 + ‖yn‖)

)p ≤ η

2
(1 + ‖yn‖p) =

η

2
(‖xn‖p + ‖yn‖p)

teljesül minden n ∈ N-re, és így (2.2) nem állhat fenn. Viszont ‖yn‖ → 1 esetén
(2.2) miatt ‖ 1

2
(xn + yn)‖ → 1, ami ellentmond az egyenletes konvexitásnak, hiszen

1
2
‖xn + yn‖ ≤ 1− δ(ε).

2.1.8. Tétel. Legyen (Ω,A, µ) mértéktér. Ekkor 1 < p < ∞-re az X = Lp(Ω,A, µ)
Banach tér egyenletesen konvex.

Bizonyítás. Legyen f, g ∈ X, ‖f‖p ≤ 1, ‖g‖p ≤ 1, és ‖f − g‖ ≥ ε. Legyen

M =
{
ω ∈ Ω

∣∣|f(ω)− g(ω)|p ≥ εp

4
(|f(ω)|p + |g(ω)|p)

}
Így ω ∈ M -re |f(ω) − g(ω)|p ≥ εp

4
max{|f(ω)|p, |g(ω)|p}. Könnyű látni, hogy ω ∈ M

esetén a 2.1.7. Lemmából∣∣1
2

(f(ω) + g(ω))
∣∣p ≤ (1− δp(ε4− 1

p
))(1

2
(|f(ω)|p + |g(ω)|p)

)
(2.3)

áll fenn. Valóban, m := max{|f(ω)|p, |g(ω)|p} = 0 esetén triviális, egyébként a lemmát
f(ω)
m

-re és g(ω)
m

-re alkalmazva adódik (2.3), közben felhasználva a 2.1.3. Példát. Legyen
N = Ω\M ; azM halmaz definíciójából adódóan

∫
N
|f−g|pdµ ≤ εp

4

∫
Ω

(|f |p+|g|p)dµ ≤
εp

2
. Mivel ‖f−g‖p ≥ ε, azért |f−g|p M -en vett integráljára

∫
M
|f−g|pdµ ≥ εp

2
teljesül.

Ha fM -mel és gM -mel jelöljük azt két a függvényt, amelyek M -en megegyeznek f -fel
és g-vel, valamint Ω \M -en eltűnnek, akkor az előzőek miatt ‖fM − gM‖p ≥ ε2−

1
p , és

ezért max{‖fM‖p, ‖gM‖p} ≥ ε
2
2−

1
p , azaz

max
{∫
M

|f |pdµ,
∫
M

|g|pdµ
}
≥ εp

2p+1
(2.4)
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áll fenn. Mindezekből adódik, hogy

1−
∫
Ω

(1

2
|f + g|

)p
dµ ≥

∫
Ω

(1

2
(|f |p + |g|p)−

(1

2
|f + g|

)p)
dµ ≥1

≥
∫
M

(1

2
(|f |p + |g|p)−

(1

2
|f + g|

)p)
dµ ≥2

∫
M

δp(ε4
− 1
p )
(1

2
(|f |p + |g|p)dµ ≥3

≥ δp(ε4
− 1
p )

εp

2p+2
,

ahol 1: az integrandus a 2.1.7. Lemma miatt µ-majdnem mindenütt nemnegatív; 2: (2.3)
átrendezéséből adódik; 3: (2.4) közvetlen alkalmazása. Átrendezve, majd 1

p
-edik hat-

ványra emelve az egyenlőtlenséget, kapjuk, hogy ‖ 1
2
(f + g)‖p ≤ (1− δp(ε4−

1
p ) εp

2p+2 )
1
p =

1 − (1 − (1 − δp(ε4
− 1
p ) εp

2p+2 )
1
p ), tehát az egyenletes konvexitás definíciójában ε-hoz

δ(ε) = 1− (1− δp(ε4−
1
p ) εp

2p+2 )
1
p megfelel.

2.1.9. Következmény. Minden Hilbert tér egyenletesen konvex.

Bizonyítás. Triviális a 2.1.3. Példa alapján, vagy az előző tételből, hiszen minden Hil-
bert tér izometrikusan izomorf `2(Λ)-val valamely Λ-ra.

2.1.10. Definíció. Legyen X Banach tér, és D ⊆ X konvex halmaz.

(1) Ha D korlátos, akkor r(D) := inf{r > 0 | ∃y ∈ D : D ⊆ B(y, r)} a D halmaz
minimális sugara.

(2) D szabályos, ha tetszőleges olyan konvex, korlátos és zárt D0 ⊆ D halmazra,
melyre diam(D0) > 0, fennáll az r(D0) < diam(D0) egyenlőtlenség.

2.1.11. Állítás. Legyen X egyenletesen konvex Banach tér, D ⊆ X korlátos, konvex,
zárt, melyre diam(D) > 0. Ekkor D szabályos.

Bizonyítás. Legyen D0 ⊆ D korlátos, konvex, zárt halmaz. Az egyenletes konvexitás
miatt tetszőleges ε > 0-hoz és r > 0-hoz van olyan δ0 > 0, hogy ha ‖x‖ ≤ r, ‖y‖ ≤ r
és ‖x − y‖ ≥ ε, akkor ‖x + y‖ ≤ 2(r − δ0). Ugyanis a definícióból adódóan létezik
δ > 0, hogy ‖ x

r
+ y

r
‖ ≤ 2(1 − δ), ezért δ0 = rδ megfelel. Legyen x0, x1 ∈ D0, y :=

1
2
(x0 + x1), ε := ‖x0 − x1‖ és r := diam(D0). Ha x ∈ D0 tetszőleges vektor, akkor
‖2(x − y)‖ = ‖ (x − x0) + (x − x1)‖ ≤ 2(r − δ0), mert ‖ (x − x0) − (x − x1)‖ = ε. Ez
pedig azt jelenti, hogy D0 ⊆ B(y, diam(D0)− δ0), és így r(D0) < diam(D0).
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2.1.12. Tétel. Legyen X Banach tér, ∅ 6= D ⊆ X gyengén kompakt, konvex és szabá-
lyos. Ha f : D −→ D nemexpanzív, akkor D-nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. Jelölje K ⊆ P(D) azon C ⊆ D nemüres, konvex, zárt halmazok halmazát,
melyekre f(C) ⊆ C. Ekkor K nemüres, mert D ∈ K. Rendezzük K-t a halmazelmé-
leti tartalmazással ellentétesen: C1 ≤K C2 pontosan akkor, ha C1 ⊇ C2; ez nyilván
részbenrendezés K-n. Mivel C ∈ K gyengén kompakt, konvex, f(C) ⊆ C, azért K-beli
halmazok tetszőleges metszete is ilyen, valamint nemüres, gyengén kompakt halmazok
fogyó sorozatának metszete nemüres, ezért a (K,≤K) halmazban minden növő {Cα}α∈A
láncnak létezik felső korlátja:

⋂
α∈ACα. A Zorn-lemma szerint tehát létezik a tartalma-

zásra nézve minimális elem K-ban; legyen ez D0. Ha egypontú halmaz, akkor készen
vagyunk.

Tegyük fel, hogy D0 nem egypontú halmaz; ekkor diam(D0) > 0. Megmutatjuk,
hogy ez nem lehetséges. Legyen z ∈ D0 tetszőleges, és minden n ∈ N-re legyen fn =
1
n
z+(1− 1

n
)f . Ekkor f(D0) ⊆ D0, és a D0 konvexitása miatt fn(D0) ⊆ D0 is fennáll. f

nemexpanzív, ezért bármely x, y ∈ D0-ra ‖fn(x)− fn(y)‖ = ‖ (1− 1
n
)(f(x)− f(y))‖ ≤

(1 − 1
n
)‖x − y‖ teljesül. Ez azt jelenti, hogy fn a D0 teljes metrikus teret önmagába

képező kontrakció, így a Banach-féle fixponttétel miatt létezik egy xn ∈ D0 fixpontja.
Állítjuk, hogy ekkor minden x ∈ D0-ra ‖xn−x‖ → diam(D0) teljesül, amiből r(D0) =
diam(D0) következik, és ez ellentmondásban van D szabályosságával. Tegyük fel, hogy
van olyan x ∈ D0, melyre r := lim infn→+∞ ‖xn − x‖ < diam(D0). Legyenek a gyenge
kompaktságból adódóan (xkn) és x0 ∈ D0 olyanok, hogy ‖xkn − x‖ → r és xkn → x0

gyengén.
Legyen D1 = {y ∈ D0 | lim supn→+∞ ‖xkn − y‖ ≤ r} ⊆ D0. D1 nemüres, hiszen

x ∈ D1, valamint konvex, zárt és f(D1) ⊆ D1. A konvexitás és a zártság nyilvánvaló.
Mivel xkn = fkn(xkn) = 1

kn
z+ (1− 1

kn
)f(xkn), azért ‖xkn − f(xkn)‖ → 0, így y ∈ D1-re

f nemexpanzivitása miatt

‖xkn − f(y)‖ ≤ ‖xkn − f(xkn)‖+ ‖f(xkn)− f(y)‖ ≤ ‖xkn − f(xkn)‖+ ‖xkn − y‖

adódik. Ebből határátmenettel lim supn→+∞ ‖xkn − f(y)‖ ≤ r, tehát f(y) ∈ D1. D0

minimális olyan konvex, zárt halmaz, melyet f önmagába képez, ezért D1 = D0. Ezért
ha y ∈ D0 tetszőleges, akkor az (xn) sorozat B(y, r)-ban halad, ami konvex és zárt, így
az (xkn) részsorozat x0 gyenge határértéke is B(y, r)-nak eleme. Ebből ‖x0 − y‖ ≤ r
következik, és mivel y tetszőleges volt, azért D0 ⊆ B(x0, r) teljesül.
Tekintsük a D2 = {v ∈ D0 |D0 ⊆ B(v, r)} halmazt, melyre az előzőek miatt x0 ∈ D2

teljesül. Indukcióval definiálunk egy D0-ban haladó, monoton növő, konvex halmazok-
ból álló sorozatot. Legyen C1 = conv({x0}

⋃
f({x0})). Tegyük fel, hogy n ∈ N-re Cn-et

már definiáltuk, és legyen Cn+1 = conv({x0}
⋃
f(Cn)). Mivel f(D0) ⊆ D0, és D0 kon-

vex, azért Cn ⊆ D0 teljesül minden n ∈ N-re. Teljes indukcióval belátjuk, hogy minden
n ∈ N-re Cn ⊆ Cn+1. Mivel C1 = [x0, f(x0)] ⊆ conv({x0}

⋃
f([x0, f(x0)])) = C2,

azért n = 1 esetén igaz. Legyen n ≥ 2, és tegyük fel, hogy Cn−1 ⊆ Cn. Ekkor
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Cn+1 = conv({x0}
⋃
f(Cn)) ⊇ conv({x0}

⋃
f(Cn−1)) = Cn, amit bizonyítani akartunk.

Ezen tulajdonságok miatt a D3 = (
⋃+∞
n=1 Cn) halmaz konvex, zárt, és D0 részhalmaza.

Mivel a ∈ Cn esetén f(a) ∈ Cn+1, azért f folytonossága miatt f(D3) ⊆ D3.
Így ismét D0 minimalitása miatt következik, hogy D3 = D0. A (Cn) halmazso-

rozat segítségével indukcióval megmutatjuk, hogy diam(D3) ≤ r, ami ellentmondás,
hiszen r < diam(D0). n = 1 esetén diam(C1) ≤ r, mert x0 ∈ D2. Tegyük fel, hogy
diam(Cn) ≤ r. Ekkor f nemexpanzivitása miatt diam(f(Cn)) ≤ r, és így x0 ∈ D2 miatt
diam({{x0}

⋃
f(Cn)}) ≤ r. Ismeretes, hogy normált terekben tetszőleges halmaz kon-

vex burkának az átmérője egyenlő az eredeti halmaz átmérőjével, így diam(Cn+1) ≤ r.
Mivel a (Cn) halmazsorozat monoton növő, és az átmérő hossza a lezárásnál nem nö-
vekszik, azért diam(D3) ⊆ r.

Az előzőekből tehát következik, hogy bármely x ∈ D0-ra limn→+∞ ‖xn − x‖ =
diam(D0), ez azonben ellentmondD szabályosságának, így diam(D0) nem lehet pozitív.

2.1.13. Következmény. Legyen X reflexív Banach tér, ∅ 6= D ⊆ X korlátos, konvex,
zárt és szabályos, f : D −→ D nemexpanzív. Ekkor f -nek van fixpontja.

Bizonyítás. Mivel minden Banach tér hordós tér, azért a 0.2.3. Tétel szerint D gyengén
kompakt, így az előző tétel miatt f -nek van fixpontja.

2.1.14. Következmény. Ha D 6= ∅ korlátos, konvex és zárt halmaz egy X egyenlete-
sen konvex Banach térben (speciálisan: Hilbert térben), és f : D −→ D nemexpanzív
függvény, akkor f -nek van fixpontja.

Bizonyítás. A 2.1.5. Tétel és a 2.1.11. Állítás következtében X reflexív és D szabályos,
tehát az előző következmény adja az állítást.

Máig megoldatlan probléma, hogy reflexív tér bármely korlátos, konvex, zárt D
részhalmazára igaz-e, hogy minden D −→ D nemexpanzív leképezésnek van fixpontja.
Nem reflexív, speciális terek esetére pozitív és negatív eredmények is születtek. A `1

térben Goebel és Kuczumow [16] mutatott példát a következőkre:

(a) Ha K ⊆ `1 konvex, zárt, valamint minden g : K −→ K nemexpanzív függvény-
nek van fixpontja, akkor ez egy K1 ⊆ K konvex és zárt halmazra nem feltétlenül
igaz.

(b) Van olyan K∞ ⊆ `1 korlátos, konvex, zárt halmaz, hogy Kn → K∞ a Hausdorff
tavolságban, minden n ∈ N-re Kn konvex, zárt, és bármely g : Kn −→ Kn

nemexpanzív függvénynek van fixpontja, és K∞-re ez nem igaz.
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Alspach [15] az L1([0, 1],L, λ) nem reflexív Banach téren mutatott példát egy D
gyengén kompakt, konvex halmazon értelmezett nemexpanzív leképezésre, mely a D
halmazt önmagába képezi, és nincs fixpontja. Ennek tükrében igen meglepő Maurey
[26] 1981-ben publikált eredménye, amely szerint az L1([0, 1],L, λ) tér reflexív altere-
iben elhelyezkedő, korlátos, konvex és zárt D halmazon értelmezett, D-t önmagába
képező nemexpanzív függvénynek van fixpontja. Valószínűségelméletet is felhasználó
bizonyítása meglehetősen bonyolult.
Maurey egy másik, Hardy terekkel kapcsolatos eredményét is érdemes megemlíteni.
Jelölje H1 azon egységkörben reguláris f(z) függvények halmazát, melyekre

‖f‖1 = sup
0≤r<1

( 1

2π

2π∫
0

|f(reiϑ)|dϑ
)
< +∞.

Ekkor (H1, ‖ · ‖1) Banach tér. Maurey komplex függvénytani eszközök felhasználásával
megmutatta, hogy ha D gyengén kompakt, konvex részhalmaza H1-nek, és g : D −→ D
nemexpanzív, akkor g-nek létezik fixpontja.

A továbbiakban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy egyenletesen konvex Banach
térben felcserélhető, nemexpanzív függvények rendszerének milyen feltételek mellett
lesz közös fixpontja. Kiderül, hogy létezik egy könnyen ellenőrizhető ekvivalens feltétel.
Ehhez először a fixponthalmaz szerkezetét kell megvizsgálnunk.

2.1.15. Tétel. Legyen X szigorúan konvex normált tér, K ⊆ X konvex, zárt halmaz.
Ha f : K −→ K nemexpanzív függvény, akkor Fix(f) konvex és zárt.

Bizonyítás. Fix(f) zárt az f folytonossága miatt. A konvexitás belátásához legyen
x, y ∈ Fix(f), t ∈ [0, 1], és z := (1 − t)x + ty. Ekkor ‖x − f(z)‖ + ‖f(z) − y‖ =
‖f(x)−f(z)‖+‖f(z)−f(y)‖ ≤ ‖x−z‖+‖z−y‖ = ‖x−y‖ ≤ ‖x−f(z)‖+‖f(z)−y‖,
azaz ‖x− y‖ = ‖x− f(z)‖+ ‖f(z)− y‖. A szigorú konvexitás miatt következik, hogy
f(z) az x és y pontok által meghatározott valós egyenesen helyezkedik el. Az előzőek-
ből igaz az is, hogy ‖x− f(z)‖ = ‖x− z‖ és ‖f(z)− y‖ = ‖z− y‖, ezért f(z) ∈ [x, y],
amiből f(z) = z következik.

A tétel nem marad igaz, ha a szigorú konvexitást elhagyjuk. Az is előfordulhat,
hogy a fixpontok halmaza nem összefüggő; ezek kiderülnek a következő példákból.

2.1.16. Példa. Tekintsük az (R2, ‖ · ‖∞) Banach teret. Ekkor a T : R2 −→ R2,
T (x, y) := (x, |x|) függvény nemexpanzív, és Fix(T ) = {(x, y) ∈ R2 |y = |x|}, ami
nem konvex részhalmaza R2-nek. Igaz egyébként tetszőleges f : R −→ R nemexpan-
zív függvény esetén, hogy a T (x, y) = (x, f(x)) egyenlőséggel definiált T leképezés
fixponthalmaza az f függvény gráfja.
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2.1.17. Példa. A c0 valós sorozattéren tekintsük a T : c0 −→ c0, T (x1, x2, . . . ) =
(x1, 1− |x1|, x2, x3, . . . ) függvényt, amely nyilvánvalóan nemexpanzív. Ha (x1, x2, . . . )
fixpontja T -nek, akkor limn→+∞ xn = 0 miatt 1 − |x1| = x2 = x3 = · · · = 0, ezért
Fix(T ) = {(1, 0, 0, . . . ), (−1, 0, 0, . . . )}, ami nem összefüggő.

2.1.18. Tétel. Legyen X egyenletesen konvex Banach tér, ∅ 6= D ⊆ X korlátos, kon-
vex, zárt, és legyen {fλ}λ∈Λ felcserélhető, nemexpanzív D −→ D függvények rendszere.
Ekkor

⋂
λ∈Λ

Fix(fλ) 6= ∅.

Bizonyítás. X reflexív Banach tér a 2.1.5. Tétel miatt, így a 0.2.3. Tétel értelmében
D gyengén kompakt. Fix(fλ) minden λ ∈ Λ-ra a 2.1.15. Tétel következtében konvex
és zárt, így a 0.2.4. Mazur tétel miatt gyengén is zárt. Ezért D gyenge kompaktsága
miatt elegendő megmutatnunk, hogy a Fix(fλ) halmazok véges metszetei nemüresek.

Teljes indukcióval bizonyítunk. Legyen f1, . . . , fn ∈ {fλ |λ ∈ Λ} véges sok függvény.
Ha n = 1, akkor a 2.1.14. Következmény miatt Fix(f1) 6= ∅. Tegyük fel, hogy n ≥ 2, és
F =

⋂n−1
j=1 Fix(fj) 6= ∅. Az F halmaz konvex, korlátos és zárt, hiszen ilyen tulajdonságú

halmazok metszete. Ezt a halmazt fn önmagába képezi: x ∈ F és j = 1, . . . , n−1 esetén
fj(fn(x)) = fn(fj(x)) = fn(x) a felcserélhetőség miatt. Ezért ismét alkalmazható a
2.1.14. Következmény, így az fn függvénynek van fixpontja F -ben, ami pontosan azt
jelenti, hogy

⋂n
j=1 Fix(fj) 6= ∅.

Megmutattuk tehát, hogy a {Fix(fλ) |λ ∈ Λ} rendszer centrált, amiből következik,
hogy

⋂
λ∈Λ Fix(fλ) 6= ∅.

2.1.19. Megjegyzés. A tétel nem igaz tetszőleges folytonos függvények rendszeré-
re. Boyce [5] mutatott meglehetősen bonyolult példát olyan f, g : [0, 1] −→ [0, 1]
folytonos függvényekre, amelyek felcserélhetőek, közös fixpontjuk viszont nincs.

2.1.20. Tétel. Legyen X egyenletesen konvex Banach tér, ∅ 6= D ⊆ X konvex és zárt.
Legyen S = {fλ}λ∈Λ nemexpanzív D −→ D függvények kommutatív félcsoportja. Ekkor
az alábbiak ekvivalensek:

(i)
⋂
λ∈Λ

Fix(fλ) 6= ∅.

(ii) Létezik x0 ∈ D, melyre az A =
{
fλ(x0)

∣∣ λ ∈ Λ
}
halmaz korlátos.

Bizonyítás. (i)=⇒ (ii) Triviális, mert ha x0 egy közös fixpontja az (fλ)λ∈Λ rendszernek,
akkor {fλ(x0) |λ ∈ Λ} = {x0}, ami korlátos halmaz.

(ii)=⇒ (i) Belátjuk, hogy van olyan D0 ⊆ D korlátos, konvex és zárt halmaz, hogy
minden λ ∈ Λ-ra ran f

∣∣
D0
⊆ D0, és így alkalmazhatjuk a 2.1.18. Tételt.

A korlátossága miatt van olyan r0 > 0, hogy minden λ ∈ Λ esetén fλ(x0) ∈
B(x0, r0). Legyen r = 2r0, és

D1 :=
⋃
λ∈Λ

⋂
µ∈Λ

B(fλ(fµ(x0)), r)
⋂

D, D0 := D1.
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Ekkor tetszőleges λ ∈ Λ-ra a Dλ =
⋂
µ∈λB(fλ(fµ(x0)), r)

⋂
D konvex és zárt részhal-

maza B(x0, 2r)-nek, és r választása miatt x0 ∈ Dλ. A D1 halmaz is konvex. Legyen
ugyanis x, y ∈ D1; ekkor x ∈ Dσ, y ∈ Dη valamely σ, η ∈ Λ mellett. S félcsoport, ezért
van olyan % ∈ Λ, hogy fσ◦fη = f%, és ígyDσ ⊆

⋂
µ∈ΛB((fσ ◦ fη ◦ fµ)(x0), r)

⋂
D = D%;

hasonlóan adódik, hogy Dη ⊆ D%. Ez utóbbi halmaz konvex, így [x, y] ⊆ D% ⊆ D1,
tehát D1 konvex. Azt kell még megmutatnunk, hogy minden λ ∈ Λ-ra fλ(D1) ⊆ D1,
mert ekkor a folytonosság miatt fλ(D1) ⊆ D1. Ha z ∈ D1, akkor z ∈ Dα valamely
α ∈ Λ-ra. Ismét az S félcsoport volta miatt fλ ◦ fα = fβ valamely β ∈ Λ-ra. Ekkor a
nemexpanzivitás miatt ‖fλ(z)−fβ(fµ(x0))‖ ≤ ‖z−fα(fµ(x0))‖ ≤ r teljesül tetszőleges
µ ∈ Λ esetén, amiből következik, hogy fλ(z) ∈ Dβ ⊆ D1.

Beláttuk tehát, hogy S és D0 = D1 teljesítik a 2.1.18. Tétel feltételeit, ezért az
S-beli függvényeknek van közös fixpontja.

2.2. Kompakt leképezések
Ebben a szakaszban tárgyaljuk a Brouwer tétel talán legközismertebb általánosítását, a
Schauder-Tyihonov tételt. Ez az eredmény további messzemenő tételek kiindulópontja,
mint az kiderül a dolgozat következő szakaszaiból. Mindenekelőtt bevezetjük az alábbi
fogalmakat, melyekre az említett tételek támaszkodnak.

2.2.1. Definíció. Legyen X és Y topologikus tér, f : X −→ Y függvény.

(1) f kompakt, ha f folytonos, valamint f(X)-et tartalmazza Y valamely kompakt
részhalmaza.

(2) Ha X metrikus tér vagy topologikus vektortér, akkor f -et teljesen folytonosnak
mondjuk, ha f folytonos, és bármely X-beli korlátos halmaz képe része Y vala-
mely kompakt részhalmazának.

(3) Ha Y topologikus vektortér, f kompakt és dimL(f(X)) < ∞, akkor f véges
rangú.

Az X-ből Y -ba képező kompakt függvények halmazát jelölje K(X, Y ).

2.2.2. Megjegyzés. Ha (Y, ‖ · ‖Y ) Banach tér, akkor az ‖f‖K = supx∈X ‖f(x)‖Y
normával ellátva K(X, Y ) Banach tér.

2.2.3. Definíció. Legyen E topologikus vektortér, V egy nullkörnyezet és A ⊆ E
tetszőleges halmaz. Egy g : A −→ E függvény V -fixpontjának nevezünk minden olyan
a ∈ A-t, amelyre g(a)− a ∈ V teljesül.
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2.2.4. Állítás. Legyen A nemüres halmaz az E szeparált topologikus vektortérben, és
legyen B 0-nak egy környezetbázisa E-ben. Ekkor egy f : A −→ A kompakt leképezésnek
pontosan akkor van fixpontja, ha minden V ∈ B-re van V -fixpontja.

Bizonyítás. (i) Ha az f függvénynek van fixpontja, akkor ez nyilván minden V ∈ B-re
V -fixpont is.

(ii) A megfordításhoz tegyük fel, hogy f -nek minden V ∈ B-re van egy aV V -
fixpontja. Írányítsuk B-t a tartalmazással ellentétesen. Ha véges sok aV adódik, akkor
valamely V -re aV − f(aV ) = 0, azaz f -nek van fixpontja. Végtelen sok különböző aV
esetén a szeparáltság miatt f(aV )− aV → 0. Az (f(aV ))V ∈B általánosított sorozatnak
létezik egy a0 ∈ f(A) ⊆ A torlódási pontja f(A) kompaktsága miatt; feltehető, hogy
már f(aV ) → a0. f(aV ) − aV → 0, ezért aV → a0, így az f folytonosságából adódik,
hogy f(a0) = limV,B f(aV ) = a0, azaz a0 fixpontja f -nek.

2.2.5. Definíció. Legyen E szeparált, lokálisan konvex tér, N = {c1, . . . , cn} ⊆ E
véges halmaz, és U legyen 0-nak konvex, kiegyensúlyozott, nyílt környezete. Legyen
NU =

⋃n
j=1(cj +U), és jelölje pU az U nullkörnyezet Minkowski-funkcionálját. Minden

j = 1, . . . , n-re értelmezzünk egy µj : NU −→ [0, 1] függvényt a következő módon:
µj(x) := max{0, 1−pU(x−cj)}. Ekkor az N -hez és U -hoz tartozó Schauder-projekciót
következőképpen definiáljuk:

πU,N : NU −→ convN ; πU,N(x) :=
1

n∑
j=1

µj(x)

n∑
j=1

µj(x)cj.

2.2.6. Megjegyzés. πU,N definíciója értelmes. Legyen ugyanis x ∈ NU , ekkor x =
ck+u valamely k-ra és u ∈ U -ra, ezért µk(x) = max{0, 1−pU(u)}. Ismeretes, hogy egy
U konvex, nyílt nullkörnyezet pU Minkowski-funkcionáljára fennáll az U = {pU < 1}
egyenlőség. Következésképpen µk(x) = 1− pU(u) > 0, és így

∑n
j=1 µj(x) > 0.

2.2.7. Állítás. A πU,N Schauder-projekcióra teljesülnek a következők:

(a) πU,N : NU −→ convN véges rangú leképezés.

(b) x− πU,N(x) ∈ U minden x ∈ NU esetén.

(c) Ha N = {c1, . . . , ck,−c1, . . . ,−ck}, akkor πU,N(x) = −πU,N(−x) teljesül tetszőle-
ges x ∈ NU esetén.

Bizonyítás. (a) µj-k folytonosak, hiszen a pU Minkowski-funkcionál folytonos, ezért
πU,N is folytonos. πU,N(NU) ⊆ conv(N), ez utóbbi halmaz pedig a véges dimenziós
L(N) altér egy korlátos részhalmaza. A szeparáltság miatt a 0.2.1. Tétel alapján az E-
ből örökölt topológiával L(N) teljesen normálható topologikus vektortér, ezért conv(N)
kompakt, és így πU,N(NU) is kompakt, tehát πU,N véges rangú.
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(b) U = {pU < 1} miatt elegendő belátnunk, hogy pU(x− πU,N(x)) < 1.

pU(x− πU,N(x)) = pU

( 1
n∑
j=1

µj(x)

n∑
j=1

µj(x)x− 1
n∑
j=1

µj(x)

n∑
j=1

µj(x)cj

)
=

=
1

n∑
j=1

µj(x)
pU
( n∑
j=1

µj(x)(x− cj)
)
≤ 1

n∑
j=1

µj(x)

n∑
j=1

µj(x)pU(x− cj) < 1,

mert ha pU(x− cj) ≥ 1, akkor µj(x) = 0.
(c) Vezessük be a c−j = −cj jelölést. Ekkor µj definíciójából közvetlenül látszik,

hogy µj(x) = µ−j(−x), ebből pedig rögtön adódik az állítás.

2.2.8. Tétel. (Approximációs tétel) Legyen X topologikus tér, E szeparált, loká-
lisan konvex tér, ∅ 6= C ⊆ E konvex halmaz és f : X −→ C kompakt függvény.
Ekkor a 0 bármely konvex, nyílt, kiegyensúlyozott U környezetéhez létezik olyan N =
{c1, . . . , cn} ⊆ f(X) véges halmaz és fU : X −→ C véges rangú leképezés, hogy:

(a) f(x)− fU(x) ∈ U teljesül tetszőleges x ∈ X-re.

(b) fU(X) ⊆ conv(N) ⊆ C.

Bizonyítás. Az f(X) halmaz C-beli lezárása kompakt, így létezik egy N = {c1, . . . , cn}
véges halmaz, hogy f(x) ⊆

⋃n
j=1(cj + U) = NU . Defináljuk az fU függvényt: x ∈ X-re

fU(x) := πU,N(f(x)), ahol πU,N az N -hez és U -hoz tartozó Schauder-projekció. A 2.2.7.
Állításból pedig nyilvánvaló, hogy (a) és (b) fennáll.

2.2.9. Tétel. (Schauder-Tyihonov) Legyen C nemüres, konvex halmaz az E
szeparált, lokálisan konvex térben, és legyen f : C −→ C kompakt függvény. Ekkor
f -nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. Legyen B 0-nak konvex, nyílt, kiegyensúlyozott halmazokból álló környe-
zetbázisa, a tartalmazással ellentétesen irányítva. A 2.2.4. Állítás miatt elegendő meg-
mutatni, hogy f -nek minden V ∈ B-re van V -fixpontja.

f kompaktsága miatt a 2.2.8. Approximációs tétel szerint létezik olyan N ⊆ f(C)
véges halmaz és fV : C −→ C véges rangú leképezés, hogy fV (C) ⊆ conv(N) ⊆ C, és
minden x ∈ C-re f(x)− fV (x) ∈ V . Igaz az, hogy fV (conv(N)) ⊆ fV (C) ⊆ conv(N),
tehát a folytonos fV a kompakt konvex conv(N) halmazt önmagába képezi, amely az
L(N) véges dimenziós altérben helyezkedik el. Így az 1.1.13. Általánosított Brouwer
tétel szerint fV -nek van egy xV ∈ C fixpontja. Ekkor xV−f(xV ) = fV (xV )−f(xV ) ∈ V ,
tehát f -nek van V -fixpontja.

2.2.10. Megjegyzés. Az előző tételt normált tér esetén Schauder-tételnek nevezik.
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2.2.11. Tétel. (Tyihonov) Egy E szeparált, lokálisan konvex tér minden nemüres,
kompakt, konvex részhalmaza fixpont-tér.

A 2.2.11. Tyihonov tétel figyelemre méltó általánosítása Brouwer tételének. A
következő fejezetben viszont olyan E topologikus vektorterekre is bizonyítjuk a tételt,
amelyet E∗ topologikus duálisa szétválaszt.

A továbbiakban a leképezések kompaktsága helyett egy gyengébb feltétellel élünk.
Következésképpen nem mindig lesz az adott függvénynek fixpontja, viszont ekkor is
megállapíthatunk egy nagyon érdekes geometriai tényt. A következő tétel bizonyításá-
nak ötlete egyébként megegyezik a 2.1.12. Tételével.

2.2.12. Tétel. (1. Nemlineáris alternatíva) Legyen U nemüres és nyílt halmaz az
(E, τ) kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex térben, f : U −→ E folytonos függvény.
Tegyük fel, hogy létezik x0 ∈ U , amellyel U teljesíti az alábbi feltételt:

Ha M ⊆ U,
∣∣M ∣∣ ≤ ω,M ⊆ conv({x0}

⋃
f(M)), akkor M kompakt. (2.5)

Ekkor vagy (i) létezik x ∈ ∂U és λ > 1, hogy f(x)− x0 = λ(x− x0), vagy (ii) f -nek
létezik fixpontja.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy (i) nem teljesül; azt kell belátnunk, hogy f -nek van
fixpontja.

Az általánosság csorbulása nélkül feltehetjük, hogy 0 ∈ U , mert áttérhetünk U−x0-
ra és f(x+ x0)− x0-ra.

Konstruálunk egy V ⊆ E halmazt, melyre V = conv(f(V
⋂
U)
⋃
{0}), és W = V

kompakt. Legyen Ω0 = {0}. Tegyük fel, hogy Ωn-et már definiáltuk; ekkor Ωn+1 :=
conv(f(Ωn

⋂
U)
⋃
{0}).

Teljes indukcióval belátjuk, hogy minden n ∈ N
⋃
{0}-ra Ωn ⊆ Ωn+1. Mivel {0} = Ω0 ⊆

conv({0}
⋃
f({0})) = Ω1, ezért n = 0 esetén igaz. Legyen n ≥ 1, és tegyük fel, hogy

Ωn−1 ⊆ Ωn. Ekkor Ωn+1 = conv({0}
⋃
f(Ωn

⋂
U)) ⊇ conv({0}

⋃
f(Ωn−1

⋂
U)) = Ωn,

amit bizonyítani akartunk.
Minden n ∈ N

⋃
{0}-ra az Ωn halmaz szeparábilis. Ugyanis Ω1 = [0, f(0)] része egy

véges dimenziós altérnek, ezért szeparábilis, valamint szeparábilis halmazok folytonos
képe is az, így f(Ω1

⋂
U) is szeparábilis. Ekkor persze Ω2 = conv({0}

⋃
f(Ω1

⋂
U)) is

szeparábilis, amiből már teljesen hasonló módon adódik, hogy Ωn szeparábilis. Mind-
ezekből következik, hogy minden n ∈ N

⋃
{0}-ra van olyan Cn ⊆ Ωn megszámlálható

halmaz, hogy Cn = Ωn

⋂
U .

Legyen V =
⋃+∞
n=0 Ωn. Mivel az {Ωn} halmazsorozat monoton növő, kapjuk, hogy

V = conv({0}
⋃
f(V

⋂
U)), amiből az is következik, hogy a W = V halmaz konvex és
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zárt. C =
⋃+∞
n=0 Cn-re pedig

C ⊆
+∞⋃
n=0

Cn =
+∞⋃
n=0

(Ωn

⋂
U) ⊆ V = conv({0}

⋃
f(V

⋂
U)) =

= conv({0}
⋃

f
( +∞⋃
n=0

(Ωn

⋂
U)
)
) = conv({0}

⋃
f(C))

adódik, ezért C megszámlálható volta és (2.5) következtében C kompakt. Ekkor viszont
W = conv({0}

⋃
f(C)) is kompakt: f(C) ⊆ f(C), ami kompakt, ezért a 0.2.5. Krein

tétel miatt conv({0}
⋃
f(C)) is kompakt, amelynek W zárt részhalmaza.

Készen vagyunk, ha az f függvénynek van fixpontja ∂U -ban. Ha nincs, akkor (mivel
(i) nem teljesül) minden x ∈ ∂U -ra és t ∈ [0, 1]-re kapjuk, hogy tf(x) 6= x. Ebből
következik, hogy a 0 ∈M =

⋃
t∈[0,1] Fix(tf) ⊆ U halmazraM

⋂
∂U = ∅. Megmutatjuk,

hogy az M
⋂
W halmaz kompakt részhalmaza W -nek. Legyen ugyanis F : [0, 1] ×

(U
⋂
W ) −→ E az a függvény, melyre F (t, x) = tf(x) − x. F kompakt halmazon

értelmezett folytonos leképezés, ezért F−1({0}) kompakt részhalmaza [0, 1]×(U
⋂
W )-

nek. Az M
⋂
W halmaz nem más, mint az F−1({0}) kompakt halmaz projekciója

U
⋂
W -be, és ez a projekció folytonos, ezért M

⋂
W kompakt. Mivel E topológiája

Hausdorff, azértW az E-ből örökölt topológiával kompakt Hausdorff tér, ezértM
⋂
W

zárt halmazW -ben; ráadásul diszjunkt az U
⋂
W halmazW -beli ∂W (U

⋂
W ) határától

(ami zártW -ben): ∂W (U
⋂
W ) ⊆ ∂U

⋂
W , és ez utóbbi halmaz diszjunktM -től. Adott

tehát két diszjunkt zárt halmaz a kompakt Hausdorff W térben, és mint ismeretes, az
ilyen terek normálisak. Ezért az Uriszon-lemma miatt van olyan ϕ : W −→ [0, 1]
folytonos függvény, hogy ϕ(x) = 1 M

⋂
W -n, és ϕ(x) = 0 a ∂W (U

⋂
W ) halmazon.

Definiáljunk egy G : W −→ E leképezést a következőképpen:

G(x) :=

{
ϕ(x)f(x) ha x ∈ U

⋂
W

W

0 ha x ∈ W \ U
⋂
W

W

Mivel ∂W (U
⋂
W ) = ∂W (U

⋂
W ), és ϕ = 0 ezen a halmazon, azért a G függvény

folytonos. Továbbá igaz az is, hogy

G(W ) ⊆ conv({0}
⋃

f(U
⋂

V )) ⊆ conv({0}
⋃

f(U
⋂

V )) = V = W,

tehát a G folytonos függvény a W konvex és kompakt halmazt önmagába képezi. E
topológiája szeparált és lokálisan konvex, ezért a 2.2.11. Tyihonov tétel következtében
G-nek van egy z0 fixpontja W -ben. Ekkor z0 ∈ U

⋂
W , mert a lehetséges fixpontok

U
⋂
W

W
-ban vannak, ez a halmaz pedig része U

⋂
W -nek. Így ϕ(z0)f(z0) = z0, tehát

z0 ∈ Fix(ϕ(z0)f)
⋂
W . Ez utóbbi halmaz viszont részhalmazaM

⋂
W -nek, ahol ϕ = 1.

Kapjuk tehát azt, hogy ϕ(z0) = 1, ezért f(z0) = z0, azaz f -nek van fixpontja.
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2.2.13. Megjegyzés. A tétel igaz Frèchet, speciálisan Banach térre, mert minden
Frèchet tér kváziteljes, szeparált és lokálisan konvex.

Ha f kompakt, akkor (2.5) tetszőleges x0 ∈ U -ra teljesül, mert a 0.2.5. Krein tétel
miatt conv({x0}

⋃
f(M)) kompakt.

A következő fejezetben még szó esik egy másik, fixpontokhoz kapcsolódó nemline-
áris alternatíváról.

2.2.14. Következmény. Legyen U korlátos, nyílt halmaz az X Banach térben, melyre
0 ∈ U , és legyen f : U −→ X folytonos függvény. Tegyük fel, hogy x0 = 0-val teljesül
(2.5), és az alábbi feltételek valamelyike fennáll f -re:

(a) U konvex, f(∂U) ⊆ U

(b) ‖f(x)− x‖2 ≥ ‖f(x)‖2 − ‖x‖2 minden x ∈ ∂U-ra.

(c) Ha (X,
〈
·, ·
〉
) Hilbert tér, akkor Re

〈
f(x), x

〉
≤ ‖x‖2 minden x ∈ ∂U-ra.

(d) ‖f(x)‖ ≤ ‖x‖ (x ∈ ∂U)

Ekkor f -nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. Azt látjuk be, hogy ezen feltételek mellett a 2.2.12. Tételbeli (i) nem
teljesülhet x0 = 0 esetén, azaz f(x) 6= λx minden λ > 1-re és x ∈ ∂U -ra.

(a) Ha f(x) = λx valamely x ∈ ∂U -ra és λ > 1-re, akkor a feltétel miatt λx ∈ U ,
azonban ez U konvexitása miatt nem lehetséges.

(b) Tegyük fel, hogy valamely x ∈ ∂U -ra és λ > 1-re f(x) = λx. Ekkor

‖f(x)− x‖2 = ‖x‖2|λ− 1|2 =

= ‖x‖2(λ2 + 1− 2λ) =

= ‖x‖2(λ2 − 1) + ‖x‖2(2− 2λ) =

= (‖f(x)‖2 − ‖x‖2) + ‖x‖2(2− 2λ) < ‖f(x)‖2 − ‖x‖2,

mert x 6= 0 és λ > 1. Ez viszont ellentmond a feltételnek.
(c) Ez a feltétel ekvivalens (b)-vel:

2Re
〈
f(x), x

〉
≤ 2‖x‖2 ⇔

0 ≤ 2
〈
x, x
〉
− 2Re

〈
f(x), x

〉
⇔〈

f(x), f(x)
〉
≤ 2
〈
x, x
〉
− 2Re

〈
f(x), x

〉
+
〈
f(x), f(x)

〉
⇔〈

f(x), f(x)
〉
−
〈
x, x
〉
≤
〈
f(x)− x, f(x)− x

〉
,

ami éppen a (b)-beli feltétel.
(d) Triviális.

Ezek alapján a 2.2.12. Tétel adja a következmény állítását.
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2.2.15. Tétel. Legyen E szeparált, lokálisan konvex tér, D ⊆ E konvex zárt, és f :
D −→ D folytonos függvény. Tegyük fel, hogy létezik x0 ∈ D, amellyel D teljesíti a
(2.5) feltételt. Ekkor f -nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. A 2.2.12. Tétel bizonyításához teljesen hasonló módszerrel adódik egy
V = conv({x0}

⋃
f(V )) ⊆ D halmaz, amelyre V ⊆ D kompakt konvex . Ezt a V

halmazt f önmagába képezi, így a 2.2.11. Tyihonov tétel miatt van fixpontja.

A 2.2.15. Tétel Frèchet terek esetén általánosítja a 2.2.11. Tyihonov tételt. Azon-
ban a (2.5) feltételt tetszőleges folytonos függvényre nem könynyű ellenőrizni. Ezért
Banach terekben mutatunk egy olyan egyszerűbben kezelhető függvényosztályt, amely
(2.5)-öt automatikusan teljesíti.

2.2.16. Definíció. Legyen X Banach tér. Jelölje B X korlátos részhalmazainak hal-
mazát. Értelmezzünk két F(B, [0,+∞))-beli függvényt a következő módon. Ha B ∈ B,
akkor:

(a) α(B) := inf
{
d > 0

∣∣ ∃(Hj)j∈J ,
∣∣J∣∣ <∞, diamHj ≤ d,B ⊆

⋃
j∈J

Hj

}
(b) β(B) := inf

{
r > 0

∣∣ ∃(B(xj, r))j∈J ,
∣∣J∣∣ <∞, B ⊆ ⋃

j∈J
B(xj, r)

}
α a Kuratowski féle, β a gömbi nemkompaktsági mérték.

2.2.17. Állítás. Legyen X végtelen dimenziós Banach tér, és jelölje γ : B −→ [0,+∞)
α vagy β valamelyikét. Ekkor γ-nak a következő tulajdonságai vannak:

(i) γ(B) = 0 pontosan akkor, ha B kompakt.

(ii) γ(λB) = |λ|γ(B) teszőleges λ ∈ F-re.

(iii) γ(B1 +B2) ≤ γ(B1) + γ(B2).

(iv) Ha B1 ⊆ B2, akkor γ(B1) ≤ γ(B2).

(v) γ(B1

⋃
B2) = max

{
γ(B1), γ(B2)

}
.

(vi) γ(conv(B)) = γ(B).

(vii) γ(B) = γ(B)

(viii) γ folytonos a %H Hausdorff távolságra nézve.
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Bizonyítás. Az (i), (ii), (iii), (iv), (v), (vii), (viii) pontok a definíciókból nyilvánvaló-
ak.

(vi) Elegendő megmutatnunk, hogy γ(conv(B)) ≤ γ(B), hiszen B ⊆ conv(B).
Legyen µ > γ(B), és B ⊆

⋃m
j=1 Mj, ahol γ = α esetén diamMj ≤ µ, γ = β esetén

Mj = B(xj, µ).
Mivel diam(conv(Mj)) ≤ µ, és B(xj, µ) konvex, feltehető, hogy Mj is konvex.

Nyilvánvalóan igaz, hogy

conv(B) ⊆ conv
(
M1

⋃
conv(

m⋃
j=2

Mj)
)
⊆

⊆ conv
(
M1

⋃
conv

(
M2

⋃
conv(

m⋃
j=3

Mj)
))
⊆ . . . ,

ezért (v) miatt elegendő megmutatnunk, hogy bármely konvex és korlátos C1, C2 esetén
γ(conv(C1

⋃
C2)) ≤ max{γ(C1), γ(C2)} teljesül.

C1 és C2 korlátossága miatt létezik r > 0, hogy ‖x‖ ≤ r minden x ∈ C1 − C2-re,
és könnyű látni, hogy

conv(C1

⋃
C2) ⊆

⋃
t∈[0,1]

(tC1 + (1− t)C2). (2.6)

Adott ε > 0-hoz [0, 1] kompaktsága miatt léteznek olyan t1, . . . , tn ∈ [0, 1] számok, hogy
[0, 1] ⊆

⋃n
k=1B(tk,

ε
r
), így (2.6)-ból conv(C1

⋃
C2) ⊆

⋃n
k=1(tkC1 +(1− tk)C2 +B(0, ε)).

Ennek alapján (ii), (iii), (v) és a nyilvánvaló γ(B(0, ε)) ≤ 2ε felhasználásával

γ(conv(C1

⋃
C2)) ≤ max

k
{tkγ(C1) + (1− tk)γ(C2)}+ 2ε ≤

≤ max{γ(C1), γ(C2)}+ 2ε

adódik minden ε > 0-ra, ami bizonyítja (vi)-ot.

2.2.18. Definíció. Legyen X Banach tér, D ⊆ X, f : D −→ X folytonos függ-
vény, és jelölje γ a Kuratowski vagy a gömbi nemkompaktsági mértéket. Ekkor f -et
γ-tömörítésnek mondjuk, ha minden B ⊆ D korlátos halmazra, melyre γ(B) > 0,
γ(f(B)) < γ(B) teljesül.

2.2.19. Tétel. Legyen X Banach tér, C ⊆ X nemüres, korlátos, konvex, zárt, és
f : C −→ C folytonos γ-tömörítés. Ekkor f -nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. A 2.2.15. Tétel alapján elegendő megmutatnunk, hogy van olyan x0 ∈ C,
amellyel C teljesíti a (2.5) feltételt.
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Azt állítjuk, hogy bármely x0 ∈ C megfelel. Legyen ugyanis x0 ∈ C, M ⊆ C
megszámlálható, és

M ⊆ conv(f(M)
⋃
{x0}). (2.7)

Azt kell belátnunk, hogy M kompakt. Ha γ(M) = 0, akkor a 2.2.17. Állítás (i) pontja
miatt M kompakt. Ha γ(M) > 0, akkor γ(f(M)) < γ(M), felhasználva, hogy f γ-
tömörítés. (2.7)-ből, valamint a 2.2.17. Állítás (v) és (vi) pontjából viszont az adódik,
hogy γ(M) ≤ γ(conv(f(M)

⋃
{x0})) = γ(f(M)), ami ellentmondás. Tehát azt kaptuk,

hogy M kompakt, amivel bizonyítottuk a tételt.

2.2.20. Megjegyzés. Kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex terekben is értelmez-
hető a nemkompaktsági mértékhez hasonló fogalom. Ehhez kapcsolódó eredmények
találhatóak Reich [34] munkájában.

2.3. Affin transzformációk
A fejezet első részében szó esett nemexpanzív leképezések közös fixpontjairól. A kulcs
az volt, hogy egy konvex és zárt halmazon értelmezett nemexpanzív függvény fixpont-
halmaza konvex és zárt. Egy affin függvény azon tulajdonsága, hogy konvex halmazt
konvex halmazba képez, lehetővé teszi, hogy erről a függvénytípusról is hasonló ered-
ményeket kapjunk.

Az alábbiakban a félcsoport- és a csoportművelet a függvénykompozíció, és minden
tétel érvényes szeparált, lokálisan konvex térre is a 0.2.6. Szeparációs tétel alapján.

2.3.1. Definíció. Legyen X topologikus tér. Egy ∅ 6= F ⊆ F(X) függvénycsalád
disztális X-en, ha bármely x 6= y, x, y ∈ X-hez létezik X-nek egy {Vα |α ∈ A} nyílt
fedése, amelyre teljesül, hogy bármely T ∈ F-re T (y) /∈

⋃
{Vα |T (x) ∈ Vα}.

2.3.2. Megjegyzés. Az előbbi definíció azt jelenti, hogy az X × X szorzattérben a
{(Tx, Ty) |T ∈ F} halmaz a {(z, z) |z ∈ X} átló egy x-től és y-tól függő,

⋃
{Vα×Vα |α ∈

A} alakú környezetén kívül helyezkedik el. Ez magyarázza a disztális elnevezést.

2.3.3. Definíció. Legyen F ⊆ F(X) függvénycsalád. Egy Y ⊆ X halmaz F-invariáns,
ha T (Y ) ⊆ Y teljesül minden T ∈ F-re. Y minimális, ha nincs valódi F-invariáns
részhalmaza.

2.3.4. Megjegyzés. Könnyen látható, hogy ha F folytonos, affin függvényekből álló
félcsoport egy E topologikus vektortéren, és Yα F-invariáns halmazok rendszere, akkor
Yα, conv(Yα) és

⋂
Yα is F-invariáns halmazok. Yα esetén a folytonosságot kell kihasz-

nálni, conv(Yα) esetén pedig azt, hogy egy affin függvény a konvex kombinációt konvex
kombinációba képezi.
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2.3.5. Állítás. Legyen E szeparált topologikus vektortér, ∅ 6= C ⊆ E kompakt halmaz,
és F ⊆ F(C) folytonos függvények nemüres családja. Ekkor ekvivalens:

(a) F disztális C-n.

(b) Bármely (Tj)j∈J F-beli általánosított sorozatra és x, y ∈ C, x 6= y-ra igaz, hogy
ha Tj(x)→ u ∈ C, Tj(y)→ v ∈ C, akkor u 6= v.

(c) Tetszőleges x 6= y, x, y ∈ C-re 0 /∈ {T (x)− T (y) |T ∈ F}.

Bizonyítás. (a)=⇒ (b) Legyen x, y ∈ C, x 6= y, Tj(x) → u, Tj(y) → v (j ∈ J), és
{Vα |α ∈ A} nyílt fedése C-nek a 2.3.1. Definícióból adódóan. Tegyük fel, hogy u = v
teljesül. Mivel Vα-k lefedik C-t, ezért u ∈ Vβ valamely β ∈ A-ra. Ehhez a Vβ-hoz van
olyan r ∈ J , hogy Tr(x) ∈ Vβ és Tr(y) ∈ Vβ, ami ellentmond annak, hogy F disztális.

(b)=⇒ (c) Legyen x, y ∈ C, x 6= y. Ha (c) nem teljesülne, akkor létezne olyan
(Tj)j∈J F-ben haladó általánosított sorozat, hogy Tj(x)− Tj(y)→ 0. C kompaktsága
miatt feltehető, hogy valamely u, v ∈ C-re Tj(x) → u és Tj(y) → v. (b) miatt u 6= v,
ez viszont ellentmondásban van azzal, hogy Tj(x)− Tj(y)→ 0.

(c)=⇒ (a) Tegyük fel, hogy F nem disztális; létezik tehát olyan x, y ∈ C, x 6= y,
hogy tetszőleges U nullkörnyezetre a {C

⋂
(U + c) |c ∈ C} nyílt fedéshez van TU ∈ F,

melyre TU(x), TU(y) ∈ U . 0-nak van olyan B környezetbázisa, hogy minden U ∈ B-re
U = −U és U + U ⊆ U . Egy ilyen U halmazra az előzőekből az következik, hogy
TU(x)− TU(y) ∈ U − U ⊆ U . Mivel E Hausdorff tér, ezért

⋂
U∈B = {0}. Így ha B-t a

tartalmazással ellentétesen irányítjuk, akkor limU,B TU(x)−TU(y) = 0, ami ellentmond
(c)-nek.

2.3.6. Megjegyzés. A bizonyításból látható, hogy a C halmaz kompaktságát csak
(b)=⇒ (c) bizonyításánál használtuk fel.

2.3.7. Tétel. Legyen E olyan topologikus vektortér, melyre E∗ szétválaszt E felett,
és ∅ 6= C ⊆ E kompakt, konvex halmaz. Ha F ⊆ F(C) folytonos, affin függvényekből
álló félcsoport, amely disztális minden minimális, zárt F-invariáns halmazon, akkor⋂
T∈F

Fix(T ) 6= ∅.

Bizonyítás. A bizonyítás ötlete teljesen hasonló a 2.1.12. Tételéhez. Jelölje K ⊆ P(C)
a nemüres, F-invariáns, kompakt, konvex halmazokból álló halmazt. Ekkor K nemüres,
mert C ∈ K. Rendezzük K-t a halmazelméleti tartalmazással ellentétesen: K1 ≤K K2

pontosan akkor, ha K1 ⊇ K2; ez nyilván részbenrendezés K-n. Mivel kompakt, konvex,
F-invariáns halmazok tetszőleges metszete is ilyen, és nemüres kompakt halmazok fo-
gyó sorozatának metszete nemüres, ezért a (K,≤K) halmazban minden növő {Kα}α∈A
láncnak létezik felső korlátja:

⋂
α∈AKα. A Zorn-lemma szerint tehát létezik a tartal-

mazásra nézve minimális elem K-ban; legyen ez C0.
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Legyen K0 a C0-beli nemüres, kompakt, F-invariáns halmazok rendszere. A Zorn-
lemma alkalmazásával az előzőekhez hasonlóan egy minimális nemüres, kompakt, F-
invariáns Z ⊆ C0-t kapunk.

Belátjuk, hogy ez a Z halmaz egyelemű. Tegyük fel, hogy van két különböző pontja
Z-nek; legyenek ezek x és y. Mivel x, y ∈ C0, valamint C0 konvex és F-invariáns, ezért
x+y

2
∈ C0, és A = {T (x+y

2
) |T ∈ F} ⊆ C0. Következésképpen B := A ⊆ C0 kompakt

halmaz; a 2.3.4. Megjegyzés miatt F-invariáns, valamint az F rendszer affin függvények-
ből áll, ezért conv(B) ⊆ C0 is F-invariáns. Így C0 minimalitásából az következik, hogy
conv(B) = C0. E∗ szétválaszt E felett, ezért a 0.2.7. Krein-Milman tételből adódik,
hogy létezik z extremális pontja C0-nak, és z ∈ B = A, hiszen B kompakt. Ezért van
olyan (Tj(

x+y
2

))j∈J A-ban haladó általánosított sorozat, hogy Tj(x+y
2

))j∈J → z. Mivel
Z F-invariáns, azért Tj(x) és Tj(y) a kompakt Z halmaz elemei minden j ∈ J-re. A
kompaktság miatt létezik (Tj(x))j∈J -nek és (Tj(y))j∈J -nak torlódási pontja; feltehető,
hogy már Tj(x)→ u ∈ Z és Tj(y)→ v ∈ Z. Ebből z = limj,J

1
2
(Tj(x) + Tj(y)) = u+v

2
,

azonban z extremális pont, ezért u = v = z. Ez viszont ellentmond a 2.3.5. Állítás (b)
részének, hiszen F disztális C0-on a feltételek szerint. Kaptuk tehát, hogy Z egyelemű,
ami közös fixpontja az F-beli függvényeknek.

2.3.8. Következmény. (Hahn) Legyen E topologikus vektortér, E∗ szétválasztó E
felett, C ⊆ E nemüres, kompakt, konvex halmaz. Ha F ⊆ F(C) folytonos, affin függ-
vények félcsoportja, amely disztális C-n, akkor

⋂
T∈F

Fix(T ) 6= ∅.

Bizonyítás. A 2.3.5. Állítás (b) pontjából látható, hogy F disztális C minden zárt F-
invariáns részhalmazán, így a minimális halmazokon is, tehát az előző tételt alkalmazva
adódik a következmény állítása.

2.3.9. Tétel. (Ryll-Nardzewski) Legyen C nemüres, konvex, gyengén kompakt
halmaz az (E, τ) szeparált, lokálisan konvex térben, és legyen F ⊆ F(C) gyengén
folytonos, affin fügvényekből álló félcsoport. Ha F τ

∣∣
C
-disztális a C halmazon, akkor⋂

T∈F

Fix(T ) 6= ∅.

Bizonyítás. Mindenekelőtt jegyezzük meg, hogy minden T ∈ F-re Fix(T ) ⊆ C gyengén
zárt, és ezért gyengén kompakt. Elég tehát megmutatnunk, hogy a {Fix(T ) |T ∈ F}
halmazrendszer centrált.

Legyen tehát T1, . . . , Tn véges sok F-beli függvény, és legyen S az általuk generált
részfélcsoportja F-nek. S nyilván megszámlálható, és elegendő azt bizonyítanunk, hogy
S elemeinek van közös fixpontja.

Legyen c0 ∈ C, és tekintsük a Q := conv({T (c0) |T ∈ S}) ⊆ C halmazt (a 0.2.4.
Mazur tétel értelmében mindegy, hogy τ szerinti vagy gyenge lezárást veszünk). Az
S megszámlálható volta miatt Q τ -szeparábilis, valamint gyengén zárt részhalmaza a
C gyengén kompakt halmaznak, tehát maga is gyengén kompakt. Mivel minden T ∈ S

affin függvény, ezért a 2.3.4. Megjegyzés értelmében Q S-invariáns is.
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Bizonyítjuk, hogy Q-ban van közös fixpontja az S-beli leképezéseknek. Az (E, τ)
szeparált, lokálisan konvex tér gyenge topológiája is Hausdorff és lokálisan konvex,
tehát a gyengén folytonos lineáris funkcionálok halmaza (amely egyébként azonos a τ -
folytonos lineáris funkcionálok halmazával) a 0.2.6. Szeparációs tétel miatt szétválasztó
E felett. Így a 2.3.7. Tétel alapján készen leszünk, ha megmutatjuk, hogy S gyengén
disztális minden minimális, gyengén zárt S-invariáns Z ⊆ Q halmazon.

Legyenek x, y ∈ Z különböző pontok. Mivel F τ
∣∣
C
disztális C-n, ezért S is az, és Q

S-invarianciája miatt S τ
∣∣
Q
-disztális Q-n, és így Z-n is disztális. Legyen x-hez és y-hoz

{Vα |α ∈ A} (Z, τ
∣∣
Z

)-beli nyílt halmazok rendszere a 2.3.1. Definíciónak megfelelően.
Mivel E lokálisan konvex, azért {Vα |α ∈ A}-nak létezik olyan W := {Z

⋂
Bµ |µ ∈

M} nyílt finomítása, hogy minden µ ∈ M -re Bµ konvex, τ -nyílt halmaz E-ben, és
Z
⋂
Bµ ⊆ Vα valamely α ∈ A-ra. A τ -szeparabilitás miatt W-ből kiválasztható egy

megszámlálható {Z
⋂
Bk |k ∈ Z} fedése Z-nek. Bk konvex és τ -zárt, így gyengén is

zárt, tehát {Z
⋂
Bk |k ∈ Z} egy megszámlálható, gyengén zárt halmazokból álló fedése

a gyengén kompakt Z-nek. Felhasználva, hogy minden lokálisan kompakt, Hausdorff
tér Baire-féle, kapjuk, hogy valamely k ∈ Z-re Z

⋂
Bk tartalmaz egy gyengén nyílt U

halmazt.
Belátjuk, hogy x-hez és y-hoz U = {T−1(U) |T ∈ F} olyan gyengén nyílt hal-

mazrendszere Z-nek, amely kielégíti a 2.3.1. Definíció követelményeit. Ehhez először
megmutatjuk, hogy az U -beli halmazok lefedik Z-t. Ha nem így lenne, akkor Z \

⋃
U

egy gyengén kompakt, valódi részhalmaza lenne Z-nek, amely S-invariáns. Valóban, ha
x0 ∈ Z \

⋃
U , és valamely T0 ∈ S-re T0(x0) ∈

⋃
U , akkor x0 ∈ {(T ◦T0)−1(U) |T ∈ S},

ami lehetetlen. Tehát Z \
⋃
U S-invariáns és gyengén kompakt, így Z minimalitása

miatt az üres halmaz. Végül megmutatjuk, hogy bármely S ∈ S-re S(x) és S(y) nem
tartozhatnak egyazon T−1(U) halmazhoz. Ha nem így lenne, akkor T (S(x)) ∈ U és
T (S(x)) ∈ U állna fenn. Azonban U ⊆ Z

⋂
Bk, ez utóbbi halmaz pedig része valamely

Vα-nak, tehát T (S(x)), T (S(y)) ∈ Vα. Mivel S félcsoport, ez ellentmondana Vα 2.3.1.
Definícióban leírt tulajdonságának.

Bizonyítottuk tehát azt, hogy S gyengén disztális minden minimális S-invariáns,
gyengén zárt halmazon, amiből a tétel állítása következik.

Emlékeztetünk arra, hogy egy E topologikus vektortér C részhalmazán ekvifolyto-
nosnak nevezünk egy F ⊆ F(C) függvénycsaládot, ha a 0 tetszőleges W környezetéhez
van olyan V nullkörnyezet, hogy ha x, y ∈ C és x − y ∈ V , akkor T (x) − T (y) ∈ W
minden T ∈ F esetén. Triviális, hogy az F-beli függvények folytonosak C.

2.3.10. Tétel. (Kakutani) Legyen E topologikus vektortér, E∗ szétválasztó E fe-
lett, ∅ 6= C ⊆ E kompakt, konvex halmaz. Ha F ⊆ F(C) affin transzformációkból álló
csoport, és F ekvifolytonos C-n, akkor

⋂
T∈F

Fix(T ) 6= ∅.
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Bizonyítás. A 2.3.8. Hahn-féle következmény alapján elegendő megmutatnunk, hogy
F disztális C-n. Tegyük fel, hogy F nem disztális C-n. Ebből következik, hogy vannak
olyan x, y ∈ C, x 6= y pontok, melyekre teljesül: a 0 bármely U környezetéhez van olyan
TU ∈ F, hogy TU(x) és TU(y) a C {(U + c)

⋂
C |c ∈ C} nyílt fedésének ugyanazon a

halmazában vannak.
LegyenW olyan nullkörnyezet, hogy y /∈ x+W . Mivel a 0 bármely V környezetéhez van
olyan U nullkörnyezet, melyre U − U ⊆ V , amiből következik, hogy TU(x) − TU(y) ∈
V . Így ha a W környezethez az ekvifolytonosságból adódóan megválasztunk egy V
nullkörnyezetet, akkor az előzőek miatt azt kapjuk, hogy F (TU(x)) − F (TU(y)) ∈ W
minden F ∈ F-re. F viszont csoport, így T−1

U ∈ F, és T−1
U (TU(x)) − T−1

U (TU(y)) =
x− y /∈ W , ami ellentmondás.

2.3.11. Megjegyzés. Érdemes megjegyezni, hogy az eddigi tételek alkalmazásai sze-
parált, lokálisan konvex terek esetében felhasználják a 0.2.8. Hahn-Banach tételt,
hiszen ezen alapul a 0.2.6. Szeparációs tétel (amit a 2.3.9. Ryll-Nardzewski té-
tel bizonyítása során is felhasználtunk). A következő, az eddigiektől független tételből
viszont levezethető a Hahn-Banach tétel.

2.3.12. Tétel. (Markov-Kakutani) Legyen E szeparált, lokálisan konvex tér,
∅ 6= C ⊆ E kompakt, konvex halmaz. Ha ∅ 6= F ⊆ F(C) folytonos, affin függvények
kommutatív családja, akkor

⋂
T∈F

Fix(T ) 6= ∅.

Bizonyítás. A 2.1.15. Tétel bizonyításához teljesen hasonló módon járunk el. A 2.2.11.
Tyihonov tételből következik, hogy Fix(T ) 6= ∅ tetszőleges T ∈ F-re, továbbá Fix(T )
zárt részhalmaza C-nek, és így kompakt, valamint konvex is T affin volta miatt. Te-
hát C kompaktsága miatt elegendő bizonyítanunk, hogy a {Fix(T ) |T ∈ F} kompakt
halmazokból álló rendszer centrált, azaz a halmazok véges metszetei nemüresek. Ezt
megmutatjuk n-szerinti teljes indukcióval.
Az n = 1 esetet már megvizsgáltuk (Tyihonov tétel); tegyük fel, hogy k < n-re⋂k
j=1 Fix(Tj) 6= ∅, és legyenek T1, . . . , Tn ∈ F tetszőleges függvények. Tekintsük a

K :=
⋂n−1
j=1 Fix(Tj) halmazt, amely nyilván kompakt és konvex. Ha x ∈ K, akkor

bármely j = 1, . . . , n − 1-re Tj(Tn(x)) = Tn(Tj(x)) = Tn(x), mert F Abel félcso-
port. Ez azt mutatja, hogy Tn a K kompakt, konvex halmazt önmagába képezi, ezért
a 2.2.11. Tyihonov tétel miatt van K-ban fixpontja. Ez pontosan azt adja, hogy
Fix(Tn)

⋂
K =

⋂n
j=1 Fix(Tj) 6= ∅.

2.3.13. Megjegyzés. A Markov-Kakutani tétel valóban nem következik a többi,
affin függvénnyel kapcsolatos tételből. Legyen ugyanis C = {λ ∈ F | |λ| ≤ 1}, amely
F-nek kompakt, konvex részhalmaza, és valamely |α| < 1-re F := {αn idC |n ∈ N}.
Ekkor F-re alkalmazható az előző tétel, a korábbiak viszont nem, mert F nem disztális
C-n αn → 0 miatt.
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2.3.14. Következmény. E szeparált, lokálisan konvex tér, ∅ 6= C ⊆ E konvex, zárt.
Ha F ⊆ F(C) folytonos, affin leképezések kommutatív félcsoportja, és létezik T0 ∈ F,
melyre T0(C) kompakt, akkor

⋂
T∈F

Fix(T ) 6= ∅.

Bizonyítás. A K := T0(C) kompakt, konvex halmaz része C-nek, és F-invariáns a
kommutativitás miatt. ÍgyK-ra és F

∣∣
K
-ra alkalmazható a 2.3.12. Markov-Kakutani

tétel, amely egy közös fixpont létezését bizonyítja.

2.4. Fixpont-terek
A fejezet korábbi szakaszaiban speciális tulajdonságú folytonos függvényekkel foglal-
koztunk, általános folytonos leképezésekkel nem. Itt, a fejezet utolsó részében lesz róluk
szó: az eddig elért eredmények ismeretében vizsgáljuk azt a kérdést, hogy mely normált
terek esetében igaz Brouwer tétele. A válasz Klee fixpont-terekre adott jellemzésének
következménye.

2.4.1. Definíció. Legyen Y topologikus tér. Egy R ⊆ Y halmaz topologikus sugár,
ha a [0,+∞) intervallum homeomorf képe.

2.4.2. Tétel. Ha Y normális topologikus tér, és zárt részhalmazként tartalmaz egy
R topologikus sugarat, akkor létezik f̃ : Y −→ Y folytonos leképezés, melynek nincs
fixpontja.

Bizonyítás. Legyen R = ranh, ahol h : [0,+∞) −→ Y topologikus beágyazás, és
legyen g : [0,+∞) −→ [0,+∞) olyan folytonos függvény, amelynek nincs fixpontja
(például az id[0,+∞) +1 függvény ilyen). Ekkor g ◦ h−1 : R −→ [0,+∞) folytonos
függvény. Az R halmaz zárt az Y normális térben, ezért Tietze tétele szerint létezik
olyan f : Y −→ [0,+∞) folytonos függvény, hogy f

∣∣
R

= g ◦h−1. Így az f̃ = h◦f olyan
folytonos Y −→ Y leképezés, amelynek nincs fixpontja.

2.4.3. Definíció. Egy E topologikus vektortér B részhalmaza teljesen korlátos, ha 0
bármely V környezetéhez létezik véges sok b1, . . . , bn ∈ B, hogy B ⊆

⋃n
j=1(bj + V ).

2.4.4. Megjegyzés. Metrizálható topologikus vektorterek esetében a teljesen korlá-
tos halmaz fogalma ekvivalens a metrikus terekre bevezetett teljesen korlátos halmaz
fogalmával.

2.4.5. Tétel. (Klee) Legyen (E, τ) szeparált topologikus vektortér, C ⊆ E konvex
halmaz. Tegyük fel, hogy a következő feltételek közül legalább egy teljesül:
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(i) L(C) véges dimenziós és C nem kompakt.

(ii) (E, τ) lokálisan konvex és C nem korlátos.

(iii) (E, τ) metrizálható, és ha % olyan E feletti transzláció-invariáns metrika, amely
τ -t indukálja, akkor C nem teljes % szerint.

(iv) (E, τ) izomorf lokálisan korlátos terek szorzatának egy alterével, és C valamely
korlátos részhalmaza nem teljesen korlátos.

(v) C zárt, lokálisan kompakt és nem korlátos.

(vi) (E, τ) lokálisan konvex, metrizálható, és C nem kompakt.

(vii) (E, τ) lokálisan korlátos, metrizálható és C nem kompakt.

Ekkor C tartalmaz relatív zárt topologikus sugarat.

Bizonyítás. (i) C részhalmaza az L(C) véges dimenziós topologikus vektortérnek,
amely a 0.2.1. Tétel szerint teljesen normálható. C nem kompakt, tehát vagy nem
zárt, vagy nem korlátos. Ha nem zárt, akkor létezik z ∈ ∂C, hogy z /∈ C. Van olyan
x ∈ C, hogy [x, z) ⊆ C; ez zárt részhalmaza C-nek, és nyilván [0,+∞) homeomorf
képe. Ha C zárt és nem korlátos, akkor valamely x ∈ C-re tartalmaz x kezdőpontú,
C-ben haladó félegyenest, amely nyilván relatív zárt topologikus sugár.

(ii) Mivel (E, τ) lokálisan konvex tér, azért a 0.2.9. Mackey tétel következtében
van olyan valós l ∈ (ER, τ)∗ folytonos lineáris funkcionál, amelyre supC l = +∞. Legyen
p1 ∈ C tetszőleges, és minden n ∈ N-re legyen pn ∈ C olyan, amelyre l(pn) = l(p1)+n.
l folytonossága miatt a (pn) sorozat nem torlódik, ezért az R =

⋃+∞
n=1[pn, pn+1] halmaz

zárt részhalmaza C-nek. Így R-et a folytonos l
∣∣
R
a linearitás miatt bijektíven képezi

a [l(p1),+∞) intervallumra, és 0.2.10. Tétel miatt (l
∣∣
R

)−1 : [l(p1),+∞) −→ R is
folytonos, hiszen l

∣∣
R
is nyílt leképezés. Ezért R ⊆ C relatív zárt topologikus sugár.

(iii) Feltehető, hogy E ⊆ Ẽ, ahol Ẽ az E teljesítése. A feltételek miatt létezik

q ∈ CẼ \ C, valamint (i) miatt feltehető, hogy dimL(C) =∞. Legyen {Un |n ∈ N} a
q egy Ẽ-beli környezetbázisa, és minden n ∈ N-re Un+1 ⊆ Un. Indukcióval definiálunk
egy pn ∈ C

⋂
Un sorozatot. Legyen p1 ∈ U1

⋂
C tetszőleges. Tegyük fel, hogy p1, . . . , pn

már adott, és legyen Ln = L({p1, . . . , pn}). Ez az Ln altér véges dimenziós, így nem
tartalmazza C-t, de akkor C

⋂
Un+1-et sem. Ezért (C

⋂
Un+1) \ Ln 6= ∅; pn+1 legyen

ennek a halmaznak egy tetszőleges eleme. A konstrukcióból látható, hogy a [pn, pn+1]
szakaszok a végpontjaikban csatlakoznak egymáshoz, egyéb metszéspontjuk nincs, és
a konvexitás miatt C-nek részhalmazai. A (pn) sorozat Ẽ-ban tart q-hoz, ezért E-ben
és így C-ben nincs torlódáspontja. Következésképpen az R =

⋃+∞
n=1[pn, pn+1] halmaz

zárt részhalmaza C-nek, és nyilvánvalóan homeomorf [0,+∞)-nel.
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(iv) Legyen E ⊆ X × Y , ahol X lokálisan korlátos tér, Y lokálisan korlátos terek
szorzata.
A C-re vonatkozó feltétel miatt van E-ben 0-nak egy U környezete és egy A ⊆ C
korlátos végtelen halmaz, hogy ha x, x′ ∈ A különböző pontok, akkor x /∈ x′+U . Legyen
ugyanis F ⊆ A nem teljesen korlátos halmaz. Van E-ben 0-nak olyan U környezete,
hogy ha F0 ⊆ F véges, akkor létezik y ∈ F , hogy y /∈

⋃
y′∈F0

y′ + U . Legyen a0 ∈ F
tetszőleges. Tegyük fel, hogy a1, . . . , an ∈ F -et már megadtuk úgy, hogy ak /∈ aj+U , ha
k 6= j, j, k = 0, . . . , n. Ekkor van an+1 ∈ F \

⋃n
j=0 aj +U . Így az A = {aj |j ∈ N

⋃
{0}}

halmaz megfelel.
MivelX lokálisan korlátos, létezik egyQ ⊆ X korlátos halmaz, hogy a V = (Q×Y )

⋂
E

halmaz kiegyensúlyozott, zárt környzete 0-nak E-ben, valamint V + V + V + V ⊆ U .
Az A halmaz korlátos, ezért létezik E-ben 0-nak egy szimmetrikus W ⊆ V környezete,
hogy A+W ⊆ mV valamely m ∈ N-re.
Elegendő megmutatnunk egy olyan (pk) A-ban haladó sorozat létezését, hogy ha Lk =
L({p1, . . . , pk}), akkor pk+1+W

⋂
Lk = ∅. Ekkor ugyanis ennek a (pk) sorozatnak nincs

torlódási pontja, ezért R =
⋃+∞
k=1[pk, pk+1] zárt részhalmaza C-nek, és nyilvánvalóan

homeomorf [0,+∞)-nel.
Bizonyítjuk, hogy ha L ⊆ E véges dimenziós altér, akkor létezik olyan x ∈ A, hogy
(x+W )

⋂
L = ∅. Legyen VL = L

⋂
V és YL = L

⋂
({0}×Y ). Legyen M egy kiegészítő

altere YL-nek L-ben, valamint J := M
⋂
VL. Ekkor nyilván VL = J +YL, és J korlátos

halmaz a véges dimenziós M -ben, és így teljesen korlátos is. Ezért mJ is teljesen
korlátos, tehát létezik egy véges B ⊆ mJ , hogy mVL ⊆

⋃
b∈B(b+VL). Ha x ∈ A olyan,

hogy (x+W )
⋂
L 6= ∅, akkor

(x+W )
⋂

L ⊆ (A+W )
⋂

L ⊆ (mV )
⋂

L = mVL ⊆
⋃
b∈B

(b+ VL)

miatt x + W metszete b + VL-lel valamely b0 ∈ B-re nemüres. Ha x′ ∈ A és x′ 6= x,
akkor (x′ + W )

⋂
(b0 + VL) = ∅, mert különben x − x′ ∈ (W − W + VL − VL) ⊆

(V + V + V + V ) ⊆ U adódna W ⊆ V , valamint W és V szimmetrikussága folytán,
de ez lehetetlen a bizonyítás elején mondottak szerint. Kaptuk tehát, hogy A két
különböző x, x′ elemére x+W és x′+W egyszerre nem metszheti L-et. Mivel B véges
halmaz, A pedig végtelen, következik, hogy valamely x ∈ A-ra x + W nem metszi az
L alteret.

(v) Feltehető, hogy 0 ∈ C, hiszen egy x0 ∈ C-re a −x0 vektorral való eltolás
homeomorfizmus, ezért ha C − x0 tartalmaz relatív zárt topologikus sugarat, akkor C
is.
C nem korlátos, ezért van a 0-nak olyan kiegyensúlyozott U környezete, amely nem
nyeli el C-t, így minden n ∈ N-re C * nU . C lokálisan kompakt, van 0-nak olyan V
környezete E-ben, hogy V ⊆ U , és V

⋂
C kompakt. Ekkor a Q = ∂V

⋂
C halmaz is

kompakt, 0 /∈ Q, és C ⊆ [0,+∞)Q. C nem korlátos volta miatt így minden n ∈ N-re



2.4. FIXPONT-TEREK 41

van olyan qn ∈ Q és tn ∈ [0,+∞), hogy tnqn ∈ C \ nU . Megmutatjuk, hogy tn →
+∞. Ha nem így lenne, akkor a (tn) valamely (tkn) részsorozata tart egy t ∈ [0,+∞)
számhoz. Q kompakt, ezért a (qkn) sorozatnak van egy q ∈ Q torlódási pontja. Így
tn és qn választása folytán tetszőleges n ∈ N-re az következne, hogy tq ∈ C \ nU ,
ami képtelenség, hiszen E =

⋃+∞
n=1 nU . Ezért tn → +∞, és mivel C konvex és zárt,

valamint 0 ∈ C, és (qn) nem torlódhat 0-hoz, kapjuk, hogy ha y valamely torlódási
pontja (qn)-nek, akkor [0,+∞){y} ⊆ C. Ez a halmaz pedig egy relatív zárt topologikus
sugár.

(vi) Ha C nem korlátos, akkor (ii)-ből adódik az állítás. Ha pedig nem teljes va-
lamely τ -t indukáló transzláció-invariáns metrika szerint, akkor (iii)-ból következik. A
még bizonyítandó esetben C korlátos, teljes és nem kompakt. Ekkor C nyilván nem
teljesen korlátos (E metrizálható, tehát a 2.4.4. Megjegyzés értelmében ez egyértelmű
fogalom), hiszen egy teljes és teljesen korlátos metrikus tér kompakt. A 0.2.11. Tétel
szerint E izomorf Banach terek szorzatának egy alterével, és mivel minden normált tér
lokálisan korlátos, azért (iv)-ből következik az állítás.

(vii) Ha C nem teljes valamely τ -t indukáló transzláció-invariáns metrika szerint,
akkor (iii)-ból adódik az állítás. Ha C-nek van korlátos, de nem teljesen korlátos
részhalmaza, akkor (iv)-ből következik. A fennmaradó eset az, amikor C teljes, és
minden korlátos részhalmaza teljesen korlátos. Maga C nem lehet teljesen korlátos
a (vi) pontban említettek szerint, így korlátos sem lehet. A teljesség miatt C zárt.
E lokális korlátossága miatt C minden pontjának van korlátos, zárt környezete, és
ezek C-vel vett metszetei teljesek és teljesen korlátosak, vagyis kompaktak. Ezért C
lokálisan kompakt, zárt és nem korlátos, ami a már bizonyított (v) pont.

2.4.6. Tétel. (Klee) Legyen E lokálisan konvex, metrizálható topologikus vektortér,
∅ 6= C ⊆ E konvex halmaz. Ekkor a következők ekvivalensek:

(i) C kompakt.

(ii) C fixpont-tér.

(iii) Nincs C-ben relatív zárt topologikus sugár.

Bizonyítás. (i)=⇒(ii) Ez a már bizonyított 2.2.11. Tyihonov tétel.
(ii)=⇒(iii) C az örökölt topológiával metrikus tér, ezért normális. Így ha C fixpont-

tér, a 2.4.2. Tétel alapján nem tartalmazhat zárt topologikus sugarat.
(iii)=⇒(i) Ha C nem lenne kompakt, akkor Klee előző tételének (vi) pontja szerint

C-nek tartalmaznia kellene zárt topologikus sugarat.

2.4.7. Következmény. Legyen X normált tér. Ekkor az alábbiak ekvivalensek:

(i) Bármely folytonos f : B(0, 1) −→ B(0, 1) függvénynek létezik fixpontja.

(ii) X véges dimenziós.
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Bizonyítás. Az előző tétel alapján egy normált tér konvex részhalmaza pontosan akkor
fixpont-tér, ha kompakt. A zárt egységgömb viszont pontosan akkor kompakt Riesz
tétele szerint, ha a tér véges dimenziós.



3. fejezet

Halmazértékű leképezések

Ebben a fejezetben bemutatásra kerülnek a halmazértékű leképezések fixpontelméle-
tének legáltalánosabb tételei. A témakör kiindulópontja a Brouwer-féle fixponttétel,
és Neumann János 1928-ban született játékelméleti tétele [32]; ezek az eredmények
indították el az elmélet kifejlődését. Alkalmazásaik messze túlnyúlnak a funkcionál-
analízisen, szoros kapcsolatban állnak a játék- és optimalizálás-elmélettel is.
A legalapvetőbb tulajdonságok körüljárása után az Ernest Michael által kidolgo-
zott, a topológia szempontjából is fontos szeléselméletet ismertetjük, amely kapcsola-
tot létesít a folytonos függvények és bizonyos halmazértékű leképezések között; ezeket
az összefüggéseket példákkal is illusztráljuk. Végül a nevezetes Knaster-Kuratowski-
Mazurkiewicz tétel topologikus vektorterekre általánosított változatának segítségével
halmazértékű leképezésekre vonatkozó fixponttételeket bizonyítunk. Ezek egyes alkal-
mazásait bemutatjuk a negyedik fejezetben.

3.1. Topologikus tulajdonságok
Ebben a részben bevezetjük a folytonos és félig folytonos leképezések fogalmát, majd
megvizsgáljuk a leképezések és az alaphalmaz között fennálló kapcsolatokat.

3.1.1. Definíció. Legyenek X, Y és Z tetszőleges topologikus terek. Ekkor egy Γ :
X −→ P(Y )\{∅} függvényt halmaz- vagy többértékű leképezésnek nevezünk. További
definíciók:

(i) Egy A ⊆ X halmaz képe a Γ(A) =
⋃
x∈A Γ(x) halmaz.

(ii) graph(Γ) = {(x, y) ∈ X × Y |x ∈ X, y ∈ Γ(x)} a Γ leképezés gráfja.

(iii) A Γ−1 : Γ(X) −→ P(X)\{∅}, Γ−1(y) = {x ∈ X |y ∈ Γ(x)} leképezés a Γ inverze.

43
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Ha Φ : X −→ P(Y ) \ {∅} és Ψ : Y −→ P(Z) \ {∅} is halmazértékű függvények,
akkor

(iv) Γ és Φ uniója az x 7−→ (Γ(x)
⋃

Φ(x)), metszete az x 7−→ (Γ(x)
⋂

Φ(x)) leképezés.

(v) Γ és Ψ kompozíciója az x 7−→ Ψ(Γ(x)) függvény.

(vi) Ha Y topologikus vektortér F felett, akkor (Γ + Φ)(x) := Γ(x) + Φ(x), és λ ∈ F
esetén (λΓ)(x) := λΓ(x).

3.1.2. Definíció. Ha X és Y topologikus terek, Γ : X −→ P(Y ) \ {∅} halmazértékű
leképezés, x0 ∈ X, akkor Γ

(i) x0-ban felülről félig folytonos, ha bármely V ⊇ Γ(x0) nyílt halmazhoz létezik
olyan U 3 x0 X-beli nyílt halmaz, hogy Γ(U) ⊆ V .

(ii) x0-ban alulról félig folytonos, ha bármely y ∈ Γ(x0) tetszőleges V környezetéhez
létezik x0-nak olyan U környezete, hogy ha x ∈ U , akkor Γ(x)

⋂
V 6= ∅.

(iii) x0-ban folytonos, ha alulról és felülről félig folytonos x0-ban.

(iv) felülről félig folytonos, ha minden x ∈ X-ben felülről félig folytonos.

(v) alulról félig folytonos, ha minden x ∈ X-ben alulról félig folytonos.

(vi) folytonos, ha minden x ∈ X-ben folytonos.

(vi) pontonként kompakt, ha minden x ∈ X-re Γ(x) kompakt.

(vii) kompakt, ha Γ(X) Y kompakt részhalmaza.

A későbbiek folyamán sokszor alkalmazzuk a következő állítást.

3.1.3. Állítás. Ha X és Y topologikus terek, akkor egy Γ : X −→ P(Y ) \ {∅} leképe-
zésre a következők teljesülnek:

(a) Γ pontosan akkor felülről félig folytonos, ha bármely V ⊆ Y nyílt halmazra az
{x ∈ X |Γ(x) ⊆ V } halmaz nyílt X-ben, ami pontosan akkor teljesül, ha minden
B ⊆ Y zárt halmazra a Γ−1(B) = {x ∈ X |Γ(x)

⋂
B 6= ∅} halmaz zárt X-ben.

(b) Γ pontosan akkor alulról félig folytonos, ha bármely B ⊆ Y zárt halmazra az
{x ∈ X |Γ(x) ⊆ B} halmaz zárt X-ben, ami pontosan akkor teljesül, ha minden
V ⊆ Y nyílt halmazra a Γ−1(V ) = {x ∈ X |Γ(x)

⋂
V 6= ∅} halmaz nyílt X-ben.

(c) Ha f : X −→ Y függvény, Γ(x) = {f(x)}, akkor f pontosan akkor folytonos, ha
Γ alulról félig folytonos, ami pontosan akkor teljesül, ha Γ felülről félig folytonos.

Bizonyítás. Nyilvánvaló a félig folytonosság definíciójából, és abból, hogy tetszőleges
V ⊆ Y esetén {x ∈ X |Γ(x) ⊆ V } = {x ∈ X |Γ(x)

⋂
V c 6= ∅}c.
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3.1.4. Állítás. Legyen X és Y topologikus tér, Y T1, Γ : X −→ P(Y ) \ {∅}.

(a) Ha Γ alulról félig folytonos, akkor ∆(x) := Γ(x) is alulról félig folytonos.

(b) Ha Γ felülről félig folytonos, és minden x ∈ X-re intΓ(x) 6= ∅, akkor Ψ(x) :=
intΓ(x) is felülről félig folytonos.

(c) Ha Y reguláris, Γ felülről félig folytonos és minden x ∈ X-re Γ(x) zárt, akkor
graph(Γ) zárt.

(d) Ha Γ kompakt és graph(Γ) zárt, akkor Γ felülről félig folytonos.

(e) Ha X kompakt, Γ felülről félig folytonos és pontonként kompakt, akkor Γ(X)
kompakt.

(f) Pontonként kompakt, felülről félig folytonos leképezések kompozíciója, véges uni-
ója, teszőleges metszete felülről félig folytonos és pontonként kompakt.

(g) Alulról félig folytonos leképezések tetszőleges uniója és véges metszete alulról félig
folytonos.

Bizonyítás. (a),(b) Nyilvánvaló a 3.1.3. Állításban megfogalmazott ekvivalenciákból.
(c) Legyen (x0, y0) ∈ graph(Γ)c, azaz y0 /∈ Γ(x0). Y reguláris, ezért léteznek olyan

Y -beli V1 és V2 diszjunkt nyílt halmazok, melyekre y0 ∈ V1 és Γ(x0) ⊆ V2. Mivel
Γ felülről félig folytonos, azért V2-höz létezik x0-nak olyan U nyílt környezete, hogy
Γ(U) ⊆ V2. Ezért (x0, y0) U × V1 környzete diszjunkt graph(Γ)-tól, amiből következik,
hogy graph(Γ)c nyílt.

(d) Legyen B ⊆ Y zárt halmaz. Belátjuk, hogy Γ−1(B) X-nek zárt részhalmaza.
Legyen (xα)α∈A Γ−1(B)-ben haladó konvergens általánosított sorozat, limα,A xα = x0 ∈
X, és legyen yα ∈ Γ(xα)

⋂
B. Megmutatjuk, hogy x0 ∈ Γ−1(B). Γ(X) kompakt, B zárt,

ezért feltehető, hogy yα → y0 ∈ Γ(X)
⋂
B. Így (xα, yα)→ (x0, y0) ∈ X×Y , de akkor Γ

gráfjának zártsága miatt (x0, y0) ∈ graph(Γ), azaz y0 ∈ Γ(x0)
⋂
B, tehát x0 ∈ Γ−1(B).

(e) Legyen V = {Vj}j∈J nyílt fedése Γ(X)-nek. Ha j ∈ J , akkor minden y ∈
Γ(X)

⋂
Vj eleme Γ(x)-nek valamely x ∈ X-re, ezért Γ felülről félig folytonossága miatt

van olyan U j
x nyílt környezete x-nek, hogy Γ(U j

x) ⊆ Vj. Ekkor X ⊆
⋃
j∈J
⋃
x∈X U

j
x,

ezért X kompaktsága miatt van egy véges U = {U jl
xk
|k = 1, . . . ,m; l = 1, . . . , n; jl ∈ J}

rendszer amely fedi X-et. Ekkor Γ(X) = Γ(
⋃
U) ⊆

⋃n
l=1 Vjl , vagyis a {Vjl}nl=1 rendszer

V-ből kiválasztott véges fedése Γ(X)-nek, ami ezért kompakt.
(f) A pontonkénti kompaktság az unióra és a metszetre nyilvánvaló, a kompozíció

esete pedig (e)-ből következik. Legyen x0 ∈ X tetszőleges.
Legyen Z topologikus tér, Φ : Y −→ P(Z) \ {∅} felülről félig folytonos, és Γ felülről
félig folytonos. Legyen V ⊆ Z nyílt, amelyre Φ(Γ(x0)) ⊆ V . Ekkor Φ felülről félig
folytonossága miatt minden y ∈ Γ(x0)-nak létezik olyan Wy nyílt környezete, hogy
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Φ(Wy) ⊆ V . Az W =
⋃
y∈Γ(x0) Wy nyílt halmazhoz Γ felülről félig folytonossága miatt

van x0-nak olyan U nyílt környezete, hogy Γ(U) ⊆ W . Ezért Φ(Γ(U)) ⊆ Φ(W ) ⊆ V ,
tehát Φ és Γ kompozíciója tetszőleges x0 ∈ X-ben felülről félig folytonos.
Elegendő bizonyítanunk két leképezés uniójára, hogy felülről félig folytonos, az általá-
nos eset teljes indukcióval adódik. Legyenek Γ1,Γ2 : X −→ P(Y ) \ {∅} felülről félig
folytonosak. Legyen V ⊆ Y nyílt, (Γ1

⋃
Γ2)(x0) ⊆ V . Ekkor van x0-nak olyan U1 és U2

nyílt környezete a felülről folytonosság miatt, hogy Γ(U1) ⊆ V és Γ2(U2) ⊆ V . Ezért
(Γ1

⋃
Γ2)(U) ⊆ V , ami mutatja, hogy Γ1

⋃
Γ2 felülről félig folytonos.

Legyen Γj : X −→ P(Y ) \ {∅}, (j ∈ J) felülről félig folytonos leképezések. Legyen
B ⊆ Y zárt halmaz. Megmutatjuk, hogy a D = (

⋂
j∈J Γj)

−1(B) zárt halmaz X-
ben. Legyen (xα) D-ben haladó konvergens általánosított sorozat, xα → x0. Mivel
(
⋂
j∈J Γj)

−1(B) =
⋂
j∈J Γ−1

j (B), és minden j ∈ J-re Γj felülről félig folytonos, azért
Γ−1
j (B) zárt, és így x0 ∈ Γ−1

j (B). Ezért x0 ∈
⋂
j∈J Γ−1

j (B), amiből következik, hogy a
D halmaz zárt.

(g) Legyenek Ψj : X −→ P(Y ) \ {∅}, (j ∈ J) alulról félig folytonos leképezések, és
legyen V ⊆ Y nyílt. Ekkor (

⋃
j∈J Ψj)

−1(V ) =
⋃
j∈J Ψ−1

j (V ) nyílt, mert az alulról félig
folytonosság miatt a Ψ−1

j (V ) halmazok nyíltak.
A metszet esetét elegendő két leképezésre bizonyítani, mert az általános eset teljes
indukcióval egyszerűen adódik. Ha Ψ1,Ψ2 : X −→ P(Y )\{∅} alulról félig folytonosak,
akkor tetszőleges V ⊆ Y nyílt halmazra (Ψ1

⋂
Ψ2)−1(V ) = Ψ−1

1 (V )
⋂

Ψ−1
2 (V ) nyílt

halmaz. Ezzel a bizonyítást befejeztük.

3.1.5. Állítás. Legyen X topologikus tér, E lokálisan konvex tér, Z ⊆ E tetszőleges
halmaz, f : X −→ E folytonos, és Φ : X −→ P(E) \ {∅} alulról félig folytonos. Ekkor:

(a) Γ : X −→ P(E) \ {∅}; Γ(x) = conv(Φ(x)) alulról félig folytonos.

(b) Ψ : X −→ P(E) \ {∅}; Ψ(x) = f(x) + Z alulról félig folytonos.

Bizonyítás. (a) Belátjuk, hogy Γ minden x0 ∈ X-ben alulról félig folytonos. Legyen
x0 ∈ X, y0 ∈ Γ(x0), és V egy környezete y-nak, amelyről feltehető, hogy konvex.
Ekkor y0 =

∑n
j=1 tjyj, valamely tj ∈ [0, 1], számokkal, melyekre

∑n
j=1 tj = 1, és

yj ∈ Φ(x0)-lal. Mivel Φ alulról félig folytonos, azért yj−y0 +V -hez x0-nak létezik olyan
Uj (j = 1, . . . , n) környezete, hogy minden x ∈ Uj esetén Φ(x)

⋂
(yj − y0 + V ) 6= ∅.

Legyen U =
⋂n
j=1 Uj. Ekkor x ∈ U esetén létezik vj ∈ V , hogy yj − y0 + vj ∈ Φ(x), és

így z =
∑n

j=1 tj(yj − y0 + vj) ∈ conv(Φ(x)). Viszont
∑n

j=1 tj(yj − y0 + vj) = y0 − y0 +∑n
j=1 tjvj ∈ V , ezért conv(Φ(x))

⋂
V 6= ∅.

(b) Megmutatjuk, hogy tetszőleges B ⊆ E zárt halmaz esetén a D = {x ∈
X |Ψ(x) ⊆ B} halmaz zárt. Legyen (xα)α∈A D-ben haladó konvergens általánosított
sorozat, melyre xα → x0 ∈ X. Tegyük fel, hogy x0 /∈ D. Ekkor van olyan z0 ∈ Z, hogy
f(x0) + z0 /∈ B. Az f függvény folytonos, ezért f(xα) + z0 → f(x0) + z0. Ez azt jelenti,
hogy (f(xα) + z0)α∈A a B zárt halmazban haladó konvergens általánosított sorozat, és
így f(x0) + z0 = limα,A(f(xα) + z0) ∈ B, ami ellentmondás.
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3.1.6. Megjegyzés. Az (a) pont és a 3.1.4. Állítás (a) pontja szerint convΦ is alulról
félig folytonos.

Kézenfekvő kérdés, hogy milyen (X, τX), (Y, τY ) topologikus terek és Φ : X −→
P(Y ) \ {∅} folytonos leképezés esetén adható meg olyan Υ topológia P(Y ) \ {∅}-on,
hogy a Φ függvény τX − Υ folytonos legyen. Ehhez a problémához szorosan kötődő
témákkal foglalkozik Michael [27] cikke.

A következő állításból kiderül, hogy ha Y metrikus tér, akkor speciális tulajdonságú
leképezések folytonossága a Hausdorff-távolsággal áll kapcsolatban.

3.1.7. Állítás. Legyen (X, τ) topologikus tér, (Y, %) metrikus tér, D ⊆ X és Γ : D −→
P(Y )\{∅} olyan, hogy minden x ∈ D-re Γ(x) korlátos és zárt. Jelölje τ%H az Y korlátos
és zárt részhalmazain értelmezett %H Hausdorff-távolságból származó topológiát. Ekkor
a következők igazak:

(a) Ha minden (xα)α∈A D-ben haladó konvergens általánosított sorozatra, melyre
xα → x0 ∈ D, limα,A sup{%(y,Γ(xα)) |y ∈ Γ(x0)} = 0 teljesül, akkor Γ alul-
ról félig folytonos.

(b) Ha Γ felülről félig folytonos, akkor egy (xα)α∈A D-beli konvergens általánosított
sorozatra, melyre x0 = limα,A xα ∈ D, fennáll, hogy limα,A sup{%(y,Γ(x0)) |y ∈
Γ(xα)} = 0.

(c) Ha Γ τ − τ%H folytonos, akkor Γ alulról félig folytonos.

(d) Ha Γ pontonként kompakt, akkor Γ pontosan akkor folytonos, ha τ−τ%H folytonos.

Bizonyítás. (a) Tegyük fel, hogy valamely V ⊆ Y nyíltra Γ−1(V ) nem nyílt D-ben.
Ekkor van olyan D-ben konvergens (xα)α∈A általánosított sorozat, hogy xα → x0 ∈ D,
minden α ∈ A-ra Γ(xα)

⋂
V = ∅, és Γ(x0)

⋂
V 6= ∅. Legyen y0 ∈ Γ(x0)

⋂
V , valamint

r > 0 olyan, hogy B(y0, r) ⊆ V . Ekkor viszont Γ(xα)
⋂
V = ∅ miatt %(y0,Γ(xα)) ≥ r

teljesül minden α ∈ A-ra, ami ellentmond a feltételnek.
(b) Ha xα → x0 és ε > 0, akkor Γ felülről félig folytonossága miatt U = {x ∈

D |Γ(x) ⊆
⋃
z∈Γ(x0) B(z, ε)} nyílt halmazD-ben, így egy β ∈ A indextől kezdve xα ∈ U .

Ezért Γ(xα) ⊆
⋃
z∈Γ(x0) B(z, ε), ha α ≥ β, amiből sup{%(y,Γ(x0)) |y ∈ Γ(xα)} ≤ ε

adódik. Ezzel a (b) pont bizonyított.
(c) A τ − τ%H folytonossággal ekvivalens tulajdonság létezését bizonyítjuk: min-

den x0 ∈ D-re igaz, hogy ha (xα)α∈A D beli általánosított sorozat, xα → x0, akkor
%H(Γ(xα),Γ(x0))→ 0. Felírva a Hausdorff-távolság definíciójából adódó

%H(Γ(xα),Γ(x0)) =

= max
{

sup{%(x,Γ(x0)) |x ∈ Γ(xα)}, sup{%(x,Γ(xα)) |x ∈ Γ(x0)}
}

egyenlőséget, az állítás azonnal következik (a)-ból.
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(d) Tegyük fel, hogy Γ τ − τ%H folytonos. A (c) pont miatt elegendő belátnunk,
hogy Γ felülről félig folytonos. Legyen B ⊆ Y zárt, (xα)α∈A Γ−1(B)-ben haladó, D-ben
konvergens általánosított sorozat. Belátjuk, hogy limα,A xα = x0 ∈ Γ−1(B). Legyen
yα ∈ Γ(xα)

⋂
B; ekkor Γ τ − τ%H folytonossága miatt %(yα,Γ(x0)) → 0. Ezért létezik

olyan (zα) Γ(x0)-beli általánosított sorozat, melyre %(yα, zα) → 0. A feltételek szerint
Γ(x0) kompakt, így feltehető, hogy zα → y0 ∈ Γ(x0), ekkor nyilván yα → y0. Mivel
(yα)α∈A a B zárt halmazban haladó általánosított sorozat, azért y0 ∈ Γ(x0)

⋂
B, ami

azt jelenti, hogy x0 ∈ Γ−1(B).
Megfordítva, tegyük fel, hogy Γ alulról és felülről félig folytonos. Megmutatjuk, hogy
ha xα → x0, akkor %H(Γ(xα),Γ(x0)) → 0. A (b) pont miatt sup{%(y,Γ(x0)) |y ∈
Γ(xα)} → 0, ezért a Hausdorff-távolság definíciója miatt elegendő belátnunk, hogy
sup{%(y,Γ(xα)) |y ∈ Γ(x0)} → 0. Ha ez nem teljesül, akkor létezik r > 0 és minden
α ∈ A-ra yα ∈ Γ(x0), hogy %(yα,Γ(xα)) ≥ r. Γ(x0) kompaktsága miatt feltehető,
hogy yα → y0 ∈ Γ(x0). Ekkor egy β ∈ A indextől kezdve %(y0,Γ(xα)) > r

2
. Való-

ban, ha β ∈ A olyan, hogy α ≥ β esetén %(yα, y0) < r
2
, akkor r ≤ %(yα,Γ(xα)) ≤

%(yα, y0) + %(y0,Γ(xα)), amiből látható, hogy %(y0,Γ(xα)) > r
2
. Ekkor viszont α ≥ β

esetén a V = B(y0,
r
2
) nyílt halmazra Γ(xα)

⋂
V = ∅ teljesül, ami Γ(x0)

⋂
V 6= ∅ miatt

azt jelenti, hogy Γ−1(V ) nem nyílt. Ez viszont ellentmond annak, hogy Γ alulról félig
folytonos.

A következő, gyakorlati alkalmazásokban előforduló példák segítségével rávilágí-
tunk arra, hogy az alulról és a felülről félig folytonosság fogalma még nagyon speciális
esetben is független egymástól.

3.1.8. Példa. Legyen X, Y topologikus tér, és T : X −→ Y szürjektív. Definiáljuk a
Γ : Y −→ P(X) \ {∅} leképezést a Γ(y) = T−1({y}) egyenlőséggel. Mivel tetszőleges
V ⊆ X esetén Γ−1(V ) = T (V ), azért látható, hogy Γ = T−1 pontosan akkor alulról
félig folytonos, ha T nyílt leképezés, és pontosan akkor felülről félig folytonos, ha T zárt
halmazokat zárt halmazokra képez. Ha X és Y F feletti Banach terek, és T ∈ B(X, Y ),
akkor ranT = Y miatt T−1(y) = x + kerT valamely x ∈ X-re. Mivel T szürjektív
folytonos lineáris operátor, azért Banach nyílt leképezés tétele szerint T nyílt, és így
Γ alulról félig folytonos. T 6= 0B(X,Y ) és kerT 6= 0Y esetén azonban Γ nem felülről
félig folytonos, mert T nem minden zárt halmazt képez zártra. Tekintsük ugyanis
0X 6= x0 ∈ kerT és x1 /∈ kerT mellett a B = {nx0 + 1

n
x1 |n ∈ N} ⊆ X zárt halmazt.

Ekkor T (B) = { 1
n
Tx1 |n ∈ N}, ami nem zárt, mert 0Y /∈ T (B).

3.1.9. Példa. Legyen X Banach tér, és ∅ 6= D ⊆ X kompakt. Tetszőleges x ∈ X-re
Ψ(x) legyen azon D-beli pontok halmaza, amelyekkel x és D távolsága realizálódik.
Ekkor minden Ψ pontonként kompakt, és Ψ(x) konvex, ha D konvex. Ψ felülről félig
folytonos, hiszen ha A ⊆ D zárt, és xn → x0, melyre Ψ(xn)

⋂
A 6= ∅, a kompaktság

miatt Ψ(x0)
⋂
A 6= ∅. Viszont nem feltétlenül alulról félig folytonos. Legyen X = R2

a maximum-normával ellátva, és D := {(z, |z|) |z ∈ [−1, 1]}. Ha (xn) = (zn, yn) olyan
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R2-ben haladó sorozat, melyre ‖xn‖ < 1, zn < 0, yn > 0 és xn → (0, 1). Ekkor Ψ(xn)
része a B = {(z, y) |z ≤ 0} zárt halmaznak, azonban Ψ(0, 1) * B, így Ψ nem alulról
félig folytonos.

3.2. Folytonos szelések
Ebben a szakaszban a halmazértékű leképezésekhez kézenfekvően köthető folytonos
függvényekkel foglalkozunk, amelyek nélkülözhetetlenek a halmazértékű leképezések
fixpontelméletében.

3.2.1. Definíció. Legyen X és Y topologikus tér. Egy Φ : X −→ P(Y ) halmazértékű
leképezés folytonos szelése egy olyan f : X −→ Y folytonos függvény, melyre f(x) ∈
Φ(x) teljesül minden x ∈ X esetén.

3.2.2. Tétel. Legyen (X, τ) topologikus tér, (Y, ‖ · ‖) szigorúan konvex Banach tér,
Φ : X −→ P(Y ) \ {∅} olyan folytonos leképezés, hogy minden x ∈ X-re Φ(x) kompakt
és konvex. Ekkor Φ-nek létezik folytonos szelése.

Bizonyítás. Jelölje % az Y normájából származó metrikát, és legyen x0 ∈ X tetszőle-
ges, p0 ∈ Φ(x0). Ekkor tetszőleges x ∈ X-re fp0(x) legyen az az egyértelmű Φ(x)-beli
pont, amellyel p0 és Φ(x) távolsága realizálódik. Ekkor minden x ∈ X-re fp0(x) ∈ Φ(x).
Legyen (zα)α∈A X-ben haladó konvergens általánosított sorozat, zα → z0. Mivel Φ foly-
tonos, azért a 3.1.7. Állítás (d) pontja szerint %H(Φ(zα),Φ(z0))→ 0. Mivel tetszőleges
α ∈ A esetén ‖fp0(zα)− fp0(z0)‖ ≤ diam(Φ(z0))%H(Φ(zα),Φ(z0)), fp0 folytonos is.

3.2.3. Definíció. Legyen X topologikus tér, U nyílt fedése X-nek.

(a) Egy Y ⊆ X halmaz csillaga az U fedésre nézve:
St(Y,U) =

⋃
{Uα |Y

⋂
Uα 6= ∅, Uα ∈ U}.

(b) Egy V fedés baricentrikus finomítása U -nak, ha az
{St({x},V)}x∈X rendszer finomítása U -nak.

A következő tétel mutatja, hogy felülről félig folytonos leképezésekhez létezik egy foly-
tonos szeléshez „közeli” függvény.

3.2.4. Tétel. (Reich) Legyen E szeparált topologikus vektortér, X ⊆ E parakompakt
halmaz, és p : E −→ R folytonos félnorma. Legyen továbbá Φ : X −→ P(E)\{∅} olyan
felülről félig folytonos leképezés, hogy minden x ∈ X esetén Φ(x) konvex és zárt. Ekkor
bármely ε > 0-hoz létezik egy folytonos fε : X −→ conv(Φ(X)) függvény, hogy minden
x ∈ X-hez létezik olyan y ∈ X és z ∈ Φ(y), melyekre p(x− y) < ε és p(fε(x)− z) < ε
teljesül.
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Bizonyítás. Legyen z ∈ E esetén Bp(z, ε) = {y ∈ E |p(y − z) < ε}, és x ∈ X-re
Ux := {y ∈ X |Φ(y) ⊆ Φ(x) +Bp(0, ε)}. Mivel p folytonos és Φ felülről félig folytonos,
az U = {Ux

⋂
Bp(x, ε)}x∈X rendszer nyílt fedése X-nek. X parakompakt, ezért U -

nak a 0.2.12. Stone tétel szerint létezik nyílt baricentrikus V = {Vj}j∈J finomítása.
Legyen {fj}j∈J a V-nek alárendelt egységbontás. Minden j ∈ J-re legyen zj ∈ Φ(Vj)
tetszőleges, és definiáljuk az fε : X −→ conv(Φ(X)) függvényt az fε(x) =

∑
j∈J fj(x)zj

egyenlőséggel.
Legyen x ∈ X tetszőleges. Mivel V baricentrikus finomítása U -nak, azért

⋃
j:x∈Vj Vj ⊆

Uy
⋂
Bp(y, ε) valamely y ∈ X-re, amiből p(x − y) < ε következik. Ha fj(x) 6= ∅, ak-

kor x ∈ Vj. Következésképpen Vj ⊆ Uy, és zj ∈ Φ(y) + Bp(0, ε). Φ(y) konvex, ezért
fε(x) ∈ Φ(y) +Bp(0, ε). Ezért valamely z ∈ Φ(y)-ra p(fε(x)− z) < ε következik.

Ezek után arra a kérdésre keressük a választ, hogy milyen feltételek mellett lesz
egy alulról félig folytonos leképezésnek folytonos szelése.

3.2.5. Lemma. Legyen X parakompakt tér, E topologikus vektortér, és legyen Ψ :
X −→ P(E) \ {∅} olyan alulról félig folytonos leképezés, hogy minden x ∈ X-re Ψ(x)
konvex. Ha V ⊆ E 0-nak konvex, nyílt környezete, akkor létezik egy folytonos f :
X −→ E függvény, hogy minden x ∈ X-re f(x) ∈ (Ψ(x) + V ).

Bizonyítás. Legyen tetszőleges y ∈ E-re Uy = {x ∈ X |y ∈ (Ψ(x) + V )} = {x ∈
X |Ψ(x)

⋂
(y − V ) 6= ∅}. Mivel Ψ alulról félig folytonos, azért Uy nyílt halmaz. Az

U = {Uy}y∈E rendszer nyílt fedése X-nek, így X parakompaktsága folytán van egy V
lokálisan véges, nyílt finomítása. Ismeretes, hogy létezik V-nek alárendelt H = {hα}α∈A
egységbontás. Minden hα ∈ H-ra legyen y(hα) ∈ E olyan, hogy hα eltűnik E \Uy(hα)-n.
Definiáljuk f -et tetszőleges x ∈ X-re az

f(x) =
∑
hα∈H

hα(x)y(hα)

egyenlőséggel. f nyilvánvalóan folytonos, és ha hα(x) 6= 0, akkor x ∈ Uy(hα), és így
y(hα) ∈ Ψ(x) + V . Ψ(x) és V konvex halmazok, ezért Ψ(x) + V is az, és előbbi
megállapításunk szerint f(x) Ψ(x) + V elemeinek konvex kombinációja, tehát f(x) ∈
Ψ(x) + V .

3.2.6. Tétel. (Michael) Legyen X T1 topologikus tér. Ekkor a következők ekviva-
lensek:

(i) X parakompakt.

(ii) Tetszőleges Y Banach tér esetén bármely alulról félig folytonos Φ : X −→ P(Y )\
{∅} leképezésnek, melyre Φ(x) konvex és zárt minden x ∈ X-re, van folytonos
szelése.
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Bizonyítás. (i)=⇒(ii) Legyen Y Banach tér, Φ : X −→ P(Y ) \ {∅} alulról félig foly-
tonos leképezés, hogy minden x ∈ X-re Φ(x) konvex és zárt. Legyen {Vj}+∞

j=1 0Y hor-
dókból álló bázisa, melyre Vj+1 ⊆ (1

2
)jVj teljesül minden j ∈ N-re. Konstruálunk egy

{fj}+∞
j=1 ⊆ C(X, Y ) függvénysorozatot, melyre teljesül az alábbi két feltétel minden

x ∈ X esetén:

(a) fj(x) ∈
(
fj−1(x) + 2Vj−1

)
(j = 2, 3, . . . )

(b) fj(x) ∈
(
Φ(x) + Vj

)
(j = 1, 2, . . . )

Ezzel bizonyítjuk az állítást, hiszen (a) és a Vj környezetek választása miatt {fj}+∞
j=1

egyenletesen Cauchy, ezért Y teljessége miatt egyenletesen konvergál egy f ∈ C(X, Y )
függvényhez, és (b) miatt f(x) ∈ Φ(x) teljesül minden x ∈ X esetén.

Indukcióval definiáljuk az {fj} függvénysorozatot. j = 1 esetén a 3.2.5. Lemma
alapján létezik (b)-t teljesítő f1 függvény. Tegyük fel, hogy adott f1, . . . , fk (a)-t és (b)-
t j = 1, . . . , k esetén kielégítő függvények. Megkonstruáljuk fk+1-et. Legyen Φk+1(x) =
Φ(x)

⋂
(fk(x) + Vk); ekkor Φk+1(x) 6= ∅, mert az indukciós feltevés miatt k-ra (b)

fennáll, és Vk hordó. A 3.1.5. Állítás (b) pontja miatt a Ψ(x) = fk(x) + Vk leképezés
alulról félig folytonos, ezért a 3.1.4. Állítás (g) pontjából következik, hogy Φk+1 alulról
félig folytonos. A 3.2.5. Lemmát alkalmazva Φk+1-re és intVk+1-re, adódik egy folytonos
fk+1 : X −→ E függvény, amelyre fk+1(x) ∈ (Φk+1(x) + Vk+1) teljesül minden x ∈
X esetén. Ebből Φk+1 definíciója és a Vj környezetek tulajdonsága miatt fk+1(x) ∈
(fk(x) + Vk + Vk+1) ⊆ (fk(x) + 2Vk) minden x ∈ X esetén fennáll, ami éppen az (a)
követelmény. Φk+1(x) ⊆ Φ(x), ezért fk+1(x) ∈ (Φ(x) + Vk+1), ami mutatja (b)-t, és
ezzel megmutattuk a kérdéses függvénysorozat létezését.

(ii)=⇒(i) Tegyük fel, hogy X T1 tér. Megmutatjuk, hogy (ii) teljesülése esetén X
parakompakt. Ismeretes, hogy T1 terek parakompaktsága ekvivalens azzal, hogy a tér
bármely U nyílt fedéséhez létezik a fedésnek alárendelt egységbontás.

Legyen tehát U nyílt fedése X-nek. Legyen Y = `1(U), és

C :=
{
y ∈ Y

∣∣yU ≥ 0 ∀U ∈ U ,
∑
U∈U

yU = 1
}

Nyilvánvaló, hogy C konvex és zárt részhalmaza Y -nak. Tetszőleges x ∈ X esetén
legyen

Φ : X −→ P(Y ) \ {∅}; Φ(x) = C
⋂{

y ∈ Y
∣∣yU = 0 ∀x /∈ U

}
.

Látható, hogy Φ(x) nemüres, konvex és zárt részhalmaza Y -nak.
Legyen y ∈ C és ε > 0 tetszőleges. Ekkor létezik olyan y′ ∈ C, amelyre ‖y−y′‖1 < ε,

y′U > 0 véges sok olyan U ∈ U -ra, melyekre yU > 0. Legyen ugyanis U1, . . . , Un ∈ U
olyanok, hogy yUj > 0 j = 1, . . . , n esetén, és

∑n
j=1 yUj = δ > 1− ε

2
. U /∈ {U1, . . . Un}

esetén y′U := 0, y′U1
:= yU1 + (1− δ), és j = 2, . . . , n-re y′Uj := yUj . Ekkor ‖y − y′‖1 ≤

2(1− δ) < ε, tehát valóban létezik egy kérdéses y′.
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Megmutatjuk a 3.1.2. Definíció segítségével, hogy Φ alulról félig folytonos. Legyen
x0 ∈ X, y ∈ Φ(x0) és ε > 0 tetszőleges. Definiáljuk y-hoz y′-t az előző bekezdésben
mondottak szerint, és legyen U =

⋂n
j=1 Uj. Mivel yUj > 0 j = 1, . . . , n-re, azért Φ

definíciójából adódik, hogy x0 ∈ U , és így U környezete x0-nak. Ismét Φ definíciójából
következik, hogy y′ ∈ Φ(x′) minden x′ ∈ U -ra. Mivel ε > 0 tetszőleges, beláttuk azt,
hogy Φ minden x0 ∈ X-ben alulról félig folytonos.

Ekkor feltevésünk szerint létezik egy f : X −→ Y folytonos szelése Φ-nek. Tet-
szőleges U ∈ U -ra legyen

fU : X −→ R; fU(x) = f(x)U .

C és Φ definícióiból látható, hogy {fU |U ∈ U} egységbontás, amely U -nak alárendelt,
hiszen minden U ∈ U esetén fU eltűnik az U -n kívül. Ezzel bizonyítottuk a tételt.

3.2.7. Megjegyzés. A bizonyításból látható, hogy (i)=⇒(ii) Frèchet terekre is igaz,
és itt nem használtuk fel a T1 tulajdonságot. A későbbiek folyamán mutatunk példát
olyan Y normált térre és Φ : X −→ Y konvex és zárt értékű, alulról félig folytonos
leképezésre, amelynek nincs folytonos szelése.

A továbbiakban megmutatjuk, hogy nem csak Banach terek esetén állíthatjuk foly-
tonos szelés létezését.

3.2.8. Lemma. Legyen (X, τX) parakompakt tér, (Y, τY ) topologikus tér, Φ : X −→
P(Y ) \ {∅} alulról félig folytonos, és legyen {%n |n ∈ N

⋃
{0}} folytonos félmetrikák

rendszere Y -on, ahol %0 az azonosan 0 félmetrika. Ekkor minden n ∈ N
⋃
{0}-ra létezik

egy An indexhalmaz és egy {Uα |α ∈ An} lokálisan véges, nyílt fedése X-nek, hogy
minden α ∈ An-hez és x ∈ Uα-hoz van olyan yα(x) ∈ Φ(x) és πn : An+1 −→ An
ráképezés, hogy teljesülnek a következők:

(a) Ha α ∈ An, x, x′ ∈ Uα, akkor %n(yα(x), yα(x′)) < 2
3
.

(b) Ha α ∈ An, akkor Uα =
⋃

β∈π−1
n (α)

Uβ.

(c) Ha α ∈ An, β ∈ π−1
n (α) és x ∈ Uβ, akkor %n(yβ(x), yα(x)) < 1.

Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy %n+1 ≥ %n. Teljes in-
dukcióval bizonyítunk. Legyen A0 = {ν}, tetszőleges egyelemű halmaz, Uν := X, és
minden x ∈ X-re yν(x) legyen Φ(x) egy tetszőleges eleme.

Legyen n ∈ N, és tegyük fel, hogy már mindent definiáltunk k ≤ n-re. n + 1-re a
következőképpen járunk el. Legyen α ∈ An. Minden x ∈ Uα-ra

Vα(x) :=
{
x′ ∈ Uα

∣∣%n+1(yα(x),Φ(x′)) <
1

3

}
. (3.1)
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Ekkor nyilván yα(x) ∈ Vα(x), és mivel V = %−1
n+1(yα(x), .)((−∞, 1

3
)) nyílt Y -ban %n+1

folytonossága miatt, valamint Vα(x) = {x ∈ Uα |Φ(x)
⋂
V 6= ∅}, azért Φ alulról félig

folytonossága miatt Vα(x) nyílt Uα-ban. Tekintsük a Vα = {Vα(x) |x ∈ Uα} rendszert:
Vα relatív nyílt fedése Uα-nak. X parakompakt, ezért Uα is az, így Vα-nak létezik egy
lokálisan véges, relatív nyílt {Wβ}β∈B(α) finomítása. Ennek a finomításnak létezik olyan
relatív nyílt {W ′

β}β∈B(α) finomítása, hogy minden β ∈ B(α)-ra W ′
β ⊆ Wβ. Feltehető,

hogy a {B(α)}α∈An indexhalmazok diszjunktak, és legyen An+1 =
⋃
α∈An B(α). Defini-

áljuk a πn : An+1 −→ An függvényt: πn(β) = α, ha β ∈ B(α). Ekkor minden α ∈ An-re
π−1
n (α) = B(α).

Legyen β ∈ An+1; megadjuk az Uβ nyílt halmazokat és az yβ(x) pontokat minden
x ∈ Uβ-ra. Legyen α = πn(β), és Uβ = W ′

β

⋂
Uα. Mivel Uβ ⊆ Vα(xβ) valamely xβ ∈ Uα-

raW ′
β tulajdonságából adódóan, ezért (3.1) miatt minden x ∈ Uβ-ra választhatunk egy

yβ(x) ∈ Φ(x)-et, melyre

%n+1(yα(xβ), yβ(x)) <
1

3
(3.2)

teljesül.
Ellenőrizzük a követelményeket n+1 esetén. Az indukciós feltevés szerint {Uα}α∈An

lokálisan véges, nyílt fedése X-nek, valamint {Uβ}β∈π−1
n (α) lokálisan véges, nyílt fedése

Uα-nak, ezért {Uβ |β ∈ An+1} lokálisan véges, nyílt fedése X-nek. Megmutatjuk, hogy
(a),(b),(c) is teljesül. Ebből (b) nyilvánvaló, (a) pedig (3.2)-ből következik. (c) is
könnyen látható, hiszen ha α ∈ An, β ∈ π−1

n (α) és x ∈ Uβ, akkor

%n(yβ(x), yα(x)) ≤ %n(yβ(x), yα(xβ)) + %n(yα(xβ), yα(x)) <
1

3
+

2

3
= 1

teljesül. Ezzel a lemmát bizonyítottuk.

3.2.9. Tétel. (Michael) Legyen (X, τ) parakompakt tér, (Y, %) metrikus tér és le-
gyen Φ : X −→ P(Y )\{∅} olyan alulról félig folytonos leképezés, hogy minden x ∈ X-re
Φ(x) teljes metrikus tér az örökölt metrikával. Ekkor léteznek Ψ,Γ : X −→ P(Y ) \ {∅}
leképezések, melyekre:

(a) Ψ(x) ⊆ Γ(x) ⊆ Φ(x) tetszőleges x ∈ X esetén.

(b) Ψ és Γ pontonként kompakt.

(c) Ψ alulról félig folytonos.

(d) Γ felülről félig folytonos.

Bizonyítás. Feltehető, hogy % ≤ 1, mert áttérhetünk a min{%, 1} metrikára. Alkal-
mazzuk az előző lemmát {2n%}n∈N rendszerre; adódik tehát An, πn, Uα, yα(x), mint a
lemmában.
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Legyen A = {(αn)n∈N |αn ∈ An, πn(αn+1) = αn∀n ∈ N}, és minden x ∈ X-re legyen

A(x) =
{

(αn) ∈ A
∣∣x ∈ Uαn∀n ∈ N

}
,

A(x) =
{

(αn) ∈ A
∣∣x ∈ Uαn∀n ∈ N

}
.

Látható, hogy ha a = (α)n ∈ A(x) vagy a ∈ A(x) és x ∈ X, akkor yαn(x) minden
n ∈ N-re definiált. Az előző lemma (c) pontja miatt (yαn(x))n∈N Φ(x)-ben haladó
Cauchy sorozat, ezért Φ(x) teljessége miatt konvergál egy ya(x) ∈ Φ(x)-hez. Tetszőleges
x ∈ X-re

Ψ0(x) :=
{
ya(x)

∣∣a = (αn) ∈ A(x)
}
, Γ0(x) :=

{
ya(x)

∣∣a = (αn) ∈ A(x)
}
,

valamint
Ψ(x) := Ψ0(x), Γ(x) := Γ0(x).

Az alábbiak a = (αn) esetén könnyen láthatóak:

(1) Ha a ∈ A(x), akkor %(yαn(x), ya(x)) < 2−(n−1).

(2) Ha a ∈ A(x), a′ ∈ A(x′), és valamely n ∈ N-re αn = α′n, akkor
%(ya(x), ya′(x

′)) < 2−(n−3).

(3) Ha β ∈ An és x ∈ Uβ, akkor van olyan a ∈ A(x), hogy αn = β.

(4) Ha β ∈ An és x ∈ Uβ, akkor van olyan a ∈ A(x), hogy αn = β.
Valóban, (1) a 3.2.8. Lemma (c) pontjából, (3) és (4) a (b) pontból adódik, (2) pedig
a lemma (a) pontját és (1)-et felhasználva a

%(ya(x), ya′(x
′)) ≤ %(ya(x), yαn(x)) + %(yαn(x), yα′n(x′)) + %(yα′n(x′), ya′(x

′))

egyenlőtlenség alapján következik.
(3)-ból következik, hogy tetszőleges x ∈ X-re A(x) nem az üres halmaz, ezért Ψ(x)

és Γ(x) sem az üres halmaz. Ellenőrizzük, hogy (a),(b),(c) és (d) teljesülnek.
(a) Ψ és Γ definíciójából nyilvánvaló.
(b) Mivel minden x ∈ X-re Ψ(x) és Γ(x) teljes, elegendő belátnunk, hogy teljesen

korlátosak. Megmutatjuk, hogy Γ0(x) teljesen korlátos, ebből nyilvánvalóan következik,
hogy Γ(x) és Ψ(x) ⊆ Γ(x) miatt Ψ(x) teljesen korlátos. Az {Uα}α∈An rendszer lokálisan
véges, így ha a = (αn) ∈ A(x), akkor minden n ∈ N-re αn véges sok különböző értéket
vehet fel. Ezért (1) mutatja, hogy Γ0(x) teljesen korlátos.

(c) A 3.1.4. Állítás (a) pontja szerint elegendő megmutatnunk, hogy Ψ0 alulról
félig folytonos. Legyen x ∈ X, y = ya(x) ∈ Ψ0(x) valamely a ∈ A(x)-re, és legyen
ε > 0 tetszőleges. Megmutatjuk, hogy létezik x-nek egy olyan W környezete, hogy
minden x′ ∈ W -re Ψ0(x′)

⋂
B(y, ε) 6= ∅. Legyen n ∈ N olyan nagy, hogy 2−(n−3) <

ε, és W := Uαn . Ha x′ ∈ W , akkor (3) miatt létezik a′ = (α′n) ∈ A(x′), melyre
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α′n = αn. Ekkor ya′(x′) ∈ Ψ0(x′), és (2) miatt %(ya(x), ya′(x
′)) < 2−(n−3) < ε, tehát

Ψ0(x′)
⋂
B(y, ε) 6= ∅.

(d) Legyen V ⊆ Y nyílt halmaz. Megmutatjuk, hogy a Z = {x ∈ X |Γ(x) ⊆
V } halmaz nyílt X-ben, azaz tetszőleges x0 ∈ Z-nek van olyan W környezete, hogy
Γ(W ) ⊆ V . Mivel Γ(x0) kompakt, létezik ε > 0, hogy

⋃
y∈Γ(x0) B(y, ε) ⊆ V . Ezért

Γ definíciója miatt elegendő olyan W -t találnunk, hogy minden x′ ∈ W -re Γ0(x′) ⊆⋃
y∈Γ0(x0) B(y, ε

2
). Legyen az n ∈ N természetes szám olyan nagy, melyre 2−(n−3) < ε

2
,

és W := X \
⋃
{Uβ |β ∈ An, x0 /∈ Uβ}. W 6= ∅, mert {Uβ}β∈An fedése X-nek, és W

nyilvánvalóan környezete x0-nak.
Legyen x′ ∈ W és y = ya′(x

′) ∈ Γ0(x′) valamely a′ = (α′n) ∈ A(x′)-re. Ekkor x′ ∈ Uα′n ,
ezért W definíciója miatt x0 ∈ Uα′n , így (4) miatt létezik a = (αn) ∈ A(x0), melyre
αn = α′n. Ekkor ya(x0) ∈ Γ0(x0), és (2) miatt %(ya(x0), ya′(x

′)) < 2−(n−3) < ε
2
, és ezt

akartuk bizonyítani.

3.2.10. Tétel. (Michael) Minden (X, %) metrikus térhez létezik olyan (BX , ‖ · ‖)
Banach tér és olyan ˇ: X −→ BX izometrikus beágyazás, hogy ha (F, τ) kváziteljes,
szeparált, lokálisan konvex tér, akkor bármely folytonos u : X̌ −→ F függvény kiterjed
egy lineáris ũ : BX −→ F leképezéssé, amely X̌-en és X̌ minden kompakt részhalma-
zának zárt konvex burkán folytonos.

Bizonyítás. Legyen E = CR(X). Lássuk el E-t az ΩX kompakt konvergencia topo-
lógiával, az E∗ = (E,Ω)∗ topologikus duálison pedig tekintsük a σ(E∗, E) gyenge-*
topológiát. Hasonlóan, F ∗ = (F, τ)∗-on tekintsük az ΩF kompakt konvergencia topo-
lógiát, ennek F ∗∗ = (F ∗,ΩF )∗ topologikus duálisán tekintsük a σ(F ∗∗, F ∗) gyenge-*
topológiát. Ha u : X −→ F folytonos függvény, akkor legyen az u adjungáltja

u∗ : F ∗ −→ E; u∗(f) = f ◦ u,

és legyen u∗ adjungáltja

u∗∗ : E∗ −→ F ∗∗; u∗∗(φ) = φ ◦ u∗.

Látható, hogy u∗ és u∗∗ lineáris leképezések, valamint u∗ ΩF − ΩX folytonos, és u∗∗
σ(E∗, E)− σ(F ∗∗, F ∗) folytonos.

X-et az ismert módon azonosíthatjuk E∗ egy részhalmazával: x ∈ X-nek felel-
tessük meg azon x̌ ∈ E∗-ot, amelyre minden f ∈ E esetén x̌(f) = f(x) teljesül.
Mivel X metrikus tér, azért E szétválasztja X-et, így ˇ : X −→ E∗ injektív. Ezek
után legyen X = X̌. A 0.2.13. Mackey-Arens tétel (b) pontjának következtében
(F ∗∗, σ(F ∗∗, F ∗)) = (F, σ(F, F ∗)). Ezen azonosítások mellett u∗∗ : E∗ −→ F , és
u∗∗
∣∣
X

= u, tehát u-nak u∗∗ lineáris kiterjesztése, amely σ(E∗, E) − σ(F, F ∗) folyto-
nos.
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Ha K ⊆ X kompakt, akkor u(K) a folytonosság miatt τ -kompakt F -ben, ezért
a kváziteljesség miatt a 0.2.5. Krein tétel szerint conv(u(K)) is τ -kompakt. Így
τ
∣∣
conv(u(K))

= σ(F, F ∗)
∣∣
conv(u(K))

, és ha C jelöli a K halmaz σ(E∗, E)-zárt konvex bur-
kát, akkor u∗∗(C) ⊆ conv(u(K)). Ezért u∗∗

∣∣
C
σ(E∗, E)

∣∣
C
− τ folytonos.

Megmutatjuk, hogy elegendő definiálunk egy olyan normát E∗-on, amelyre a kö-
vetkezők teljesülnek:

(1) A normából származó metrika X-en azonos az eredeti % metrikával.

(2) Ha K ⊆ X ⊆ E∗ kompakt, akkor a K halmaz C σ(E∗, E)-zárt konvex burkán a
norma topológia és a σ(E∗, E) topológia azonos.

Tegyük fel, hogy adott egy (1)-et és (2)-t teljesítő ‖ ·‖ norma E∗-on. (1) mutatja, hogy
X izometrikusan ágyazódik E∗-ba. Az ΩX kompakt konvergencia topológia szerint a
B = {{f ∈ CR(X) |f(K ′) ⊆ W}|K ′ ⊆ X kompakt,W ⊆ R nullkörnyezet} halmaz-
rendszer 0CR(X)-nek környezetbázisa. Ha K ⊆ X ⊆ E∗ kompakt, akkor a K halmaz C
σ(E∗, E)-zárt konvex burka ekvifolytonos. Legyen ugyanis W ′ ⊆ R 0-nak környezete,
ez tartalmaz egy W konvex nullkörnyezetet. Ekkor conv(K)({f ∈ E |f(K) ⊆ W}) =⋃
{conv(f(K)) |f(K) ⊆ W} ⊆ W , mert W konvex. Ezek szerint conv(K) ekvifolyto-

nos, és ismeretes tény, hogy folytonos lineáris funkcionálok ekvifolytonos halmazának
gyenge-* lezártja is ekvifolytonos. Ezért a 0.2.14. Alaoglu-Bourbaki tétel miatt C
σ(E∗, E)-kompakt, így (2)-ből az következik, hogy C ‖ ·‖-kompakt. Emiatt a C halmaz
a K normában vett zárt konvex burka. Így ha (BX , ‖ · ‖) jelöli (E∗, ‖ · ‖) teljesítését,
akkor C K-nak a zárt konvex burka BX-ben is. Ezek után legyen ũ : BX −→ F tet-
szőleges lineáris (nem szükségképpen folytonos) kiterjesztése u∗∗-nak. Azt pedig már
láttuk, hogy X-re és X kompakt részhalmazainak zárt konvex burkára a megszorítás
folytonos.

Megadunk egy, a keresett tulajdonságokkal rendelkező normát E∗-on. Legyen (Y, d)
olyan metrikus tér, amelybe (X, %) zárt részhalmazként izometrikusan beágyazható, és
Y \ X = {y0}. Ilyen Y létezik. Legyen ugyanis Y = X

⋃∗{y0}, ahol {y0} tetszőleges
egypontú halmaz,

⋃∗ pedig a diszjunkt uniót jelöli. A d : Y ×Y −→ [0,+∞) metrikát
a következő módon definiáljuk:

d(x, y) =


0 ha x = y
1 ha x ∈ X és y = y0, vagy x = y0 és y ∈ X
%(x, y) ha x, y ∈ X

Ha f ∈ CR(X), akkor terjesszük ki Y -ra f(y0) = 0-val; legyen ezen függvények hal-
maza Cy0(X). Tetszőleges c ≥ 0 esetén jelölje Lipc(Y ) azon korlátos Cy0(X)-beli leké-
pezések halmazát, melyek c konstanssal Lipschitz-folytonosak, azaz Lipc(Y ) := {f ∈
Cy0(X) | |f(x)−f(y)| ≤ cd(x, y) ∀x, y ∈ Y }. Legyen LY =

⋃
c≥0 Lipc(Y ), amely nyiván-

valóan vektortér R felett. f ∈ LY -ra legyen ‖f‖L = min{c ∈ [0,+∞) |f ∈ Lipc(Y )};
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triviális, hogy a ‖ ·‖L : LY −→ R leképezés norma LY -on, hiszen a konstans függvények
közül csak 0 eleme L-nak.
Az LY -beli függvények az X-re történő megszorítással természetes módon azonosul-
nak az E-beli korlátos, Lipschitz-folytonos függvények L halmazával; ez az L halmaz
olyan konstans függvényeket tartalmazó részalgebrája CR(X)-nek, amely szétválasz-
tó X felett. Valóban, ha f, g ∈ L, akkor a korlátosság miatt f 2, g2, (f + g) ∈ L, és
így fg = 1

2
((f + g)2 − f 2 − g2) ∈ L. Az a függvény, amely y0-ban 0-t, X pontja-

iban 1-et vesz fel, 1-konstansú Lipschitz-folytonos függvény Y -on, ezért 1 ∈ L. Ha
z1, z2 ∈ X különböző pontok, akkor a h(x) = min{1, %(x, z1)} függvény korlátos, 1-
konstanssal Lipschitz-folytonos, valamint szétválasztja z1-et és z2-t. Ezért a 0.2.15.
Stone-Weierstrass tétel szerint sűrű (CR(X),ΩX) = (E,ΩX)-ben.
L és LY természetes azonosítása után L ⊆ E miatt E∗ minden eleme megfeleltethető
L′Y egy elemének. L sűrű (E,ΩX)-ben, így a 0.2.16. Tétel miatt ez a megfeleltetés
injektív. Megmutatjuk, hogy E∗ ⊆ L∗Y = (LY , ‖ · ‖L)∗. Legyen l ∈ E∗, és legyen
(fn) olyan LY -ban haladó függvénysorozat, hogy cn = ‖fn‖L → 0. Legyen K ⊆ X
tetszőleges kompakt halmaz. Ekkor maxx∈K |fn(x)| = maxx∈K |fn(x) − fn(y0)| ≤
cn maxx∈K d(x, y0) = cn → 0, vagyis az (fn) sorozat egyenletesen tart 0-hoz min-
den kompakt halmazon. Mivel l ∈ (E,ΩX)∗, azért l(fn) → 0, amivel megmutattuk,
hogy l folytonos 0-ban, így l ∈ L∗Y .

A bizonyítás befejezéséhez legyen ‖ · ‖ az L∗Y -beli funkcionálnorma megszorítása
E∗-ra, és BX := E∗

L∗Y . Belátjuk, hogy E∗ ezzel a normával teljesíti (1)-et és (2)-t.
(1) Legyen x1, x2 ∈ X. Ekkor

‖ x̌1 − x̌2‖ = sup
‖ f‖L≤1

| x̌1(f)− x̌2(f)| = sup
‖ f‖L≤1

|f(x1)− f(x2)| ≤ d(x1, x2).

A másik irányú egyenlőtlenséghez x ∈ X esetén g(x) := d(x, x2)−1. Ekkor g Lipschitz-
folytonos 1-konstanssal, és (x̌1−x̌2)(g) = g(x1)−g(x2) = d(x1, x2). Mindezek mutatják,
hogyˇ: (X, %) −→ (E∗, ‖ · ‖) izometrikus.

(2) Tetszőleges c ≥ 0 esetén a Lipc(Y ) halmazzal természetes módon azonosítható
L-beli Lc halmaz ekvifolytonos, zárt és pontonként korlátos részhalmaza E = CR(X)-
nek. Valóban, a zártság és az ekvifolytonosság nyilvánvaló, és f ∈ Lc, valamint x ∈ X
esetén |f(x)| = |f(x) − f(y0)| ≤ c miatt pontonkénti korlátosság is látható. Ezért a
0.2.17. Tétel (a) pontja miatt Lc zárt E-ben.
Legyen K ⊆ X ⊆ E∗ kompakt. E∗-on a norma-topológia nem más, mint az Lc kom-
pakt halmazokon való egyenletes konvergencia. Láttuk, hogy a K ⊆ CR(E) kompakt
halmaz C σ(E∗, E)-zárt konvex burka ekvifolytonos; ekkor természetesen mint CR(L)
részhalmaza is ekvifolytonos. Mivel L =

⋃
c∈[0,+∞) Lc, azért a 0.2.17. Tétel (b) pontja

miatt C-n az ΩL kompakt konvergencia topológia (ami az E∗-ból származó norma-
topológia) és a σ(E∗,L) pontonkénti konvergencia topológia azonos. Viszont L sűrű
E-ben ΩX szerint, ezért C-n a σ(E∗,L) topológia megegyezik a σ(E∗, E) topológiával.
Ezzel beláttuk (2)-t, és így a tételt is.
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3.2.11. Megjegyzés. A tétel bizonyításából könnyen láthatóak az alábbiak. X̌ li-
neárisan független részhalmaza E∗-nak, mert ha x̌1, . . . , x̌n+1 ∈ X̌ különbözőek, ak-
kor g(y) := d(y, {y0, x1, . . . , xn}) esetén g ∈ LY , és j = 1, . . . , n-re x̌j(g) = 0, míg
x̌n+1(g) 6= 0.
L az X-en értelmezett valós értékű, korlátos, Lipschitz-folytonos függvények halmaza.
A BX Banach tér tulajdonképpen az L duális terének egy zárt altere, ezért beszélhe-
tünk a természetes ̂ : L −→ B∗X , f̂(l) = l(f) leképezésről. Ekkor minden f ∈ L és
X = X̌ esetén f̂

∣∣
X

= f , mert tetszőleges x ∈ X-re f̂(x̌) = x̌(f) = f(x) a leképezések
definíciójából adódóan.

3.2.12. Tétel. (Michael) Legyen (X, %) metrikus tér, (F, τ) kváziteljes, szeparált,
lokálisan konvex tér, ∅ 6= M ⊆ F , és legyen Φ : X −→ P(M) \ {∅} alulról félig
folytonos leképezés. Tegyük fel, hogyM metrizálható egy olyan metrikával, hogy minden
x ∈ X-re Φ(x) teljes. Ekkor létezik egy folytonos f : X −→ F , hogy minden x ∈ X-re
f(x) ∈ conv(Φ(x)). Ez az f olyan, hogy minden K ⊆ X kompakt halmazhoz létezik
olyan K ′ ⊆

⋃
x∈K Φ(x), amelyre f(K) ⊆ conv(K ′) fennáll.

Bizonyítás. A 3.2.10. Michael tétel szerint azonosíthatjuk M -et egy BM Banach tér
részhalmazával. Így Φ-t tekinthetjük BM nemüres részhalmazaiba képező függvénynek
is.

A 3.2.9. Michael tétel alapján létezik egy pontonként kompakt, felülről félig foly-
tonos Γ : X −→ P(M) \ {∅}, és egy pontonként kompakt, alulról félig folytonos
Ψ : X −→ P(M) \ {∅}, hogy minden x ∈ X esetén Ψ(x) ⊆ Γ(x) ⊆ Φ(x). A 3.1.6.
Megjegyzés miatt convΨ is alulról félig folytonos, és Stone tétele szerint minden
metrikus tér parakompakt, ezért a convΨ : X −→ BM leképezésre alkalmazható a
3.2.6. Michael tétel. Így adódik egy folytonos g : X −→ BM függvény, melyre g(x) ∈
conv(Ψ(x)) minden x ∈ X esetén. Legyen α : M ⊆ BM −→ M ⊆ F , α(x) = x. α
folytonos, ezért létezik a 3.2.10. Michael tételben szereplő α̃ : BM −→ F kiterjesztés.
Megmutatjuk, hogy az f = α̃◦g egyenlőséggel definiált függvény kielégíti a feltételeket.

Legyen K ⊆ X kompakt. Γ felülről félig folytonos és pontonként kompakt, ezért a
3.1.4. Állítás (e) pontja miatt Γ(K) kompakt. conv(Γ(K))F kompakt a 0.2.5. Krein
tétel miatt, és α̃ folytonos conv(Γ(K))BM -en, így α̃(conv(Γ(K))BM ) = conv(Γ(K))F .
Mivel g(K) ⊆ conv(Γ(K))BM , azért f folytonos K-n, és f(K) ⊆ conv(Γ(K))F teljesül
az előzőek miatt. Kaptuk tehát, hogy minden K ⊆ X-re f

∣∣
K

folytonos. X viszont
metrikus tér, ezért f X-en is folytonos. Az pedig Γ(x) ⊆ Φ(x) miatt nyilvánvaló, hogy
minden x ∈ X-re f(x) ∈ conv(Φ(x))F .
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Néhány előzetes megjegyzést teszünk a továbbiakhoz. Legyen (M,%) metrikus tér,
τM az M nyílt halmazai, és L legyen az M -en értelmezett valós értékű, korlátos,
Lipschitz-folytonos függvények lineáris tere. A 3.2.10. Michael tétel szerint létezik
egy BM = B Banach tér, amelybe M izometrikusan beágyazható, továbbá a 3.2.11.
Megjegyzés szerint létezik egy ̂: L −→ B∗ lineáris leképezés, amelyre f̂

∣∣
M

= f teljesül
minden f ∈ L esetén, ha M -et azonosítjuk a képével.

Legyen y ∈ B-re

S(y) =
{
U ⊆M

∣∣U ∈ τM ,∀f ∈ L, supp(f) ⊆ U : f̂(y) = 0
}
,

és legyen σ : B −→ P(M), σ(y) = M \
⋃
y∈B S(y). Nyilvánvaló, hogy σ(y) zártM -ben.

3.2.13. Lemma. Legyen K ⊆M nemüres kompakt, és y ∈ conv(K)B. Ekkor a követ-
kezők igazak:

(a) σ(y) ⊆ K.

(b) Ha f ∈ L, és σ(y)
⋂

supp(f) = ∅, akkor f̂(y) = 0.

(c) σ(y) 6= ∅.

Bizonyítás. (a) Legyen U = M \ K. Ekkor f̂(y) = 0, ha supp(f) ⊆ U . Valóban,
f(K) = 0 és f̂

∣∣
K

= f alapján f̂(K) = 0, ezért f̂ ∈ B∗ miatt f̂(conv(K)B) = 0. Így
U ∈ S(y), amiből σ(y) ⊆ K következik.

(b) Mivel f felírható f = f+ − f− alakban, ahol f+ az f pozitív, f− az f negatív
része, valamint f+, f− ∈ L és supp(f+)

⋃
supp(f−) ⊆ supp(f), azért elegendő f ≥ 0-

ra bizonyítanunk (b)-t.
Legyen tehát f ≥ 0, és A := supp(f)

⋂
K. Ekkor A kompakt és diszjunkt σ(y)-

tól, ezért létezik véges sok Vj ⊆ M (j=1,. . . ,n) nyílt halmaz, melyekre Vj ⊆ Uj
valamely Uj ∈ S(y)-ra, és A ⊆

⋃n
j=1 Vj. Legyen j = 1, . . . , n és x ∈ M esetén

gj(x) = min{%(x,M \Vj), 1}. Ekkor gj ∈ L, supp(gj) ⊆ Uj, így az (a) pontban mondot-
tak szerint ĝj(y) = 0. Ekkor nyilván g =

∑n
j=1 gj-re g ∈ L, és ĝ(y) = 0. x ∈ A esetén

g(x) > 0, és mivel f és g folytonos, A kompakt, létezik c > 0, hogy minden x ∈ A
esetén 0 ≤ f(x) ≤ cg(x) teljesül. Ez az egyenlőtlenség az egész K halmazon fennáll,
hiszen x ∈ K \ A-ra f(x) = 0. Következésképpen x ∈ conv(K)B-re 0 ≤ f̂(x) ≤ cĝ(x),
így 0 ≤ f̂(y) ≤ cĝ(y) = 0.

(c) Legyen h(x) = 1 minden x ∈ M esetén. Ekkor h ∈ L és ĥ(y) = 1, így a (b)
pont miatt σ(y)

⋂
supp(h) 6= ∅. Következésképpen σ(y) 6= ∅.
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3.2.14. Lemma. Legyen Z =
⋃
{conv(K)B |K ⊆ M kompakt }. Ekkor a σ : Z −→

P(M) \ {∅} leképezés alulról félig folytonos.

Bizonyítás. Legyen V ⊆M nyílt, y0 ∈ Z, és σ(y0)
⋂
V 6= ∅. Ekkor σ definíciója miatt

létezik f0 ∈ L, amelyre supp(f0) ⊆ V , és f̂0(y0) 6= 0. Legyen U = {y ∈ Z | f̂0(y) 6= 0}.
Mivel f0 folytonos, azért U környzete y0-nak Z-ben, és ha y ∈ U , akkor a 3.2.13.
Lemma (b) pontja szerint σ(y)

⋂
supp(f0) 6= ∅, és így σ(y)

⋂
V 6= ∅. Következésképpen

{y ∈ Z |σ(y)
⋂
V 6= ∅} nyílt Z-ben, tehát σ alulról félig folytonos.

3.2.15. Tétel. (Michael) Legyen X parakompakt tér, E kváziteljes, szeparált, lo-
kálisan konvex tér, ∅ 6= M ⊆ E, és legyen Φ : X −→ P(M)\{∅} alulról félig folytonos.
Tegyük fel, hogy M metrizálható egy olyan metrikával, hogy minden x ∈ X-re Φ(x)
teljes. Ekkor létezik egy folytonos f : X −→ E függvény, hogy minden x ∈ X-re
f(x) ∈ conv(Φ(x)).

Bizonyítás. A 3.2.9. Michael tétel alapján létezik egy alulról félig folytonos Ψ :
X −→ P(M) \ {∅} leképezés, amely pontonként kompakt, és minden x ∈ X-re
Ψ(x) ⊆ Φ(x).

Legyen M ⊆ Z ⊆ B, mint az előbbi két lemmában. A 3.1.6. Megjegyzés szerint
X 3 x 7−→ conv(Ψ(x))B ∈ B alulról félig folytonos leképezés, így a 3.2.6. Michael
tételből a 3.2.7. Megjegyzés mellett adódik egy folytonos g : X −→ B szelése. Ψ
pontonkénti kompaktságából következik, hogy tetszőleges x ∈ X-re g(x) ∈ Z.

Legyen σ : Z −→ P(M) \ {∅}, mint az előző két lemmában. Mivel Z metrizálható,
alkalmazhatjuk a 3.2.14. Lemma szerint alulról félig folytonos leképezésre a 3.2.12.
Michael tételt. Így létezik egy folytonos h : Z −→ E függvény, amelyre minden
y ∈ Z esetén h(y) ∈ conv(σ(y))E áll fenn.

Definiáljuk az f : X −→ E függvényt az f = h ◦ g egyenlőséggel. f nyilvánvalóan
folytonos, hiszen g és h is az. Ha x ∈ X, akkor g(x) ∈ conv(Ψ(x))B, ezért a 3.2.13.
Lemma (a) pontja miatt σ(g(x)) ⊆ Ψ(x) ⊆ Φ(x), és így

f(x) = h(g(x)) ∈ conv(σ(g(x)))E ⊆ conv(Φ(x))E.

Ezzel a tételt bizonyítottuk.

3.2.16. Következmény. Legyen X parakompakt tér, E kváziteljes, szeparált, lokáli-
san konvex tér, és M ⊆ E nemüres halmaz. Legyen Φ : X −→ P(M) \ {∅} olyan
alulról félig folytonos leképezés, hogy minden x ∈ X esetén Φ(x) konvex és zárt, va-
lamint tegyük fel, hogy M metrizálható egy olyan metrikával, melyre minden x ∈ X
esetén Φ(x) teljes. Ekkor Φ-nek létezik folytonos szelése.

Az alábbiakban a 3.2.15. Michael tétel és a 3.2.16. Következmény élességét vizs-
gáljuk. Kiderül, hogy a konvexitás és a teljesség feltétele nem hagyható el, valamint a
képpontok nem lehetnek nyíltak.
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3.2.17. Példa. Legyen X = [0, 1] és Y = R2 a kétdimenziós valós euklideszi tér.
Ekkor létezik Y -beli zárt halmazok S rendszere, hogy minden B ∈ S homeomorf X-
szel, valamint egy Φ : X −→ S alulról félig folytonos leképezés, hogy 0 ∈ X bármely
U környezetére megszorítva Φ-t, Φ

∣∣
U
-nak nincs folytonos szelése (és így Φ-nek sincs).

Legyen Z = {(t, sin 1
t
) |t ∈ R \ {0}}

⋃
{(0, s) ∈ Y |s ∈ [−1, 1]}. Legyen Φ : X −→

P(Y ) \ {∅}, Φ(x) = {(t, s) ∈ Z | 1
2
x ≤ t ≤ x}, valamint S := {Φ(x)}x∈X . Nyilvánvaló,

hogy Φ alulról félig folytonos, és minden x ∈ X-re Φ(x) homeomorf X-szel. Viszont
nem létezhet U környezete 0-nak, melyre Φ

∣∣
U
-nak van folytonos szelése. Ha lenne

ilyen, akkor [0, ε) alakú környezeten is létezne folytonos szelés, ami Z útösszefüggőségét
eredményezné, pedig Z nem útösszefüggő.

3.2.18. Példa. Legyen X = [0, 1]. Létezik egy Y szeparábilis normált tér, és egy Φ :
X −→ P(Y ) \ {∅} alulról félig folytonos leképezés, melyre minden x ∈ X esetén Φ(x)
konvex és zárt, és Φ-nek nincs folytonos szelése. Legyen Z = [0, 1]

⋂
Q = {zn |n ∈ N}

az X-beli racionális számok egy felsorolása. Legyen Y = {y ∈ `1(Z) |yz 6= 0 véges sok
z ∈ Z esetén }, amely lineáris altér `1(Z)-ben, és C := {y ∈ Y |yz ≥ 0 ∀z ∈ Z}.Végül
legyen

Φ(x) =

{
C ha x ∈ X \ Z
C
⋂
{y ∈ Y |yzn ≥ 1

n
} ha x = zn

Ekkor minden x ∈ X-re Φ(x) konvex és zárt, és a 3.1.3. (b) pontjából nyilvánvaló,
hogy Φ alulról félig folytonos. Megmutatjuk, hogy Φ-nek nincs folytonos szelése.

Indirekten tegyük fel, hogy van f : X −→ Y folytonos szelése Φ-nek. Ekkor minden
zn ∈ Z-nek van X-ben egy Un környezete, hogy f(x)zn >

1
2n
, ha x ∈ Un. Mivel Z sűrű

X-ben, azért van olyan (kn) indexsorozat és zkn ∈ Z, hogy zkn+1 ∈
⋂n
j=1 Ukj . Ezért az

{Ukn}+∞
n=1 rendszer centrált, így X kompaktsága miatt létezik x0 ∈

⋂+∞
n=1 Ukn . Ekkor

viszont f(x0)zkn > 0 minden n ∈ N-re, ami ellentmond annak, hogy Y tetszőleges
elemének véges kivétellel minden koordinátája 0-val egyenlő.

3.2.19. Példa. Legyen X = [0, 1]. Ekkor létezik egy Y Banach tér, és egy Φ : X −→
P(Y ) \ {∅} alulról félig folytonos leképezés, melyre minden x ∈ X esetén Φ(x) konvex
és nyílt, és Φ-nek nincs folytonos szelése.

Legyen Y a `1(X) valós Banach tér, és Φ(x) := {y ∈ Y |yx > 0}, amely nyilván
nyílt és konvex. Megmutatjuk, hogy Φ alulról félig folytonos.

Legyen x′ ∈ X, y′ ∈ Φ(x′) és ε > 0 tetszőleges. Ekkor létezik x′-nek olyan U
környezete, hogy ha x ∈ U , akkor létezik y ∈ Φ(x), amelyre ‖y − y′‖1 < ε. Mivel
y′x′ > 0, és y′x < − ε

2
legfeljebb véges sok x ∈ X-re, azért létezik x′-nek egy U környezete,

hogy x ∈ U esetén y′x ≥ − ε
2
. Ezért x ∈ U esetén választhatunk egy y ∈ Φ(x) vektort,

amelyre yx < ε
2
, és yx′ = y′x′ , ha x 6= x′. Ekkor ‖y− y′‖1 = |yx− y′x| < ε. Megmutattuk

tehát, hogy Φ minden x′ ∈ X-ben alulról félig folytonos.
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Indirekten tegyük fel, hogy létezik egy f folytonos szelése Φ-nek. Ekkor a folyto-
nosság miatt minden x′ ∈ X-nek van olyan Ux′ környezete, hogy ha x ∈ Ux′ , akkor
f(x)x′ > 0. Mivel minden U ′x tartalmaz racionális számot, valamely r ∈ X

⋂
Q nem

megszámlálható sok U ′x halmaz eleme. Ekkor viszont f(r)x′ > 0 nem megszámlálható
sok x′-re, ami lehetetlen, mert f(r) ∈ `1(X).

3.3. A Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz tétel

Ebben a szakaszban Knaster, Kuratowski és Mazurkiewicz 1929-ben bizonyított téte-
lének általánosításáról és következményeiről lesz szó. Ezek az - önmagukban is érdekes
- állítások a következő részt készítik elő, de a matematika más területein (például
variációs egyenlőtlenségeknél, játékelméletben) is fontos alkalmazásaik ismeretesek.

3.3.1. Definíció. Legyen V vektortér F felett. Egy A ⊆ V halmaz végesen zárt,
ha bármely véges dimenziós L ⊆ V affin altérre L

⋂
A zárt halmaz az euklideszi

topológiával ellátott L-ben.

3.3.2. Megjegyzés. Nyilvánvaló, hogy ha (E, τ) szeparált topologikus vektortér, ak-
kor minden A ⊆ E zárt halmaz végesen zárt, hiszen minden véges dimenziós affin altér
zárt E-ben.

3.3.3. Definíció. Legyen V vektortér, X ⊆ V tetszőleges halmaz. Egy Ψ : X −→
P(V )\{∅} függvényt Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz leképezésnek (röviden KKM-
leképezésnek) nevezünk, ha bármely véges {x1, . . . , xn} ⊆ X halmazra teljesül, hogy
conv({x1, . . . , xn}) ⊆

⋃n
j=1 Ψ(xj).

3.3.4. Tétel. (A KKM-leképezések tétele) Legyen V vektortér, X ⊆ V tetszőle-
ges halmaz, és legyen Ψ : X −→ P(V ) \ {∅} KKM-leképezés. Tegyük fel, hogy minden
x ∈ X-re Ψ(x) végesen zárt. Ekkor a {Ψ(x) |x ∈ X} halmazrendszer centrált.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik véges sok Ψ(xj) (j = 1, . . . , n), hogy
⋂n
j=1 Ψ(xj) =

∅. Legyen L = L({x1, . . . , xn}), % az euklideszi metrika L-en, valamint legyen C =
conv({x1, . . . , xn}) ⊆ L. Mivel Ψ(xj) végesen zárt, azért L

⋂
Ψ(xj) zárt halmaz L-ben,

és így x ∈ L esetén %(x, L
⋂

Ψ(xj)) = 0 pontosan akkor teljesül, ha x ∈ L
⋂

Ψ(xj). Mi-
vel
⋂n
j=1(L

⋂
Ψ(xj)) = ∅, ezért a λ : C −→ R, λ(c) =

∑n
j=1 %(c, L

⋂
Ψ(xj)) függvény

sehol sem 0. Emiatt értelmezhető egy f : C −→ L, f(c) = 1
λ(c)

∑n
j=1 %(c, L

⋂
Ψ(xj))xj

függvény, amely nyilván folytonos, és C konvexitása miatt ran f ⊆ C.Az 1.1.13. Ál-
talánosított Brouwer tétel miatt f -nek létezik egy c0 ∈ C fixpontja. Legyen J =
{j |%(c0, L

⋂
Ψ(xj)) 6= ∅}. Ekkor c0 /∈

⋃
j∈J Ψ(xj), a KKM-leképezések definíciójából

viszont c0 = f(c0) ∈ conv({xj |j ∈ J}) ⊆
⋃
j∈J Ψ(xj), ami ellentmondás.
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3.3.5. Tétel. (Fan) Legyen E szeparált topologikus vektortér, X ⊆ E tetszőleges hal-
maz, Ψ : X −→ P(E)\{∅} KKM-leképezés. Ha minden x ∈ X-re Ψ(x) zárt, és legalább
egy kompakt, akkor

⋂
x∈X Ψ(x) 6= ∅.

Bizonyítás. Nyilvánvaló az előző tételből, hiszen ha valamely x0 ∈ X-re Ψ(x0) kom-
pakt, akkor a {Ψ(x0)

⋂
Ψ(x)}x∈X halmazrendszer centrált Ψ(x0)-ban, így

⋂
x∈X Ψ(x) 6=

∅.

3.3.6. Megjegyzés. Fan előző tételéből a 2.2.11. Tyihonov tétel levezethető. Legyen
E szeparált, lokálisan konvex tér, ∅ 6= C ⊆ E kompakt, konvex halmaz, f : C −→
C folytonos függvény. Belátjuk, hogy f -nek van fixpontja. Legyen {pj}j∈J az E-n
értelmezett folytonos félnormák rendszere. j ∈ J-re Aj := {y ∈ C |pj(y − f(y)) = 0},
amely pj folytonossága miatt zárt halmaz C-ben. Szeparált, lokálisan konvex térben
egy vektor pontosan akkor 0, ha minden folytonos félnorma eltűnik rajta. Azt kell
megmutatnunk, hogy

⋂
j∈J Aj 6= ∅. C kompaktsága miatt elegendő belátni, hogy az

{Aj}j∈J rendszer centrált. Legyen {j1, . . . , jn} ⊆ J , valamint Ψ : C −→ P(E) \ {∅},
Ψ(x) = {y ∈ C |

∑n
k=1 pjk(y − f(y)) ≤

∑n
k=1 pjk(x − f(y))}. Megmutatjuk, hogy

Ψ KKM-leképezés. Legyen y ∈ conv({x1, . . . ,m}) = K. Ha y /∈
⋃m
l=1 Ψ(xl), akkor

l = 1, . . . ,m esetén
n∑
k=1

pjk(y − f(y)) >
n∑
k=1

pjk(xl − f(y))

Ez azt jelenti, hogy l = 1, . . . ,m esetén xl ∈ Bp(f(y), r), ahol Bp(f(y), r) a p =∑n
k=1 pjk félnorma f(y) közepű, r = p(y−f(y)) sugarú nyílt gömbje. Mivel Bp(f(y), r)

konvex, ezért y ∈ K ⊆ Bp(f(y), r), és így p(y − f(y)) > p(y − f(y)), ami lehetet-
len. Tehát Ψ KKM-leképezés, ezért a 3.3.5. Fan tétel miatt létezik y0 ∈ C, melyre∑n

k=1 pjk(y0 − f(y0)) ≤
∑n

k=1 pjk(x − f(y0)) teljesül minden x ∈ C-re. Speciálisan
f(y0)-ra is, így pjk(y0 − f(y0)) = 0, ami azt jelenti, hogy y0 ∈

⋂n
k=1Ajk .

A most következő tétel tartalmilag inkább a negyedik szakaszhoz tartozik, azonban
a KKM-leképezésekhez való kapcsolata miatt itt tárgyaljuk.

3.3.7. Tétel. (Browder) Legyen E topologikus vektortér, C ⊆ E nemüres, kom-
pakt, konvex halmaz, és Γ : C −→ P(C) \ {∅}. Tegyük fel, hogy minden x ∈ C-re Γ(x)
konvex, és minden y ∈ C-re Γ−1(y) nyílt. Ekkor létezik olyan x0 ∈ C, hogy x0 ∈ Γ(x0).

Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy minden x ∈ C-re x /∈ Γ(x). Legyen u ∈ C-re
M(u) = {y ∈ C |u /∈ Γ(y)} = Γ−1(y)

c, amely a feltételek szerint zárt részhalmaza
C-nek, és így kompakt.

Megmutatjuk, hogyM KKM-leképezés. Legyen {u1, . . . , uk} ⊆ C. Tegyük fel, hogy
létezik v ∈ conv({u1, . . . , uk}), melyre v /∈

⋃k
j=1M(uj). Ez M definíciója szerint azt

jelenti, hogy minden j = 1, . . . , k esetén uj ∈ Γ(v). Γ(v) konvex, ezért v ∈ Γ(v), ami
ellentmond a feltevésünknek, következésképpen M KKM-leképezés. A 3.3.5. Fan tétel
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miatt létezik u0 ∈ C, hogy u0 ∈
⋂
u∈CM(u), ami azt jelenti, hogy minden u ∈ C

esetén u0 /∈ Γ−1(u), vagyis Γ(u0) = ∅. Ez pedig ellenmond annak, hogy minden u ∈ C-
re Γ(u) 6= ∅.

3.3.8. Tétel. Legyen E szeparált topologikus vektortér, C ⊆ E nemüres, kompakt,
konvex halmaz. Legyen A ⊆ C ×C olyan zárt halmaz, melyre teljesülnek a következők:

(i) Minden x ∈ C esetén (x, x) ∈ A.

(ii) Minden rögzített y ∈ C esetén az Acy = {x ∈ C |(x, y) /∈ A} konvex.

Ekkor létezik olyan y0 ∈ C, melyre C × {y0} ⊆ A.

Bizonyítás. Minden x ∈ C esetén legyen Ψ(x) = {y ∈ C |(x, y) ∈ A}, amely egy
kompakt halmaz. Elég megmutatnunk, hogy Ψ KKM-leképezés, mert ekkor a 3.3.5.
Fan tétel miatt létezik y0 ∈

⋂
x∈C Ψ(x), vagyis C × {y0} ⊆ A. Tegyük fel, hogy Ψ

nem KKM-leképezés, azaz létezik {x1, . . . , xk} ⊆ C és y ∈ conv({x1, . . . , xk}), hogy
y /∈

⋃n
j=1 Ψ(xj). Ez azt jelenti, hogy j = 1, . . . , n esetén (xj, y) /∈ A. (ii) miatt az

Acy = {x ∈ C |(x, y) /∈ A} halmaz konvex, ezért y ∈ Acy. Ez viszont ellentmond (i)-nek.

3.3.9. Definíció. Legyen V vektortér F felett, C ⊆ V konvex halmaz. Egy f : C −→
R függvény kvázikonvex, ha minden c ∈ R esetén az {f < c} halmaz konvex.

3.3.10. Tétel. Legyen E topologikus vektortér, C ⊆ E nemüres, kompakt, konvex
halmaz. Legyen ϕ : C × C −→ R olyan függvény, hogy minden x ∈ C-re ϕ(x, x) ≥ 0,
és f : C −→ R. Tegyük fel, hogy minden x0 ∈ C esetén a ϕ(x0, ·) + f(·) függvény
kvázikonvex, valamint minden y0 ∈ C esetén a ϕ(·, y0) − f(·) függvény felülről félig
folytonos. Ekkor létezik olyan x̃ ∈ C, melyre ϕ(x̃, y) + f(y) ≥ f(x̃) teljesül minden
y ∈ C esetén.

Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy minden x0 ∈ C-hez van olyan y0 ∈ C, melyre
ϕ(x0, y0) + f(y0) < f(x0) teljesül. Ez azt jelenti, hogy minden x ∈ C esetén a Ψ(x) =
{y ∈ C |ϕ(x, y)+f(y) < f(x)} halmaz nemüres. Tetszőleges x ∈ C-re Ψ(x) = {ϕ(x, ·)+
f(·) < f(x)}, ami a kvázikonvexitás miatt konvex halmaz, valamint tetszőleges y ∈ C-
re Ψ−1(y) = {ϕ(·, y) − f(·) < f(y)}, ami a felülről félig folytonosság miatt nyílt.
Ezért a 3.3.7. Browder tétel miatt létezik olyan z0 ∈ C, hogy z0 ∈ Ψ(z0), azaz
ϕ(z0, z0) + f(z0) < f(z0), ami ellentmond annak, hogy minden x ∈ C-re ϕ(x, x) ≥ 0.
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A következő halmazoknak fontos szerep jut a halmazértékű leképezések fixpontel-
méletében.

3.3.11. Definíció. Legyen V vektortér F felett, K ⊆ V konvex halmaz, és x ∈ K.

• IK(x) :=
{
z ∈ V

∣∣∃y ∈ K, ∃c > 0 : z = x+ c(y − x)
}

• OK(x) :=
{
z ∈ V

∣∣∃y ∈ K, ∃c < 0 : z = x+ c(y − x)
}

• IFK(x) :=
{
z ∈ V

∣∣∃y ∈ K, ∃λ ∈ F,Re λ > 1
2

: z = x+ λ(y − x)
}

• OFK(x) :=
{
z ∈ V

∣∣∃y ∈ K, ∃λ ∈ F,Re λ < −1
2

: z = x+ λ(y − x)
}

Ha V topologikus vektortér, akkor jelölje WK(x) az IK(x) vagy az OK(x) halmazt.

3.3.12. Állítás. Legyen V vektortér, K ⊆ E konvex halmaz, x ∈ K. Ekkor a követ-
kezők teljesülnek:

(a) K ⊆ IK(x).

(b) OK(x) = {y ∈ V
∣∣x− (y − x) ∈ IK(x)},

OFK(x) = {y ∈ V
∣∣x− (y − x) ∈ IFK(x)}.

(c) Egy z ∈ V vektorra z ∈ IFK(x) pontosan akkor teljesül, ha létezik β ∈ F, |β| < 1,
hogy βx+ (1− β)z ∈ K.

(d) Ha V valós vektortér, akkor IFK(x) = IK(x), és OFK(x) = OK(x).

(e) IK(x) és OK(x) konvex halmaz.

(f) Ha 0V ∈ K, akkor y ∈ IK(x) esetén 1
2
y ∈ IK(x) teljesül, és ha V topologikus

vektortér, akkor y ∈ IK(x)-ből 1
2
y ∈ IK(x) következik.

Bizonyítás. (a),(b) A definíciókból nyilvánvaló.
(c) z = (1 − λ)x + λy pontosan akkor teljesül (Re λ > 1

2
)-del és y ∈ K-val, ha

y = (1− 1
λ
)x+ (1− (1− 1

λ
))z. Re λ > 1

2
miatt |λ− 1| ≤ |λ|, ezért β = (1− 1

λ
) esetén

pontosan a kívánt alakot kapjuk.
(d) A definíciókból IFK(x) ⊆ IK(x) nyilvánvaló. Legyen z ∈ IK(x). Ekkor z =

(1− c)x+ cy valamely c > 0-val és y ∈ K-val. Ha c > 1
2
, akkor z ∈ IFK(x). Ha c ≤ 1

2
,

akkor K konvexitása miatt z ∈ K, és így z = x+ 1(z − x) ∈ IFK(x).
Az OK(x) és OFK(x) halmazok egyenlősége az előzőekből és a (b) pontból adódik.

(e) Legyen z1, z2 ∈ IK(x), és legyen t ∈ (0, 1). Ekkor j = 1, 2 esetén zj = cjyj +
(1− cj)x alakban írható, ahol cj > 0 és yj ∈ K. z1 és z2 konvex kombinációja:

tz1 + (1− t)z2 = tc1y1 + t(1− c1)x+ (1− t)c2y2 + (1− t)(1− c2)x =

= (1− (tc1 + (1− t)c2))x+ (tc1 + (1− t)c2)(
tc1

tc1 + (1− t)c2

y1 +
(1− t)c2

tc1 + (1− t)c2

y2),
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ahol az utolsó egyenlőségben az összeg második tagja K-nak eleme a konvexitás miatt,
és így tz1 + (1− t)z2 ∈ IK(x).
Az iménti számolás z1, z2 ∈ OK(x) esetén is végrehajtható, ezért OK(x) is konvex.

(f) Legyen y ∈ IK(x). Ekkor IK(x) definíciójából létezik t ∈ [0, 1), hogy (1− t)y +
tx = z ∈ K. Mivel K konvex és 0 ∈ K, azért

z′ = (1− α)0 + αz = (1− β)(
1

2
y) + βx ∈ K, (3.3)

ahol α = 1
2−t és β = t

2−t . t ∈ [0, 1)-ből β ∈ [0, 1) következik, és így z′ ∈ [1
2
y, x)

⋂
K,

amiből 1
2
y ∈ IK(x) adódik.

Ha y ∈ IK(x), akkor alkalmazzuk az előző esetet és a v 7−→ 1
2
v leképezés folytonosságát.

3.3.13. Tétel. Legyen E valós topologikus vektortér, K ⊆ E nemüres, kompakt, kon-
vex halmaz, és g : K −→ E∗ folytonos függvény. Jelölje

〈
·, ·
〉
az E∗ és E közötti

természetes dualitást. Ekkor létezik olyan v ∈ K, melyre tetszőleges w ∈ WK(v) esetén〈
g(v), v − w

〉
≥ 0.

Bizonyítás. A ϕ1 : K×E −→ R, ϕ1(x, y) =
〈
g(x), x−y

〉
függvény a K×K halmazon

és a K-n értelmezett azonosan 0 függvény kielégítik a 3.3.10. Tétel követelményeit.
Ezért létezik olyan v ∈ K, melyre

〈
g(v), v − w

〉
≥ 0 teljesül minden w ∈ K-ra.

Ha w ∈ IK(v) \ K, akkor létezik u ∈ K és c > 1, hogy w = v + c(u − v). Ekkor
ϕ1(v, w) =

〈
g(v), v− (v+ c(u− v))

〉
= c
〈
g(v), v− u

〉
≥ 0, mert c > 1 és u ∈ K. Mivel

a szóbanforgó függvények mindegyike folytonos, határátmenettel következik, hogy az
egyenlőtlenség w ∈ IK(v) esetén is fennáll.

Legyen ϕ2 : K × E −→ R, ϕ2(x, y) =
〈
g(x), y − x

〉
. Az előző két bekezdésben

foglaltakhoz teljesen hasonló módon adódik egy v ∈ K, hogy minden w′ ∈ IK(v)-re〈
g(v), w′−v

〉
≥ 0. A 3.3.12. Állítás (b) pontjából minden w ∈ OK(v)-re 2v−w ∈ IK(v),

ezért 0 ≤
〈
g(v), (2v−w)−v

〉
=
〈
g(v), v−w

〉
. Így minden w ∈ OK(v) esetén is teljesül

az egyenlőtlenség, de akkor w ∈ OK(v) esetén is.

3.4. Halmazértékű leképezések fixpontjai

Ebben a szakaszban a Brouwer-féle fixponttétel halmazértékű leképezésekre történő ál-
talánosításait tárgyaljuk, melyek következményeként egyértékű folytonos függvényekre
kapunk további általános fixponttételeket.

3.4.1. Definíció. Legyen X topologikus tér, Z ⊆ X, Φ : Z −→ P(X) \ {∅} halmaz-
értékű leképezés. Egy x0 ∈ Z a Φ fixpontja, ha x0 ∈ Φ(x0) teljesül.
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3.4.2. Definíció. Legyen V vektortér F felett, p : V −→ R félnorma. Ekkor tet-
szőleges v ∈ V és ∅ 6= B ⊆ V esetén jelölje p(v − B) az inf{p(v − u) |u ∈ B} valós
számot.

3.4.3. Lemma. Legyen E szeparált topologikus vektortér, X ⊆ E nemüres halmaz,
p : E −→ R folytonos félnorma. Ha Φ : X −→ P(E) \ {∅} folytonos leképezés, akkor
a g : X −→ R, g(x) = p(0E − Φ(x)) függvény folytonos.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy g felülről és alulról félig folytonos. Legyen c ∈ R tet-
szőleges.

A p félnorma folytonossága miatt a {p < c} halmaz nyílt E-ben, ezért a {g < c} =
Φ−1({p < c}) halmaz is nyílt, mert Φ alulról félig folytonos. Ez viszont pontosan azt
jelenti, hogy g felülről félig folytonos.

A p félnorma folytonossága miatt a {p ≤ c} halmaz zárt E-ben, ezért a {g ≤ c} =
Φ−1({p ≤ c}) halmaz is zárt, mert Φ felülről félig folytonos. Ez viszont pontosan azt
jelenti, hogy g alulról félig folytonos.

3.4.4. Tétel. (Park) Legyen E olyan topologikus vektortér, amelyet E∗ topologikus
duálisa szétválaszt, K ⊆ E nemüres, kompakt, konvex halmaz. Legyen Φ : K −→
P(E) \ {∅} olyan folytonos halmazértékű leképezés, hogy minden x ∈ K esetén Φ(x)
kompakt és konvex. Ekkor:

(i) Φ-nek létezik fixpontja,

vagy

(ii) létezik egy v ∈ K és egy olyan p : E −→ R folytonos félnorma, melyekre 0 <
p(v − Φ(v)) ≤ p(w − Φ(v)) teljesül minden w ∈ WK(v)-re.

Bizonyítás. Ha Φ-nek nincs fixpontja, akkor 0 /∈ K ′ = {x−z |x ∈ K, z ∈ Φ(x)}, amely
egy kompakt halmaz K kompaktsága és Φ folytonossága miatt. Mivel E∗ szétválasztó
E felett, azért minden y ∈ K ′-re létezik olyan ly ∈ E∗, hogy ly(y) 6= 0. Az ly lineáris
funkcionál folytonos, ezért az U = {Uy}y∈K′ , Uy = {ly 6= 0} rendszer nyílt fedése
K ′-nek. K ′ kompakt, tehát U -ból kiválasztható egy véges {Uy1 , . . . , Uyn} fedés. Legyen
x ∈ E esetén

p(x) =
n∑
j=1

| lyj(x)|.

p folytonos félnorma E-n, és K ′ ⊆ {p > 0}. Legyen (x, y) ∈ K × E esetén ϕ(x, y) =
p(y−Φ(x))−p(x−Φ(x)). Minden x ∈ K-ra ϕ(x, x) ≥ 0, rögzített x ∈ K esetén ϕ(x, ·)
kvázikonvex, és rögzített y ∈ K esetén ϕ(·, y) folytonos a 3.4.3. Lemma miatt. Ezért a
3.3.10. Tétel miatt létezik olyan v ∈ K, melyre 0 ≤ ϕ(v, w) = p(w−Φ(v))−p(v−Φ(v))
minden w ∈ K esetén. p definiciója miatt p(v − Φ(v)) > 0. Ha w ∈ IK(v) \K, akkor
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létezik u ∈ K és r > 1, hogy w = v + r(u − v). Tegyük fel, hogy p(w − Φ(v)) <
p(v − Φ(v)). Mivel 1

r
w + (1− 1

r
)v = u ∈ K, azért

p(u− Φ(v)) ≤ 1

r
p(w − Φ(v)) + (1− 1

r
)p(v − Φ(v)) < p(v − Φ(v)),

ami lehetetlen. Következésképpen minden w ∈ IK(v) esetén p(v−Φ(v)) ≤ p(w−Φ(v)),
de akkor a folytonosság miatt w ∈ IK(v)-re is.

A Ψ(x) = x− (Φ(x)−x) leképezéshez is létezik v ∈ K, hogy minden w′ ∈ IK(v)-re
0 < p(v − Ψ(v)) ≤ p(w − Ψ(v)). Ha w ∈ OK(v), akkor w′ = 2v − w ∈ IK(v), és így
p(v − Φ(v)) ≤ p(w − Φ(v)), amiből w ∈ OK(v)-re is adódik az egyenlőtlenség.

3.4.5. Tétel. (2. Nemlineáris alternatíva) Legyen E olyan topologikus vektortér,
amelyet E∗ topologikus duálisa szétválaszt, K ⊆ E nemüres, kompakt, konvex halmaz.
Legyen f : K −→ E folytonos függvény. Ekkor:

(i) f -nek létezik fixpontja,

vagy

(ii) létezik v ∈ K és egy olyan p : E −→ R folytonos félnorma, melyekre 0 <
p(v − f(v)) ≤ p(w − f(v)) teljesül minden w ∈ WK(v)-re.

Bizonyítás. A 3.1.3. Állítás (c) pontja miatt a Φ : K −→ P(E) \ {∅}, Φ(x) = {f(x)}
folytonos leképezés, ezért a 3.4.4. Park tételből következik az állítás.

3.4.6. Tétel. (Fan) Legyen E szeparált topologikus vektortér F felett, C ⊆ E nem-
üres, kompakt, konvex halmaz. Legyen p : E −→ R folytonos félnorma, és legyen
f : C −→ E folytonos függvény. Ekkor létezik x0 ∈ C, amelyre p(x0 − f(x0)) =
minx∈C p(x− f(x0)) teljesül.
Speciálisan, ha p norma és f(C) ⊆ C, akkor x0 = f(x0).

Bizonyítás. Legyen A = {(x, y) ∈ C ×C |p(y− f(y)) ≤ p(x− f(y))}. Ez az A halmaz
zárt, mert f és p folytonos, valamint minden x ∈ C esetén (x, x) ∈ A. Rögzített y ∈ C
esetén az {x ∈ C |(x, y) /∈ A} = Bp(f(y), p(y−f(y)) halmaz konvex. Így az A ⊆ C×C
halmaz teljesíti a 3.3.8. Tétel feltételeit, tehát létezik olyan x0 ∈ C, hogy C×{x0} ⊆ A,
azaz p(x0 − f(x0)) ≤ p(x− f(x0)) teljesül minden x ∈ C esetén.

3.4.7. Megjegyzés. Fan előző tétele bizonyos szempontból élesebb a 2. Nemlineáris
alternatívánál, hiszen tetszőleges szeparált topologikus vektortér feletti tetszőleges fél-
normáról szól. A 2. Nemlineáris alternatívában viszont a minimumot bővebb halmazon
keressük.

A most következő tételben talán a legáltalánosabb eredményeket bizonyítjuk kom-
pakt és konvex halmazon értelmezett, folytonos halmazértékű leképezésekre.
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3.4.8. Tétel. Legyen E topologikus vektortér, E∗ szétválasztó E felett. Legyen K ⊆ E
nemüres, kompakt, konvex halmaz, és Φ : K −→ P(E) \ {∅} olyan folytonos leképezés,
hogy minden x ∈ K esetén Φ(x) konvex és kompakt. Ha az alábbi feltételek valamelyike
teljesül, akkor Φ-nek létezik fixpontja.

(i) Minden x ∈ ∂K-hoz létezik olyan λ ∈ F, |λ| < 1, hogy
(λx+ (1− λ)Φ(x))

⋂
WK(x) 6= ∅.

(ii) Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x)
⋂
WK(x) 6= ∅.

(iii) Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x)
⋂
IK(x) 6= ∅.

(iii)’ Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x)
⋂
OK(x) 6= ∅.

(iv) Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x)
⋂
K 6= ∅.

(v) Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x) ⊆ WK(x).

(vi) Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x) ⊆ K.

(vii) Φ(K) ⊆ K.

(viii) Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x) ⊆ IFK(x).

(viii)’ Minden x ∈ ∂K-ra Φ(x) ⊆ OFK(x).

Bizonyítás. (i) Tegyük fel, hogy Φ-nek nincs fixpontja. Ekkor a 3.4.4. Park tétel
szerint létezik v ∈ K és egy p : E −→ R folytonos félnorma, hogy minden w ∈ WK(v)
esetén

0 < p(v − Φ(v)) ≤ p(w − Φ(v)) (3.4)

teljesül. Ha v ∈ intK, akkor létezik λ ∈ F, |λ| < 1 és z0 ∈ Φ(v), melyekre w =
λv + (1 − λ)z0 ∈ WK(v) = E. Tehát v /∈ Φ(v) miatt v ∈ ∂K és v ∈ intK esetén is
létezik |λ| < 1 és z0 ∈ Φ(v) , melyre w = λv + (1− λ)z0 ∈ WK(v). Ebből viszont

p(w − Φ(v)) = p((λv + (1− λ)z0)− Φ(v)) ≤ |λ|p(v − Φ(v)) < p(v − Φ(v))

következik, ami ellentmond (3.4)-nak.
(ii) Ez a feltétel λ = 0-val az (i)-ben megfogalmazott feltétel.
(iii),(iii)’,(v) Nyilvánvaló (ii)-ből.
(iv) A 3.3.12. állítás (a) pontja alapján K ⊆ IK(x) minden x ∈ K-ra, ezért (iii)

adja az állítást.
(vi),(vii) Nyilvánvaló (iv)-ből.
(viii) A 3.3.12. Állítás (c) pontjából következik, hogy valamely λ ∈ F, |λ| < 1-re

(λx+ (1− λ)Φ(x))
⋂
K 6= ∅, ezért az állítás nyilvánvaló (i)-ből.

(viii)’ Az előző pont alkalmazható a Ψ(x) = x − (Φ(x) − x) leképezésre a 3.3.12.
Állítás (b) pontja szerint. Ezért Ψ-nek van fixpontja, és így Φ-nek is.
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3.4.9. Megjegyzés. Ha E valós topologikus vektortér, akkor van (i)-nél látszólag
általánosabb, valójában ekvivalens feltétel:

(0) Minden x ∈ ∂K-hoz létezik olyan λ ∈ R, λ < 1, hogy
(λx+ (1− λ)Φ(x))

⋂
WK(x) 6= ∅.

Valóban, (i)-ből (0) nyilvánvalóan következik. Ha pedig λx+ (1−λ)y0 = (1− c)x+ cy
valamely λ ∈ R, λ ≤ −1-gyel, y0 ∈ Φ(x)-szel, y ∈ K-val és c > 0-val, akkor y0 =
(1 − c

1−λ)x + c
1−λy, amiből határátmenettel és a 3.3.12. Állítás (b) kapjuk, hogy (0)

esetén (ii) fennáll, és így (i) is.

3.4.10. Tétel. Legyen (E, τ) topologikus vektortér, E∗ szétválasztó E felett, K ⊆ E
nemüres, kompakt, konvex halmaz. Legyen Ψ : K −→ P(E) \ {∅} olyan felülről félig
folytonos leképezés, hogy minden x ∈ X esetén Ψ(x) konvex és kompakt. Ha az alábbi
feltételek valamelyike teljesül, akkor Ψ-nek létezik fixpontja.

(0) Minden x ∈ ∂K-hoz létezik olyan λ ∈ R, λ < 1, hogy
(λx+ (1− λ)Ψ(x))

⋂
WK(x) 6= ∅.

(i) Minden x ∈ ∂K-hoz létezik olyan λ ∈ R, |λ| < 1, hogy
(λx+ (1− λ)Ψ(x))

⋂
WK(x) 6= ∅.

(ii) Minden x ∈ ∂K-ra Ψ(x)
⋂
WK(x) 6= ∅.

(iii) Minden x ∈ ∂K-ra Ψ(x)
⋂
IK(x) 6= ∅.

(iii)’ Minden x ∈ ∂K-ra Ψ(x)
⋂
OK(x) 6= ∅.

(iv) Minden x ∈ ∂K-ra Ψ(x)
⋂
K 6= ∅.

(v) Minden x ∈ ∂K-ra Ψ(x) ⊆ WK(x).

(vi) Minden x ∈ ∂K-ra Ψ(x) ⊆ K.

(vii) Ψ(K) ⊆ K.

Bizonyítás. Elegendő abban az esetben bizonyítanunk a tételt, amikor E valós, mert
áttérhetünk az (E, τ) alatt fekvő (ER, τ) valós topologikus vektortérre.

(0) Jelölje
〈
·, ·
〉
az E∗ és E közötti természetes dualitást. Tegyük fel, hogy Ψ-nek

nincs fixpontja. Ekkor minden u ∈ K esetén 0 /∈ (u−Ψ(u)), és u−Ψ(u) kompakt, mert
Ψ(u) kompakt. Mivel E∗ szétválasztja E pontjait, ezért minden y ∈ (u − Ψ(u))-hoz
létezik olyan ly ∈ E∗, melyre ly(y) < 0. Ekkor az Uy = {z ∈ E | ly(z) < 0} halmaz nyílt
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ly folytonossága miatt, és az {Uy}y∈(u−Ψ(u)) rendszer nyílt fedése az u−Ψ(u) kompakt
halmaznak. Ezért létezik egy véges {Uy1 , . . . , Uyk} részfedés. Legyen x ∈ E esetén

h(x) =
k∑
j=1

lyj(x).

Ekkor h ∈ E∗, és h(v) < 0 minden v ∈ (u − Ψ(u)) esetén. Tetszőleges h′ ∈ E∗ esetén
legyen

Nh′ =
{
u′ ∈ K

∣∣(u′ −Ψ(u′)) ⊆ {h′ < 0}
}
.

Mivel Ψ felülről félig folytonos, azért Nh′ nyílt részhalmaza K-nak, és minden u′ ∈
K eleme valamely Nh′-nek a fentiek szerint. Ezért {Nh′}h′∈E∗ nyílt fedése K-nak. K
kompakt, ezért létezik egy {Nh′1

, . . . , Nh′n} véges fedés is. Legyen {β1, . . . , βn} ennek a
fedésnek alárendelt egységbontás, és x ∈ K esetén legyen

g(x) =
n∑

m=1

βm(x)h′m.

Ez az g : K −→ E∗ függvény folytonos, valamint minden u ∈ K és v ∈ (u − Ψ(u))
esetén kapjuk, hogy 〈

g(u), v
〉

=
n∑

m=1

βm(u)h′m(v) < 0, (3.5)

hiszen βm(u) > 0-ból h′m(v) < 0 következik, és valamely m-re βm(u) 6= 0. Ezért a
3.3.13. Tétel alapján létezik olyan u0 ∈ K, melyre〈

g(u0), u0 − u
〉
≥ 0 (3.6)

teljesül minden u ∈ WK(u0) esetén.
A feltételből adódóan létezik olyan (wα) IK(u0)-ban vagy OK(u0)-ban haladó ál-

talánosított sorozat, hogy valamely λ < 1-gyel és z0 ∈ Ψ(u0)-lal wα → w0 = (λu0 +
(1 − λ)z0) ∈ WK(u0). (3.6) miatt

〈
g(u0), u0 − wα

〉
≥ 0, ebből a folytonosság miatt

határátmenettel
〈
g(u0), u0 − w0

〉
≥ 0, azaz 0 ≤

〈
g(u0), (1 − λ)u0 − (1 − λ)z0

〉
=

(1− λ)
〈
g(u0), u0 − z0

〉
. Ez viszont λ < 1 és (3.5) miatt ellentmondás.

(i),(ii) Az előző 3.4.9. Megjegyzés szerint (0),(i),(ii) ekvivalens feltételek.
(iii),(iii)’,(v) Nyilvánvaló (ii)-ből.
(iv) A 3.3.12. állítás (a) pontja alapján K ⊆ IK(x) minden x ∈ K-ra, ezért (iii)

adja az állítást.
(vi),(vii) Nyilvánvaló (iv)-ből.

3.4.11. Megjegyzés. (i)-ben lényeges, hogy λ valós szám. Egyébként tétel a (ii)-(vii)
pontjai azonosak a 3.4.8. Tétel pontjaival. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy kikhez
köthető az iménti tétel. Lokálisan konvex terekben (ii)-t Halpern, (iii)-at és (iii)’ -t
Browder, (vii)-et Fan és Glicksberg bizonyította először.
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3.4.12. Tétel. (Halpern) Legyen E olyan topologikus vektortér, amelyet E∗ topo-
logikus duálisa szétválaszt, K ⊆ E nemüres, kompakt, konvex halmaz. Legyen Ψ :
K −→ P(E) \ {∅} olyan felülről félig folytonos leképezés, hogy minden x ∈ K-ra Ψ(x)
konvex és kompakt. Tegyük fel, hogy minden x ∈ ∂K-ra Ψ(x)

⋂
OK(x) 6= ∅. Ekkor

K ⊆ Ψ(K).

Bizonyítás. A 3.3.12. Állítás (b) és (f) pontja miatt a Φ(x) = x−(Ψ(x)−x) leképezésre
Φ(x)

⋂
IK(x) 6= ∅, és 1

2
Φ(x)

⋂
IK(x) minden x ∈ K esetén. Ezért a 3.4.10. Tétel (ii)

pontja miatt létezik egy u0 ∈ K, melyre u0 ∈ 1
2
Φ(u0). Ez azt jelenti, hogy u0 = u0− 1

2
y

valamely y ∈ Ψ(u0)-ra. Ebből y = 0 következik, tehát 0 ∈ K.
Ha z ∈ K tetszőleges pont, akkor az előzőek miatt 0 ∈ (Ψ − z)(K) = Ψ(K) − z,

tehát z ∈ Ψ(K).

3.4.13. Tétel. (Halpern) Legyen E kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex tér, C
nemüres, konvex, zárt részhalmaza E-nek. Legyen Ψ : C −→ P(E)\{∅} olyan kompakt,
felülről félig folytonos leképezés, hogy minden x ∈ C esetén Ψ(x) konvex és zárt. Tegyük
fel, hogy minden x ∈ ∂C esetén az alábbi feltételek valamelyike teljesül:

(i) Ψ(x)
⋂
IC(x) 6= ∅.

(i)’ Ψ(x)
⋂
OC(x) 6= ∅.

(ii) Ψ(x)
⋂
C 6= ∅.

(iii) Ψ(x) ⊆ C.

(iv) Ψ(C) ⊆ C.

Ekkor Ψ-nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. (i) Legyen x0 ∈ C. Mivel Ψ(C) kompakt, azért a 0.2.5. Krein tétel miatt
K = conv(Ψ(C)

⋃
{x0}) is kompakt, és így K0 = C

⋂
K nemüres, kompakt, konvex.

Megmutatjuk, hogy minden x ∈ K0-ra Ψ(x)
⋂
IK0(x) 6= ∅, és így a 3.4.10. Tétel (iii)

pontja alapján készen leszünk.
Legyen x ∈ K0. Mivel Ψ(x)

⋂
IC(x) 6= ∅, valamely y ∈ Ψ(x)-re [y, x)

⋂
C nemüres.

Mivel x ∈ K és y ∈ K, és K konvex, azért [y, x) ⊆ K. Mivel létezik z ∈ [y, x)
⋂
C,

ezért z ∈ [y, x)
⋂
C
⋂
K = [y, x)

⋂
K0, ami azt jelenti, hogy Ψ(x)

⋂
IK0(x) 6= ∅.

(i)’ A már bizonyított (i) pont szerint a Φ(x) = x− (Ψ(x)− x) leképezésnek van
fixpontja, és így Ψ-nek is.

(ii),(iii),(iv) Ezek a pontok (i)-ből következnek.
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3.4.14. Állítás. Legyen E szeparált topologikus vektortér, ∅ 6= K ⊆ E kompakt hal-
maz, p : E −→ R folytonos félnorma. Ekkor a Qp : E −→ P(K) \ {∅}, Qp(y) = {x ∈
K |p(y − x) = p(y −K)} leképezés felülről félig folytonos.

Bizonyítás. Legyen B ⊆ K zárt halmaz, (yα) Q−1
p (B)-ben haladó konvergens általá-

nosított sorozat, yα → y0 ∈ E. Megmutatjuk, hogy y0 ∈ Q−1
p (B). Legyen minden α-ra

xα ∈ B olyan, hogy p(yα − xα) = p(yα −K). Mivel B zárt részhalmaza a kompakt K
halmaznak, azért B is kompakt, és így feltehető, hogy xα → x0 ∈ B. p folytonossága
miatt p(y0− x0) = limα p(yα− xα) = limα p(yα−K) = p(y0−K), tehát y0 ∈ Q−1

p (B).

3.4.15. Tétel. (Reich) Legyen K nemüres, kompakt, konvex halmaz az E kvázi-
teljes, szeparált, lokálisan konvex térben, és legyen Ψ : K −→ E olyan felülről félig
folytonos leképezés, hogy minden x ∈ K-ra Ψ(x) konvex és kompakt. Ha tetszőleges
folytonos p : E −→ R félnormára, tetszőleges x ∈ K-ra melyre p(x − Ψ(x)) > 0
teljesül, y ∈ Ψ(x) esetén fennáll

(a) p(y − IK(x)) < p(x− y),

vagy

(b) p(y −OK(x)) < p(x− y),

akkor Ψ-nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. (a) Legyen p folytonos félnorma. Legyen ∆ : K ×E −→ P(K ×E) \ {∅},
∆(x, y) = Qp(y)×Ψ(x), ahol Qp az előző állításban definiált függvény. Ψ és Qp felül-
ről félig folytonos, ezért ∆ is az. Qp(E) = K, valamint Ψ pontonként kompakt a K
kompakt halmazon, ezért a 3.1.4. Állítás (e) pontja miatt Ψ(K) kompakt. Következés-
képpen ∆(K × E) kompakt halmaz K × E-ben, és így a 3.4.13. Halpern tétel (iv)
pontja miatt létezik fixpontja, azaz olyan (x0, y0) ∈ K×E melyre p(x0−y0) = p(y0−K)
valamely y0 ∈ Ψ(x0)-ra.

Belátjuk, hogy x0 fixpontja Ψ-nek. Ha p(x0 − Ψ(x0)) > 0, akkor a feltétel miatt
p(x0 + c(w − x0) − y0) < p(x0 − y0) valamely w ∈ K-ra és c ≥ 1-re. Ez azonban nem
teljesülhet, mert

p(x0 + c(w − x0)− y0) ≥ cp(w − y0)− (c− 1)p(x0 − y0) ≥
≥ cp(y0 −K)− (c− 1)p(x0 − y0).

Ebből következik, hogy a p folytonos félnormához van olyan x0 ∈ K, melyre teljesül,
hogy p(x0−Ψ(x0)) = 0. Ha P jelöli az E-n értelmezett folytonos félnormák halmazát,
akkor minden p ∈ P -re a Zp = {x ∈ K |p(x − Ψ(x)) = 0} halmaz zárt és nemüres. E
lokális konvexitása és szeparáltsága miatt elegendő megmutatnunk, hogy

⋂
p∈P Zp 6= ∅.
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Ehhez K kompaktsága miatt elégséges, hogy a {Zp}p∈P rendszer centrált. Ez viszont
nyilvánvaló, hiszen ha p1, . . . , pn ∈ P , és q =

∑n
j=1 pj, akkor

⋂n
j=1 Zp ⊆ Zq.

(b) A 3.3.12. Állítás (b) pontja miatt a Φ(x) = x− (Ψ(x)− x) leképezésre az (a)
feltétel teljesül, ezért létezik z0 ∈ K, hogy z0 ∈ (z0 − (Ψ(z0)− z0)), amiből z0 ∈ Ψ(z0)
következik.

3.4.16. Megjegyzés. Reich iménti tétele ugyanazt állítja kváziteljes, szeparált, loká-
lisan konvex terekben felülről félig folytonos leképezésekre, mint a 3.4.4. Park tétel
folytonos leképezésekre olyan terekben, melyet a topologikus duálisa szétválaszt. Kö-
vetkezésképpen felülről félig folytonos leképezésekre kváziteljes, szeparált, lokálisan
konvex térben eljárhatunk a folytonos esethez teljesen hasonló módon.

3.4.17. Tétel. (Reich) Legyen E szeparált, lokálisan konvex tér, K ⊆ E nemüres,
kompakt, konvex halmaz. Legyen Ψ : K −→ P(E) \ {∅} olyan felülről félig folytonos
leképezés, hogy minden x ∈ X esetén Ψ(x) kompakt és konvex, és tegyük fel, hogy az
alábbi két feltétel valamelyike teljesül:

(i) Minden x ∈ K-ra Ψ(x) ⊆ IFK(x).

(ii) Minden x ∈ K-ra Ψ(x) ⊆ OFK(x).

Ekkor Ψ-nek létezik fixpontja.

Bizonyítás. (i) Legyen p : E −→ R folytonos félnorma. Mivel minden kompakt tér
parakompakt, ε > 0-ra legyen fε : K −→ E a 3.2.4. Reich tételben szereplő függvény.
A 3.4.6. Fan tétel miatt minden ε > 0-ra létezik xε ∈ K, hogy p(fε(xε) − K) =
p(fε(xε) − xε). fε tulajdonsága, hogy léteznek olyan yε ∈ K és zε ∈ Ψ(yε) vektorok,
hogy p(xε−yε) < ε, és p(fε(xε)−zε) < ε. Mivel K és Ψ(K) is kompakt a 3.1.4. Állítás
(e) pontja alapján, létezik olyan (xα)α∈A, (yα)α∈A és (zα)α∈A általánosított részsorozata
(xε)-nak, (yε)-nak és (zε)-nak, melyek konvergensek: xα → x0 ∈ K, yα → y0 ∈ K, zα →
z0 ∈ Ψ(K). Mivel

|p(fε(xε)− xε)− p(zε − xε)| ≤ p(fε(xε)− zε) < ε,

és |p(fε(xε)−K)− p(zε−K)| < ε, xε extremális tulajdonságából kapjuk, hogy p(z0−
K) = p(z0−x0) = p(z0−y0). Ψ felülről félig folytonossága miatt z0 ∈ Ψ(y0) ⊆ IFK(y0),
és így a 3.3.12. Állítás (d) pontja miatt létezik |λ| < 1 és u0 ∈ IFK(y0), hogy λy0 +(1−
λ)z0 = u0. Ebből következik, hogy p(z0−K) = p(z0−y0) ≤ p(z0−u0) = p(λ(z0−y0)) =
|λ|p(z0−y0). Ezért p(y0−Ψ(y0)) = p(y0−z0) = 0, tehát minden p folytonos félnormához
van olyan y0 ∈ K, melyre p(y0 −Ψ(y0)) = 0. Ha P jelöli az E-n értelmezett folytonos
félnormák halmazát, akkor minden p ∈ P -re a Zp = {x ∈ K |p(x−Ψ(x)) = 0} halmaz
zárt és nemüres. E lokális konvexitása és szeparáltsága miatt elegendő megmutatnunk,
hogy

⋂
p∈P Zp 6= ∅. Ehhez K kompaktsága miatt elégséges, hogy a {Zp}p∈P rendszer
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centrált. Ez viszont nyilvánvaló, hiszen ha p1, . . . , pn ∈ P , és q =
∑n

j=1 pj, akkor⋂n
j=1 Zp ⊆ Zq.
(ii) Az (i)-beli feltétel a Φ(x) = x − (Ψ(x) − x) leképezésre teljesül, ezért Φ-nek

van fixpontja, és így Ψ-nek is.

3.4.18. Tétel. Legyen E topologikus vektortér, E∗ szétválasztó E felett. Legyen K ⊆
E nemüres, kompakt, konvex halmaz, és legyen f : K −→ E folytonos függvény. Ha az
alábbi feltételek valamelyike teljesül, akkor f -nek létezik fixpontja.

(i) Minden x ∈ ∂K-hoz létezik λ ∈ F, |λ| < 1, hogy λx+ (1− λ)f(x) ∈ WK(x).

(i)’ Minden x ∈ ∂K-hoz létezik λ ∈ F, |λ| < 1, hogy λx+ (1− λ)f(x) ∈ K.

(ii) Minden x ∈ ∂K-ra f(x) ∈ WK(x).

(iii) Minden x ∈ ∂K-ra f(x) ∈ IK(x).

(iii)’ Minden x ∈ ∂K-ra f(x) ∈ OK(x).

(iv) Minden x ∈ ∂K-ra f(x) ∈ IFK(x).

(iv)’ Minden x ∈ ∂K-ra f(x) ∈ OFK(x).

(v) Minden x ∈ ∂K-ra f(x) ∈ K.

(vi) f(K) ⊆ K.

Bizonyítás. A 3.1.3. Állítás (c) pontjából következik, hogy a Φ : K −→ P(E) \ {∅},
Φ(x) = {f(x)} leképezés folytonos, ezért a 3.4.8. Tételből adódik egy x0 ∈ K, melyre
x0 ∈ {f(x0)}, azaz x0 = f(x0).

3.4.19. Megjegyzés. A 0.2.6. Szeparációs tétel miatt minden szeparált, lokálisan
konvex teret a topologikus duálisa szétválaszt, ezért az előző tétel (vi) pontja (Fan
eredménye) általánosítja a 2.2.11. Tyihonov tételt.

3.4.20. Tétel. (Halpern) Legyen E kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex tér, C
nemüres, konvex, zárt részhalmaza E-nek. Legyen f : C −→ E kompakt függvény.
Tegyük fel, hogy minden x ∈ ∂C esetén az alábbi feltételek valamelyike teljesül:

(i) f(x) ∈ IC(x).

(i)’ f(x) ∈ OC(x).

(ii) f(C) ⊆ C.

Ekkor f -nek van fixpontja.
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Bizonyítás. A 3.1.3. Állítás (c) pontjából következik, hogy a Φ : K −→ P(E) \ {∅},
Φ(x) = {f(x)} leképezés felülről félig folytonos, ezért a 3.4.13. Halpern tételből adó-
dik egy x0 ∈ K, melyre x0 ∈ {f(x0)}, azaz x0 = f(x0).

A következő állítás Banach terekben a 3.4.18. Tétel (ii) pontjával kapcsolatos tu-
lajdonságokat fogalmaz meg, melyek bizonyos esetekben könnyebben ellenőrizhetőek.

3.4.21. Állítás. Legyen X Banach tér, D ⊆ X nemüres, konvex és zárt halmaz. Le-
gyen f : D −→ X tetszőleges függvény, és jelölje % az Y normájából származó metrikát.
Ekkor a következők ekvivalensek:

(a) Minden x ∈ D-re f(x) ∈ ID(x).

(b) Tetszőleges x ∈ D esetén lim
λ→0+0

1
λ
%(x+ λ(f(x)− x), D) = 0.

(c) Ha x ∈ ∂D, l ∈ X∗ és Re l(x) = sup
y∈D
Re l(y), akkor Re l(f(x)− x) ≤ 0.

Bizonyítás. (a)=⇒ (b) Legyen x ∈ D és ε > 0. A feltétel szerint van olyan y ∈ ID(x),
hogy ‖y− f(x)‖ ≤ ε, és D konvexitása folytán létezik µ0 > 0, hogy x+ µ(y− x) ∈ D,
ha 0 < µ ≤ µ0. Tetszőleges 0 < µ ≤ µ0-re

1

µ
%(x+ µ(f(x)− x), D) ≤ 1

µ
‖ (1− µ)x+ µf(x)− (x+ µ(y − x))‖ ≤ ε,

amiből (b) következik.
(b)=⇒ (a) Legyen x ∈ D. A feltételből adott ε > 0-hoz létezik µ ∈ (0, 1) és

y ∈ D, hogy ‖x + µ(f(x) − x) − y‖ ≤ %(x + µ(f(x) − x), D) + µε teljesül. Ezért
‖f(x) − ((1 − 1

µ
)x + 1

µ
y)‖ ≤ 1

µ
%(x + µ(f(x) − x), D) + ε áll fenn, amiből következik,

hogy f(x) ∈ ID(x).
(a)=⇒ (c) Az ID(x) halmaz definíciójából nyilvánvaló.
(c)=⇒ (a) Ha (a) nem teljesül, akkor létezik x ∈ D, hogy f(x) /∈ ID(x), amely a

3.3.12. (e) pontja miatt konvex. Ezért a Hahn-Banach féle szétválasztási tétel szerint
létezik olyan l ∈ X∗, hogy supID(x)Re x∗(z) < Re x∗(f(x)). Ebből következik, hogy
minden λ ≥ 0-ra és y ∈ D-re

Re x∗(f(x)− x) > x∗(x+ λ(y − x))− x∗(x) = λx∗(y − x)

teljesül, és így x∗(f(x) − x) > 0, x∗(y − x) ≤ 0 minden y ∈ D esetén, tehát (c) sem
teljesülhet.

3.4.22. Megjegyzés. Szeparált, lokálisan konvex terekben is létezik az előző állítás-
hoz hasonló metrikus és funkcionálokkal történő jellemzés. Ezek megtalálhatóak Reich
[35] és [37] munkáiban.
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A következő két tétel alulról félig folytonos leképezések fixpontjairól szól.

3.4.23. Tétel. Legyen E kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex tér, ∅ 6= K ⊆ E kom-
pakt és konvex halmaz. Legyen Γ : K −→ P(E) \ {∅} alulról félig folytonos leképezés,
melyre minden x ∈ K esetén Γ(x) konvex és zárt. Tegyük fel továbbá, hogy Γ(K) része
egy olyan metrizálható M ⊆ E halmaznak, hogy minden x ∈ K esetén Γ(x) teljes az
M metrikájára nézve. Ha az alábbi feltételek valamelyike teljesül, akkor Γ-nak létezik
fixpontja.

(i) Minden x ∈ ∂K-hoz létezik λ ∈ F, |λ| < 1, hogy λx+ (1− λ)Γ(x) ⊆ WK(x).

(ii) Minden x ∈ ∂K-ra Γ(x) ⊆ WK(x).

(iii) Minden x ∈ ∂K-ra Γ(x) ⊆ IK(x).

(iii)’ Minden x ∈ ∂K-ra Γ(x) ⊆ OK(x).

(iv) Minden x ∈ ∂K-ra Γ(x) ⊆ IFK(x).

(iv)’ Minden x ∈ ∂K-ra Γ(x) ⊆ OFK(x).

(v) Minden x ∈ ∂K-ra Γ(x) ⊆ K.

(vi) Γ(K) ⊆ K.

Bizonyítás. K kompakt, ezért parakompakt, így a 3.2.16. Következmény alapján Γ-
nak létezik folytonos szelése, azaz olyan folytonos f : K −→ E, melyre f(x) ∈ Γ(x)
minden x ∈ K-ra. Ezért a 3.4.18. Tétel alapján minden pont esetében létezik x0 ∈ K,
melyre x0 = f(x0) ∈ Γ(x0).

3.4.24. Tétel. Legyen E kváziteljes, szeparált, lokálisan konvex tér, C ⊆ E nemüres,
konvex, zárt halmaz. Legyen Γ : C −→ P(E)\{∅} olyan kompakt, alulról félig folytonos
leképezés, hogy minden x ∈ C esetén Γ(x) konvex és zárt. Tegyük fel, hogy minden
x ∈ ∂C esetén az alábbi feltételek valamelyike teljesül:

(i) Γ(x) ⊆ IC(x).

(ii) Γ(x) ⊆ C.

(iii) Γ(C) ⊆ C.

Ekkor Γ-nak létezik fixpontja.
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Bizonyítás. Legyen x0 ∈ C. Mivel Γ kompakt, és a 0.2.5. Krein tétel miatt K =
conv(Γ(C)

⋃
{x0}) kompakt, a K0 = C

⋂
K halmaz nemüres, konvex, kompakt, és

így parakompakt. A 3.2.16. Következmény alapján Γ
∣∣
K0

-nak létezik folytonos szelése,
azaz olyan folytonos f : K0 −→ E, melyre f(x) ∈ Γ(x) minden x ∈ K0-ra. Ezért a
3.4.20. Halpern tétel alapján minden pont esetében létezik x0 ∈ K0 ⊆ C, melyre
x0 = f(x0) ∈ Γ(x0).

Végül a fejezet zárásaként példákat mutatunk arra, hogy a 3.4.8. és a 3.4.18. téte-
lekben a feltételek szükségesek.

3.4.25. Példa. Legyen E = R2 az euklideszi normával, és legyen ε ∈ (0, 1). Ekkor a
Φ : B(0, 1) −→ P(B(0, 1)) \ {∅}, Φ(x) = {y ∈ B(0, 1) | |y − x| = ε} leképezés pon-
tonként kompakt, és folytonos. A pontonkénti kompaktság nyilvánvaló, a folytonosság
pedig a 3.1.7. Állítás (d) pontjából könnyen látható: ha xn → x0, akkor Φ(xn)→ Φ(x0)
a Hausdorff-távolságban. A konvexitás kivételével Φ teljesíti a 3.4.8. Tétel (vii)-beli
feltételeket, viszont nincs fixpontja, ugyanis ha x0 fixpont, akkor Φ definíciója szerint
|x0 − x0| = ε > 0, ami képtelenség.
Érdemes megjegyezni még azt is, hogy Φ-nek nem létezhet folytonos szelése, mert ekkor
a 1.1.13. Általánosított Brouwer tétel szerint lenne fixpontja.

3.4.26. Példa. Legyen E = C az euklideszi normával ellátva. Legyen K = [0, 1].
Minden x ∈ K-ra legyen f(x) = i(x + 1). Ez az f : K −→ C függvény folytonos és
nincs fixpontja. Minden x ∈ K esetén f(x) ∈ IFK(x), hiszen x 6= 0 esetén f(x) =
x+ (1− i(1 + 1

x
))(−x), és f(0) = limn→+∞

1
n
(1 + in). Ebből következik, hogy a 3.4.18.

Tételbeli (iv)-ben f(x) ∈ IFK(x) nem írható, és így a 3.1.4. Állítás (c) pontja miatt
3.4.8. Tételbeli (viii)-ban sem elegendő Φ(x) ⊆ IFK(x).



4. fejezet

Alkalmazások

Ebben a fejezetben alkalmazásokat mutatunk be az eddig elért eredményekre. Az első
részben a harmonikus analízisben nagyon fontos szerepet játszó invariáns közepekről és
Haar mértékről lesz szó. A második szakaszban a Banach algebrák ábrázoláselméleté-
ben nélkülözhetetlen fogalmakat és tételeket ismertetünk. E témában áll a funkcionál-
analízis talán leghíresebb megoldatlan problémája.

4.1. Invariáns funkcionálok, közepek, mértékek
4.1.1. Definíció. Legyen Z nemüres halmaz, T : Z −→ Z bijekció. Ekkor egy l ∈
`∞R (Z)∗ folytonos lineáris funkcionál invariáns a T transzformációra nézve, ha minden
f ∈ `∞R (Z)-re l(f) = l(f ◦ T ).

4.1.2. Definíció. Legyen Z nemüres halmaz, X ⊆ `∞R (Z) zárt altér, 1 ∈ X. Egy
olyan l ∈ X∗ pozitív lineáris funkcionált, melyre l(1) = 1, középnek, vagy mean-nek
nevezünk.

4.1.3. Tétel. Legyen Z nemüres halmaz, X ⊆ `∞R (Z) zárt altér, melyre 1 ∈ X. Legyen
T = {Tα : Z −→ Z |α ∈ A} olyan leképezések rendszere, hogy tetszőleges α1, α2 ∈ A
esetén Tα1 ◦Tα2 = Tα2 ◦Tα1. Ekkor létezik olyan l0 ∈ X∗ mean, amely invariáns minden
Tα ∈ T -re.

Bizonyítás. Tekintsük a K = {l ∈ X∗ | l(f) ≥ 0, haf ≥ 0, l(1) = 1} halmazt. K
nemüres a Hahn-Banach tétel miatt, konvex és gyenge-* zárt. Mivel K ⊆ B(0X∗ , 1),
azért a Banach-Alaoglu tétel miatt gyenge-* kompakt. Minden T ∈ T -re legyen
FT : K −→ K, FT (l)(f) = l(f ◦ T ). Ekkor FT affin, mert lineárisan kiterjed X∗-ra, és
gyenge-* folytonos. Legyen l1, l2 ∈ K. Ekkor ‖FT (l1) − FT (l2)‖ ≤ ‖ l1 − l2‖, tehát FT
normafolytonos affin leképezés, ezért gyenge-* folytonos. A feltételek miatt az {FT}T∈T
rendszer kommutatív. Így alkalmazhatjuk a 2.3.12. Markov-Kakutani tételt, ami a
keresett folytonos lineáris funkcionál létezését bizonyítja.
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4.1.4. Definíció. Legyen X Hausdorff topologikus tér, H részcsoportja az X-et ön-
magára képező homemorfizmusoknak, ϑ Borel mérték X-en. Ekkor ϑ H-invariáns, ha
minden h ∈ H-ra és A ⊆ X ϑ-mérhető halmazra h(A) mérhető, és ϑ(A) = ϑ(h(A)).

4.1.5. Tétel. Legyen K kompakt Hausdorff tér, legyen H kommutatív részcsoportja a
K-t önmagára képező homeomorfizmusoknak. Ekkor létezik K-n olyan ϑ H-invariáns
Borel mérték, melyre ϑ(K) = 1.

Bizonyítás. A CR(K) tér zárt altere `∞R (K) térnek. A 4.1.3. Tétel szerint létezik l ∈
C(K)∗ mean, amely minden h ∈ H-ra h-invariáns. Ismeretes, hogy C(K)∗ izometri-
kusan izomorf a K feletti előjeles Borel mértékek M(K) terével. Ezért létezik olyan
ϑ ∈M(K), hogy minden f ∈ C(K) esetén l(f) =

∫
K
fdϑ. Mivel l pozitív, azért ϑ mér-

ték, és l(1) = 1 miatt ϑ(K) = 1, valamint ϑ H-invariáns, hiszen l minden h ∈ H-ra
h-invariáns.

4.1.6. Definíció. Legyen S félcsoport. Ekkor jelölje tetszőleges s ∈ S-re γs az s-sel
való baleltolást, δs az s-sel való jobbeltolást.

4.1.7. Definíció. Legyen S félcsoport. Egy l ∈ `∞F (S) lineáris funkcionál balinvariáns
(jobbinvariáns), ha minden s ∈ S és f ∈ `∞F (S) esetén l(f ◦ γs) = l(f) (l(f ◦ δs)).
l invariáns, ha bal- és jobbinvariáns is.

4.1.8. Definíció. Egy S félcsoport amenábilis, ha létezik S feletti invariáns mean,
azaz `∞R (S)-en invariáns mean.

4.1.9. Példa. Legyen F2 a két elem által generált szabad csoport. Ekkor F2 nem
amenábilis. Legyenek F2 generátorai a és b, A = {w ∈ F2 |w első betűje a vagy a−1}.
Legyen f : F2 −→ R, f(x) = 1, ha x ∈ A, f(x) = 0, ha x /∈ A. Legyen h : F2 −→ R,
h(x) = f(ba−1x) + f(b−1a−1x)− f(ax)− f(x). Nyilvánvaló, hogy h ∈ `∞R (F2). Minden
x ∈ F2 esetén x ∈ A vagy ax ∈ A. Így ha ba−1x /∈ A és b−1a−1x /∈ A, akkor h(x) ≤ −1.
Egyébként x ab−1aεy vagy abaεy alakú. ahol ε = 1 vagy −1, y ∈ F2. Ez esetben
x ∈ A és ax ∈ A, míg ba−1x és b−1a−1x közül legfeljebb egy eleme A-nak. Ebből
következik, hogy supx∈F2

h(x) ≤ −1. Ha létezne l F2 feletti invariáns mean, akkor
l(h) = l(f) + l(f) − l(f) − l(f) = 0, és a pozitivitás miatt 0 = l(h) ≤ l(suph1) =
suph ≤ −1 teljesülne, ami képtelenség.

4.1.10. Tétel. Minden kommutatív félcsoport amenábilis.

Bizonyítás. Legyen S kommutatív félcsoport. Alkalmazzuk a 4.1.3. Tételt a `∞R (S)
Banach térre és a T = {{γs}

⋃
{δs}}s∈S rendszerre.
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4.1.11. Definíció. Legyen G T2, lokálisan kompakt csoport, f ∈ Cb(G,F). Legyen
Ol(f) = {f ◦ γg | g ∈ G}. Ekkor f majdnem periodikus, ha az Ol(f) halmaz relatív
kompakt Cb(G,F)-ben. A majdnem periodikus függvények halmaza legyen AP (G).

4.1.12. Megjegyzés. AP (G) zárt lineáris altere Cb(G,F)-nek, és f ∈ AP (G) esetén
az Or(f) = {f ◦ δg |g ∈ G} halmaz is relatív kompakt.

4.1.13. Példa. Minden f : R −→ R folytonos periodikus függvény majdnem periodi-
kus. Legyen ugyanis a periódusa f -nek. Ekkor Ol(f) folytonos képe a [0, a] kompakt
halmaznak.

4.1.14. Tétel. Legyen G T2, lokálisan kompakt csoport. Ha f ∈ AP (G), akkor K =
conv(Ol(f)) tartalmaz pontosan egy µ(f), Kj = conv(Or(f)) tartalmaz pontosan egy
µ′(f) konstans függvényt, és µ(f) = µ′(f).

Bizonyítás. Mivel AP (G) zárt altér, ezért teljes, és így a 0.2.5 Krein tétel következ-
tében K és Kj kompakt.

Minden g ∈ G esetén legyen Tg : K −→ K, Tg(h) = h ◦ γg. Ekkor Tg affin, hiszen
lineáris, és a {Tg}g∈G rendszer ekvifolytonos, mert minden g ∈ G és h1, h2 ∈ K esetén
‖Tg(h1) − Tg(h2)‖ ≤ ‖h1 − h2‖. A 2.3.10. Kakutani tétel szerint

⋂
g∈G Fix(Tg) 6= ∅,

azaz létezik µ(f) ∈ K, hogy minden g, x ∈ G esetén µ(f)(x) = µ(f)(gx). Ez viszont
pontosan akkor teljesül, ha µ(f) konstans.

A Kj halmaz esete ugyanúgy bizonyítható, mint a K halmazé, az Fg : Kj −→ Kj,
Fg(h) = h ◦ δg leképezések segítségével.

Megmutatjuk, hogy ha c1 ∈ K és c2 ∈ Kj konstans függvények, akkor c1 = c2.
Legyen ε > 0. A feltételek miatt létezik x1, . . . , xn ∈ G, y1, . . . , ym ∈ G, λ1, . . . , λn ∈
[0, 1], η1, . . . , ηm ∈ [0, 1],

∑n
k=1 λk = 1,

∑m
p=1 ηp = 1, és

sup
x∈G
|

n∑
k=1

λkf(xkx)− c1| ≤ ε, sup
x∈G
|

m∑
p=1

ηpf(xyj)− c2| ≤ ε. (4.1)

Legyen r =
∑

k,p λkηpf(xkyp). Ekkor r − c1 =
∑m

p=1 ηpap, ap =
∑n

k=1 λkf(xkyp) − c1-
gyel. Ekkor (4.1) miatt p = 1, . . . ,m esetén |ap| ≤ ε, és így |r − c1| ≤ ε. Hasonlóan
adódik, hogy |r− c2| ≤ ε, amiből |c1− c2| ≤ 2ε következik. Mivel ε tetszőleges pozitív
szám volt, ezért c1 = c2, amiből µ(f) egyértelműsége adódik.

4.1.15. Tétel. Legyen G T2, lokálisan kompakt csoport. Ekkor AP (G)-n létezik inva-
riáns mean.

Bizonyítás. Az előző tétel szerint minden f ∈ AP (G)-nek megfeletethetjük a µ(f)
konstans függvény R-beli értékét. Jelölje ezt a megfeleltetést l0. Megmutatjuk, hogy
l0 invariáns mean AP (G)-n. Nyilvánvaló, hogy l0 : AP (G) −→ R folytonos függvény,
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l0(1) = 1, és ha f ∈ AP (G), f ≥ 0, akkor l0(f) ≥ 0, hiszen conv(Ol(f))-ben nem-
negatív függvények vannak. Ha f, g ∈ AP (G), és λ ∈ R, akkor conv(Ol(f + g)) ⊆
conv(Ol(f)) + conv(Ol(g)) és λ conv(Ol(f)) = conv(Ol(λf)) miatt µ(f + g) = µ(f) +
µ(g) és µ(λf) = λµ(f) adódik. Ezért l0 ∈ AP (G)∗. A balinvariancia látható abból,
hogy minden g ∈ G esetén conv(Ol(f)) = conv(Ol(f ◦ γg)), a jobbinvariancia pedig
conv(Or(f)) = conv(Or(f ◦ δg))-ből és µ′(f) = µ(f)-ből.

4.1.16. Definíció. LegyenG T2, lokálisan kompakt csoport.G feletti bal oldali (illetve
jobb oldali) Haar-mértéknek nevezünk egy olyan µ ∈ C0(G,C)′ lineáris funkcionált,
melyre a következők teljesülnek:

(i) µ nemzérus.

(ii) Minden K ⊆ G kompakt halmazhoz létezik olyan c ≥ 0, hogy minden ϕ ∈
C0(G,C)-re, melyre supp(ϕ) ⊆ K, fennáll, hogy |µ(ϕ)| ≤ c supt∈K |ϕ(t)|.

(iii) µ pozitív, azaz ha ϕ ∈ C0(G,C), ϕ ≥ 0, akkor µ(ϕ) ≥ 0.

(iv) µ balinvariáns (illetve jobbinvariáns), azaz minden g ∈ G és f ∈ C0(G,C) esetén
µ(f) = µ(f ◦ γg) (illetve µ(f) = µ(f ◦ δg−1))).

4.1.17. Megjegyzés. Ha G kompakt, T2 csoport, akkor egy G feletti bal oldali Haar
mérték létezése ekvivalens egy CR(G)-n értelmezett, balinvariáns mean létezésével.

4.1.18. Tétel. Legyen G kompakt, T2 csoport. Ekkor létezik egyértelműen µ G feletti
bal oldali Haar mérték, melyre µ(1) = 1, és µ jobb oldali Haar mérték is.

Bizonyítás. A tétel bizonyítása hasonló a 4.1.14. és a 4.1.15. Tételek bizonyításához.
Legyen f ∈ CR(G). Az u, v : G −→ CR(G), u(g) = f ◦ γg, v(g) = f ◦ δg leképezések

folytonosak, ezért Ol(f) és Or(f) kompakt. A 0.2.5. Krein tétel szerint így K =
conv(Ol(f)) és Kj = conv(Or(f)) kompakt.

Minden g ∈ G esetén legyen Tg : K −→ K, Tg(h) = h ◦ γg. Ekkor Tg affin, hiszen
lineáris, és a {Tg}g∈G rendszer ekvifolytonos, mert minden g ∈ G és h1, h2 ∈ K esetén
‖Tg(h1) − Tg(h2)‖ ≤ ‖h1 − h2‖. A 2.3.10. Kakutani tétel szerint

⋂
g∈G Fix(Tg) 6= ∅,

azaz létezik h0 ∈ K, hogy minden g, x ∈ G esetén h0(x) = h0(gx). Ez viszont pontosan
akkor teljesül, ha h0 = µ(f)1 valamely µ(f) ∈ R-re.

AKj halmaz esetén ugyanúgy eljárhatunk, mint aK halmaznál, az Fg : Kj −→ Kj,
Fg(h) = h◦δg leképezések segítségével. Adódik tehát egy µ′(f) ∈ R, hogy µ′(f)1 ∈ Kj.

Megmutatjuk, hogy ha c1 ∈ K és c2 ∈ Kj konstans függvények, akkor c1 = c2.
Legyen ε > 0. A feltételek miatt létezik x1, . . . , xn ∈ G, y1, . . . , ym ∈ G, λ1, . . . , λn ∈
[0, 1], η1, . . . , ηm ∈ [0, 1],

∑n
k=1 λk = 1,

∑m
p=1 ηp = 1, és

sup
x∈G
|

n∑
k=1

λkf(xkx)− c1| ≤ ε, sup
x∈G
|

m∑
p=1

ηpf(xyj)− c2| ≤ ε. (4.2)
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Legyen r =
∑

k,p λkηpf(xkyp). Ekkor r − c1 =
∑m

p=1 ηpap, ap =
∑n

k=1 λkf(xkyp) − c1-
gyel. Ekkor (4.2) miatt p = 1, . . . ,m esetén |ap| ≤ ε, és így |r − c1| ≤ ε. Hasonlóan
adódik, hogy |r− c2| ≤ ε, amiből |c1− c2| ≤ 2ε következik. Mivel ε tetszőleges pozitív
szám volt, ezért c1 = c2, amiből µ(f) = µ′(f). Ezért a µ : CR(G) −→ R, f 7−→ µ(f)
függvény jóldefiniált.

Megmutatjuk, hogy µ bal oldali Haar mértékG felett. Nyilvánvaló, hogy µ nemzérus
folytonos függvény, µ(1) = 1, és ha f ≥ 0, akkor µ(f) ≥ 0, hiszen conv(Ol(f))-ben
nemnegatív függvények vannak. Ha f, g ∈ CR(G), és λ ∈ R, akkor conv(Ol(f + g)) ⊆
conv(Ol(f)) + conv(Ol(g)) és λ conv(Ol(f)) = conv(Ol(λf)) miatt µ(f + g) = µ(f) +
µ(g) és µ(λf) = λµ(f) adódik. Ezért µ ∈ CR(G)∗. A balinvariancia látható abból, hogy
minden g ∈ G esetén conv(Ol(f)) = conv(Ol(f ◦ γg)). µ jobb oldali Haar mérték is,
hiszen conv(Or(f)) = conv(Or(f ◦ δg)), és µ′(f) = µ(f). µ egyértelműsége pedig az
eddigiek alapján nyilvánvaló.

4.1.19. Megjegyzés. A tétel általánosítható tetszőleges T2 lokálisan kompakt cso-
portra. Ezt az állítást először Haar Alfréd bizonyította, M2 csoportok esetén.

Invariáns funkcionálok, közepek, és a Haar mérték tulajdonságairól és alkalmazá-
sairól bővebben Hewitt és Ross ír [20].

4.2. Az Invariáns altér probléma

A következőkben a funkcionálanalízis egyik leghíresebb, teljes általánosságban még
megoldatlan problémájáról lesz szó.

4.2.1. Definíció. Legyen V vektortér F felett, A ∈ L(V ), ∅ 6= A ⊆ L(V ).

(a) Egy Y ⊆ V lineáris altér A-invariáns, ha minden x ∈ Y esetén Ax ∈ Y .
Y nemtriviális, ha Y 6= X és Y 6= {0}.

(b) Egy Y ⊆ V lineáris altér A-invariáns, ha minden T ∈ A és x ∈ Y esetén Tx ∈ Y .

4.2.2. Definíció. Legyen X normált tér, T ∈ B(X). Jelölje Com(T ) a T operátor
kommutáns-algebráját, azaz a {B ∈ B(X) |BT = TB} egységelemes algebrát. Egy
Y ⊆ X lineáris altér a T operátor hiperinvariáns altere, ha Y Com(T )-invariáns.

4.2.3. Definíció. Legyen X normált tér, T ∈ B(X), A ⊆ B(X) algebra. Egy x ∈ X
vektor

(a) T -ciklikus, ha az LT (x) = L(
{
T nx

∣∣n ∈ N
⋃
{0}
}

) lineáris altér sűrű X-ben.

(b) A-ciklikus, ha az Ax =
{
Ax
∣∣A ∈ A} lineáris altér sűrű X-ben.
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4.2.4. Tétel. Legyen V végtelen dimenziós vektortér, A ∈ L(V ). Ekkor A-nak létezik
nemtriviális invariáns altere.

Bizonyítás. Legyen 0 6= x0 ∈ V tetszőleges. Ha LA(x0) 6= V , akkor LA(x0) nemtriviális
A-invariáns altér. Valóban, x ∈ LA(x0) esetén y =

∑+∞
n=0 λnA

nx0, ahol λn = 0 véges
sok kivétellel, és így Ay =

∑+∞
n=0 λnA

n+1x0 ∈ LA(x0).
Ha LA(x0) = V , akkor az {Anx0 |n ∈ N

⋃
{0}} rendszer bázisa a V vektortérnek,

azaz minden x ∈ V egyértelműen áll elő
∑+∞

n=0 λnA
nx0 alakban, ahol λn = 0 véges

sok kivételtől eltekintve. x ∈ V esetén legyen f(x) =
∑+∞

n=0 λn, amely egy jóldefiniált
függvény. Ekkor f ∈ V ′ \ {0V ′}, és ker f nemtriviális A-invariáns altér, mert minden
x ∈ V esetén f(x) = f(Ax)

4.2.5. Állítás. Legyen X normált tér, T ∈ B(X), A ⊆ B(X) algebra.

(a) Tetszőleges λ ∈ F esetén ker(T−λI) és ran(T−λI) T -hiperinvariáns zárt alterek.

(b) Ha T kommutál egy olyan nemzérus korlátos operátorral, melynek a képtere nem
sűrű, vagy nem injektív, akkor T -nek van nemtriviális, zárt invariáns altere.

(c) T -nek pontosan akkor létezik nemtriviális, zárt invariáns altere, ha létezik nem-
zérus nem-ciklikus vektora.

(d) Pontosan akkor létezik nemtriviális, zárt A-invariáns altér, ha létezik nemzérus
nem A-ciklikus vektor.

Bizonyítás. (a) Legyen λ ∈ F és A ∈ Com(T ). Ha y ∈ ker(T−λI), akkor (T−λI)Ay =
(TA − λA)y = A(T − λI)y = A0 = 0, ami azt jelenti, hogy Ay ∈ ker(T − λI). Ha
y ∈ ran(T − λI), azaz y = (T − λI)z valamely z ∈ X-re, akkor Ay = A(T − λI)z =
(T − λI)Az, ami azt jelenti, hogy Ay ∈ ran(T − λI).

(b) Legyen 0 6= A ∈ Com(T ), és ranA 6= X. Az előző pont miatt ranA T -invariáns
altér. Ekkor viszont ranA is T -invariáns: y ∈ ranA-hoz van olyan (Axn) ranA-ban
haladó sorozat, hogy Axn → y. Ekkor A folytonossága és AT = TA miatt Ty =
limn→+∞ TAxn = A(limn→+∞ Txn), vagyis Ty ∈ ranA. Kaptuk tehát, hogy ranA
nemtriviális, zárt T -invariáns altér.
Ha kerA 6= {0}, akkor az előző pont miatt kerA T -invariáns altér, amely nemtriviális,
és zárt A folytonossága miatt.

(c) Ha Y nemtriviális, zárt T -invariáns altér, akkor tetszőleges y ∈ Y és n ∈ N
⋃
{0}

esetén T ny ∈ Y . Következésképpen egy nemzérus y0 ∈ Y -ra LT (y0) ⊆ Y az Y altér
zártsága miatt, és ezért y0 nemzérus, nem-ciklikus vektora T -nek.
Megfordítva, ha y0 nemzérus, nem-ciklikus vektora T -nek, akkor LT (y0) nemtriviális,
zárt T -invariáns altér.
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(d) Az előző ponthoz hasonlóan, ha Y nemtriviális, zárt A-invariáns altér, akkor
tetszőleges nemzérus y0 ∈ Y esetén Ay0 ⊆ Y , tehát y0 nemzérus, nem A-ciklikus
vektor.
Megfordítva, ha y nemzérus, nem A-ciklikus vektor, és Ay 6= {0}, akkor Ay nemtrivi-
ális, zárt A-invariáns altér. Ha Ay = {0}, akkor {λy |λ ∈ F} nyilván A-invariáns altér,
amely zárt, hiszen véges dimenziós.

4.2.6. Következmény. Legyen X nem szeparábilis normált tér, T ∈ B(X). Ekkor
T -nek van nemtriviális, zárt invariáns altere.

Bizonyítás. Legyen 0 6= x0 ∈ X tetszőleges vektor. Ekkor x0 ∈ LT (x0) 6= X, mert X
nem szeparábilis. Így a 4.2.5. Állítás (c) pontjára hivatkozva befejezhetjük a bizonyí-
tást.

4.2.7. Tétel. Legyen (X, ‖ · ‖) véges dimenziós normált tér F felett, T ∈ B(X) =
L(X), T /∈ {λI |λ ∈ F}.

(i) F = C esetén T -nek van nemtriviális, zárt hiperinvariáns altere.

(ii) F = R esetén:

(a) ha dimX > 1 és páratlan, akkor T -nek van nemtriviális, zárt hiperinvariáns
altere.

(b) ha dimX ≥ 4 és páros, akkor T -nek van nemtriviális, zárt invariáns altere.

(c) ha dimX = 2, akkor előfordulhat, hogy T -nek csak triviális invariáns alterei
vannak.

Bizonyítás. (i) Ismeretes, hogy létezik λ ∈ C, melyre Y = ker(T − λI) 6= {0}. Mivel
T nem az identitás-operátor konstansszorosa, azért Y nemtriviális hiperinvariáns altér
a 4.2.5. Állítás (a) pontja szerint. Y zártsága pedig nyilvánvaló abból, hogy véges
dimenziós normált tér minden lineáris altere zárt.

(ii), (a) Mivel X páratlan dimenziós valós vektortér, létezik λ ∈ R, melyre Y =
ker(T − λI) 6= {0}. Mivel T nem az identitás-operátor konstansszorosa, azért Y nem-
triviális hiperinvariáns altér a 4.2.5. Állítás (a) pontja szerint. Y zártsága pedig nyil-
vánvaló abból, hogy véges dimenziós normált tér minden lineáris altere zárt.

(b) Jelölje XC az X vektortér komplexifikáltját, azaz az X
⊕

iX komplex vek-
torteret. Legyen ‖ · ‖C norma XC-n, és tekintsük a TC(x + iy) = Tx + iTy lineáris
operátort. Mivel véges dimenziós normált téren minden lineáris transzformáció folyto-
nos, és TC /∈ {λIXC |λ ∈ C}, azért az (i) pont bizonyítása szerint létezik λ0 ∈ C, melyre
ker(TC − λ0I) 6= {0XC}. Legyen x0, y0 ∈ X olyanok, hogy x0 + iy0 TC λ0-hoz tartozó
sajátvektora. Mivel dimX ≥ 4, ezért L({x0, y0}) valódi, zárt altere X-nek, amely T -
invariáns: ha λ0 = c + id, ahol c, d ∈ R, akkor Tx0 = cx0 − dy0 és Ty0 = dx0 + cy0,
mert λ0 sajátérték. Ezért Tx0, T y0 ∈ L({x0, y0}), ami mutatja az invarianciát.
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(c) Legyen θ ∈ (0, π), és legyen Rθ az origó körüli, θ szögű forgatás (R2, | · |)-
en. Nyilvánvaló, hogy Rθ-nak csak triviális invariáns alterei vannak, mert az origón
áthaladó egyenesek közül egyiket sem önmagába képezi. Ismeretes, hogy létezik olyan
U ∈ B(X,R2) folytonos lineáris homeomorfizmus. Ezért a T = U−1RθU ∈ B(X)
operátornak csak triviális invariáns alterei vannak.

4.2.8. Megjegyzés. Az előző tétel mutatja, hogy véges dimenziós komplex és leg-
alább három dimenziós valós vektorterekben állíthatjuk nemtriviális invariáns altér
létezését. Végtelen dimenziós esetben nem tudunk ilyen pozitív választ adni. Enflo
[12] mutatott példát először olyan folytonos lineáris operátorra (nemreflexív, szepará-
bilis Banach téren), amelynek csak a triviális, zárt invariáns alterei vannak. Ugyanilyen
példa található Beauzamy [2] könyvében. Reflexív Banach terekre és Hilbert terekre
a probléma megoldása nem ismeretes.

Ha egy X normált téren értelmezett A 6= λI (λ ∈ F) korlátos operátornak nincs
nemtriviális, zárt invariáns altere, akkor 4.2.5. Állítás (a) pontja miatt minden T ∈
Com(A)-ra kerT = {0} vagy X, ranT = {0} vagy X. Ha X komplex reflexív tér,
akkor létezik olyan T0 ∈ Com(A) operátor, amely nem az identitás konstansszorosa, és
ha B = B(0, 1), akkor C = T0(B)-re intC = ∅, azaz C nem nullkörnyezet. Ellenkező
esetben ugyanis minden 0 6= T ∈ Com(A) operátorra kerT = {0}, ranT = X állna
fenn, amiből T−1 ∈ B(X) következne Banach inverz leképezés tétele miatt. Ekkor
viszont a Gelfand-Mazur tétel alapján Com(A) izometrikusan izomorf lenne C-
vel, ami nem lehetséges. Azt, hogy ranT = X teljesül akkor, ha C nullkörnyezet, a
következő példán keresztül mutatjuk meg, amely egyébként egy eddig nem ismert példa
olyan normált térre, amely nem hordós.

4.2.9. Példa. Legyen (X, ‖ ·‖) végtelen dimenziós reflexív Banach tér F felett. Legyen
T ∈ B(X) olyan operátor, melyre ranT = X, ranT 6= X. Ekkor (ranT, ‖ · ‖

∣∣
ranT )

olyan normált tér, amely nem hordós tér. Tekintsük ugyanis a C = T (B)
X

halmazt,
ahol B az X zárt egységgömbje. Ha x0 ∈ C, akkor létezik olyan (zn) B-beli sorozat,
hogy Tzn → x0. Mivel X reflexív, azért B gyengén kompakt, tehát létezik z0 ∈ B,
melyhez (zn) valamely (zmn) részsorozata gyengén konvergál. T gyengén is folytonos,
tehát Tzmn → Tz0 gyengén, azonban Tzmn → x0, ezért Tzmn → x0 gyengén, amiből
a gyenge limesz egyértelműsége miatt Tz0 = x0 következik. Következésképpen C ⊆
ranT . Megmutatjuk, hogy C hordó ranT -ben. Az nyilvánvaló, hogy konvex, zárt és
kiegyensúlyozott. C elnyelősége pedig abból adódik, hogy ranT = {λv |λ ∈ F, v ∈ C}.
C viszont nem környezete 0-nak ranT -ben, mert ez esetben ranT zárt halmaz lenneX-
ben. Legyen ugyanis (yn) ranT -ben haladó, X-ben konvergens sorozat, yn → y0 ∈ X.
Az (yn) sorozat korlátos, így ha C nullkörnyezet, akkor elnyeli: van olyan 0 6= λ ∈ F,
hogy (yn) ⊆ λC. Ekkor ( 1

λ
yn) ⊆ C. C zárt halmaz X-ben is, ezért limn→+∞

1
λ
yn =

1
λ
y0 ∈ C, amiből y0 ∈ λC ⊆ ranT . Így ranT zárt, ez azonban ellentmond annak, hogy

ranT 6= ranT .
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Könnyű példát mutatni az iménti tulajdonságú T operátorra. Legyen H végtelen di-
menziós, szeparábilis Hilbert tér, {en}+∞

n=1 ⊆ H totális ortonormált rendszer. Tetszőle-
ges x =

∑+∞
n=1 λnen ∈ H esetén legyen Tx =

∑+∞
n=1 2−nλnen. Ekkor nyilván T ∈ B(H),

és L({en}+∞
n=1) ⊆ ranT , tehát ranT = H. Viszont ranT 6= H, mert

∑+∞
n=1

1
n
en /∈ ranT ,

ellenkező esetben ugyanis
∑+∞

n=1
2n

n
en ∈ H teljesülne.

A most következő néhány tételben azt vizsgáljuk meg, hogy milyen összefüggés van
egy folytonos lineáris operátor invariáns altereinek létezése, és az adjungált operátor
invariáns altereinek létezése között.

4.2.10. Tétel. Legyen X normált tér, T ∈ B(X) \ {λI}λ∈F, T ∗ : X∗ −→ X∗ a T
adjungált operátora. Ha T -nek vagy T ∗-nak van sajátértéke, akkor T -nek és T ∗-nak is
van nemtriviális, zárt hiperinvariáns altere.

Bizonyítás. Jelölje
〈
·, ·
〉
az X és X∗ közötti természetes dualitást. Ha T ∗f = λf va-

lamely λ ∈ F-fel és nemzérus f ∈ X∗-gal, akkor a 4.2.5. Állítás (a) pontja miatt
ker(T ∗ − λIX∗) nemtriviális, zárt T ∗-hiperinvariáns altér.
Tetszőleges x ∈ X esetén teljesül, hogy

〈
(T − λIX)x, f

〉
=
〈
x, (T ∗ − λIX∗)f

〉
= 0.

Ez azt jelenti, hogy ran(T − λIX) ⊆ ker f . Mivel ker f 6= X, és zárt altér X-ben f
folytonossága miatt, azért Y = ran(T − λIX) valódi zárt altere X-nek. Ezért a 4.2.5.
Állítás (a) pontja miatt Y nemtriviális, zárt T -hiperinvariáns altér.
Ha λ0 sajátértéke T -nek, akkor a már említett állítás miatt ker(T −λ0IX) nemtriviális,
zárt T -hiperinvariáns altér. Legyen x0 ∈ X λ0-hoz tartozó sajátvektora T -nek. Meg-
mutatjuk, hogy λ0 sajátértéke T ∗∗-nak. Legyen X = X̂ ⊆ X∗∗, ahol ̂ a természetes
azonosítás. Ekkor tetszőleges f0 ∈ X∗ esetén tejesül, hogy〈

(T ∗∗ − λ0IX∗∗)x̂0, f0

〉
=
〈
x0, (T

∗ − λ0IX∗)f0

〉
=
〈
(T − λ0IX)x0, f0

〉
= 0,

amiből (T ∗∗ − λ0IX∗∗)x̂0 = 0X∗∗ . Így alkamazhatjuk az előző bekezdésben foglaltakat
T helyett T ∗-ra.

4.2.11. Tétel. Legyen X normált tér, A ⊆ B(X) algebra. Jelölje
〈
·, ·
〉
az X és X∗

közötti természetes dualitást. Ekkor a következők ekvivalensek:

(i) Létezik nemtriviális, zárt A-invariáns altér.

(ii) Létezik egy nemzérus x0 ∈ X vektor és egy nemzérus l ∈ X∗ lineáris funkcionál,
hogy minden A ∈ A esetén

〈
Ax0, l

〉
=
〈
x0, A

∗l
〉

= 0.

Bizonyítás. (i)=⇒ (ii) LegyenW nemtriviális, zárt A-invariáns altér. Legyen 0 6= x0 ∈
W tetszőleges vektor, és legyen Y = Ax0. Nyilvánvaló, hogy Y ⊆ W , és így Y 6= X.
Ezért a Hahn-Banach tétel miatt létezik olyan nemzérus l ∈ X∗, hogy l(Y ) = 0,
amiből (ii) következik.

(ii)=⇒ (i) Legyenek x0 ∈ X és l ∈ X∗ (ii)-t kielégítő vektorok. Ekkor Ax0 ⊆
ker l 6= X, ezért x0 nem A-ciklikus vektor, tehát a 4.2.5. Állítás (d) pontja miatt
létezik nemtriviális, zárt A-invariáns altér.
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4.2.12. Következmény. Legyen X normált tér, A ⊆ B(X) algebra. Ha létezik nem-
triviális, zárt A-invariáns altér, akkor létezik nemtriviális, zárt A∗ = {A∗ |A ∈ A}-
invariáns altér is.

Bizonyítás. A 4.2.11. Tétel miatt léteznek olyan nemzérus x0 ∈ X és l ∈ X∗, melyekre〈
A∗∗x̂0, l

〉
=
〈
x0, A

∗l
〉

=
〈
Ax0, l

〉
= 0 minden A ∈ A esetén az X̂ ⊆ X∗∗ természetes

beágyazás mellett. Ekkor az előző tétel (ii)=⇒ (i) irányát A∗-ra és A∗∗-ra alkalmazva
kapjuk nemtriviális, zárt A∗-invariáns altér létezését.

4.2.13. Megjegyzés. Az iménti következmény megfordítása igaz reflexív terekben,
azaz ha A∗-nak van nemtriviális, zárt invariáns altere, akkor A-nak is van, mert a
reflexivitás miatt A = A∗∗, és így a következmény alkalmazható A∗-ra és A∗∗-ra.

Emlékeztetünk arra, hogy egy X normált téren értelmezett K lineáris operátort
kompaktnak nevezünk, ha az egységgömböt relatív kompakt halmazba képezi. Nyil-
vánvaló, hogy minden kompakt operátor korlátos.
Ha X és Y normált terek, akkor az X-en értelmezett, Y -ba képező kompakt operátorok
halmaza legyen K(X, Y ); X = Y esetén K(X).

Neumann János 1935-ben Hilbert téren értelmezett kompakt operátorra bizonyí-
totta, hogy létezik nemtriviális, zárt invariáns altere. Tizenkilenc évvel később Smith
és Aronszajn általánosította ezt az eredményt Banach terekre, majd Lomonoszov
1973-ban megmutatta, hogy az állítás érvényes hiperinvariáns altérrel is. A most kö-
vetkező tétel ennél gyengébb eredmény, de tetszőleges normált térre érvényes.

4.2.14. Tétel. Legyen X végtelen dimenziós normált tér, legyen ∅ 6= A ⊆ B(X) kom-
mutatív algebra. Tegyük fel, hogy létezik olyan nemzérus K ∈ K(X) kompakt operátor,
hogy minden A ∈ A esetén AK = KA. Ekkor létezik nemtriviális, zárt A-invariáns
altér.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy csak triviális zárt A-invariáns alterek léteznek. Ekkor a
4.2.5. Állítás (a) pontja miatt kerK = {0}, ranK = X, a (d) pontja miatt Ax = X
minden nemzérus x ∈ X esetén. Legyen 0 6= y ∈ X tetszőleges vektor. Ekkor létezik
olyan r > 0, hogy 0 /∈ K(B(y, r)). Ellenkező esetben minden n ∈ N-re 0 ∈ K(B(y, 1

n
)),

amiből minden n ∈ N-re adódik xn ∈ B(y, 1
n
), melyre ‖Kxn‖ < 1

n
. Ekkor xn → y és

Kxn → 0 (n → +∞), amiből Ky = 0 következik. Ez viszont kerK = {0} és y 6= 0
miatt nem lehetséges.

Legyen tehát r > 0 olyan, hogy 0 /∈ K(B(y, r)), és C := B(y, r
2
). Értelmezzük a

g : K(C) −→ R függvényt a következő módon:

g(v) = inf
{
a ∈ R

∣∣∃A ∈ A : ‖A‖ ≤ a, ‖Av − y‖ < r

2

}
Mivel 0 /∈ K(C), és minden nemzérus vektor A-ciklikus, a g definíciójában szereplő
halmaz tetszőleges v ∈ K(C)-ra nemüres.
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Megmutatjuk, hogy g felülről félig folytonos. Legyen c ∈ R, és legyen (vn) {g ≥ c}-ben
haladó konvergens sorozat, vn → v0. Tegyük fel, hogy g(v0) < c. Legyen A0 ∈ A olyan
operátor, hogy ‖A0‖ < c, ‖A0v0 − y‖ < r

2
. Mivel A0 folytonos, azért A0vn → A0v0, és

így valamely n0 ∈ N-re n ≥ n0 esetén A0vn ∈ B(y, r
2
), ami g(vn) ≥ c miatt lehetetlen.

Ezért a {g ≥ c} halmaz zárt, tehát g felülről félig folytonos. A K(C) halmaz kompakt,
ezért g-nek van egy a0 ∈ R maximuma a felülről félig folytonosság miatt.

Legyen k = a0 +1. Mivel ranK sűrű X-ben, létezik R > 0, hogy K(B(0, R))
⋂
C 6=

∅. Legyen s = max{k(‖y‖ + r), R}. Ekkor C0 = K(B(0, s))
⋂
C nemüres, konvex és

kompakt halmaz C zártsága és a K leképezés kompaktsága miatt. Definiáljunk egy
Γ : C0 −→ P(X) leképezést:

Γ(x) :=
{
AKx

∣∣A ∈ A, ‖A‖ ≤ k}. (4.3)

Ekkor a Ψ = Γ
⋂
C0 : C0 −→ P(C0) leképezés a következő tulajdonságokkal rendelke-

zik:

(a) Tetszőleges x ∈ C0-ra Ψ(x) 6= ∅.

(b) Tetszőleges x ∈ C0-ra Ψ(x) konvex.

(c) Tetszőleges x ∈ C0-ra Ψ(x) kompakt.

(d) Ψ felülről félig folytonos.

(a) Mivel x ∈ C0 esetén x ∈ C, azért létezik A ∈ A, ‖A‖ ≤ k, hogy AKx ∈ C. Ekkor
AKx = KAx, és ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ ≤ k(‖y‖+r) ≤ s, tehát AKx ∈ K(B(0, s)), amiből
AKx ∈ C0. Így Γ(x)

⋂
C0 6= ∅, következésképpen Ψ(x) 6= ∅.

(b) Elegendő megmutatnunk, hogy tetszőleges x ∈ C0 esetén Γ(x) konvex, hiszen
konvex halmazok lezártja és metszete konvex. Legyen A1Kx,A2Kx ∈ Γ(x), t ∈ [0, 1].
Ekkor tA1Kx+ (1− t)A2Kx = (tA1 + (1− t)A2)Kx ∈ Γ(x), mert A algebra.
(c) Nyilvánvaló, hiszen Ψ(x) zárt részhalmaza a kompakt C0 halmaznak.
(d) Legyen B ⊆ C0 zárt halmaz. A 3.1.3. Állítás (a) pontja miatt elegendő megmu-
tatnunk, hogy D = Ψ−1(B) zárt halmaz C0-ban. Legyen (zn) D-ben haladó, C0-ban
konvergens sorozat, zn → z0. Tetszőleges n ∈ N-re zn ∈ D azt jelenti, hogy létezik
olyan (Anm)m∈N A-ban haladó sorozat, hogy AnmKzn → un ∈ B, (m → +∞). Mivel
C0 kompakt, azért létezik (un)-nek konvergens részsorozata; feltehető, hogy már (un)
konvergens, és un → u0 ∈ B, mert B zárt részhalmaza C0-nak. Minden n ∈ N esetén
legyen mn ∈ N olyan, hogy ‖AnmnKzn − un‖ < 1

n
. Ekkor az (An) = (Anmn) A-ban

haladó sorozattal:

‖AnKz0 − u0‖ ≤ ‖AnmnKz0 − AnmnKzn‖+ ‖AnmnKzn − un‖+ ‖un − u0‖ ≤

≤ k‖K‖‖z0 − zn‖+
1

n
+ ‖un − u0‖ → 0 (n→ +∞),
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ami mutatja, hogy u0 ∈ Ψ(z0), és ezért z0 ∈ Ψ−1(B). Beláttuk tehát, hogy Ψ felülről
félig folytonos.

A 3.4.10. Tétel (vii) pontjából következően Ψ-nek létezik fixpontja, azaz x0 ∈ C0,
melyre x0 ∈ Ψ(x0). Létezik tehát olyan (Tn) A-ban haladó sorozat, hogy minden n ∈ N
esetén ‖Tn‖ ≤ k, és TnKx0 → x0. Ekkor tetszőleges A ∈ A-ra A(TnKx0) → Ax0,
amiből A kommutativitása és a K-val való felcserélhetőség miatt

‖Ax0‖ = ‖A( lim
n→+∞

TnKx0)‖ = ‖ lim
n→+∞

Tn(KAx0)‖ ≤ k‖KAx0‖. (4.4)

Mivel x0 6= 0, ezért x0 A-ciklikus vektor, azaz Ax0 = X, és így tetszőleges x ∈ X-re
(4.4)-ből határátmenettel

‖x‖ ≤ k‖Kx‖

adódik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a K ∈ K(X, ranK) kompakt operátornak létezik
korlátos ranK −→ X inverze, ez viszont végtelen dimenziós terek között lehetetlen.

4.2.15. Megjegyzés. A tételben szerepő Ψ leképezés alulról is félig folytonos. Ehhez
megmutatjuk, hogy a (4.3) alatt definiált Γ alulról félig folytonos. A bizonyításból
látható, hogy minden x ∈ C0 esetén Γ(x) 6= ∅. Legyen B0 ⊆ X zárt halmaz. Ekkor a
F = {x ∈ C0 |Γ(x) ⊆ B0} halmaz is zárt. Ha (wn) F -ben haladó, C0-ban konvergens
sorozat, melyre wn → w0, akkor w0 ∈ F . Ha nem így lenne, akkor van olyan A ∈ A,
‖A‖ ≤ k, hogy AKw0 /∈ B0. Ekkor viszont AK folytonossága miatt elég nagy n-re
AKwn /∈ B0, ami nem lehetséges Γ(wn) ⊆ B0 miatt. Ezért Γ alulról félig folytonos,
amiből a 3.1.4. Állítás (a) pontja miatt Γ is alulról félig folytonos, és így a (g) pont
miatt Ψ is.

Ha X teljes, akkor a folytonos szelések létezésén alapuló 3.4.23. Tétel (vi) pontjára
hivatkozva is állíthatjuk fixpont létezését.

4.2.16. Következmény. (Aronszajn-Smith) Legyen X F feletti végtelen dimen-
ziós normált tér, T ∈ B(X). Tegyük fel, hogy létezik p(z) = zn + · · ·+ a0 ∈ F[z] nem-
zérus polinom, melyre a p(T ) = T n + · · · + a0I operátor kompakt. Ekkor T -nek van
nemtriviális, zárt invariáns altere.

Bizonyítás. Jelölje A a T által generált algebrát. Ekkor nyilván minden A ∈ A-ra
p(T )A = Ap(T ). Ha p(T ) 6= 0, akkor a 4.2.14. Tétel miatt létezik nemtriviális, zárt
A-invariáns altér, amely így T -invariáns is.

Ha p(T ) = 0, akkor T n =
∑n−1

j=0 (−aj)T j. Legyen x0 ∈ X nemzérus vektor, és
legyen Y = L({T jx0 |j = 0, . . . , n − 1}). Ez az altér véges dimenziós, tehát zárt,
és valódi is. Könnyen látható, hogy T -invariáns: ha y =

∑n−1
j=0 λjT

jx0, akkor Ty =∑n−1
j=0 λjT

j+1x0 =
∑n−2

j=0 λjT
j+1x0 + λn−1

∑n−1
k=0(−ak)T kx0 ∈ Y .
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Az alábbiakban megmutatjuk, hogy Banach terekben a 4.2.14. Tételnél erősebb
állítás is igaz. Ez Lomonoszov nevezetes invariáns altér tétele.

Előkészületként a 2.2.11. Tyihonov tétel segítségével bizonyítunk egy fixponttételt
folytonos lineáris operátorokra:

4.2.17. Tétel. (Lomonoszov) Legyen X Banach tér F felett. Ha A ⊆ B(X) olyan
algebra, melynek csak triviális, zárt invariáns alterei vannak, akkor minden nemzérus
K ∈ K(X) kompakt operátorhoz létezik A ∈ A, hogy az AK operátornak van nemzérus
fixpontja, azaz létezik 0 6= u ∈ X, melyre AKu = u.

Bizonyítás. LegyenK ∈ K(X)\{0}, amelyről feltehető, hogy ‖K‖ = 1. Legyen x0 ∈ X
olyan vektor, melyre ‖Kx0‖ > 1, és legyen B0 = B(x0, 1). Ekkor ‖K‖ = 1, ‖Kx0‖ > 1
miatt 0 /∈ B0, és 0 /∈ K(B0). Valóban, 0 ∈ B0-ból ‖x0‖ ≤ 1 következne, ebből pedig
‖Kx0‖ ≤ 1. 0 ∈ K(B0) esetén pedig valamely (xn) B0-ban haladó sorozattalKxn → 0,
amiből

1 < ‖Kx0‖ = ‖Kx0‖ − lim
n→+∞

‖Kxn‖ ≤ sup
n∈N
‖Kx0 −Kxn‖ ≤ 1,

ami lehetetlen.
Mivel A-nak csak triviális, zárt invariáns alterei vannak, azért a 4.2.5. Állítás (d) pont-
ja szerint minden nemzérus vektora X-nek A-ciklikus. Ezért minden x ∈ K(B0)-hoz
létezik olyan A ∈ A, melyre ‖Ax−x0‖ < 1. Így az A-beli operátorok folytonossága mi-
att az {y ∈ X |‖Ay−x0‖ < 1}A∈A rendszer nyílt fedése a K(B0) kompakt halmaznak.
Ezért létezik véges sok A1, . . . , Am ∈ A, hogy

K(B0) ⊆
m⋃
j=1

{
y ∈ X

∣∣‖Ajy − x0‖ < 1
}
. (4.5)

Legyen j = 1, . . . ,m esetén gj : X −→ [0,+∞), gj(z) = max{0, 1 − ‖Ajz − x0‖}.
Nyilvánvaló, hogy gj(z) > 0 pontosan akkor teljesül, ha ‖Ajz − x0‖ < 1, és a g :

K(B0) −→ [0,+∞), g(z) =
∑m

j=1 gj(z) függvény pozitív. Ekkor az fj =
gj
g
nemnegatív

függvényekre
∑m

j=1 fj(z) = 1 teljesül minden z ∈ K(B0) esetén. Legyen x ∈ B0 esetén

f(x) =
m∑
j=1

fj(Kx)AjKx.

Ekkor fj(Kx) > 0 esetén AjKx ∈ B0, és így f(x) ∈ B0, mertB0 konvex, f(x) pedigB0-
beliek konvex kombinációja. Igaz az is, hogy ran f ⊆ conv(

⋃m
j=1 AjK(B0)) =: C. Mivel

AjK kompakt operátor, azért a 0.2.5. Krein tétel miatt C kompakt. Következésképpen
a folytonos f függvény a nemüres, kompakt és konvex B0

⋂
C halmazt önmagába

képezi. Ezért 2.2.11. Tyihonov tétel szerint létezik u ∈ B0

⋂
C fixpontja, amely

nemzérus, hiszen 0 /∈ B0. Ez azt jelenti, hogy u =
∑m

j=1 fj(Ku)AjKu, tehát az A =∑m
j=1 fj(Ku)Aj ∈ A operátorral AKu = u.
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4.2.18. Tétel. (Lomonoszov) Legyen X Banach tér C felett, T ∈ B(X)\{λI}λ∈C.
Tegyük fel, hogy létezik olyan nemzérus K ∈ K(X) kompakt operátor, hogy TK = KT .
Ekkor T -nek létezik nemtriviális, zárt hiperinvariáns altere.

Bizonyítás. Indirekten tegyük fel, hogy az A = Com(T ) ⊆ B(X) algebrának csak
triviális, zárt invariáns alterei vannak. Ekkor a 4.2.17. Lomonoszov tétel szerint
létezik A ∈ A, hogy az AK operátornak van nemzérus fixpontja. Következésképpen
Y = ker(AK−I) 6= {0}, amely egy AK-hiperinvariáns altér a 4.2.5. Állítás (a) pontja
miatt. Mivel AK ∈ K(X), és AK

∣∣
Y

= IY , azért Y véges dimenziós. T felcserélhető
A-val és K-val is, tehát AK-val is, amiből következik, hogy Y nemtriviális, zárt T -
invariáns altér. Ekkor viszont a T

∣∣
Y

: Y −→ Y operátornak van sajátértéke, hiszen Y
véges dimenziós komplex vektortér. Tehát valamely λ ∈ C-re Z = ker(T − λI) valódi
altere X-nek, amely a folytonosság miatt zárt. Így a 4.2.5. Állítás (a) pontja Z miatt
T -hiperinvariáns altér.

4.2.19. Megjegyzés. Az előző tétel feltételeiben lényeges, hogy X komplex vektor-
tér, mert véges dimenziós valós vektorterek esetében nem állíthatjuk valós sajátérték
létezését.

Hilbert terekben korlátos operátorok bizonyos osztályaira ismeretes pozitív ered-
mény. Ha H komplex Hilbert tér, A ∈ B(H) \ {λI}λ∈C normális operátor, akkor a
tér felbomlik két, egymásra ortogonális, zárt A-hiperinvariáns altér direkt összegé-
re. Mindez következik a nevezetes Spektráltétel-ből, hiszen egy normális operátor
spektrálfelbontása ilyen alterek létezésén alapul.
Az invariáns altereknek rendkívül fontos szerepük van a Banach algebrák ([3]) és a
topologikus csoportok ([23]) reprezentációelméletében.
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