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1. Bevezetés

A dolgozatban grafok és hipergrafok élosszefiiggéségének novelésével foglalkozunk: a korab-
biaktol kissé eltérd megkozelitést alkalmazva sikeriilt a témakor sok ismert eredményét tobb
irAnyban is altalanositani, illetve ezekre a régi és 1j eredményekre egyszerti algoritmikus bizo-
nyitasokat adni. Az algoritmusokat altalaban absztrakt formaban fogalmazzuk meg, absztrakt
algoritmusaink alkamlazasaként pedig konkrét élosszefiigg@ség-nivelési feladatokat tekintiink.
A dolgozat egy masik fontos érdeme, hogy egy egységesebb targyalas keretében ravilagit olyan
eredmények kapcsolatara, amik eddig ilyen kontextusban nem keriiltek Gsszehasonlitdasra. Az
élosszefiiggGség-novelésnek két megkozelitését targyaljuk. Az egyik a hagyomanyosnak mond-
hat6 megkozelités, amikor a graf vagy hipergraf élosszefiiggGségét tovabbi élek, illetve hiperélek
hozzaadasaval akarjuk megnovelni. Ezzel foglalkozunk a dolgozat nagyobb részében (2-5. fe-
jezet). Bar a kiindulo struktira néhol lehet iranyitott graf vagy hipergraf is, hangsitlyozzuk,
hogy a hozzdadando 1j (hiper)élek mindig irdnyitatlanok ebben a dolgozatban. A célunk pedig
tobbnyire ezek O6sszméretének minimalizalasa.

A hatodik fejezetben egy méasik problémakor, az igynevezett forrdstelepitési probléma keriil
teritékre: itt egy (minél kisebb) ponthalmaz Gsszehiizasaval akarjuk elérni a kivant élosszefiig-

gOséget.

2. Elbsszefiiggdség-ndvelés (hiper)élek hozzaadasaval

A dolgozat mésodik fejezete még bevezetés jellegii. Ebben el@szor azt mutatjuk meg, hogy
hogyan lehet az élosszefiiggdség-novelési feladatokat atfogalmazni fedési feladatta. Fedési
feladaton azt értjiik, hogy adott egy p : 2" — Z U {—oco} halmazfiiggvény (amit hianyfiigg-
vénynek is fogunk hivni), és azt szeretnénk fedni egy G graffal illetve hipergraffal, ami azt
jelenti, hogy a dg(X) > p(X) egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie minden X C V halmazra (ahol
dg(X) az X-b6l kiléep6 (hiper)élek szamét jeloli). A fejezet 2.1-es részében megmutatjuk, hogy
a vizsgalt élosszefliggdség-nivelési feladatok milyen hianyfiiggvény segitségéval fogalmazhatok
at fedesi feladatta. Ez a rész mutatja meg a kapcsolatokat és a f6bb kiilonbségeket ezen fel-
adatok kozott a hianyfiiggvényiik tulajdonségai alapjan. Fontos megjegyezni, hogy minden
targyalt feladatnak azonnal két alapvetGen kiilonb6z6 verzioja vetddik fel aszerint, hogy a hoz-
zédadando 1] hiperélek lehetnek e akirmekkorak, avagy nem (példaul csak graféleket engediink
meg). Kovetkezzen néhany definicio. Egy p halmazfiiggvény és X, Y C V esetén tekintsiik az

alabbi két egyenlGtlenséget:

(XNY)+p(XUY), (NV)
(X =Y)+p(Y - X). =)
Egy X C V halmazt p-pozitivnak hivunk, ha p(X) > 0. Egy X,Y halmazpért keresztezének
mondunk, ha XNY, X Y)Y — X és V— (X UY) egyike sem iires. A legaltalanosabb fiiggvény-
osztély, ami ebben a tézisben szerepet kap, a pozitivan ferdén szupermodularis fiiggvé-

nyek osztalya. Egy p halmazfiiggvényt akkor mondunk ferdén szupermodularisnak, ha
barmely két X, Y C V halmazra (NU) és (—) koziil legalabb az egyik teljesiil. Akkor mondjuk
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pozitivan ferdén szupermodularisnak, ha csak a p-pozitiv halmazparokra kiveteljiik meg
legalabb az egyik egyenlGtlenség teljesiilését. Sok esetben a hianyfiiggvény ennél speciélisabb
tulajdonsagokkal rendelkezik. Egy p halmazfiiggvényt (pozitivan) keresztezSen szuper-
modularisnak neveziink, ha (NU) teljesiil minden (p-pozitiv) keresztezd X, Y halmazpérra.
A p-t (pozitivan) keresztezéen negamodularisnak mondjuk, ha (=) teljesiil minden (p-
pozitiv) keresztez6 X,Y halmazparra. Megjegyezziik, hogy a ,pozitivan” jelzé algoritmikus
nehézségeket vet fel, de a vizsgalt élosszefiiggdség-nivelési alkalmazésokban szerencsére ez nem
meriil fel. Egy p halmazfiiggvény szimmetrikus, ha p(X) = p(V — X) minden X C V-re. A
szimmetrikus keresztezGen szupermodularis halmazfiiggvények a legegyszeriibb” fiiggvények,
amiket tekintiink: ezek meriilnek fel a globalis élosszefiiggdség-novelési feladatokban.
Ezek természetesen ferdén szupermodularisak is, mig szimmetria nélkiil ez nem feltétlen igaz.
Fontos fogalom a halmazfiiggvény szimmetrizaltja: a p halmazfiiggvény p® szimmetrizaltjat
a p*(X) = max{p(X), p(V—X} képlet definialja tetszéleges X C V esetén. Természetesen egy
(hiper)graf pontosan fedi p-t, ha fedi p°-t. Az irdnyitott (vagy altalanosabban vegyes)
grafok illetve hipergrafok globalis él6sszefiiggdségének nivelése (irdnyitatlan élekkel
avagy hiperélekkel) egy keresstezGen szupermoduléris halmazfiiggvény fedéseként fogalmaz-
hato meg. Az tgynevezett node-to-area (magyarul pont-ponthalmaz) élosszefiiggGség-
novelési feladatok pedig egy keresztezGen negamodularis halmazfiiggvény fedési feladataként
foghatoak fel. Targyaljuk tovabba az tgynevezett lokalis élosszefiiggdség-novelési feladat
specidlis tulajdonsagokkal rendelkezik. Mivel ezeknek a feladatoknak a kiilonféle verzioi kertil-
nek targyalasra a dolgozat eredményeinek alkalmazasaként, pontosan megfogalmazzuk ezeket
a feladatokat.

2.1 Feladat (Lokalis él8sszefiiggGség-nivelési feladat) Adott egy Hy = (V, &) hiper-
graf és egy r: V x V — Z, szimmetrikus fiiggvény (élosszefiiggdségi igény). Keresiink egy
olyan H = (V, £) hipergrifot, amire

A+ (w, v) > 1r(u,v) minden u,v € V-re. (1)

A globalis él8sszefiiggGség-nidvelési feladat (hipergrafokban) a fenti feladat azon
specialis esete, amikor r(u, v) ugyanaz a k érték minden u, v € V parra. A \ (él6sszefiiggdség)

fiiggvény fogalmat hadd definialjuk a lehet6 legaltalanosabb madon.

2.2 Definici6 Vegyes hipergrafon egy M = (V, A) part értiink, ahol V' véges alaphalmaz,
A pedig V-beli nemiires rendezett halmazpérokat tartalmaz (ugyanaz a halmazpar tébbszir
is eldfordulhat). Az A elemeit nevezziik egyszeriien hiperéleknek, az a = (T,,H,) € A

hiperélre T, elemeit nevezziik az a hiperél toveinek, mig H, elemeit az a hiperél fejeinek.

Uton pontok és hiperélek olyan ismétlédés nélkiili, valtakozo vy, ay, vy, ag, . . . , g, Uy, SOrozatét
értjiik, amelyben v,y € T,, és v; € H,, minden i = 1,2,... k-ra. Az it kezdépontja vy,

végpontja vy.

Intuitivan gondolhatunk a vegyes hipergraf egy a hiperélére tigy is, mint a 7, UH, halmazra,

amelyben minden pontnak van egy ,szerepe”: tépont, vagy fejpont, esetleg mindketts. Az
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iranyitatlan hipergraf (réviden hipergraf) egy olyan specidlis vegyes hipergraf, amiben minden
hiperélben minden pont tGpont és fejpont is egyszerre. Az utra pedig gy érdemes gondolni
vegyes hipergrafoknéal, hogy kiindulva egy pontbol, amely téve egy hiperélnek, elugorhatunk
ezen hiperél egyik fejébe, ahonnan esetleg tjra tovibbmehetiink egy méasik hiperélen, aminek ez
az 0j pont tove (természetesen az ismétlgdésre figyelni kell). Ezek utan johet az élosszefiiggdség

fogalmanak lehetd legaltalanosabb definicioja.

2.3 Definici6 Az M = (V, A) vegyes hipergrafban az X,Y C V halmazok kézétti élossze-
fiiggbéségen az X-bol induld, Y-ban végzdds, paronként éldiszjunkt utak maximalis szamat
értjiik, és ezt Ay (X,Y)-nal jeléljiik. Ha X NY # 0, akkor \y(X,Y)-t plusz végtelennek
definialjuk. Két x,y € V pontra Ay (z,y) = Ay ({2}, {y}).

Ezt specializalva hipergrafokra és azt tovabb grafokra visszajutunk az élosszefiiggGség szo-

késos fogalmahoz. Ezen definiciok segitségével definialjuk az alabbi feladatokat.

2.4 Feladat (Vegyes hipergrafok globalis élosszefiiggfségének novelése) Adott egy M =

(V, A) vegyes hipergraf és abban egy r € V kijelélt pont, tovabba adottak k,l nemnegativ egé-
szek. A feladat az, hogy keressiink egy olyan H = (V, &) hipergréafot, amire Ay py(r,v) > k

és Myrrm(v,r) > 1 minden v € V-re.

2.5 Feladat (Node-to-area élosszefiiggGség-ndvelési feladatok) Adott egy Hy = (V, &)
hipergraf, egy W C 2V halmazcsaldd és ennek tagjain egy v : W — 7, igényfiiggvény. Keres-

siink olyan H hipergréfot, amire
Aioru(z, W) > (W) minden W € W és x € V esetén. (2)

Ezek tehat azok a feladatok, amiknek kiilonb6z8 verzioit tekintjiik a dolgozat 2-5. fejezeté-
ben a kidolgozott elmélet alkalmazéasaként. A feladatokhoz tartozd hidnyfiiggvények explicit
felirasatol itt eltekintiink, ez megtalalhato a dolgozatban. A fent megfogalmazott feladatok-
ban szandékosan nem mondunk semmit arr6l, hogy mit optimalizalunk: az olvasé gondolhat
nyugodtan arra, hogy a keresett H hipergraf 6sszméretét, az egyéb lehetséges célfiiggvények-
16l késébb tesziink emlitést. Hadd fogalmazzunk meg a késGbbi hivatkozasok kedvéért egy
altalanos fedési feladatot is.

2.6 Feladat Fedési feladaton azt értjiik, hogy adott egy szimmetrikus, pozitivan ferdén
szupermoduldris p : 2V — Z U {—oco} hidnyfiiggvény, amirdl feltessziik, hogy p(f)) < 0, és
keresiink egy olyan H hipergrafot, amire dy(X) > p(X) teljesiil minden X C V-re.

A 2-5. fejezetben vizsgalt élosszefiiggGség-novelési feladatokat mindig atfogalmazzuk egy
ilyen fedési feladattd, ahol a hianyfiiggvény mindig pozitivan ferdén szupermodularis (illetve
a konkrét feladattol fiiggéen specidlisabb). Minden feladatnak tobbféle valtozatat tekintjiik,
példaul aszerint, hogy a fed6 H hipergrafban megengediink e tetszélegesen nagy hiperéleket,
vagy nem. A célfiiggvény tekintetében is tobbféle valtozata lehet ezeknek a feladatoknak.
A 2.6 feladat minimum valtozataban a cél a H hipergraf 6sszméretének minimalizalasa. A

ferdén szupermodularitas miatt azonban érdemes ehelyett a 2.6 feladat alabbi altalanosabb,
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ugynevezett fokszamelGirt valtozatat tekinteni, azaz amikor adva van egy m : V. — Z,
fokszamel6iras is, és olyan H-t keresiink, ami ezt teljesiti, azaz dy(v) = m(v) minden v € V-
re. A kapcsolatot a két valtozat kozott a ,,jo” fokszameldirasok altal meghatarozott C(p)

kontrapolimatroid biztositja, ahol
Clp)={zr e RY :2(2) > p(Z)¥Z C V,z > 0}. (3)

A C(p) egész elemeit nevezzitk megengedett fokszamelSirasoknak. A C(p) poliéder tu-
lajdonsagait hasznédlva kapjuk, hogy tetszéleges p-t fedd hipergraf Gsszmérete nagyobb vagy
egyenlé mint SLB(p) = max{}_ y., p(X) : X részparticioja V-nek }. Szintén a kontrapolimat-
roidsagot felhasznalva kapjuk, hogy a 2.6 feladatnak &ltalaban az tigynevezett pontsiilyozott
valtozata is megoldhato: itta ) i, c¢(v)dy(v) kifejezés minimalizalasaa cél, ahol ¢ : V' — Ry

tetsz6leges pontsulyok.

3. Elosszefiiggség-novelés hiperélek hozzaadasaval

A dolgozat 3. fejezetében a pozitivan ferdén szupermodularis halmazfiiggvények (tetszGlegesen
nagy) hiperélekkel valo fedésének problémajat vizsgaljuk. Mivel a hiperélek mérete nincs
korlatozva, ezt a feladatot teljes altalanossidgban meg lehet oldani, a megoldas Szigeti [6]

nevéhez fiizddik. Definidljuk egy H = (V, €) hipergrafhoz az alabbi halmazfiiggvényt:
bp(X)={ee€&:enX #0}.

Azt mondjuk, hogy a H hipergraf gyengén fedi a p halmazfiiggvényt, ha by (X) > p(X)
minden X C V esetén teljesiil. Sikeriilt Szigeti eredményét tobb irdnyban is altalanositani,
ami az alabbi két észrevételen alapul. Az elsG észrevétel az, hogy Schrijver szupermoduléris
szinezési tétele (és annak Tardos féle poliéderes bizonyitasa) igazabol ferdén szupermoduléris
fliggvényekre is kiterjeszthetd, és hogy ez szoros kapcsolatban van a gyenge fedés imént definialt

fogalmaval.

3.1 Tétel ([10], Kiraly Tamassal) Legyen p egy pozitivan ferdén szupermoduliris fiigg-
vény, k > max{p(X) : X C V} egy egész és y € C(p) N ZV olyan, hogy y(v) < k minden
v € V-re. Definialjuk az alabbi poliédert:
Q=Qp ky)={reRY:0<2<1;z(v) =1 minden olyan v-re, amire y(v) = k;
2(Z)>1hap(Z)=k, 2(Z)<y(Z)—p(Z)+1VZ CV; x <y}

Ekkor () egész g-polimatroid és egész pontjai egy olyan hipergraf egy hiperélének felelnek meg,

ami pontosan k hiperélt tartalmaz, gyengén fedi p-t és teljesiti az y fokszamelGirast.

A masodik észrevétel a kovetkezd.

3.2 Lemma ([10], Kiraly Tamassal) Ha p : 2V — Z U {—occ} szimmetrikus pozitivan
ferdén szupermoduldris fiiggvény, k = max{p(X) : X C V} és H egy olyan hipergraf, ami
pontosan k hiperélt tartalmaz és gyengén fedi p-t, akkor H valdjaban fedi p-t.
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A g-polimatroidok (és metszeteik) ismert tulajdonsagai alapjan ezekbdl az alabbi kovet-
kezmények olvashatok ki (megjegyezziik, hogy itt a H hipergraf mindig a lehetd legkevesebb

hiperélt tartalmazza).

3.3 Kovetkezmény ([10], Kiraly Tamaéssal) Hap egy szimmetrikus, pozitivan ferdén szu-
permoduléris fiiggvény, akkor a minimalis 6sszméretii, p-t fedd H hipergraf valaszthaté majd-
nem uniformnak. Ha p; és py két ilyen fiiggvény, amelyekre max{p;(X) : X C V} =
max{ps(X): X CV} =k, ésy e C(p1) NC(p2) olyan egész vektor, amelyre y(v) < k teljesiil
minden v € V-re, akkor létezik olyan majdnem uniform H hipergraf, amelynek pontosan k

hiperéle van, fedi py-et és pa-t is és teljesiti az y fokszameldirast.

Ezt alkalmazva a fenti 2.1, 2.4 és 2.5 feladatokra kapjuk, hogy azok optimalis megoldasa
véalaszthatdo majdnem uniformnak, illetve két ilyen feladatot szimultan is meg tudunk oldani,
ha a maximalis hidnyokra tett (meglehetGsen mesterséges) feltétel teljesiil. Sajnos erre a

feltételre mégis szitkség van, mert megmutatjuk, hogy enélkiil N P-teljes feladatokhoz jutunk.

3.1. Elosszefiiggdség-novelés grafélek hozzaadasaval

A dolgozat 4. és 5. fejezetben azt vizsgéljuk, hogy mi térténik, ha megprobéljuk a hidnyfiigg-
vényt csak gréafélekkel fedni (mondjuk minimalis szamiival). A fokszamelsirt fedési problémak
megoldasandl hasznélt technika a leemelés mtivelete: adott egy m € C(p)NZY (megengedett
fokszamel6iras) és egy u,v pontparra (amelyekre m(u) és m(v) is pozitiv) az uv élt megpro-
baljuk bevenni a keresett megoldasba. Formaélisan helyettesitjiik p-t és m-et a modositott p’

és m/ fiiggvényekkel, ahol
m' = m = Xy = Xy and p' = p = di - (4)

A leemelés megengedett, ha m’ € C(p') is teljesiil (azaz megengedett fokszamelGirashol meg-
engedett fokszamel6irast csindl). Az eredmények kiindulopontja a 3.4 lemma, ami a leemelési

miivelet korabbiaktol eltéré megkozelitésén mulik.

3.4 Lemma ([11], Kiraly Tamassal) Ha p : 2V — Z U {—o00} szimmetrikus, pozitivan
ferdén szupermodularis, m € C(p) NZY és p(X) > 1 valamely X C V halmazra, akkor létezik
megengedett leemelés.

A lemma egyik kozvetlen kovetkezménye Szigeti kordbban emlitett tételének az elbbiek-
t6l eltérd iranyu altalanositasa: mig eddig minél kevesebb hiperéllel akartuk fedni p-t, most

megprobaljuk minél kisebbekkel.

3.5 Kévetkezmény ([11], Kiraly Tamassal) Ha p: 2" — Z U {—oco} szimmetrikus, pozi-
tivan ferdén szupermodularis, m € C(p) NZY, akkor létezik olyan p-t feds, m fokszameldirast

teljesitd hipergraf, amiben csak egy nagy hiperél van.

A 3.4 lemma tovabbi kovetkezményeként a 4.2.2 részben egyszer(i bizonyitésokat adunk
ismert tételekre. Ezeket a bizonyitasokat didaktikai szempontbdl tartjuk hasznosnak: ugy

gondoljuk, hogy ezek jol tanithato bizonyitasok.
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A 3.4 lemma adja az &tletet, hogy megfogalmazzunk egy olyan algoritmust, ami moho mo-
don megengedett leemeléseket hajt végre, majd mikor elakad, akkor méar csak legfeljebb egy
hiperélt ad az eddig talalt grafélekhez. Ez az algoritmus (kisebb-nagyobb modositasokkal) és
ez az optimista mohé szemlélet sok egyéb esetben is elGkertil a késGbbiek folyaman. A megko-
zelités motivalja, hogy megfogalmazzuk a vizsgalt feladatoknak az tigynevezett rangot nem
noveld valtozatat. Ez tulajdonképpen csak annyit jelent, hogy a 2.1, 2.4 és 2.5 feladatoknal
a keresett H noveld hipergraf rangja ne legyen nagyobb a névelendd (vegyes) hipergraf rang-
janal (a célfiiggvény nem valtozik). A 4.3-4.4 részekben megmutatjuk, hogy az elGbbi moho
algoritmus ezen harom feladatnal (sGt, a megfelel§ altalanositasuknal is) nem ad nagyon rossz
valaszt: nem nagyon néveli meg a rangot. Nézziikk meg ezeket az eredményeket egy kicsit
részletesebben.

A 4.3-as részben azt vizsgaljuk, mit lehet mondani arrél az esetrél, amikor nincs tovabbi
megengedett leemelés (azaz a moho algoritmus elakadt), és a fiiggvényiink valamilyen specidlis
alaktu. Két specialis alaki fiiggvényt tekintiink. A 4.3.1-es részben azt tessziik fel, hogy a p
fiiggvény egy ¢ pozitivan keresztezé szupermodularis fliggvény szimmetrizéaltja. Azt a meglepd
észrevételt tessziik, hogy a pontos halmazok Gsszehtizdsa utan minden részhalmaz p-értéke 1
lesz. Ez indukalja a kérdést: karakterizaljuk azokat az F C 2V keresztezd halmazrendszereket,
amelyekre F U co(F) =2V (ahol egy F C 2V halmazrendszert akkor hivunk keresztezdének,
ha XNY, XUY € F minden keresztess X,Y € F parra, tovabba egy F C 2V halmazrendszerre
co(F)={X CV: V—-X e F}). Példa ilyen halmazrendszerre a kivetkezs: legyen z € V
és legyenek X, ..., X; paronként diszjunkt részhalmazai V' — x-nek (esetleg t = 1 és X; = ().
Tekintsiik a kovetkezd halmazrendszert:

Fexiox,={XCV:zxe X vagy X C X, valamely i € 1,...,t-re}.

A fenti halmazrendszerek karakterizaciojat az alabbi, 6nmagéban is érdekes allitast adja.

3.6 Tétel ([11], Kiraly Tamassal) Legyen F C 2V olyan keresztezd halmazrendszer, amire
0,V € F tovabba F U co(F) = 2". Ekkor vagy |V| =4 és F = 2V \ {{y, 2}} valamely y # z,
y, z € V-re, vagy létezik egy olyanx € V és X, ..., X, paronként diszjunkt részhalmazai V —x-

nek valamely t > 1-re, hogy F vagy co(F) megegyezik F, x, .. x,-€l vagy Fu x,..x,U{V —a}-el.

A 4.3.2-es részben azt probaljuk kideriteni, hogy a moho algoritmus hogyan akad el egy
pozitivan keresztezd negamodularis ¢ halmazfiiggvény szimmetrizaltja esetén. Mivel itt a gra-
félekkel valo fedés mar magaban foglal N P-teljes feladatokat is (Iasd a node-to-area feladatot
grafokban), tovabbi feltevéseket kell tenniink a ¢ halmazfiiggvényre. Ishii és Hagiwara felte-
vésébdl kiindulva adodik az 6tlet, hogy vizsgaljuk meg azt az esetet, ha ¢ = R — dp, alakaq,
ahol R olyan keresztez negamodularis halmazfiiggvény, ami az 1-et nem veszi fel, dy, pedig
egy tetsz6leges Hy hipergraf fokfiiggvénye. Az elakadésrol a kovetkezs lemmat bizonyitjuk (a
v € V pontot pozitivnak mondjuk, ha m(v) > 0).

3.7 Lemma ([11], Kiraly Tamassal) Ha a q fiiggvény a fenti alakii, p = ¢*, m € C(p)NZY,

nincs megengedett leemelés, és m(V) > 5, akkor van olyan hiperél Hy-ban, amiben 1-nél

tébb pozitiv pont van. Tovabba legfeljebb 1 olyan pozitiv pont van, amit az ilyen hiperélek
elkeriilnek.

Ezen lemma kovetkezménye, hogy a 2.5 feladat rangot nem névels valtozatara az alabbi
érdekes allitast kapjuk: a mohd algoritmus legfeljebb 1-el néveli a kiindulasi Hy hipergraf
rangjat, amennyiben az 2-nél nagyobb volt, ellenben ha 2 volt (azaz Hy graf), akkor esetleg
kettGvel is novelheti.

A 4.4-es részben megnézziik, hogy mit lehet mondani a fentebb megfogalmazott moho al-
goritmusrol, amennyiben a 2.1, 2.4 és 2.5 feladatokra alkalmazzuk. ElGszor belatjuk, hogy
a hipergrafok lokalis élosszefiiggdségének novelésére alkalmazva az algoritmus optimélis meg-
oldast szolgaltat a rang novelése nélkiil. Megjegyezziik, hogy utolag kideriilt, hogy ezt az
eredményt mar Ben Cosh is bebizonyitotta [4]-ben: igazabol a mi bizonyitasunkbol és az &
bizonyitasabol sikeriilt egy viszonylag egyszert bizonyitast Gssze6tvozni. A 4.4.2-es részben a
vegyes hipergrafok globalis élosszefiiggdségének novelését vessziik szemiigyre és megmutatjuk
a 4.3.1-es részben talalt észrevételek segitségével, hogy a fenti moho algoritmus erre a feladatra
legfeljebb eggyel noveli meg a rangot. Végezetiil a 4.4.3-as részben definialjuk a 2.5 feladat

rangot nem noveld valtozatanak alabbi altalanositasat.

3.8 Feladat Legyen ¢ = R — dp, alaki, ahol R olyan keresztezd negamodularis halmazfiigg-
vény, ami az 1-et nem veszi fel, dy, pedig egy tetszdleges Hy hipergréf fokfiiggvénye. Keressiink

olyan H hipergrafot, ami fedi q-t, rangja nem nagyobb Hy rangjanal, és Gsszmérete minimalis.

Ezutan megmutatjuk, hogy a moho algoritmus milyen (egyszert) modositasaval lehet el-
érni, hogy erre a feladatra optimalis megoldast talaljunk, amennyiben a rang legalabb 3 (ha a
rang 2, akkor bonyolultabb mddositasokra van sziikség, de ez megtalalhato Ishii és Hagiwara

[5] cikkében). A 4.4.3-as részben ismertetett eredmény [8]-ban jelent meg.

4. Szimmetrikus keresztezs szupermodularis fiiggvény fe-

dése grafélekkel

Ha a halmazfiiggvényiink a specialisabb szupermodularitési egyenlGtlenséget teljesiti minden
keresztez6 halmazpéarra, s6t még szimmetrikus is, akkor fedése minimalis szamu graféllel meg-
oldhato polinomiéalis id6ben. Ez az eredmény Benczur és Frank nevéhez fiizédik. A V' egy
X = {X1, Xy,..., X;} particiojat p-full particionak nevezziik, ha p(U;c;X;) > 0 teljesiil
tetszdleges nemiires I C {1,2,...,¢} esetén. A p-full particio tagjainak maximalis szamat a p

dimenziojanak nevezziik, és dim(p)-vel jeloljiik.

4.1 Tétel (Benczir és Frank [3]) A p: 2V — Z U {—o0} szimmetrikus, pozitivan keresz-
tez6 szupermodularis halmazfiiggvényt fedd graf éleinek minimélis szdma max{[SLB(p)/2],
dim(p) — 1}.

A dolgozat 5.3-as részében erre a tételre adunk egy egyszert algoritmikus bizonyitést, ez [7]-
ben jelent meg. Ezen bizonyitds egyszertiségét demonstralja, hogy megfelel6 modositéasokkal

megoldhatjuk vele a feladat particiokorlatos valtozatat is, ami a kovetkezd.
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4.2 Feladat Adott egy p : 2V — Z U {—oco} szimmetrikus, pozitivan keresztezé szupermo-
dularis fiiggvény és egy P = { Py, Ps,..., P} particija a V alaphalmaznak. Keressiink egy
olyan G grafot, ami fedi p-t, de élei csak P tagja kozott mehetnek.

A feladat specialis esetét, a grafok globalis élGsszefiiggGségének particiokorlatos
ndvelését Bang-Jensen, Gabow, Jordan és Szigeti oldottik meg [2]-ben. Roland Grappe-val
és Szigeti Zoltannal kozosen sikeriilt az altalanosabb 4.2 problémat is kezelniink. A minimum
verzio megoldasahoz tekintsiik az alabbi also korlatokat (a fokszamelgirt feladat megoldéasat

itt nem részletezziik a terjedelmi korlatok miatt).

6; = max{z p(Y): F részparticioja Pi-nek} minden ¢ = 1,...r-re.
YeF
Nyilvanvaloan a ¢, = max{ (SLB(p)/Z],ﬁ;, <o, B, dim(p) — 1} érték also korlat a p-t fedd,
particiokorlatokat teljesits graf éleinek szamara. Sikeriilt (algoritmikusan) bebizonyitani, hogy
ez a korlat igazabol majdnem mindig elérhetd, kivéve bizonyos speialis eseteket (igynevezett
konfiguraciokat), amikor eggyel tobb élre van sziikség. Az alabbi tételben szerepls C;-, Ci-

illetve Cg-konfiguraciok definicioja a terjedelmi korlatok miatt itt nem szerepel.

4.3 Tétel ([12], Roland Grappe-val és Szigeti Zoltannal) Legyen p : 2V — Z, egy
szimmetrikus, pozitivan keresztezd szupermoduldris halmazfiiggvény és P egy particidja a V'
alaphalmaznak. Ekkor a p-t fedd, particios feltételeket teljesits graf éleinek minimélis szama
¢p, kivéve ha egy Cj-, Ci- vagy Cj-konfiguracio létezik (p,P)-hez, amikor is ez a minimum
op + 1.

Ezt a tételt a hipergrafok globalis él6sszefiigg6ségének grafélekkel valé particio-
korlatos névelésének problémajara specializalva a kivetkezd tételt kapjuk (az alabbi tétel-
ben a Cy- és a Cs-konfiguracié az absztrakt 4.3 tételben szerepls Cf-, illetve Cg-konfiguracio
megfeleld specializaciojaval adodik, a részletektsl ismételten terjedelmi korlatok miatt elte-
kintiink; érdemes megfigyelni, hogy a C7-konfiguracié csak a 4.2 absztrakt feladatban meriil
fel).

4.4 Tétel ([13], Roland Grappe-val és Szigeti Zoltannal) Legyen Hy = (V, &) egy hi-
pergraf, P a V alaphalmaz egy particija és k tetszbleges pozitiv egész szam. Azon grafélek
minimalis szama, amelyek a P particio kiilonb6z6 tagjai kézott futnak, és Hy-hoz adva k-
élosszetiiggd hipergrafot eredményeznek ¢,, + 1, ha H, tartalmaz C,- vagy Cg-konfiguraciot,
és ¢p, kiilonben, ahol a p, hidnyfiiggvényt a po(X) = k — dy,(X) képlet definidlja minden
nemiires X C V-re, és po(0) = po(V) = 0.

5. Forrastelepitési problémak

A dolgozat 6. fejezetében a forrastelepitési probléma hipergrafikus altalanositasaival foglalko-

zunk, ami a kovetkezd.

5.1 Feladat Adott egy H = (V,&) hipergraf, egy w : V. — Ry sily-, és egy r = V —
R, igényfiiggvény. Keressiink egy minimalis siilyti S ponthalmazt, amelyre A (S,v) > r(v)

minden v € V-re.

A feladatot [1]-ben vizsgaltak abban az esetben, ha H csak graféleket tartalmaz, és megmu-
tattak, hogy teljes altalanossdgban N P-teljes, azonban ha r vagy w konstans fiiggvény, akkor
polinomialisan megoldhato. Az 5.1 feladatnak az alabbi absztrakt alakjat is megfogalmazzuk

(egy d halmazfiiggvényt pozimodularisnak hivunk, ha —d negamodularis).

5.2 Feladat Adott egy d : 2V — R, fiiggvény, ami pozimoduldris és szubmoduldris is, egy
w:V — Ry sily-, és egy r .V — R, igényfiiggvény. Keressiink egy minimalis silyid S

ponthalmazt, amelyre
d(X) > max{r(v) : v € X} minden X CV — S-re. (5)

A [1]-ben hasznalt modszereket altalanositva megmutatjuk, hogy az 5.2 feladat is meg-
oldhato polinom idében, ha az r és a w fiiggvények kompatibilisek, ami azt jelenti, hogy
a V-nek van olyan vy, vy,...,v, sorbarendezése, hogy r(vi) < r(vg) < -+ < r(v,), és
w(vy) > w(v) > -+ > w(v,). Egy viszonylag egyszert moho algoritmusrol megmutatjuk,
hogy az 5.2 feladatot (kompatibilis igény- ¢és sulyfiiggvény esetén) megoldja polinom id6ben
abban az esetben is, ha d még a szubmodularitast se teljesiti, azonban az algoritmus imple-
mentalasihoz sziikség lenne egy metsz6 pozimodularis halmazfiiggvény minimalizalasara, ami
nyitott probléma. Ha azonban d a szubmodularitéast is teljesiti, akkor ez megoldhaté alta-
lanos szubmodularis fiiggvény-minimalizélasi technikaval. Megmutatjuk tovabba, hogy egy
kicsit bonyolultabb algoritmus jobb futésidével oldja meg a feladatot abban az esetben, ha az
igényfiiggvény konstans. Ezeket az eredményeket az 5.1 problémara specializdlva kapjuk az
alabbi alkalmazast (ahol M (n',m’) jeloli a maximalis folyam megkeresésének iddsziikségletét
egy olyan grafban, aminek n' csiicsa és m/ éle van, tovabba a H = (V, £) hipergraf dsszméretét
[I€]] jeloli).

5.3 Tétel ([9]) Az 5.1 feladat megoldhaté O(nM(n + |E],||€|])) idGben, ha az r és a w
fiiggvények kompatibilisek. A futasidé O(n*log(n)+n||€||)-re javithato, ha az r igényfiiggvény
konstans.
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