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1. BevezetésA dolgozatban gráfok és hipergráfok élösszefügg®ségének növelésével foglalkozunk: a koráb-biaktól kissé eltér® megközelítést alkalmazva sikerült a témakör sok ismert eredményét többirányban is általánosítani, illetve ezekre a régi és új eredményekre egyszer¶ algoritmikus bizo-nyításokat adni. Az algoritmusokat általában absztrakt formában fogalmazzuk meg, absztraktalgoritmusaink alkamlazásaként pedig konkrét élösszefügg®ség-növelési feladatokat tekintünk.A dolgozat egy másik fontos érdeme, hogy egy egységesebb tárgyalás keretében rávilágít olyaneredmények kap
solatára, amik eddig ilyen kontextusban nem kerültek összehasonlításra. Azélösszefügg®ség-növelésnek két megközelítését tárgyaljuk. Az egyik a hagyományosnak mond-ható megközelítés, amikor a gráf vagy hipergráf élösszefügg®ségét további élek, illetve hiperélekhozzáadásával akarjuk megnövelni. Ezzel foglalkozunk a dolgozat nagyobb részében (2-5. fe-jezet). Bár a kiinduló struktúra néhol lehet irányított gráf vagy hipergráf is, hangsúlyozzuk,hogy a hozzáadandó új (hiper)élek mindig irányítatlanok ebben a dolgozatban. A 
élunk pedigtöbbnyire ezek összméretének minimalizálása.A hatodik fejezetben egy másik problémakör, az úgynevezett forrástelepítési probléma kerülterítékre: itt egy (minél kisebb) ponthalmaz összehúzásával akarjuk elérni a kívánt élösszefüg-g®séget.2. Élösszefügg®ség-növelés (hiper)élek hozzáadásávalA dolgozat második fejezete még bevezetés jelleg¶. Ebben el®ször azt mutatjuk meg, hogyhogyan lehet az élösszefügg®ség-növelési feladatokat átfogalmazni fedési feladattá. Fedésifeladaton azt értjük, hogy adott egy p : 2V → Z ∪ {−∞} halmazfüggvény (amit hiányfügg-vénynek is fogunk hívni), és azt szeretnénk fedni egy G grá�al illetve hipergrá�al, ami aztjelenti, hogy a dG(X) ≥ p(X) egyenl®tlenségnek kell teljesülnie minden X ⊆ V halmazra (ahol

dG(X) az X-b®l kilép® (hiper)élek számát jelöli). A fejezet 2.1-es részében megmutatjuk, hogya vizsgált élösszefügg®ség-növelési feladatok milyen hiányfüggvény segítségéval fogalmazhatókát fedési feladattá. Ez a rész mutatja meg a kap
solatokat és a f®bb különbségeket ezen fel-adatok között a hiányfüggvényük tulajdonságai alapján. Fontos megjegyezni, hogy mindentárgyalt feladatnak azonnal két alapvet®en különböz® verziója vet®dik fel aszerint, hogy a hoz-záadandó új hiperélek lehetnek e akármekkorák, avagy nem (például 
sak gráféleket engedünkmeg). Következzen néhány de�ní
ió. Egy p halmazfüggvény és X, Y ⊆ V esetén tekintsük azalábbi két egyenl®tlenséget:

p(X) + p(Y ) ≤ p(X ∩ Y ) + p(X ∪ Y ), (∩∪)

p(X) + p(Y ) ≤ p(X − Y ) + p(Y − X). (−)Egy X ⊆ V halmazt p-pozitívnak hívunk, ha p(X) > 0. Egy X, Y halmazpárt keresztez®nekmondunk, ha X∩Y, X−Y, Y −X és V −(X∪Y ) egyike sem üres. A legáltalánosabb függvény-osztály, ami ebben a tézisben szerepet kap, a pozitívan ferdén szupermoduláris függvé-nyek osztálya. Egy p halmazfüggvényt akkor mondunk ferdén szupermodulárisnak, habármely két X, Y ⊆ V halmazra (∩∪) és (−) közül legalább az egyik teljesül. Akkor mondjuk1
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pozitívan ferdén szupermodulárisnak, ha 
sak a p-pozitív halmazpárokra követeljük meglegalább az egyik egyenl®tlenség teljesülését. Sok esetben a hiányfüggvény ennél spe
iálisabbtulajdonságokkal rendelkezik. Egy p halmazfüggvényt (pozitívan) keresztez®en szuper-modulárisnak nevezünk, ha (∩∪) teljesül minden (p-pozitív) keresztez® X, Y halmazpárra.A p-t (pozitívan) keresztez®en negamodulárisnak mondjuk, ha (−) teljesül minden (p-pozitív) keresztez® X, Y halmazpárra. Megjegyezzük, hogy a �pozitívan� jelz® algoritmikusnehézségeket vet fel, de a vizsgált élösszefügg®ség-növelési alkalmazásokban szeren
sére ez nemmerül fel. Egy p halmazfüggvény szimmetrikus, ha p(X) = p(V −X) minden X ⊆ V -re. Aszimmetrikus keresztez®en szupermoduláris halmazfüggvények a �legegyszer¶bb� függvények,amiket tekintünk: ezek merülnek fel a globális élösszefügg®ség-növelési feladatokban.Ezek természetesen ferdén szupermodulárisak is, míg szimmetria nélkül ez nem feltétlen igaz.Fontos fogalom a halmazfüggvény szimmetrizáltja: a p halmazfüggvény ps szimmetrizáltjáta ps(X) = max{p(X), p(V −X} képlet de�niálja tetsz®leges X ⊆ V esetén. Természetesen egy(hiper)gráf pontosan fedi p-t, ha fedi ps-t. Az irányított (vagy általánosabban vegyes)gráfok illetve hipergráfok globális élösszefügg®ségének növelése (irányítatlan élekkelavagy hiperélekkel) egy keresztez®en szupermoduláris halmazfüggvény fedéseként fogalmaz-ható meg. Az úgynevezett node-to-area (magyarul pont-ponthalmaz) élösszefügg®ség-növelési feladatok pedig egy keresztez®en negamoduláris halmazfüggvény fedési feladatakéntfoghatóak fel. Tárgyaljuk továbbá az úgynevezett lokális élösszefügg®ség-növelési feladatvariá
ióit is: itt a lefedend® szimmetrikus ferdén szupermoduláris hiányfüggvény másmilyenspe
iális tulajdonságokkal rendelkezik. Mivel ezeknek a feladatoknak a különféle verziói kerül-nek tárgyalásra a dolgozat eredményeinek alkalmazásaként, pontosan megfogalmazzuk ezeketa feladatokat.2.1 Feladat (Lokális élösszefügg®ség-növelési feladat) Adott egy H0 = (V, E0) hiper-gráf és egy r : V ×V → Z+ szimmetrikus függvény (élösszefügg®ségi igény). Keresünk egyolyan H = (V, E) hipergráfot, amire

λH0+H(u, v) ≥ r(u, v) minden u, v ∈ V -re. (1)A globális élösszefügg®ség-növelési feladat (hipergráfokban) a fenti feladat azonspe
iális esete, amikor r(u, v) ugyanaz a k érték minden u, v ∈ V párra. A λ (élösszefügg®ség)függvény fogalmát hadd de�niáljuk a lehet® legáltalánosabb módon.2.2 De�ní
ió Vegyes hipergráfon egy M = (V,A) párt értünk, ahol V véges alaphalmaz,
A pedig V -beli nemüres rendezett halmazpárokat tartalmaz (ugyanaz a halmazpár többszöris el®fordulhat). Az A elemeit nevezzük egyszer¶en hiperéleknek, az a = (Ta, Ha) ∈ Ahiperélre Ta elemeit nevezzük az a hiperél töveinek, míg Ha elemeit az a hiperél fejeinek.Úton pontok és hiperélek olyan ismétl®dés nélküli, váltakozó v0, a1, v1, a2, . . . , ak, vk sorozatátértjük, amelyben vi−1 ∈ Tai

és vi ∈ Hai

minden i = 1, 2, . . . , k-ra. Az út kezd®pontja v0,végpontja vk.Intuitívan gondolhatunk a vegyes hipergráf egy a hiperélére úgy is, mint a Ta∪Ha halmazra,amelyben minden pontnak van egy �szerepe�: t®pont, vagy fejpont, esetleg mindkett®. Az2

irányítatlan hipergráf (röviden hipergráf) egy olyan spe
iális vegyes hipergráf, amiben mindenhiperélben minden pont t®pont és fejpont is egyszerre. Az útra pedig úgy érdemes gondolnivegyes hipergráfoknál, hogy kiindulva egy pontból, amely töve egy hiperélnek, elugorhatunkezen hiperél egyik fejébe, ahonnan esetleg újra továbbmehetünk egy másik hiperélen, aminek ezaz új pont töve (természetesen az ismétl®désre �gyelni kell). Ezek után jöhet az élösszefügg®ségfogalmának lehet® legáltalánosabb de�ní
iója.2.3 De�ní
ió Az M = (V,A) vegyes hipergráfban az X, Y ⊆ V halmazok közötti élössze-függ®ségen az X-b®l induló, Y -ban végz®d®, páronként éldiszjunkt utak maximális számátértjük, és ezt λM(X, Y )-nal jelöljük. Ha X ∩ Y 6= ∅, akkor λM(X, Y )-t plusz végtelennekde�niáljuk. Két x, y ∈ V pontra λM(x, y) = λM({x}, {y}).Ezt spe
ializálva hipergráfokra és azt tovább gráfokra visszajutunk az élösszefügg®ség szo-kásos fogalmához. Ezen de�ní
iók segítségével de�niáljuk az alábbi feladatokat.2.4 Feladat (Vegyes hipergráfok globális élösszefügg®ségének növelése) Adott egy M =

(V,A) vegyes hipergráf és abban egy r ∈ V kijelölt pont, továbbá adottak k, l nemnegatív egé-szek. A feladat az, hogy keressünk egy olyan H = (V, E) hipergráfot, amire λM+H(r, v) ≥ kés λM+H(v, r) ≥ l minden v ∈ V -re.2.5 Feladat (Node-to-area élösszefügg®ség-növelési feladatok) Adott egy H0 = (V, E0)hipergráf, egy W ⊆ 2V halmaz
salád és ennek tagjain egy r : W → Z+ igényfüggvény. Keres-sünk olyan H hipergráfot, amire
λH0+H(x, W ) ≥ r(W ) minden W ∈ W és x ∈ V esetén. (2)Ezek tehát azok a feladatok, amiknek különböz® verzióit tekintjük a dolgozat 2-5. fejezeté-ben a kidolgozott elmélet alkalmazásaként. A feladatokhoz tartozó hiányfüggvények expli
itfelírásától itt eltekintünk, ez megtalálható a dolgozatban. A fent megfogalmazott feladatok-ban szándékosan nem mondunk semmit arról, hogy mit optimalizálunk: az olvasó gondolhatnyugodtan arra, hogy a keresett H hipergráf összméretét, az egyéb lehetséges 
élfüggvények-r®l kés®bb teszünk említést. Hadd fogalmazzunk meg a kés®bbi hivatkozások kedvéért egyáltalános fedési feladatot is.2.6 Feladat Fedési feladaton azt értjük, hogy adott egy szimmetrikus, pozitívan ferdénszupermoduláris p : 2V → Z ∪ {−∞} hiányfüggvény, amir®l feltesszük, hogy p(∅) ≤ 0, éskeresünk egy olyan H hipergráfot, amire dH(X) ≥ p(X) teljesül minden X ⊆ V -re.A 2-5. fejezetben vizsgált élösszefügg®ség-növelési feladatokat mindig átfogalmazzuk egyilyen fedési feladattá, ahol a hiányfüggvény mindig pozitívan ferdén szupermoduláris (illetvea konkrét feladattól függ®en spe
iálisabb). Minden feladatnak többféle változatát tekintjük,például aszerint, hogy a fed® H hipergráfban megengedünk e tetsz®legesen nagy hiperéleket,vagy nem. A 
élfüggvény tekintetében is többféle változata lehet ezeknek a feladatoknak.A 2.6 feladat minimum változatában a 
él a H hipergráf összméretének minimalizálása. Aferdén szupermodularitás miatt azonban érdemes ehelyett a 2.6 feladat alábbi általánosabb,3



úgynevezett fokszámel®írt változatát tekinteni, azaz amikor adva van egy m : V → Z+fokszámel®írás is, és olyan H-t keresünk, ami ezt teljesíti, azaz dH(v) = m(v) minden v ∈ V -re. A kap
solatot a két változat között a � jó� fokszámel®írások által meghatározott C(p)kontrapolimatroid biztosítja, ahol

C(p) = {x ∈ RV : x(Z) ≥ p(Z) ∀Z ⊆ V, x ≥ 0}. (3)A C(p) egész elemeit nevezzük megengedett fokszámel®írásoknak. A C(p) poliéder tu-lajdonságait használva kapjuk, hogy tetsz®leges p-t fed® hipergráf összmérete nagyobb vagyegyenl® mint SLB(p) = max{
∑

X∈X p(X) : X részpartí
iója V -nek }. Szintén a kontrapolimat-roidságot felhasználva kapjuk, hogy a 2.6 feladatnak általában az úgynevezett pontsúlyozottváltozata is megoldható: itt a ∑
v∈V c(v)dH(v) kifejezés minimalizálása a 
él, ahol c : V → R+tetsz®leges pontsúlyok.3. Élösszefügg®ség-növelés hiperélek hozzáadásávalA dolgozat 3. fejezetében a pozitívan ferdén szupermoduláris halmazfüggvények (tetsz®legesennagy) hiperélekkel való fedésének problémáját vizsgáljuk. Mivel a hiperélek mérete nin
skorlátozva, ezt a feladatot teljes általánosságban meg lehet oldani, a megoldás Szigeti [6℄nevéhez f¶z®dik. De�niáljuk egy H = (V, E) hipergráfhoz az alábbi halmazfüggvényt:

bH(X) = |{e ∈ E : e ∩ X 6= ∅}|.Azt mondjuk, hogy a H hipergráf gyengén fedi a p halmazfüggvényt, ha bH(X) ≥ p(X)minden X ⊆ V esetén teljesül. Sikerült Szigeti eredményét több irányban is általánosítani,ami az alábbi két észrevételen alapul. Az els® észrevétel az, hogy S
hrijver szupermodulárisszínezési tétele (és annak Tardos féle poliéderes bizonyítása) igazából ferdén szupermodulárisfüggvényekre is kiterjeszthet®, és hogy ez szoros kap
solatban van a gyenge fedés imént de�niáltfogalmával.3.1 Tétel ([10℄, Király Tamással) Legyen p egy pozitívan ferdén szupermoduláris függ-vény, k ≥ max{p(X) : X ⊆ V } egy egész és y ∈ C(p) ∩ ZV olyan, hogy y(v) ≤ k minden
v ∈ V -re. De�niáljuk az alábbi poliédert:

Q = Q(p, k, y) = {x ∈ RV : 0 ≤ x ≤ 1; x(v) = 1 minden olyan v-re, amire y(v) = k;

x(Z) ≥ 1 ha p(Z) = k; x(Z) ≤ y(Z) − p(Z) + 1 ∀Z ⊆ V ; x ≤ y}.Ekkor Q egész g-polimatroid és egész pontjai egy olyan hipergráf egy hiperélének felelnek meg,ami pontosan k hiperélt tartalmaz, gyengén fedi p-t és teljesíti az y fokszámel®írást.A második észrevétel a következ®.3.2 Lemma ([10℄, Király Tamással) Ha p : 2V → Z ∪ {−∞} szimmetrikus pozitívanferdén szupermoduláris függvény, k = max{p(X) : X ⊆ V } és H egy olyan hipergráf, amipontosan k hiperélt tartalmaz és gyengén fedi p-t, akkor H valójában fedi p-t.4

A g-polimatroidok (és metszeteik) ismert tulajdonságai alapján ezekb®l az alábbi követ-kezmények olvashatók ki (megjegyezzük, hogy itt a H hipergráf mindig a lehet® legkevesebbhiperélt tartalmazza).3.3 Következmény ([10℄, Király Tamással) Ha p egy szimmetrikus, pozitívan ferdén szu-permoduláris függvény, akkor a minimális összméret¶, p-t fed® H hipergráf választható majd-nem uniformnak. Ha p1 és p2 két ilyen függvény, amelyekre max{p1(X) : X ⊆ V } =

max{p2(X) : X ⊆ V } = k, és y ∈ C(p1) ∩C(p2) olyan egész vektor, amelyre y(v) ≤ k teljesülminden v ∈ V -re, akkor létezik olyan majdnem uniform H hipergráf, amelynek pontosan khiperéle van, fedi p1-et és p2-t is és teljesíti az y fokszámel®írást.Ezt alkalmazva a fenti 2.1, 2.4 és 2.5 feladatokra kapjuk, hogy azok optimális megoldásaválasztható majdnem uniformnak, illetve két ilyen feladatot szimultán is meg tudunk oldani,ha a maximális hiányokra tett (meglehet®sen mesterséges) feltétel teljesül. Sajnos erre afeltételre mégis szükség van, mert megmutatjuk, hogy enélkül NP -teljes feladatokhoz jutunk.3.1. Élösszefügg®ség-növelés gráfélek hozzáadásávalA dolgozat 4. és 5. fejezetben azt vizsgáljuk, hogy mi történik, ha megpróbáljuk a hiányfügg-vényt 
sak gráfélekkel fedni (mondjuk minimális számúval). A fokszámel®írt fedési problémákmegoldásánál használt te
hnika a leemelés m¶velete: adott egy m ∈ C(p)∩ZV (megengedettfokszámel®írás) és egy u, v pontpárra (amelyekre m(u) és m(v) is pozitív) az uv élt megpró-báljuk bevenni a keresett megoldásba. Formálisan helyettesítjük p-t és m-et a módosított p′és m′ függvényekkel, ahol
m′ = m − χ{u} − χ{v} and p′ = p − d(V,{(uv)}). (4)A leemelésmegengedett, ha m′ ∈ C(p′) is teljesül (azaz megengedett fokszámel®írásból meg-engedett fokszámel®írást 
sinál). Az eredmények kiindulópontja a 3.4 lemma, ami a leemelésim¶velet korábbiaktól eltér® megközelítésén múlik.3.4 Lemma ([11℄, Király Tamással) Ha p : 2V → Z ∪ {−∞} szimmetrikus, pozitívanferdén szupermoduláris, m ∈ C(p)∩ZV és p(X) > 1 valamely X ⊆ V halmazra, akkor létezikmegengedett leemelés.A lemma egyik közvetlen következménye Szigeti korábban említett tételének az el®bbiek-t®l eltér® irányú általánosítása: míg eddig minél kevesebb hiperéllel akartuk fedni p-t, mostmegpróbáljuk minél kisebbekkel.3.5 Következmény ([11℄, Király Tamással) Ha p : 2V → Z ∪ {−∞} szimmetrikus, pozi-tívan ferdén szupermoduláris, m ∈ C(p)∩ZV , akkor létezik olyan p-t fed®, m fokszámel®írástteljesít® hipergráf, amiben 
sak egy nagy hiperél van.A 3.4 lemma további következményeként a 4.2.2 részben egyszer¶ bizonyításokat adunkismert tételekre. Ezeket a bizonyításokat didaktikai szempontból tartjuk hasznosnak: úgygondoljuk, hogy ezek jól tanítható bizonyítások.5



A 3.4 lemma adja az ötletet, hogy megfogalmazzunk egy olyan algoritmust, ami mohó mó-don megengedett leemeléseket hajt végre, majd mikor elakad, akkor már 
sak legfeljebb egyhiperélt ad az eddig talált gráfélekhez. Ez az algoritmus (kisebb-nagyobb módosításokkal) ésez az optimista mohó szemlélet sok egyéb esetben is el®kerül a kés®bbiek folyamán. A megkö-zelítés motiválja, hogy megfogalmazzuk a vizsgált feladatoknak az úgynevezett rangot nemnövel® változatát. Ez tulajdonképpen 
sak annyit jelent, hogy a 2.1, 2.4 és 2.5 feladatoknála keresett H növel® hipergráf rangja ne legyen nagyobb a növelend® (vegyes) hipergráf rang-jánál (a 
élfüggvény nem változik). A 4.3-4.4 részekben megmutatjuk, hogy az el®bbi mohóalgoritmus ezen három feladatnál (s®t, a megfelel® általánosításuknál is) nem ad nagyon rosszválaszt: nem nagyon növeli meg a rangot. Nézzük meg ezeket az eredményeket egy ki
sitrészletesebben.A 4.3-as részben azt vizsgáljuk, mit lehet mondani arról az esetr®l, amikor nin
s továbbimegengedett leemelés (azaz a mohó algoritmus elakadt), és a függvényünk valamilyen spe
iálisalakú. Két spe
iális alakú függvényt tekintünk. A 4.3.1-es részben azt tesszük fel, hogy a pfüggvény egy q pozitívan keresztez® szupermoduláris függvény szimmetrizáltja. Azt a meglep®észrevételt tesszük, hogy a pontos halmazok összehúzása után minden részhalmaz p-értéke 1lesz. Ez indukálja a kérdést: karakterizáljuk azokat az F ⊆ 2V keresztez® halmazrendszereket,amelyekre F ∪ co(F) = 2V (ahol egy F ⊆ 2V halmazrendszert akkor hívunk keresztez®nek,ha X∩Y, X∪Y ∈ F minden keresztez® X, Y ∈ F párra, továbbá egy F ⊆ 2V halmazrendszerre

co(F) = {X ⊆ V : V − X ∈ F}). Példa ilyen halmazrendszerre a következ®: legyen x ∈ Vés legyenek X1, . . . , Xt páronként diszjunkt részhalmazai V − x-nek (esetleg t = 1 és X1 = ∅).Tekintsük a következ® halmazrendszert:

Fx,X1,...,Xt
= {X ⊆ V : x ∈ X vagy X ⊆ Xi valamely i ∈ 1, . . . , t-re}.A fenti halmazrendszerek karakterizá
ióját az alábbi, önmagában is érdekes állítást adja.3.6 Tétel ([11℄, Király Tamással) Legyen F ⊆ 2V olyan keresztez® halmazrendszer, amire

∅, V ∈ F továbbá F ∪ co(F) = 2V . Ekkor vagy |V | = 4 és F = 2V \ {{y, z}} valamely y 6= z,
y, z ∈ V -re, vagy létezik egy olyan x ∈ V és X1, . . . , Xt páronként diszjunkt részhalmazai V −x-nek valamely t ≥ 1-re, hogy F vagy co(F) megegyezik Fx,X1,...Xt

-el vagy Fx,X1,...Xt
∪{V −x}-el.A 4.3.2-es részben azt próbáljuk kideríteni, hogy a mohó algoritmus hogyan akad el egypozitívan keresztez® negamoduláris q halmazfüggvény szimmetrizáltja esetén. Mivel itt a grá-félekkel való fedés már magában foglal NP -teljes feladatokat is (lásd a node-to-area feladatotgráfokban), további feltevéseket kell tennünk a q halmazfüggvényre. Ishii és Hagiwara felte-véséb®l kiindulva adódik az ötlet, hogy vizsgáljuk meg azt az esetet, ha q = R − dH0

alakú,ahol R olyan keresztez® negamoduláris halmazfüggvény, ami az 1-et nem veszi fel, dH0

pedigegy tetsz®leges H0 hipergráf fokfüggvénye. Az elakadásról a következ® lemmát bizonyítjuk (a
v ∈ V pontot pozitívnak mondjuk, ha m(v) > 0).3.7 Lemma ([11℄, Király Tamással) Ha a q függvény a fenti alakú, p = qs, m ∈ C(p)∩ZV ,nin
s megengedett leemelés, és m(V ) ≥ 5, akkor van olyan hiperél H0-ban, amiben 1-nél6

több pozitív pont van. Továbbá legfeljebb 1 olyan pozitív pont van, amit az ilyen hiperélekelkerülnek.Ezen lemma következménye, hogy a 2.5 feladat rangot nem növel® változatára az alábbiérdekes állítást kapjuk: a mohó algoritmus legfeljebb 1-el növeli a kiindulási H0 hipergráfrangját, amennyiben az 2-nél nagyobb volt, ellenben ha 2 volt (azaz H0 gráf), akkor esetlegkett®vel is növelheti.A 4.4-es részben megnézzük, hogy mit lehet mondani a fentebb megfogalmazott mohó al-goritmusról, amennyiben a 2.1, 2.4 és 2.5 feladatokra alkalmazzuk. El®ször belátjuk, hogya hipergráfok lokális élösszefügg®ségének növelésére alkalmazva az algoritmus optimális meg-oldást szolgáltat a rang növelése nélkül. Megjegyezzük, hogy utólag kiderült, hogy ezt azeredményt már Ben Cosh is bebizonyította [4℄-ben: igazából a mi bizonyításunkból és az ®bizonyításából sikerült egy viszonylag egyszer¶ bizonyítást összeötvözni. A 4.4.2-es részben avegyes hipergráfok globális élösszefügg®ségének növelését vesszük szemügyre és megmutatjuka 4.3.1-es részben talált észrevételek segítségével, hogy a fenti mohó algoritmus erre a feladatralegfeljebb eggyel növeli meg a rangot. Végezetül a 4.4.3-as részben de�niáljuk a 2.5 feladatrangot nem növel® változatának alábbi általánosítását.3.8 Feladat Legyen q = R − dH0

alakú, ahol R olyan keresztez® negamoduláris halmazfügg-vény, ami az 1-et nem veszi fel, dH0

pedig egy tetsz®leges H0 hipergráf fokfüggvénye. Keressünkolyan H hipergráfot, ami fedi q-t, rangja nem nagyobb H0 rangjánál, és összmérete minimális.Ezután megmutatjuk, hogy a mohó algoritmus milyen (egyszer¶) módosításával lehet el-érni, hogy erre a feladatra optimális megoldást találjunk, amennyiben a rang legalább 3 (ha arang 2, akkor bonyolultabb módosításokra van szükség, de ez megtalálható Ishii és Hagiwara[5℄ 
ikkében). A 4.4.3-as részben ismertetett eredmény [8℄-ban jelent meg.4. Szimmetrikus keresztez® szupermoduláris függvény fe-dése gráfélekkelHa a halmazfüggvényünk a spe
iálisabb szupermodularitási egyenl®tlenséget teljesíti mindenkeresztez® halmazpárra, s®t még szimmetrikus is, akkor fedése minimális számú gráféllel meg-oldható polinomiális id®ben. Ez az eredmény Ben
zúr és Frank nevéhez f¶z®dik. A V egy

X = {X1, X2, . . . , Xt} partí
ióját p-full partí
iónak nevezzük, ha p(∪i∈IXi) > 0 teljesültetsz®leges nemüres I ( {1, 2, . . . , t} esetén. A p-full partí
ió tagjainak maximális számát a pdimenziójának nevezzük, és dim(p)-vel jelöljük.4.1 Tétel (Ben
zúr és Frank [3℄) A p : 2V → Z ∪ {−∞} szimmetrikus, pozitívan keresz-tez® szupermoduláris halmazfüggvényt fed® gráf éleinek minimális száma max{⌈SLB(p)/2⌉,

dim(p) − 1}.A dolgozat 5.3-as részében erre a tételre adunk egy egyszer¶ algoritmikus bizonyítást, ez [7℄-ben jelent meg. Ezen bizonyítás egyszer¶ségét demonstrálja, hogy megfelel® módosításokkalmegoldhatjuk vele a feladat partí
iókorlátos változatát is, ami a következ®.7



4.2 Feladat Adott egy p : 2V → Z ∪ {−∞} szimmetrikus, pozitívan keresztez® szupermo-duláris függvény és egy P = {P1, P2, . . . , Pr} partí
iója a V alaphalmaznak. Keressünk egyolyan G gráfot, ami fedi p-t, de élei 
sak P tagja között mehetnek.A feladat spe
iális esetét, a gráfok globális élösszefügg®ségének partí
iókorlátosnövelését Bang-Jensen, Gabow, Jordán és Szigeti oldották meg [2℄-ben. Roland Grappe-valés Szigeti Zoltánnal közösen sikerült az általánosabb 4.2 problémát is kezelnünk. A minimumverzió megoldásához tekintsük az alábbi alsó korlátokat (a fokszámel®írt feladat megoldásátitt nem részletezzük a terjedelmi korlátok miatt).

βi
p = max{

∑

Y ∈F

p(Y ) : F részpartí
iója Pi-nek} minden i = 1, . . . r-re.Nyilvánvalóan a φp = max{⌈SLB(p)/2⌉, β1
p , . . . , β

r
p, dim(p) − 1} érték alsó korlát a p-t fed®,partí
iókorlátokat teljesít® gráf éleinek számára. Sikerült (algoritmikusan) bebizonyítani, hogyez a korlát igazából majdnem mindig elérhet®, kivéve bizonyos speiális eseteket (úgynevezettkon�gurá
iókat), amikor eggyel több élre van szükség. Az alábbi tételben szerepl® C∗

4 -, C∗
5 -illetve C∗

6 -kon�gurá
iók de�ní
iója a terjedelmi korlátok miatt itt nem szerepel.4.3 Tétel ([12℄, Roland Grappe-val és Szigeti Zoltánnal) Legyen p : 2V → Z+ egyszimmetrikus, pozitívan keresztez® szupermoduláris halmazfüggvény és P egy partí
iója a Valaphalmaznak. Ekkor a p-t fed®, partí
iós feltételeket teljesít® gráf éleinek minimális száma

φp, kivéve ha egy C∗
4 -, C∗

5 - vagy C∗
6 -kon�gurá
ió létezik (p,P)-hez, amikor is ez a minimum

φp + 1.Ezt a tételt a hipergráfok globális élösszefügg®ségének gráfélekkel való partí
ió-korlátos növelésének problémájára spe
ializálva a következ® tételt kapjuk (az alábbi tétel-ben a C4- és a C6-kon�gurá
ió az absztrakt 4.3 tételben szerepl® C∗
4 -, illetve C∗

6 -kon�gurá
iómegfelel® spe
ializá
iójával adódik, a részletekt®l ismételten terjedelmi korlátok miatt elte-kintünk; érdemes meg�gyelni, hogy a C∗
5 -kon�gurá
ió 
sak a 4.2 absztrakt feladatban merülfel).4.4 Tétel ([13℄, Roland Grappe-val és Szigeti Zoltánnal) Legyen H0 = (V, E0) egy hi-pergráf, P a V alaphalmaz egy partí
iója és k tetsz®leges pozitív egész szám. Azon gráfélekminimális száma, amelyek a P partí
ió különböz® tagjai között futnak, és H0-hoz adva k-élösszefügg® hipergráfot eredményeznek φp0

+ 1, ha H0 tartalmaz C4- vagy C6-kon�gurá
iót,és φp0

különben, ahol a p0 hiányfüggvényt a p0(X) = k − dH0
(X) képlet de�niálja mindennemüres X ( V -re, és p0(∅) = p0(V ) = 0.5. Forrástelepítési problémákA dolgozat 6. fejezetében a forrástelepítési probléma hipergra�kus általánosításaival foglalko-zunk, ami a következ®. 8

5.1 Feladat Adott egy H = (V, E) hipergráf, egy w : V → R+ súly-, és egy r : V →

R+ igényfüggvény. Keressünk egy minimális súlyú S ponthalmazt, amelyre λH(S, v) ≥ r(v)minden v ∈ V -re.A feladatot [1℄-ben vizsgálták abban az esetben, ha H 
sak gráféleket tartalmaz, és megmu-tatták, hogy teljes általánosságban NP -teljes, azonban ha r vagy w konstans függvény, akkorpolinomiálisan megoldható. Az 5.1 feladatnak az alábbi absztrakt alakját is megfogalmazzuk(egy d halmazfüggvényt pozimodulárisnak hívunk, ha −d negamoduláris).5.2 Feladat Adott egy d : 2V → R+ függvény, ami pozimoduláris és szubmoduláris is, egy

w : V → R+ súly-, és egy r : V → R+ igényfüggvény. Keressünk egy minimális súlyú Sponthalmazt, amelyre

d(X) ≥ max{r(v) : v ∈ X} minden X ⊆ V − S-re. (5)A [1℄-ben használt módszereket általánosítva megmutatjuk, hogy az 5.2 feladat is meg-oldható polinom id®ben, ha az r és a w függvények kompatibilisek, ami azt jelenti, hogya V -nek van olyan v1, v2, . . . , vn sorbarendezése, hogy r(v1) ≤ r(v2) ≤ · · · ≤ r(vn), és

w(v1) ≥ w(v2) ≥ · · · ≥ w(vn). Egy viszonylag egyszer¶ mohó algoritmusról megmutatjuk,hogy az 5.2 feladatot (kompatibilis igény- és súlyfüggvény esetén) megoldja polinom id®benabban az esetben is, ha d még a szubmodularitást se teljesíti, azonban az algoritmus imple-mentálásához szükség lenne egy metsz® pozimoduláris halmazfüggvény minimalizálására, aminyitott probléma. Ha azonban d a szubmodularitást is teljesíti, akkor ez megoldható álta-lános szubmoduláris függvény-minimalizálási te
hnikával. Megmutatjuk továbbá, hogy egyki
sit bonyolultabb algoritmus jobb futásid®vel oldja meg a feladatot abban az esetben, ha azigényfüggvény konstans. Ezeket az eredményeket az 5.1 problémára spe
ializálva kapjuk azalábbi alkalmazást (ahol M(n′, m′) jelöli a maximális folyam megkeresésének id®szükségletétegy olyan gráfban, aminek n′ 
sú
sa és m′ éle van, továbbá a H = (V, E) hipergráf összméretét

||E|| jelöli).5.3 Tétel ([9℄) Az 5.1 feladat megoldható O(nM(n + |E|, ||E||)) id®ben, ha az r és a wfüggvények kompatibilisek. A futásid® O(n2 log(n)+n||E||)-re javítható, ha az r igényfüggvénykonstans.Hivatkozások[1℄ K. Arata, S. Iwata, K. Makino, and S. Fujishige, Lo
ating sour
es to meet �ow demands inundire
ted networks, Algorithm theory�SWAT 2000 (Bergen), Le
ture Notes in Comput.S
i., vol. 1851, Springer, Berlin, 2000, 300�313. 9[2℄ J. Bang-Jensen, H. N. Gabow, T. Jordán, and Z. Szigeti, Edge-
onne
tivity augmentationwith partition 
onstraints, SIAM J. Dis
rete Math. 12 (1999), no. 2, 160�207 (ele
troni
).8 9
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