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Bevezetés

Az értekezés f6 téméja az Osszefliggéség-novelés: egy adott grafot szeretnénk minimalis szamu
él hozzavételével k-szorosan Osszefliggévé tenni. Ez négy alapkérdést foglal magaban, mivel
él- és pontosszefiiggdség novelése is felvetheté mind iranyitott, mind iranyitatlan grafokban.
A minimalis koltségli valtozat mindegyik esetben NP-teljes; ismert viszont harom esetben
polinomidlis algoritmus a minimalis élszamui megoldas megkeresésére. Elsoként az iranyitatlan
élosszefiiggbség esetét oldotta meg 1987-ben Watanabe és Nakamura [19]. Ezt kovette az
irdanyitott élosszefiiggdség megolddsa 1992-ben (Frank [8]), majd az irdnyitott pontdsszefliggd-
ségé 1995-ben (Frank és Jordan [10]).

Az értekezésben a négy alapprobléma koziil harommal foglalkozunk: az iranyitott és iranyi-
tatlan pontosszefliiggoség, valamint az iranyitatlan élosszefliggdség novelésével. Iranyitott él-
osszefliggdség-novelésrol ugyan nem esik szo, viszont az utolso részben ezzel az Osszefliggdség-
fogalommal kapcsolatban adunk egy konstruktiv karakterizdcids eredményt. Az értekezés fO

eredményei a kovetkezok.

e Megadjuk az elsé kombinatorikus polinomidlis algoritmust irdnyitott pontdsszefiiggdség-
novelésre. Erre a problémara Frank és Jordan 1995-ben adtak min-max formuléat. Nyitott
maradt azonban a kérdés: hogyan talalhaté meg egy optimaélis megoldas kombinatorikus
algoritmus segitségével. Az értekezésben megadunk két, teljesen kiilonb6zo kombina-
torikus algoritmust. A mésodik rész az Osszefiiggdség eggyel valé novelésének specia-
lis esetét oldja meg algoritmikusan (Frank Andrassal kozos eredmény), a negyedik rész
pedig az altalanos probléméara ad algoritmust (ifj. Benczir Andrassal kozos eredmény).
Val6jaban még altalanosabb problémat oldunk meg: 1j, algoritmikus bizonyitast adunk

Frank és Jordan altalanos halmazparfedési tételére is.

o Megadunk egy min-mazx formuldt és eqy kombinatorikus polinomidlis algoritmust az ird-
nyitatlan pontosszefiiggoség eqgyel valo novelésére. Tetszoleges grafok iranyitatlan pont-
osszefliggdség-novelésének bonyolultsaga nyitott kérdés; az eggyel valdé novelés 6nmaga-
ban is sokat vizsgdlt teriilet. A harmadik részben bizonyitott formula Frank és Jordan

1994-bol szarmazo sejtése.

o Megadjuk a (k,0)-€losszefiiggd grafok eqy konstruktiv karakterizacidjat. A hatodik részben
bemutatott, Kovacs Erika Renataval kozos eredmény Frank 2003-as sejtését bizonyitja
be. A tétel tobb korabbi karakterizaciéo kozos altalanositdsat adja, és természetesen

illeszkedik az eddig leemelési és iranyitasi tételek rendszerébe.

o Részleges eredményeket adunk a particiokorldatos irdnyitatlan lokdlis élosszefiiggoség-nove-
lési problémdra. Az 6todik részben irdnyitatlan élosszefiiggéség-noveléssel kapesolatban
targyalunk néhany klasszikus eredményt egységes keretben, az élatbillentési technikat
hasznalva. A particiékorldtos problémaval kapcsolatban megfogalmazunk és részben be-

bizonyitunk egy sejtést.



Iranyitott pontosszefiiggdség-novelés

Az irdnyitott pontosszefiiggbség-novelés megoldasa valdjaban Frank és Jordan [10] egy &l-
talanosabb tételének specidlis esete. Ez az eredmény halmazpéarokon értelmezett pozitivan
keresztezo szupermodularis fliggvények fedésére vonatkozik, megfogalmazasahoz sziikségiink
lesz a kovetkezo fogalmakra.

Egy adott V' alaphalmaz diszjunkt nemtires K~ és K részhalmazaibdl all6 K = (K—, K™T)
part halmazparnak hivunk. S jeloli az dsszes halmazpar halmazat. Egy xy € V? irdanyitott
él' fedi a K halmazpért, ha x € K~ és y € K. Fiiggetlennek nevezzik a K = (K, K")
és L = (L~, L") halmazpdrokat, ha K~ N L~ =0 vagy K+ N LT = (. Ez éppen akkor teljesiil,
hogyha nincs mindkettejiiket fedé V2-beli él. A nem fiiggetlen parokat fiiggének hivjuk.
Halmazparok egy F halmazat fiiggetlennek mondjuk, ha paronként fiiggetlen elemekbdl all.

S-en megadhato egy természetes részbenrendezés: legyen K < L akkor, ha K= C L~ és
K* D L*. A K és L halmazparokat akkor nevezziik osszehasonlithaténak, ha K < L vagy
L < K. Két fiiggs, de nem 6sszehasonlithato halmazpart keresztezének mondunk. Egy hal-
mazparokbol allé6 F halmaz keresztezésmentes, ha nem tartalmaz keresztez6 halmazparokat,
azaz barmely két eleme vagy fliggetlen, vagy Gsszehasonlithaté.

K és L fiigg6 halmazparokra definidlhatjuk a K AL = (K- NL ,KtUL")és KV L =
(K~ UL, Kt N L") halmazpérokat. A S-en értelmezett, nemnegativ egészértékii p fiiggvényt

akkor nevezziik pozitivan keresztezo szupermodularisnak, ha
p(K)+p(L) <p(KANL)+p(KVL)

fennall, amennyiben K, L € S, K és L fliggék, tovabbd p(K), p(L) > 0.

Jelolje 6p(K) a K-t fed§ F-beli élek szdmat egy F' él-multihalmaz és egy K € S halmazpar
esetén. F fedi a p fiiggvényt, ha 0p(K) > p(K) teljesiil minden K € S pérra. Jeldlje 7, a
p-t fedd élek minimalis szamat, és legyen v, = max{) .- p(K) : F fiiggetlen}. Vildgos, hogy
vp < Tp, hiszen egy ¢l egy fiiggetlen rendszernek legfeljebb egy tagjat fedheti. Az alabbi tétel

szerint itt valdjaban egyenloség all fenn.

1. Tétel (Frank és Jordan, 1995 [10]). Ha p pozitivan keresztezd szupermoduldris fiigg-

vény egy V' alaphalmaz halmazpdrjain, akkor 7, = v,,.

A tétel alkalmazésai kozott szerepel mind az él-, mind a pontosszefiiggdség-novelés iranyi-
tott grafokban, az ST-élosszefliggbség-novelés, Gyori ttrendszer-generdlasi tétele, valamint
maximalis Ky-mentes t-parositas keresése paros grafokban.

Tekintsiik most az irdnyitott pontdsszefiiggdség-novelés problémajat. Adott D = (V, A)
parnak, ha dp(K) = 0, azaz D egyetlen éle sem fedi K-t. O = Op-val jeloljiik az egyirdnyt
parok halmazat. Legyen s(K) := |V — (K~ U KT)]|.

1V2_tel a V halmazon levs sszes irdnyitott él halmazat jeldljiik, (‘2/) pedig az Osszes iranyitatlan él halmaza.
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2. Tétel. Egy D = (V, A) irdnyitott grafban azon élek minimdlis szdma, melyeket D-hez
adva k-pontosszefiiggd grdafot kapunk, megegyezik a Zle(k —s(K;)) dsszeg mazimumdval, ahol
Ky, ..., Ky paronként fuggetlen egyiranyi pdrok.

Tegyiik most fel, hogy D maér eleve (k — 1)-pontosszefiiggd; ezt az esetet az eggyel vald
novelés problémajanak nevezziik. Ekkor minden egyiranyu parra s(K) > k — 1 teljestil.
Szorosnak hivjuk azon egyirdanyd péarokat, melyekre s(K) = k — 1, ezek halmazat pedig

O! = O} -vel jeloljiik. Ekkor a tétel az aldbbi formdra egyszertisithetd:

3. Tétel. Egy (k — 1)-pontiosszefiiggé D = (V, A) irdnyitott grif esetén azon élek minimalis
szama, melyeket D-hez adva k-pontosszefiiggd grifot kapunk, megegyezik a pdaronként figgetlen

szoros eqyiranyu pdrok mazximdlis szamdval.

Az 1. Tétel eredeti bizonyitasa nem volt algoritmikus. Az eredeti cikk tartalmazott egy poli-
nomialis algoritmust, amelyik azonban az ellipszoid mddszeren alapult. Nyitva maradt tehat a
kérdés, hogy adhaté-e kombinatorikus polinomidlis algoritmus. Az elsé kapcsolédéd eredményt
Enni adta 1-ST-élosszefiiggéség-novelésre 1999-ben [5]. Rogzitett k-ra Frank és Jordan adtak
szintén 1999-ben [11] kombinatorikus 6sszefiiggéség-novelési algoritmust, melynek futédsideje n
polinomjanak és k exponencialis fliggvényének szorzata.

Az értekezés masodik részében az Osszefiiggdség eggyel valé novelésére adunk kombina-
torikus algoritmust; a negyedik részben leirt, teljesen mas megkozelitést hasznald algoritmus
tetszoleges iranyitott graf pontosszefiiggdség novelésére szolgdl. Ez egyben az altalanos 1.

Tételre is 1j, algoritmikus bizonyitast szolgaltat.

Az osszefiiggoség novelése eggyel

A masodik részben két algoritmust is adunk az eggyel valé novelésre. Az els6 egy egyszert
dudlis ordkulumot hasznal, a masodik pedig 1j bizonyitast is ad a 3 Tételre. A dudlis ordkulum

a kovetkezo tételen alapul. Vaz alatt egy maximalis keresztezésmentes rendszert értiink.

4. Tétel (Frank, V. [V1]). Egy tetszéleges K C O vdzra a K-beli pdronként fiiggetlen egy-

irdnyi pdrok mazimdlis szdma ugyanannyi, mint O'-ben, vagyis v(K) = v(O') = v(D).

Egy vaz esetén v(K) értékét egyszeriien meg tudjuk hatérozni Dilworth tételének segitsé-
gével. A dudlis optimum értékének kiszamitasahoz tehat minddssze egy vazat kell épiteniink.
Ugyan tetszéleges maximalis keresztezésmentes rendszer megfelel, a feladat mégsem trivialis,
mivel O! exponencidlis méretii lehet. A vazépitd eljaras kozponti fogalma a stabil kereszte-

zésmentes rendszer.



Altalanos osszefiiggoség-novelés

A 4. részben leirt, [V4]-ben megjelent eredmény Benczir korabbi, eggyel noveld algoritmusat
[2] terjeszti ki. Az 1. Tétel ekvivalens atfogalmazasat adjuk részbenrendezett halmazokra.
A vizsgédlt probléma bizonyos fajta részbenrendezett halmazok sulyozott fedése minimalis
szamu intervallummal. Intervallum alatt itt egy minimdlis és egy maximalis elem kozti
elemek halmazat értjiik; két elem akkor fliggd, ha van mindkettejiiket tartalmazé intervallum,
egyébként pedig fliggetlenek. A részbenrendezett halmazoktdl az un. er6s intervallum
tulajdonsagot varjuk el, amely a fiiggd elemeken értelmezi a V és A operacidkat, és ezekre
szab bizonyos feltételeket.

A halmazparokhoz analég modon értelmezziik részbenrendezett halmazokon is a poziti-
van keresztez6 szupermodularis fiiggvényeket. p akkor rendelkezik e tulajdonsaggal, ha
barmely fiiggd = és y elemekre p(x) > 0 és p(y) > 0 esetén p(z) + p(y) < p(z Ay) + plx Vy)
teljestil.

Legyen 7 intervallumok egy multihalmaza. 7 fedi a p fiiggvényt, ha minden x elem legalabb
p(z) intervallumban szerepel. A kovetkezd tétel az 1. Tétel megfelelGje részbenrendezett

halmazokra, s6t, kimutathato a két tétel ekvivalencidja is.

5. Tétel (V. és Benczir [V4]). Legyen (P,=) az erds intervallum tulajdonsdggal rendel-
kezo részbenrendezett halmaz, p pedig eqy P-n értelmezett pozitivan keresztezd szupermodularis
fliggény. A p-t fedé intervallumok minimadlis szama eqyenld a pdronként fiiggetlen elemek p

értékei osszegének maximumaval.

Algoritmusunk primal-dual mddszert hasznal. Kiindulunk egy tetszéleges fedésbol, és
megproébalunk minden intervallumhoz egy tantelemet keresni. Ha taldlunk olyan tanukat,
melyek fliggetlen rendszert alkotnak, akkor készen vagyunk. Amennyiben nem ez a helyzet,
a tanukat kisebbekre probaljuk cserélni egy bizonyos szabaly alapjan. Ha elakadunk, akkor a
tanik addigi sorozatanak segitségével tudunk eggyel kisebb méretii fedést talalni.

Amikor ezt a részbenrendezett halmazokra vonatkozé, altalanos algoritmust osszefiiggdség-
novelésre alkalmazzuk, dvatosnak kell lenntink, mivel a halmazparok szama exponencialisan
nagy lehet. Az algoritmus elemi 1épéseit maximalis folyam szamitasok és szélességi keresések

segitségével tudjuk implementalni.

Iranyitatlan pontosszefuggoség-novelés

Maig nyitott probléma, hogy az iranyitatlan pontosszefliggdség-novelés polinomidlis idében
megoldhaté-e. A kordbban ismert legjobb eredmény Jacksontdl és Jorddntdl szarmazik ([14],
2005): rogzitett k-ra megadtak egy polinomidlis algoritmust az optimélis megoldds meg-

keresésére.



A harmadik részben min-max formulét és polinomidlis algoritmust? adunk az eggyel vald
novelés specialis esetére, bebizonyitva ezzel Frank és Jordan 1994-ben megfogalmazott sejtését.

Egy (k—1)-pontosszefiiggd G = (V, E) irdnyitatlan grafban a csucsok egy X = (Xq,..., X;)
részparticidjat darabolasnak nevezziik, ha t > 2, [V —|J X;| = k—1 és d(X;, X;) = 0 minden
1 # j esetén. Az X; halmazokat daraboknak hivjuk. ¢ = 2 esetén a darabolast durvanak,
t > 3 esetén finomnak nevezziik. Egy uv € (‘2/) ¢él osszekoti az X darabolast, ha u és v
kiilonboz6 darabokba esnek. Két darabolas fliggetlen, ha nincs mindkettot fedo él (g)—ben.

Némi képzavarral élve, egy B halmazt bokornak neveziink, ha paronként kiilonbozé durva
darabolasokbdl all gy, hogy minden (g)—beli él legfeljebb kettot kot ossze kozilik. Cserje
alatt paronként fiiggetlen daraboldsok halmazat értjitk (amelyek kozt lehetnek durvék és fi-
nomak is). Egy B bokor esetén legyen def(B) = {@-‘, egy S cserjére pedig legyen def(S) =
S es (151 D).

Egy liget néhany bokorbdl és egy cserjébdl éll; a bokrok szama lehet akar nulla, a cserje
pedig lehet az iires halmaz is. Megkoveteljiikk tovabba, hogy a kiilonboz6 bokrokba tar-
tozd darabolasok fiiggetlenek legyenek egymastol és a cserjében levo darabolasoktol. Egy
By cserjébol és By, ..., By bokrokbdl all6 ligetre legyen def(Il) = > . def(B;). Egy (k — 1)-
pontosszefiiggd G = (V, E) grafra jelolje 7(G) az olyan élek minimalis szaméat, melyeket G-hez
adva k-pontosszefliggd grafot kapunk, v(G) pedig legyen a II ligeteken vett maximalis de f(I1)

érték.

6. Tétel (V. [V3]). Ha G = (V,E) egy (k — 1)-pontisszefiiggii graf és |V| > k + 1, akkor
v(G) =71(Q).

A bizonyitas és az algoritmus alapjaul az irdnyitott esetre vonatkozé méasodik rész otletei
szolgalnak. Itt is értelmezni lehet a keresztezésmentes rendszer és a vaz fogalmat, és a 4.
Tétellel analég allitds is igaz lesz. Vézak esetén Dilworth tétele helyett Fleiner tételét [6]

alkalmazzuk, amely szimmetrikus részbenrendezett halmazok lancfedéseirdl szol.

Konstruktiv karakterizaciok

A P graftulajdonsag konstruktiv karakterizacidja alatt a kovetkezo eljarast értjiik. Adott né-
hany P-t megdrzo miiveletiink, igy, hogy P minden eleme eléallithato ilyen 1épések sorozataval,
néhany egyszeri P-beli graf egyikébél indulva. A konstruktiv karakterizaciok gyakran hasznos
eszkoznek bizonyulnak a P-beli grafok tovabbi tulajdonsagainak bizonyitasahoz. Klasszikus
példak a 2-él- illetve 2-pontosszefiiggd grafok konstruktiv karakterizacioi. Egy fontos eredmény

a kovetkezo:

7. Tétel (Lovasz, 1976 [16]). Egy irdnyitatlan graf akkor és csak akkor 2k-élosszefiiggd, ha

egyetlen csucsbol kiindulva felépithetd az alabbi két miwelet ismételt alkalmazdsdval:

2A futdsi id6 becslés O(kn'), vagyis k-ban és n-ben is polinomialis.
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(i) hozzdaadunk egy 1j €lt (esetleg hurkot);
(ii) k meglévd élt felosztunk, és az osztdpontokat egy uj z ponttd egyesitjiik.

Mader késébb hasonlé karakterizaciét adott 2k + 1 élosszefiiggd grafokra is [17]. A 7.
Tétel segitségével konnyedén levezethetjiik példdul Nash-Williams iranyitasi tételének gyenge
valtozatat, miszerint egy iranyitatlan grafnak akkor és csak akkor létezik k-élosszefiiggo ira-
nyitdsa, ha (irdnyitatlan értelemben) 2k-élosszefliggd. Irdnyitott esetben a kovetkezd, igen

hasonlé karakterizacio adhatd.

8. Tétel (Mader, 1982 [18]). Egy irdnyitott graf akkor és csak akkor k-élosszefiiggd, ha
egyetlen csicsbdl kiindulva felépitheté a 7. Tételben szerepld két mielet (irdnyitott grdfokra

értett) ismételt alkalmazdsdval.

A (ii) muveletet a k él z-vel valé Gsszecsipésének hivjuk. Nulla él Gsszecsipése alatt egy
1j (izolalt) pont hozzdadéaséat értjiik. A bizonyitds kulcsfontossigi eszkoze Mader irdnyitott
leemelési tétele [18]. Nash-Williams gyenge irdnyitasi tétele segitségével a 7. Tétel egyszeriien
levezetheto a 8. Tételbdl.

A (K, 0)-élosszefliggbség a k-élosszefiiggiség és a gyokeres k-élosszefliggéség természetes
kozos dltaldnositasa. A D = (V, A) iranyitott graf (k,()-é16sszefiiggd valamely 0 < ¢ < k
egészekre és rg € V gyokérpontra, ha rp-bdl 1étezik k éldiszjunkt iranyitott it minden v # rgy
cstcsra, v-bél pedig 1étezik ro-ba ¢ éldiszjunkt irdnyitott ut. A (k, k)-élosszefiiggéség azonos a
k-élosszefiiggséggel, a (k,0)-6losszefliggdség pedig a gyokeres k-élosszefiiggéséget adja vissza.
Egy irdnyitatlan graf (k, £)-particié-osszefliggd, ha a csicsok minden ¢ > 2 osztalyu particidjara
legalabb k(t — 1) 4+ £ él megy a kiilonboz6 osztalyok kozott. A két fogalmat az aldbbi tétel

kapcsolja 6ssze:

9. Tétel (Frank, 1980 [7]). A G irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor létezik valamely
0 <l <k esetén (k,{)-élosszefiiggd irdanyitasa, ha a G graf (k,l)-particid-osszefiiggd.

Mader irdnyitott leemelési tétele is kiterjeszthetd (k, £)-élosszefiiggbségre:

10. Tétel (Frank, 1999 [9]). Legyen D = (U +z, A) eqy U-ban (k,()-€élosszefiiggd irdanyitott
graf (ro € U), és tegyiik fel, hogy p(z) = 6(z). Ekkor létezik a z-re illeszkedd éleknek eqy teljes
leemelése gy, hogy a kapott grdf (k,()-éldsszefiiggd.

A hatodik rész f6 eredménye a kovetkezd tétel, Frank 2003-ban megfogalmazott sejtése.

11. Tétel (Kovacs, V. [V2]). A D = (V, A) irdnyitott graf pontosan akkor (k, £)-élosszefiiggd
azrg €V gydkérpontra nézve (0 < <k —1), ha az ro pontbdl kiindulva felépithetd az aldbbi

két mivelet segitségével:

(i) hozzaadunk egy 1j €lt;



(11) valamely ¢ < i < k — 1 esetén i meglévd élt felosztunk és az osztopontokat dsszecsipjiik
egy 1uj z ponttd; ezutdn hozzdadunk k — i uj €lt, melyeknek kezdopontja eqy korabbi pont,

végpontja pedig z.
A 9. Tétel segitségével ebbdl konnyen levezethetd az iranyitatlan karakterizacio.

12. Tétel. A G = (V, E) irdanyitatlan grdf pontosan akkor (k,{)-particio-dsszefiiggs (0 < € <
k—1), ha egyetlen pontbdl kiindulva felépithetd a 11. Tételben szerepld két mivelet irdnyitatlan

valtozatanak ismételt alkalmazdasdval.

Az ¢ = 0 eset mellett ismert volt korabbrél az ¢ = 1 (Frank és Szegé [13]), valamint
az { = k — 1 eset (Frank és Kirdly [12]). Tételiink bizonyitdsdhoz ez utébbi szolgdltatja a
kiindulépontot, azonban az altalanos eset jelentésen bonyolultabb. Egyebek mellett hasznalunk

egy 1j, absztrakt leemelési eredményt is.

Lokalis élosszefiiggoség-novelés

Elésszefiigg()'ség esetén a lokalis élosszefiiggtség-novelés sokkal altalanosabb probléméjat
is meg lehet oldani. Ez azt jelenti, hogy minden u,v € V pontparra kiilon-kiilon megadhatunk
egy r(u,v) = r(v,u) osszefliggdség-igényt. A G = (V, F) irdnyitatlan grafot r-élosszefliggének
hivjuk, ha A(u,v) > r(u,v) minden u,v € V pontparra teljesiil. Legyen R(X) := max{r(u,v) :
uve X,v¢ Xtha)# X CVésR(D) = R(V)=0. Legyen tovabbd p(X) := (R(X)—dg(X))™.
Egy C C V halmaz margindlis, ha R(C) <1 és dp(C) = 0.

13. Tétel (Frank, 1992 [8]). Legyen adott eqy G = (V, E) irdnyitatalan grdf és egy r dssze-
fiiggéség-igény gy, hogy a grdf nem tartalmaz margindlis halmazt.®> Azon élek minimdlis
szama, melyeket G-hez véve r-élosszefiiggo grafot kapunk, megeqyezik Ep(?()] értékének maz-

imumaval a csucsok X részparticioira nézve.

A tétel nemtrivialis irdnya Mader irdnyitatlan leemelési tételének [17] segitségével bizonyithato.
Egy hasonlé eredmény Benczir és Frank 1999-es tétele [3] szimmetrikus pozitivan keresztez6
szupermodularis fiiggvények fedésérol.

A 13. Tétel és a Benczur-Frank tétel is viszonylag egyszeriien levezethetd a fokszameldirt
véltozatdbol. Egy m : V. — Z, vektort fokszdmel6irdsnak neveziink, ha m(V') péros; F
egy m-el6irt élhalmaz, ha minden v € V csticsban dp(v) = m(v) teljesiil. A dolgozatban
1j bizonyitasokat adunk e két tétel fokszameldirt valtozataira, a szokdsos leemelési modszer
helyett az élatbillentés technikajat véve alapul. Az xy,uv € F élek atbillentésén azt értjiik,
hogy F-et kicseréljik az ' = F — {zy,uv} + {zv,uy} élhalmazra. A bizonyitasokat egységes

keretben mondjuk el; a két bizonyitas jelentés része kozos, és csak annyit hasznal, hogy az

3Az eredeti tétel némileg dltaldnosabb, és csak az in. margindlis komponenseket tiltja.



igényfiiggvény szimmetrikus pozitivan ferdén szupermodularis, azaz minden X C V ponthal-
mazra p(X) = p(V — X)), és amennyiben p(X),p(Y) > 0, a kovetkezd két egyenlStlenség koziil
legalabb az egyik fennéll.

Az értekezés otodik részének f6 kérdése a particidokorlatos lokalis élosszefiiggbség-
novelés. Az r osszefiiggésée-igény mellett adott a csticsoknak egy Q = (Qq, . .., Q;) particidja
is. Egy élt Q-megengedettnek hivunk, ha végpontjai O kiilonbozo osztalyaiba esnek. Célunk
O-megengedett élek egy minimalis méretit F' halmazanak megkeresése, amelyet G-hez véve r-
élosszefliggd grafot kapunk. Globalis 6sszefliggéség-igény (azaz r = k > 2) esetén a problémat
Bang-Jensen, Gabow, Jordén, és Szigeti oldottak meg 1999-ben [1].

A novel6 élhalmaz méretére az els6 természetes alsd korlat az, amelyikkel a 13. Tételben
taldlkoztunk, azaz o(G) = max [$p(X)], a maximumot a cstcsok X részparticidira véve. X
egy h-részparticié valamely h-ra (1 < h < t), ha X a Q) egy részparticidja. Legyen [, (G) =
max p(X), ahol X egy h-részparticid. Legyen Vo (G) az a(G) és B, (G) értékek maximuma h =
1,...,t-re. Bang-Jensen és szerzotarsai azt mutattak meg, hogy globdlis Osszefiiggdség-igény
esetén az optimum vagy Vo (G), vagy Wo(G) + 1, attdl fiiggben, hogy bizonyos specidlis kon-
figuraciok elofordulnak-e a grafban. A particidkorlatos lokalis Osszefliggoség-novelési problémara

el6szor egy approximacios eredményt adunk.

14. Tétel. Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan grdf, Q a csiucsok eqy particidja, r pedig az
osszefliiggoség-igény gy, hogy a grdaf ne tartalmazzon margindlis halmazt. Ekkor azon Q-
megengedett élek minimdlis szama, melyeket G-hez véve r-élosszefliggo grafot kapunk, legfeljebb
Uo(G) + Tmax-

Itt rpax az v fliggvény maximalis értékét jeloli. Az eredmény egy gyengébb valtozatat Lau és
Yung is bebizonyitotta 2009-ben [15] (két particié-osztalyra és 2rya-szal).

Az aldbbiakban megfogalmazunk egy sejtést ¢ = 2 esetén az optimum értékére. Ehhez
a kovetkez$ bonyolult strukturat sziikséges definidlnunk. Egy H = {X*, Y* C,Cy, ..., Cy}
particigjat a cstucsoknak hidranak nevezziik X* és Y* fejekkel és C; csapokkal, ha minden
1 <i < j < Cesetén dg(C;,Cj) = 0 teljestil, valamint tetsz6leges diszjunkt ) # I,J C
{1,..., £} indexhalmazokra (la) egyenléséggel all fenn az X* U (U;c; Ci) és XU (U, C),
valamint az Y U (U, Ci) és Y™ U (U, Cj) halmazokra.

Legyen Q = {Q1,Q2} a particiés feltétel. Egy rogzitett h € {1,2} értékre legyen Z
egy olyan h-részparticid, amelyik a {C1,...,Cy} részparticié finomitasa. A C; csapot h-

mérgezonek nevezziik, ha

p(CUX") —p(X)+) (0(Z): Z € 2,2 CC)



paratlan. Jeldlje x} a h-mérgez6 csapok szamat, és legyen

TG, Z,H) = 5 (6 + p(X) +p(Y*) +p(2)).

Jelolje 7'(G,r, Q) a 17,(G,r, 2, H) mennyiség maximumat h, H és Z Osszes, a fenti feltételeket

kielégito valasztasara.

15. Sejtés. Legyen adott a G = (V| E) graf, az r dsszefiiggbség-igény és a csicsok eqy Q =
{Q1,Q2} particicja; tegyiik fel, hogy a grdfban nincs margindlis halmaz. Ekkor az olyan Q-
megengedett élek minimalis szama, melyeket G-hez véve r-élosszefiggd grdfot kapunk, meg-

egyezik a Vo(G) és 7'(G,r, Q) mennyiségek mazimumdval.

A sejtést fokszamel6irt valtozatban is megfogalmazzuk, amelybol ez kovetkezne. A fokszam-

eloirt sejtésre részleges bizonyitast adunk az élatbillentési modszerrel.
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