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Jelölések

[ n ] : [ n ] = f 1 ; 2 ; : : : ; n g
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n

: az n -edfokú szimmetrikus csop ort

U : [ n ] n U , az U halmaz k omplemen tere

� ( U ) , � f U g : lásd (1)

� ( i::j ) , � f i::j g : lásd (15)

U ? U j ; : � ( U ) és � ( U ) feltételesen függetlenek � f U g -ra nézv e

F ( M ) : az M mátrix szerin t faktorizáló dó eloszlások, lásd (2)

E ( M ) : az M -hez tartozó exp onenciális család, lásd (3)

Supp ( v ) : a v v ektor tartó ja

cl ( � ) : lezárás az euklideszi térb en

X

M

: az M -hez tartozó nemnegatív torikus v arietás, lásd (4)

I

M
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L ill. L
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I. rész

El®k észületek

1. Az értek ezés témá ja és felépítése

Értek ezésem a v életlen p erm utációk statisztik ai vizsgálatához k ap csoló dó

eredmén y eimet összegzi. T együk fel, hogy v alamily en v életlen kísérlet ered-

mén y ek én t rögzített n hosszúságú p erm utációk at k apunk adatk én t. Legalább

három alap v et® esetet külön b öztethetünk meg aszerin t, hogy a � adat-

p erm utációk mit fejeznek ki.

� A p erm utáció tömör leírása lehet k ét azonos elemszám ú halmaz össze-

párosításának. Ha az A és B halmaz elemeit 1 -t®l n -ig számozzuk,

akk or � ( i ) = j fejezheti ki azt, hogy az A halmaz i: eleme a B halmaz

j: elemév el áll párban (v agy fordítv a). Ha egy táncos rendezv én y en

ugy anann yi fér� és n® v esz részt, és mindenki mindig táncol, felje-

gy ezhetjük az egy es táncok során a párosítások at. Ha nem mindig táncol

mindenki, akk or csak részleges párosításaink lesznek.

� A p erm utáció kifejezheti egy halmaz elemeinek sorbarendezését is. Is-

mét jelöljük a halmaz elemeit az 1 ; : : : ; n számokk al. Ekk or b eszél-

hetünk a � sorrend-p erm utációról, amik or � ( i ) = j azt jelen ti, hogy

a sorrend i: p ozíció jában a halmaz j -v el jelölt eleme áll, v agy ennek

in v erzér®l, a �

� 1

hely ezés-p erm utációról. Azaz �

� 1

( i ) = j jelen tése : az

i -v el jelölt elem a j: hely en szerep el a sorrendb en. Ily en adatok at k a-

punk p éldául akk or, amik or bírálók pály ázatok at rangsorolnak. Ebb en

az esetb en is el®fordulhat, hogy nem teljes p erm utációt k apunk, ha

p éldául a holtv ersen y is megengedett, v agy a bírálók csak az általuk

leg jobbnak tartott néhán y pály ázatot rangsorolják. Az iro dalom ban a

legtöbb et ezzel az esettel foglalk oztak.

� A harmadik esetb en a p erm utáció egy rendezett halmaz átrendezését

fejezi ki. � ( i ) = j jelen theti azt, hogy az eredeti sorrend szerin ti i: elem
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az új sorrendb en a j: hely en áll (v agy fordítv a). Gondoljunk p éldául

arra, hogy egy iro dában halom ban áll n dosszié. A titk árn® mindig

kik eresi az épp en szükségeset, ma jd a halom legtetejére teszi vissza.

Kérdezhetjük, hogy a nap v égére hogy an v áltozik meg a dossziék eredeti

sorrendje.

Az adatelemzés els® lép ése minden esetb en az adatokk al v aló ismerk edés :

az adatok gra�kus meg jelenítése, alapstatisztik ák kiszámítása. Az adatmeg-

jelenítés p erm utációk esetéb en a magas dimenzionalitás miatt nem rutin-

feladat. Ha az n hosszú p erm utációk at, min t R

n

-b eli v ektorok at tekin tjük,

akk or k on v ex burkuk az úgynev ezett p erm utáció-p olitóp (Y emelic hev et al.

[62]). A p olitóp csúcsai egy n � 1 dimenziós göm b felszínén hely ezk ednek el.

Egy p erm utációkb ól álló adatsort úgy ábrázolhatunk, hogy a p olitóp csú-

csaiba göm b ök et hely ezünk el, mely ek sugara a meg�gy elt gy ak oriság mono-

ton nö v ® függv én y e (Thompson [58] p éldául azt ja v asolja, hogy a sugár a

gy ak oriság 5 = 7 -edik hatv án y á v al legy en arán y os). A dimenzionalitás miatt

ez a mó dszer csak n � 4 esetén igazán hasznos. Magasabb dimenzióban a

fen ti ábrázolás hely ett annak érdek es alacson y dimenziós v etületeit jelenít-

hetjük meg, az érdek es v etületek meghatározása hasonlóan történhet, min t

általában a sokdimenziós adatok esetéb en. Az adatmeg jelenítés k érdésév el

ebb en az értek ezésb en a to v ábbiakban nem foglalk ozom.

Az adatokk al v aló els® ismerk edés után a meg�gy elésekre elfogadható

mo dellt k eresünk. P araméteres mo dell illesztések or el®ször megk eressük

az adott mo dellen b elül a min tához legink ább megfelel® paraméterek et

(paraméterb ecslés), ma jd vizsgáljuk a mo dell illeszk edésének jóságát (hip oté-

zisvizsgálat). Értek ezésem b en egyrészt az iro dalom ban jelen lév ® mo dellekk el

k ap csolatban v ezetek le új eredmén y ek et, másrészt új mo dellek et v ezetek b e,

és azok tula jdonságait vizsgálom.

A 2. fejezetb en foglalom össze azok at az eszk özök et, mely ekre a k és®b-

biekb en szükség lesz. Az algebrai statisztik a alap észrev étele az, hogy számos

paraméteres eloszláscsalád algebrai v arietást alk ot, azaz a család elemei p oli-

nomiális egy enletek et elégítenek ki. Ezek a p olinomiális egy enletek algorit-

mikusan megtalálhatók, és felhasználhatók p éldául Mon te Carlo algoritm u-

sok futtatásához. A máso dik eszk öz a v éges esemén ytéren de�niált eloszlások
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exp onenciális családjainak, illetv e hierarc hikus mo delljeinek elmélete. Exp o-

nenciális családokban átalános tételek szólnak a maxim um lik eliho o d b ecslés

létezésér®l és aszimptotikus tula jdonságairól. A ML b ecslés kiszámítására a

hierarc hikus mo dellek esetéb en egyszer¶en programozható iteratív eljárás az

iteratív arán y os illesztés. Végül b em utatom az EM- és az MM-algoritm ust,

mely ek sok esetb en használhatók a lik eliho o d n umerikus maximalizálására.

A I I. részb en a v életlen p erm utációkra illeszthet® ismert mo dellek et tár-

gy alom, illetv e ezekk el k ap csolatos néhán y új eredmén yt m utatok b e. El®ször

a 3. fejezetb en áttekin tem a mo dellek et, illetv e ezzel párh uzamosan szót ejtek

néhán y fon tos alapstatisztik áról, hiszen ezek szerep et játszanak egy es mo-

dellek paramétereinek b ecslésénél. T ermészetesen nem célom a létez® összes

mo dell felsorolása (ez nem is lenne lehetséges), a legfon tosabbak at, illetv e

a disszertáció to v ábbi részéhez legink ább k ap csoló dók at igy ek eztem össze-

gy¶jteni.

A 4. fejezetb en McCullagh egy sejtését bizon yítom. A fejezet eredmén y eit

a [21] dolgozatban írtam le. McCullagh [49] egy új mo dellcsaládot v ezetett b e

v életlen p erm utációkra, de azt csak sejtésk én t mondta ki, hogy a mo dellek ál-

tala megadott paraméterei iden ti�k álhatók (azaz külön b öz® paraméterekhez

k ölön b öz® eloszlások tartoznak). A sejtés bizon yítása a k ö v etk ez® állításon

m úlik. De�niáljunk S

n

-en egy irán yított gráfot. Akk or v ezet él � -b ®l � -ba,

ha � egy elemét �helyre rakv a� (a többi elemet o débb csúsztatv a) � -t k ap juk.

P éldául a � = (24531) p erm utációb ól a 4 -et �helyre rakv a� a � = (25341)

p erm utációt k ap juk. Az állítás az, hogy ebb en a gráfban nincs irán yított

k ör. Ezt a gráfot, illetv e az általa de�niált részb enrendezést (amenn yib en

ez a részb enrendezés v alóban új) úgy érzem, érdemes lenne to v ább vizsgál-

ni, bár ezek a vizsgálatok már messze v ezetnének a statisztik a témak örét®l.

Az 5. fejezet kis kitér®t tesz a szimmetrikus csop orton megadható, statisztik ai

szemp on tb ól is érdek es részb enrendezések világába.

A 6. fejezetb en b em utatok néhán y EM algoritm ust általánosított Bradley-

T erry mo dellekre, illetv e a rendezett min ta mo dellre. Ezekre az eredmén y ekre

a [22 ] dolgozatban történik utalás. A Bradley-T erry modellb en k ét v agy

több v ersen yz® sorrendjét a v ersen yz®khöz tartozó, független, külön b öz®

paraméter¶ exp onenciális eloszlású v áltozók sorrendje határozza meg. Ezt
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általánosítani lehet p éldául úgy , hogy csapatok v ersen y eznek egymással.

Ezekb en a mo dellekb en a paraméterek maxim um lik eliho o d b ecslésének

kiszámítására Hun ter [40 ] MM algoritm usok at ja v asolt. Megm utatom, hogy

ezekre a feladatokra EM algoritm usok is megadhatók, bár ezek � szim ulációs

vizsgálatok szerin t � az MM algoritm usoknál lassabban k on v ergálnak. Az EM

algoritm us viszon t arra az esetre is alk almazható, amik or a Bradley-T erry

mo dell exp onenciális v áltozóit tetsz®leges eloszlásokk al hely ettesítjük, err®l

szól a 7. fejezet.

A I I I. rész az értek ezés leghosszabb és legfon tosabb része. K özp on ti gon-

dolata a feltételes függetlenség és a hierarc hikus mo dell v életlen p erm utá-

ciókra v aló alk almazása. Egy v életlen p erm utáció n dimenziós diszkrét v a-

lószín ¶ségi v áltozó, minden k o ordinátá ja az [ n ] = f 1 ; : : : ; n g halmaz eleme.

A k o ordinátáknak azon ban külön b öz®knek k ell lenniük. Eszünkb e juthat itt

a k on tingenciatáblák elemzése, amik or oly an v alószín ¶ségi v áltozók at vizs-

gálunk, mely ek egy [ m

1

] � : : : � [ m

n

] szorzathalmazban v eszik fel érték eik et.

Ezekre szok ás úgynev ezett hierarc hikus mo dellek et illeszteni, mely ekb en egy

cella v alószín ¶sége bizon y os marginálisaihoz tartozó paraméterek szorzata.

Ha ezek et a mo dellek et k özv etlen ül szeretnénk a p erm utációkra alk almazni,

akk or az összes oly an ( i

1

; : : : ; i

n

) cellát strukturális n ullának k ellene v enn ünk,

melynek nem minden k o ordinátá ja külön b öz®.

1.1. P élda. Legy en X oly an diszkrét v alószín ¶ségi v áltozó, melyre P ( X 2

2 [ n ]

n

) = 1 . X -re a teljes függetlenség (hierarc hikus) mo dellje :

P ( X = ( i

1

; : : : ; i

n

)) =

n

Y

k =1

c

k

( i

k

) ; 1 � i

k

� n;

v alamily en c

k

( i ) paraméterekre, mely ekre

P

n

i =1

c

k

( i ) = 1 minden k -ra. A

fen ti strukturális n ullák b ev ezetésév el k ap juk a � v életlen p erm utációra a

kv ázi-függetlenség mo delljét :

P (� = � ) = K

n

Y

k =1

c

k

( � ( k )) ; � 2 S

n

;

ahol S

n

az n -edfokú szimmetrikus csop ort, K p edig normáló tén y ez®.
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Alk almazhatjuk azon ban a hierarc hikus mo dellek et nem k özv etlen ül a p er-

m utáció k o ordinátáira. Lehet®ségünk v an arra, hogy S

n

elemeit k ölcsönösen

egy értelm ¶en megfeleltessük oly an v ektoroknak, mely ek már egy szorzat-

halmazban v eszik fel érték eik et. A � p erm utáció leírható p éldául az r

�

2 [1] �

� [2] � : : : � [ n ] v ektorral, ahol r

�

( i ) azt m utatja meg, hogy � ( i ) hán y adik

legnagy obb eleme a f � (1) ; : : : ; � ( i ) g halmaznak. Hasonló megfeleltetés érhet®

el ortogonális k on trasztok segítségév el (Marden [46], illetv e a 3. fejezet). En-

nek a mó dszernek az lehet a hátrán y a, hogy a k ap ott mo dellek k ev ésb é jól

értelmezhet®k.

Az értek ezésb en egy másik lehetséges mó dszert vizsgálok. El®ször is, min-

den U � [ n ] -re és � 2 S

n

-re legy en

� ( U ) = ( � ( u ) : u 2 U ) ; � f U g = f � ( u ) : u 2 U g : (1)

Legy enek U; V ; W � [ n ] diszjunkt részhalmazok, és jelölje U ? V j W azt

az állítást, hogy � ( U ) és � ( V ) feltételesen függetlenek, ha ismerjük � ( W ) -t,

valamint a � f U g és � f V g halmazok at. Az általunk vizsgált mo dellek minde-

gyik éb en elegend® az U ? U j ; alakú relációk at használni, ahol U = [ n ] n U

az U halmaz k omplemen tere.

1.2. P élda. Legy en n = 4 . Az f 1 ; 2 g ? f 3 ; 4 g j ; reláció azt fejezi ki, hogy

( � (1) ; � (2)) és ( � (3) ; � (4)) feltételesen független, ha ismerjük a f � (1) ; � (2) g

halmazt.

A 8. fejezetb en azok at az eloszlások at vizsgálom, amely ek eleget tesznek

a [ k ] ? [ k ] j ; relációnak minden k -ra. Ezek az L-felb on tható eloszlások. Az

L-felb on thatóságot, min t tula jdonságot Critc hlo w, Fligner és V erducci [15 ]

v ezette b e. Ebb en a fejezetb en az összes L-felb on tható eloszlást, min t mo dellt

vizsgálom. Az L-felb on tható családban k önn y¶ megadni a paraméterek ex-

plicit maxim um lik eliho o d b ecslését, mely eknek nem csak az aszimptotikus,

hanem a p on tos eloszlása is kiszámítható. Megm utatom, hogy an lehet a

rögzített elégséges statisztik á v al rendelk ez® min tákb ól egy enletes eloszlás

szerin t generálni k özv etlen ül, illetv e Mon te Carlo mó dszerrel egy egyszer¶

Mark o v bázis segítségév el. Ezen máso dlagosan generált min ták használhatók
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az illeszk edés jóságának mérésére. Az eredmén y ek egy kicsit általánosabb

eloszláscsaládra, a k orlátozottan L-felb on tható eloszlásokra is átvihet®k. A

fejezet eredmén y ei a [18 ] és a [19 ] dolgozatokban találhatók meg.

A 9. fejezetb en azt vizsgálom, hogy mik or lesz � és �

� 1

eloszlása

is L-felb on tható. Az ily en eloszlások at duplán L-felb on thatónak nev ezv e,

meghatározom a szigorúan p ozitív duplán L-felb on tható eloszláscsalád sza-

bad paramétereinek számát, megadom k ét paraméterezését, és egy algorit-

m ust a maxim um lik eliho o d b ecslés meghatározására. Megvizsgálom, mit

mondhatunk abban az esetb en, ha nem csak szigorúan p ozitív eloszlások at

engedünk meg : ebb en segít a család Mark o v bázisának meghatározása az

n = 4 esetb en. Ez a fejezet szin tén a [18 ] és a [19] dolgozatokra, v alamin t

a [22 ] publik ációra épül.

A 10. fejezet néhán y to v ábbi, a felb on thatósággal k ap csolatos k érdést

vizsgál. Ily en p éldául a 9. fejezet f® eredmén y ének bizon yításában fon tos

szerep et játszó S-felb on thatóság, mely az L-felb on thatóságnál er®sebb tula j-

donság. F oglalk ozom to v ábbá azokk al az eloszlásokk al, amely ek eleget tesznek

a U ? U j ; relációnak minden U -ra, ezek et teljesen L-felb on tható, v agy TL-

felb on tható eloszlásoknak hív om. Megm utatom, hogy a szigorúan p ozitív TL-

felb on tható eloszlások épp en a kv ázi független alakúak (lásd az 1.1. P éldát).

Ez az eredmén y a [21] dolgozatb ól v aló.

Végül a 11. fejezetb en egy , az iro dalom ban �állatorv osi lónak� tekin tett

adatsorra, az Amerik ai Pszic hológiai Társaság 1980-as elnökv álasztásának

adataira (rö viden AP A adatokra) illesztem az összes felb on tható mo dellt.

Itt szeretném megk öszönni téma v ezet®mnek, T usnády Gáb ornak a k özel

n y olc évn yi k özös m unk át, a t®le k ap ott ismeretek et, de még ink ább azt a

matematik ai szemléletmó dot és em b eri hozzáállást, amit foly amatosan sugá-

roz. K öszönöm családom és k ollégáim segítségét, támogatását, és nem utolsó

sorban azt a sok nógatást, ami nélkül ez a disszertáció nem jött v olna létre.
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2. F elhasznált eszk özök

2.1. Algebrai statisztik a

Algebrai mó dszerek et a statisztik ában els®k én t Diaconis és Sturmfels [32 ]

használt, és épp en k on tingenciatáblák elemzésére. Geiger, Meek és Sturm-

fels [37] diszkrét terek en de�niált torikus mo dellek et vizsgált, különös tekin-

tettel a gra�kus mo dellekre, Diaconis és Eriksson [30] p edig Mark o v lánc

Mon te Carlo tec hnik á v al generálta a min ta feltételes eloszlását az elégséges

statisztik ára nézv e. Érdek es ev olúciós alk almazások találhatók p éldául Seth

Sulliv an t PhD disszertáció jában [56]. Az alábbiakban összefoglaljuk azok at

az eredmén y ek et, mely ek et k és®bb felhasználunk. T o v ábbi olv asmán yk én t

a jánljuk a [13 , 55] k ön yv ek et.

Legy en X = f x

1

; : : : ; x

s

g v éges halmaz, M = ( m

ij

) p edig egy t � s méret¶,

nemnegatív egész elem ¶ mátrix. Azt mondjuk, hogy a p = ( p ( x

1

) ; : : : ; p ( x

s

))

v alószín ¶ség-eloszlás az M mo dellhez tartozik, v agy p az M szerin t faktori-

záló dik, ha léteznek oly an nemnegatív �

1

; : : : ; �

t

paraméterek, mely ekre

p ( x

i

) = c ( � )

t

Y

j =1

�

m

j i

j

; 1 � i � s: (2)

Az összes M szerin t faktorizáló dó eloszlás halmazára az F ( M ) jelölést

használjuk. Azok at az eloszláscsaládok at, mely ek F ( M ) alakúak v alamily en

alk almas M -mel, torikus mo delleknek hívjuk. Az E ( M ) diszkrét exp onen-

ciális család p edig álljon azokb ól a p = ( p ( x

1

) ; : : : ; p ( x

s

)) eloszlásokb ól,

mely ekre

p ( x

i

) = c ( � ) exp

t

X

j =1

m

j i

�

j

; 1 � i � s; ahol � = ( �

1

; : : : ; �

t

) 2 ( �1 ; 1 )

t

: (3)

A to v ábbiakban mindig feltesszük, hogy M sorv ektorainak tere tartalmazza

az 1 = (1 ; : : : ; 1)

>

v ektort, így a normáló k onstansok el is hagyhatók.

F ( M ) szigorúan p ozitív elemei épp en E ( M ) -et alk otják, és általában

E ( M ) � F ( M ) � cl ( E ( M )) ;
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ahol cl () a lezárást jelöli (az euklideszi top ológiában). A máso dik tartalmazás

akk or és csak akk or szigorú, ha F ( M ) nem zárt. V együk észre, hogy E ( M )

csak az M sorai által kifeszített altért®l függ, de min t látni fog juk, ugy anez

nem igaz F ( M ) -re. A t hosszú v = ( v

1

; : : : ; v

t

) v ektor tartó jára v ezessük b e

a

Supp ( v ) = f 1 � k � t : v

k

6= 0 g

jelölést, és az M mátrix i: oszlop v ektorát jelölje m

i

.

2.1. De�níció. Legy en M t � s méret¶, nemnegatív egész elem ¶ mátrix. A

T � f 1 ; : : : ; s g halmaz M -megv alósítható (M-feasible), ha minden i 62 T -re

Supp ( m

i

) 6� [

j 2 T

Supp ( m

j

) :

V ezessük b e a szin tén x

1

; : : : ; x

s

-sel jelölt v áltozók at, a to v ábbiakban

az R [ x ] = R [ x

1

; : : : ; x

s

] v alós együtthatós p olinomgy¶r¶b en dolgozunk.

Az u = ( u

1

; : : : ; u

s

) nemnegatív egész elem ¶ v ektorra de�niáljuk az x

u

=

= x

u

1

1

x

u

2

2

� � � x

u

s

s

s v áltozós monomot (egy tagú p olinomot). Az M mátrixhoz

rendeljük hozzá az X

M

nemnegatív torikus v arietást :

X

M

= f x 2 R

s

� 0

: x

u

� x

v

= 0 8 u; v 2 N

s

melyre M u = M v g : (4)

X

M

-et azért nev ezik torikus v arietásnak, mert az ®t de�niáló p olinomok min-

degyik e k éttagú. Az X -en adott p eloszlást írjuk v ektor alakba, azaz legy en

p

i

= p ( x

i

) . Érv én y es a k ö v etk ez® tétel.

2.2. Tétel. (Geiger et al. [37]) cl ( F ( M )) = X

M

. T o v ábbá p 2 X

M

-re

p 2 F ( M ) akk or és csak akk or, ha p tartó ja M -megv alósítható.

Nyilv án X

M

és ezzel együtt cl ( F ( M )) is csak az M sorai által kifeszített

altért®l függ, hiszen az M u = M v megoldásai csak ett®l függnek. Az M -

megv alósítható hamazok, és így F ( M ) azon ban már nem csak ett®l az altért®l

függ. Rapallo [52] bizon yítja a k ö v etk ez® tételt.

2.3. Tétel. (Rapallo [52]) Minden M -hez v an oly an M

max

maximális

reprezen táció, melyre cl ( F ( M )) = F ( M

max

) .
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A dott p esetén k önn y¶ eldön teni, hogy tartó ja M -megv alósítható-e. Azt,

hogy eleme-e az X

M

v arietásnak, már nehezebb. A (4)-b en szerepl® k éttagú

p olinomok egy I

M

torikus ideált generálnak. Hilb ert bázis-tétele azt mondja

ki, hogy minden ideál v égesen generált, s®t, algoritmikusan kiszámítható az

ideált generáló bázis. Ezeknek az algoritm usoknak is kiterjedt az elmélete, a

mi szemp on tunkb ól elég ann yi, hogy a világhálón elérhet®k ezek et az algo-

ritm usok at implemen táló ingy en használható programcsomagok. Ezután már

csak azt k ell ellen®rizni, hogy p gy ök e-e ennek a v éges sok bázisp olinom-

nak. Megemlítjük, hogy az M

max

maximális reprezen táció is algoritmikusan

számolható.

A dott mo dellb ®l származó min ta esetén a min ta feltételes eloszlása az

elégséges statisztik ára nézv e már nem függ az ismeretlen paraméterekt®l. Ez

a feltételes eloszlás használható p éldául illeszk edésvizsgálatra, ezért lén y eges

k érdés, hogy tudunk-e b el®le min tát generálni. Legy en adv a a (2) által

de�niált F ( M ) torikus mo dell, X = ( X

1

; : : : ; X

m

) p edig legy en a mo dellb ®l

származó iid min ta. Jelölje f

X

a gy ak oriságv ektort, azaz x 2 X -re f

X

( x ) =

= jf 1 � i � m : X

i

= x gj . Ezzel a jelöléssel az M f

X

statisztik a elégséges

� -ra. T o v ábbá X eloszlása az M f

X

= u feltétel mellett egy enletes az

Y

u

= f y 2 X

m

: M f

y

= u g

halmazon. A gy ak oriságv ektorra átfogalmazv a, f

X

eloszlása az M f

X

= u

feltétel mellett hip ergeometrikus az

F

u

= f f : X ! N : M f = u g

halmazon, azaz

P ( f

X

= f j M f

X

= u ) =

m !

jY

u

j

Y

x

( f ( x )!)

� 1

; f 2 F

u

:

Ezekb ®l a feltételes eloszlásokb ól általában nem tudunk k özv etlen ül generál-

ni, de Mark o v lánc Mon te Carlo tec hnik ák alk almazhatók, ha a feladatra

találunk egy Mark o v bázist.
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2.4. De�níció. Az f

1

; : : : ; f

L

: X ! Z függv én y ek az F ( M ) mo dell Mark o v

bázisát alk otják, ha M f

i

= 0 minden i -re, to v ábbá minden u -ra és f ; f

0

2

2 F

u

-ra található oly an ( �

1

; f

i

1

) ; : : : ; ( �

A

; f

i

A

) sorozat, ahol �

i

= � 1 , v alamin t

f

0

= f +

A

X

j =1

�

j

f

i

j

; és f +

a

X

j =1

�

j

f

i

j

� 0 minden 1 � a � A -ra :

A Mark o v bázis segítségév el irreducibilis Mark o v láncot de�niálhatunk az F

u

állap ottéren. Minden lép ésb en v álasszunk egy I -t egy enletesen f 1 ; : : : ; L g -

b ®l, és legy en � = � 1 , 1 = 2 � 1 = 2 v alószín ¶séggel. A jelenlegi f állap otb ól

próbáljunk az f

0

= f + �f

I

-b e lépni. Ha f

0

nemnegatív, tegyük meg a lép ést,

ellenk ez® esetb en helyb en maradunk. A Metrop olis algoritm us segítségév el

mó dosíthatjuk a láncot, hogy a kív án t stacionárius eloszláshoz k on v ergáljon.

Diaconis és Sturmfels [32] megm utatja, hogy an lehet az ideálbázisok at

megk eres® algebrai algoritm usok at Mark o v bázisok k eresésére használni.

Jelölje az f függv én y p ozitív (negatív) részét f

+

( f

�

), azaz f = f

+

� f

�

,

fok a p edig legy en deg f = max(

P

x

f

+

( x ) ;

P

x

f

�

( x )) .

2.5. Tétel. (Diaconis és Sturmfels [32]) Az f

1

; : : : ; f

L

függv én y ek akk or

és csak akk or alk otják az F ( M ) mo dell Mark o v bázisát, ha az x

f

+

i

� x

f

�

i

p olinomok generálják az I

M

ideált.

Meg jegy ezzük, hogy [32] arra az esetre is ad algoritm ust, ha a Mark o v

bázis kiszámítása méretproblémák miatt nem kivitelezhet®. T együk fel,

hogy tudjuk, hogy a feladatra v an oly an f

1

; : : : ; f

L

Mark o v bázis, melyre

max

i

(deg f

i

) � d , bár magát a Mark o v bázist nem tudjuk kiszámolni. Az Y

u

állap ottéren dolgozv a, minden lép ésb en v álasszunk ki egy enletes eloszlás sze-

rin t d külön b öz® k o ordinátát. Számoljuk ki a kiv álasztott k o ordináták gy ak o-

riságv ektorának elégséges statisztik á ját, ma jd hely ettesítsük a kiv álasztott

k o ordináták at az ugy anily en elégséges statisztik á jú d -esek k özül egy enletesen

v álasztott társasággal. Ha d elég kicsi, akk or a lehetséges új d -esekb ®l elég

k ev és v an, így a mó dszer alk almazható.
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2.2. Exp onenciális családok, hierarc hikus mo dellek

A jelen disszertáció szemp on tjáb ól az el®z® szak asz (3) alakú diszkrét

exp onenciális családjai lesznek érdek esek. Szorzatalakú állap ottér esetén ezek

sp eciális esetei a hierarc hikus, illetv e gra�kus mo dellek.

Legy en X = ( X (1) ; : : : ; X ( n )) diszkrét v alószín ¶ségi v áltozó, lehetséges

érték einek halmaza az I = I

1

� � � � � I

n

v éges szorzathalmaz. Minden x =

= ( x (1) ; : : : ; x ( n )) v ektorra és A � [ n ] -re legy en x ( A ) = ( x ( i ) : i 2 A ) az x

v ektor A -marginálisa. Legy en A � 2

[ n ]

az [ n ] részhalmazainak egy családja.

Az A generátorokk al de�niált hierarc hikus mo dell a

p ( x ) =

Y

A 2A

�

A

( x ( A )) 8 x 2 I (5)

alakú p eloszlásokb ól áll, ahol �

A

alk almas paraméterek. Nyilv án feltehetjük,

hogy A -nak nincs k ét egymást tartalmazó eleme. A hierarc hikus mo dell

gr a�kus , ha megadható az 1 ; : : : ; n csúcsp on tok on oly an G gráf, hogy A épp en

G klikkjeinek (maximális teljes részgráfjainak) halmaza.

A hierarc hikus mo dellek torikus mo dellek, miv el F ( M

A

) alakúak egy al-

k almas M

A

0 � 1 mátrixra. A gra�kus mo dellek elméletének egyik szép ered-

mén y e a Hammersley�Cli�ord tétel. Eszerin t (5) (ahol A most a G klikkjeinek

halmaza) akk or és csak akk or teljesül a p szigorúan p ozitív eloszlásra, ha p

rendelk ezik a globális Mark o v tula jdonsággal, azaz bármely U; V ; S � [ n ]

diszjunkt részhalmazokra, X ( U ) és X ( V ) feltételesen függetlenek X ( S ) -re

nézv e, v alahán yszor S elv álasztja U -t és V -t a G gráfban. A Mark o v tula j-

donság átírható p olinomiális egy enletekk é, ezért a 2.2. Tétel a Hammersley�

Cli�ord tétel általánosításának tekin thet® a torikus mo dellek esetére. A 2.2.

Tétel szerin t ugy anis a szigorúan p ozitív p eloszlás akk or és csak akk or ele-

me az E ( M ) exp onenciális családnak, ha p kielégíti az I

M

ideált generáló

p olinomok at. Ehhez k ap csoló dó to v ábbi eredmén y ek találhatók a [37, 52 , 56 ]

m unk ákban.

A gra�kus mo dellek en b elül különösen szép en viselk ednek a felb on tható

(decomp osable) mo dellek, mely ekhez tartozó gráfokban nincs h úr nélküli

legalább négy hosszúságú k ör. Érv én y es a k ö v etk ez® tétel.
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2.6. Tétel. (Geiger et al. [37]) Legy en adott a G gráfhoz tartozó (disz-

krét) gra�kus mo dell. A k ö v etk ez® állítások ekviv alensek :

(i) A gra�kus mo dell felb on tható.

(ii) A G szerin t faktorizáló dó eloszlások családja zárt.

(iii) A cellagy ak oriságok maxim um lik eliho o d b ecslései tetsz®leges min ta ese-

tén racionális számok.

(iv) A mo dellhez tartozó torikus ideálnak v an máso dfokú p olinomokb ól álló

Gröbner bázisa (és ezek a p olinomok a globális Mark o v tula jdonság átírásáb ól

adó dnak).

A hierarc hikus és gra�kus mo dellekhez k ap csoló dó to v ábbi iro dalom [10 ,

14, 38 , 42 , 60 ].

Legy en X

1

; : : : ; X

m

iid min ta az A generátorhalmazzal de�niált hierar-

c hikus mo dellb ®l, és jelölje r ( x ) az x 2 I érték min tab eli relatív gy ak o-

riságát. A v aló di eloszlás, illetv e paramétereinek maxim um lik eliho o d b ecs-

lése általában nem explicit. F on tos kiv ételt k ép ez a felb on tható gra�kus mo-

dellek osztály a (lásd a 2.6. Tételt). Az általános esetb en egyik leggy akrab-

ban használt n umerikus mó dszer az iteratív arán y os illesztés (iterativ e pro-

p ortional scaling (IPS) v agy Deming�Stephan algoritm us) [24 , 26]. Ez az

algoritm us garan táltan k on v ergál a mo dell lezártjában egy értelm ¶en létez®

maxim um lik eliho o d b ecsléshez, ^p -hoz. Ez az eloszlás azzal a tula jdonsággal

k arakterizálható, hogy a ^p ( x ( A )) =

P

y 2 I : y ( A )= x ( A )

^p ( y ) v alószín ¶ségek mege-

gy eznek a megfelel® r ( x ( A )) tapasztalati v alószín ¶ségekk el, minden A 2 A -ra

és x ( A ) v ektorra. Ha a ^p eloszlás tartó ja nem teljes, akk or azt mondjuk, hogy

a min ta tartalmaz strukturális n ullát (a strukturális n ullának ez a fogalma

külön b özik a mo dellb eli strukturális n ulla fogalmától).

Az IPS algoritm us során ciklikusan illesztjük az A -b eli marginálisok elosz-

lását. Legy en p

(0)

a hierarc hikus mo dell tetsz®leges szigorúan p ozitív eleme

(pl. az egy enletes eloszlás). A ( t + 1) : iterációs lép ésb en legy en

p

( t +1)

( x ) =

r ( x ( A ))

p

( t )

( x ( A ))

p

( t )

( x ) ; x 2 I

ahol A ciklikusan b efutja A elemeit.

A k és®bbiekb en oly an exp onenciális családokk al fogunk foglalk ozni, ahol,
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a hierarc hikus mo dellekhez hasonlóan, a t � s méret¶ M mátrix minden eleme

0 v agy 1 . T együk még fel, hogy M sorai lineárisan függetlenek, azaz az E ( M )

mo dell reguláris, minimális exp onenciális család � k anonikus paraméterekk el,

és a T

j

( x

i

) = m

j i

= � f x

i

2 A

j

g statisztik ákk al, ahol A

j

� X alk almas

halmazok. A k ö v etk ez® tétel az exp onenciális családokra v onatk ozó sokk al

általánosabb tétel (pl. [7], 2.28.6. Tétel) sp eciális esete.

2.7. Tétel. Legy en adott a (3) diszkrét exp onenciális család, ahol az M

mátrix teljes rangú, és minden eleme 0 v agy 1 . Legy en X

1

; : : : ; X

m

a család-

b eli p

�

eloszlásb ól származó iid min ta. Ekk or, amin t m ! 1 , a

^

�

( m )

maxim um

lik eliho o d b ecslés 1 -hez tartó v alószín ¶séggel egy értelm ¶en létezik, és

p

m (

^

�

( m )

� � ) ! N (0 ; I ( � )

� 1

) eloszlásban ;

ahol I ( � ) a Fisher információs mátrix, N ( �; �) p edig a � v árható érték¶, �

k o v ariancia-mátrixú normális eloszlás. T o v ábbá

( I ( � ))

ij

= P

�

( A

i

\ A

j

) � P

�

( A

i

) P

�

( A

j

) :

2.3. EM- és MM-algoritm usok

Az EM algoritm usok szerteágazó elméletéb ®l itt csak ann yit ismertetünk,

amenn yit a k és®bbiekb en fel fogunk használni. Az algoritm ust hián y os meg-

�gy elések esetén fog juk alk almazni : tegyük fel, hogy a teljes meg�gy elés Z ,

melynek eloszlását a � paraméterv ektor írja le. Azon ban Z hely ett annak csak

v alamily en X függv én y ét �gy eljük meg, ez a hián y os meg�gy elés. A feladat a

� paraméterv ektor maxim um lik eliho o d b ecslése. Az algoritm us v alamily en

�

(0)

k ezd® értékb ®l indul, a ( t + 1) . iterációban p edig az alábbi k ét lép ést v égzi

el :

1. E-lép és (E = exp ectation) : Az X hián y os meg�gy elés és a �

( t )

aktuális

paraméterek mellett számítsuk ki a teljes meg�gy elés log-lik eliho o djának

v árható érték ét :

Q ( � ; �

( t )

) = E (log L ( Z ; � ) j X ; �

( t )

) :
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2. M-lép és (M = maximization) : A Q ( � ; �

( t )

) függv én yt � -ban maximalizálv a

k ap juk az új �

( t +1)

paraméterv ektort.

Az algoritm ust ebb en az általánosságban Dempster et al. [27] v ezette b e.

Megm utatta, hogy az algoritm us során az L ( X ; �

( t )

) lik eliho o d monoton

nö v ekszik. Ezért, ha a lik eliho o d függv én y felülr®l k orlátos, akk or L ( X ; �

( t )

)

egy L

�

értékhez k on v ergál. Általánosságban azon ban nem garan tált, hogy L

�

globális maxim um, s®t a �

( t )

érték ek ak ár a lik eliho o d függv én y egy n y ereg-

p on tjához is k on v ergálhatnak. Az EM algoritm us k on v ergenciá ját vizsgálata

p éldául Csiszár és T usnády [17] és W u [61]. Az EM algoritm usról és annak

általánosításairól szól McLac hlan és Krishnan [50] k ön yv e. Az EM algorit-

m us, amenn yib en k on v ergál, akk or is lassú : k on v ergenciá ja lineáris, seb essége

p edig a hián yzó információ hán y adától függ. Ennek ellenére népszer¶, miv el

általában k önn y en programozható és k ev és memóriát igén y el.

Az MM (minorization-maximi zati on) algoritm usok egy b ® v ebb halmazt

alk otnak, azaz az EM algoritm usok sp eciális MM algoritm usok. Bár ily en

típusú algoritm usok at már jó v al k orábban is vizsgáltak, az elnev ezést Hun ter

és Lange [41] v ezette b e. A feladat a � paraméterv ektor maxim um lik eliho o d

b ecslése az X min táb ól (most nincs teljes és hián y os min ta). Az algoritm us

v alamily en �

(0)

k ezd® értékb ®l indul, a ( t + 1) . iterációban p edig az alábbi k ét

lép ést v égzi el :

1. M(inorization)-lép és : El®állítunk egy oly an Q

t

( � ) függv én yt, melyre

Q

t

( � ) � log L ( X ; � ) 8 � ; és Q

t

( �

( t )

) = log L ( X ; �

( t )

) :

2. M(aximization) lép és : A Q

t

( � ) függv én yt � -ban maximalizálv a k ap juk az

új �

( t +1)

paraméterv ektort.

Ez az algoritm us is rendelk ezik azzal a tula jdonsággal, hogy az L ( X ; �

( t )

) lik e-

liho o d monoton nö v ekszik. T ermészetesen a Q

t

függv én y ek jó megv álasztásán

áll v agy bukik minden : Q

t

-t sokszor úgy v álasztják, hogy �szétv álassza�

a � paraméterv ektor k o ordinátáit, azaz a � -ban v ett maximalizálás k o-

ordinátánk én t legy en elv égezhet®. A k on v ergencia itt is csak bizon y os felté-

telek mellett igazolható.
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I I. rész

Különféle mo dellek

3. Statisztik ák és mo dellek áttekin tése

Elöljáróban három oly an m unk át említünk, mely ek együttesen átfogó

k ép et adnak a v életlen p erm utációk elemzésér®l. Marden [48] k ön yv e a

gra�k ai meg jelenítést®l k ezdv e, a mo dellalk otáson át, a b ecslésig és hip otézis-

vizsgálatig v égigv ezeti az olv asót a v életlen p erm utációk statisztik ai eszk öz-

tárán. A Fligner és V erducci által szerk esztett [36] k ötet az 1990-b en Am-

herstb en rendezett �Probabilit y Mo dels and Statistical Analyses for Ranking

Data� cím ¶ k onferencia fon tosabb el®adásainak an y agát tartalmazza. A k ötet

érdek ességét egyrészt sokszín ¶sége adja, másrészt az, hogy a terület 1990-b eli

aktuális állap otát tükrözi. Végül Critc hlo w, Fligner és V erducci [15 ] cikk e a

külön b öz® mo dellek oly an tula jdonságait vizsgálja, min t a megfordíthatóság,

címk e-in v ariancia, L-felb on thatóság, unimo dalitás, és teljes k onszenzus.

V alós (v agy v ektor) érték¶ adatoknál a k ét leggy akrabban használt

statisztik a az átlag és a szórás. P erm utációk esetéb en is számolható át-

lag, de az általában nem lesz maga is p erm utáció. Jelölje S

n

az n hosszú

p erm utációk halmazát, és legy en adv a S

n

-en egy d tá v olságfüggv én y . Ekk or a

�

1

; : : : ; �

m

min ta d -k özép érték e a

P

m

i =1

d ( �; �

i

) összeget minimalizáló � 2 S

n

lesz, a szóró dást p edig maga az összeg (megfelel® en normalizált) érték e méri.

S

n

-en számos oly an d tá v olság de�niálható, mely ek a statisztik ai alk almazá-

sok szemp on tjáb ól érdek esek és fon tosak, ezek et hamarosan ismertetjük (lásd

még pl. [28], 6. fejezet). Egy k özép érték hely ett k ereshetünk több et is, azaz

klaszterosíthatjuk az adatok at néhán y klaszterk özépp on t k örül.

Rö viden ismertetjük a p erm utáció-adatok sp ektrális analízisét (Diaconis

[29 ] és az ottani hiv atk ozások). A dott S

n

b eli �

1

; : : : ; �

m

min táb ól számítsuk

ki az f gy ak oriságv ektort, azaz legy en f ( � ) = jf i : �

i

= � gj . Az f v ek-

tort, min t az R

n !

euklideszi tér elemét tekin tjük. A csop ortok reprezen táció-

elméletének egyik eredmén y e szerin t ez a tér egymásra mer®leges V

�

izotipikus

alter ekr e b omlik, ahol � az [ n ] halmaz partícióit futja b e. Az �izotipikusság�
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itt azt jelen ti, hogy a V

�

alterek in v ariánsak az S

n

elemeiv el v aló balról illetv e

jobbról szorzásra nézv e. P on tosabban ez azt jelen ti, hogy f 2 V

�

és � 2 S

n

esetén az

f

� �

( � ) = f ( � � ) és f

� �

( � ) = f ( � � ) ( � 2 S

n

)

balról illetv e jobbról szorzott v ektorok is V

�

-b eliek, ahol a p erm utációk

egymás után írása a csop ortszorzást jelöli. T o v ábbá minden V

�

izotipikus al-

tér felb omlik k ( � ) darab egymásra mer®leges invariáns altérr e , mely ek mind

izomorfak, és k ( � ) dimenziósak. Az �in v ariáns� kifejezés jelen tése, hogy a

balról szorzásokra in v ariánsak. A k ( � ) érték ek p éldául a ho ok-length k éplet-

b ®l számolhatók, to v ábbi részletek a [28 , 29, 30] hiv atk ozásokban találhatók.

Az f gy ak oriságv ektornak az izotipikus alterekre v ett v etületeinek hossza (�-

gy elem b e v év e az egy es alterek dimenzió ját is), érdek es információt tartalmaz

az adat struktúrá járól.

Térjünk most rá a leggy akrabban használt mo dellek ismertetésére ! A

mo dellek els® csop ortja a rendezett min ta mo dellek (order statistics mo d-

els). Képzeljük el, hogy v alakinek hangok at k ell er®sség szerin t sorrendb e ál-

lítania (leghalk abbtól leghangosabbig). T együk fel, hogy az i: hang észlelt

er®sségét egy folytonos F

i

eloszlású X

i

v alószín ¶ségi v áltozó írja le. Ekk or a

� sorrend v alószín ¶sége

p ( � ) = P ( X

� (1)

< � � � < X

� ( n )

) :

Ezt a p éldát el®ször Th urstone [59], ma jd k és®bb Daniels [23] tan ulmán y oz-

ta. F el szok ás tenni, hogy X

i

-k függetlenek (de nem mindig, p éldául azt az

esetet is sok at vizsgálták, amik or az X

i

-k együttes eloszlása normális). Ha

az eloszlások csak eltolásparaméterb en külön b öznek, azaz F

i

( x ) = F ( x � �

i

)

(ahol F ismert), akk or Th urstone mo dellr®l b eszélünk. A Gum b el eloszlás

esetéb en, azaz mik or F ( x ) = 1 � exp ( � exp x ) , a mo dell nev e Luce v agy

Plac k ett�Luce mo dell . Luce [44] ezt a mo dellt egy másik alakban v ezette

le. Els®nek felállította a sorbarendezési p osztulátumot (ranking p ostulate).

T együk fel, hogy n elemet ak arunk sorbarendezni, a leg jobbtól a legrosszabb-

ig. A p osztulátum azt mondja ki, hogy a sorrend úgy k eletk ezik, hogy minden

lép ésb en kiv álasztjuk a leg jobbat a még fennmaradó elemek k özül. Azaz az
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elemek minden C részhalmazára, és minden x 2 C elemre adott annak p

C

( x )

v alószín ¶sége, hogy C -b ®l x -et v álasztjuk leg jobbnak. Ezen kiv álasztási v a-

lószín ¶ségek alap ján a � sorrend esély e

p ( � ) =

n

Y

k =1

p

C

k

( � ( k )) ; (6)

ahol C

k

= f � ( k ) ; : : : ; � ( n ) g a k : lép ésb en még v álasztható elemek hal-

maza. Ezután Luce a kiv álasztási axiómát (c hoice axiom) alk almazta a

p

C

( x ) érték ekre : az axióma azt mondja ki, hogy k ét elem kiv álasztásának

egymáshoz viszon yított v alószín ¶sége nem függ attól, hogy a többi elem

kiv álasztható-e v agy sem, azaz a p

C

( x ) =p

C

( y ) hán y ados ugy anann yi minden

x; y -t tartalmazó C -re (I IA : indep endence from irrelev an t alternativ es). Ez

p edig csak úgy lehetséges, ha p

C

( x ) = �

x

=

P

y 2 C

�

y

alakú. Kaptuk tehát,

hogy

p ( � ) =

n

Y

k =1

�

� ( k )

P

n

j = k

�

� ( j )

: (7)

K önn y¶ ellen®rizni, hogy a Gum b el eloszlású Th urstone mo del ugy anezek et

a v alószín ¶ségek et adja.

A Babington Smith mo dellt Babington Smith [3] ja v asolta, ez páros

összehasonlításokb ól építi fel a sorrendet. A páros összehasonlításoknak külön

elmélete v an, ezt lehetett összeházasítani a teljes sorrendek elméletév el : v e-

gyük sorra az n elem b ®l alk otható összes párt, és mindegyik párb ól v álasszuk

ki a nekünk szimpatikusabb elemet. Az n p on tú teljes gráf éleit irán yítsuk a

v álasztásainknak megfelel® en. Ha ebb en a gráfban nincs irán yított k ör, akk or

v álasztásaink k onzisztensek egy egy értelm ¶en meghatározott sorbarendezés-

sel. A k örmen tességre feltételt v év e k ap juk, hogy

p ( � ) = c ( � )

Y

i<j

�

� ( i ) � ( j )

;

ahol �

xy

annak a v alószín ¶sége, hogy x és y páros összehasonlításában x gy ®z.

A mo dellb ®l v ett m elem ¶ �

1

; : : : ; �

m

min ta esetén a paraméterekre elégséges



18 3. ST A TISZTIKÁK ÉS MODELLEK Á TTEKINTÉSE

statisztik a a

b

K pármátrix, melynek ( i; j ) : eleme

b

K

ij

=

1

m

�

�

�

k : ( �

k

)

� 1

( i ) < ( �

k

)

� 1

( j )

	

�

�

azt fejezi ki, hogy a min ta hán y ad részéb en k ap ott az i sorszám ú elem jobb

hely ezést, min t a j sorszám ú.

A Babington Smith mo dell sp eciális esete a Mallo ws�Bradley�T erry

mo dell , melyb en �

xy

=

�

x

�

x

+ �

y

. A v alószín ¶ségek ily en alakját Bradley és

T erry [9] v etette fel, a páros összehasonlítás mo dellb en v aló használatát p edig

Mallo ws [45] ja v asolta. A � sorrend esély e ebb en a mo dellb en tehát

p ( � ) = c ( � )

n

Y

i =1

�

n � i

� ( i )

= c ( � )

n

Y

j =1

�

n � �

� 1

( j )

j

:

A mo dellb ®l v ett m elem ¶ �

1

; : : : ; �

m

min ta esetén a paraméterekre elégséges

statisztik a a

b

V = (

b

V (1) ; : : : ;

b

V ( n )) átlaghely ezés v ektor, ahol

b

V ( j ) =

1

m

m

X

k =1

( �

k

)

� 1

( j )

a j sorszám ú elem hely ezésének min tab eli átlaga.

A k ö v etk ez® csop ortot a tá v olság-alapú mo dellek (distance-based

mo dels) alk otják. Legy en d ismét egy S

n

-en adott tá v olságfüggv én y , ennek

segítségév el az alábbi egyszer¶ mo dellt de�niálhatjuk a � helyezésekr e :

p ( � ) = K ( � ) e

� � d ( � ;�

0

)

;

ahol �

0

2 S

n

az eloszlás (ismert v agy ismeretlen) mó dusza, � � 0 p edig

paraméter. F on tos meg jegy ezni, hogy a �tá v olság� de�níció jába nem feltétlen ül

értjük b ele a háromszög-egy enl®tlenség teljesülését. Ha azt szeretnénk, hogy

a mo dell ne függ jön az elemek számozásától, akk or fel k ell tenni, hogy a d

tá v olság jobbról in v ariáns, és ezt mindig fel is szokták tenni. Az 1. táblázatban

a legfon tosabb tá v olságok at gy¶jtöttük össze ( � f�g az indik átor függv én y).

Megjegy ezzük, hogy a Kendall � , Ca yley , és Ulam tá v olságoknak mind v an

oly an típusú de�níció ja, hogy hán y megengedett lép éssel lehet egyik p er-
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1. táblázat. Néhán y fon tos tá v olság de�níció ja

Hamming d

H

( � ; � ) =

P

n

k =1

� f � ( k ) 6= � ( k ) g

p -tá v olság d

p

( � ; � ) =

P

n

k =1

j � ( k ) � � ( k ) j

p

Maxim um d

M

( � ; � ) = max

n

k =1

j � ( k ) � � ( k ) j

Kendall � d

K

( � ; � ) =

P

i<j

� f ( � ( i ) � � ( j ))( � ( i ) � � ( j )) < 0 g

Ca yley d

C

( � ; � ) = n � Ciklusok száma ( � �

� 1

) -b en

Ulam d

U

( � ; � ) = n � Max. mon. nö v ® rész hossza ( � �

� 1

) -b en

m utációt a másikba transzformálni, ahol a megengedett lép ések halmaza a

három tá v olságnál természetesen más és más. A statisztik ai alk almazások

szemp on tjáb ól érdek es, hogy mely tá v olságok in v ariánsak balról, mely ek in-

v ariánsak a megfordításra v agy az in v ertálásra. Ezek et a tula jdonságok at

részletesen tárgy alja pl. [28 , 48].

A kv ázi független mo dellr®l már b eszéltünk, itt csak azt tesszük hozzá,

hogy a mo dellb ®l v ett m elem ¶ �

1

; : : : ; �

m

min ta esetén a paraméterekre

elégséges statisztik a az

c

M marginális mátrix, melynek ( i; j ) : eleme

c

M

ij

=

1

m

j f k : �

k

( i ) = j gj

annak tapasztalati v alószín ¶ségét adja meg, hogy a j sorszám ú elem az i:

hely ezést k ap ja. Itt jegy ezzük meg, hogy a

b

K ,

b

V ,

c

M statisztik ák a mo dellekt®l

független ül is sok at segítenek az adatokk al v aló ismerk edésb en.

A k ö v etk ez® mo dell a többlép cs®s hely ezési mo dell (m ultistage rank-

ing mo del), mely et Fligner és V erducci [35] v ezetett b e. Itt a halmaz ele-

mei (ezek et gy akran jelölteknek hívjuk) 1 -t®l n -ig v annak számozv a. A

hely ezések et egy esév el osztjuk ki. A k : lép ésb en a leg jobb k � 1 hely ezést már

kiosztottuk, és most v álasztjuk ki a k : hely ezett jelöltet, de a kiv álasztás-

nál csak a maradék jelöltek relatív számozását v esszük �gy elem b e. Ha

tehát a j

1

< � � � < j

n � k +1

jelöltek maradtak, akk or j

i

-t � ( i; k ) v alószín ¶-
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séggel v álasztjuk, ahol � ( i; k ) a

P

n � k +1

i =1

� ( i; k ) = 1 összefüggést kielégít®

paraméterek.

Doignon, P ek e£ és Regen w etter [33 ] egy hasonló mo delljéb en a jelöltek et

számozásuk szerin t v esszük sorba, és az új jelöltet az eddigiek sorrendjéb e

szúrjuk b e. Minden k -ra adottak tehát a � ( i; k ) , i = 1 ; : : : ; k b eszúrási v aló-

szín ¶ségek, mely ek összege 1 . A k : jelöltet k helyre illeszthetjük b e : szúrjuk

az eddigi sorrend ( i � 1) : és i: hely e k özé � ( i; k ) v alószín ¶séggel. Az így adó dó

ismételt b eszúrások mo dellje (rep eated insertion mo del) a többlép cs®s

hely ezési mo dell �duálisa� abban az értelem b en, hogy a hely ezések és a jelöltek

szerep ét felcseréltük.

Végül ismertetjük a Ch ung és Marden [11 ] által b ev ezetett ortogonális

k on trasztok mo delljét . Egy C k on traszt nem más, min t a jelöltek néhán y

csop ortjának összehasonlítása, pl. C = ( I

1

; : : : ; I

K

) , ahol I

j

nem üres disz-

junkt részhalmazai az [ n ] jelölthalmaznak. A C k on traszt érték e a � hely ezés-

v ektoron megadja az egy es I

j

csop ortokba es® jelöltek relatív hely ezéseit a

C

U

= [

j

I

j

halmazhoz k ép est. F ormálisan,

C ( � ) = ( f � ( i ) : i 2 I

1

g ; : : : ; f � ( i ) : i 2 I

K

g ) ;

ahol � ( i ) azt m utatja meg, hogy � ( i ) hán y adik legkisebb a f � ( j ) : j 2 C

U

g

halmazban. Legy en p éldául n = 5 , a hely ezésv ektor p edig � = (24513) .

A C = ( f 1 ; 2 g ; f 3 ; 4 g ) k on traszt az els® k ett® és a máso dik k ett® jelöltet

hasonlítja össze. C érték e � -n C ( � ) = ( f 2 ; 3 g ; f 1 ; 4 g ) , azaz mindk ét els® jelölt

a k ét k ö v etk ez® k özé v an rangsorolv a.

Két k on trasztot akk or nev ezünk ortogonálisnak, ha az általuk de�niált

összehasonlítások nem k ev erednek egymással. F ormálisan, C = ( I

i

) és D =

= ( J

j

) akk or ortogonálisak, ha v agy (i) C

U

\ D

U

= ; , v agy (ii) C

U

� J

k

v alamily en k -ra, v agy (iii) D

U

� I

k

v alamily en k -ra. Ortogonális k on trasz-

tok esetén a lehetséges k on traszt-érték ek ak árhogy k om binálhatók egymással,

ezért ja v asolta Marden [47 ] a k on traszt-érték ek mo dellezésére a k on tingencia-

táblák esetére használt mo dellek et. Ennek sp eciális esete a � -mo dell , mely-

b en a C

1

; : : : ; C

s

ortogonális k on trasztok érték ei függetlenek, s®t, az egy es
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p erm utációk v alószín ¶ségei

p ( � ) = K ( � ) exp f

s

X

i =1

�

i

d ( C

i

( � )) g

alakúak, ahol � = ( �

i

) paraméterv ektor, K ( � ) normáló tén y ez®, és ha C =

= ( I

1

; : : : ; I

K

) , akk or

d ( C ( � )) =

X

1 � i<j � K

X

r 2 I

i

X

s 2 I

j

� f � ( r ) > � ( s ) g

a Jonc kheere-T erpstra statisztik a.

4. McCullagh in v erziós mo dellje

P eter McCullagh [49 ] v ezette b e a páros összehasonlítások (Babington

Smith) mo delljének k ö v etk ez® általánosítását. Minden C � [ n ] halmazra

álljon I

C

a C halmaz elemeinek oly an p erm utációib ól, mely ek C egy elemét

sem teszik a nagyság szerin t nö v ekv ® sorrendb en elfoglalt hely ére. Ha p éldául

n = 5 , és C = f 2 ; 4 ; 5 g , akk or I

C

az (524) és a (452) p erm utációkb ól áll.

McCullagh ezek et ( k � 1) -e d r end¶ inverzióknak nev ezi, ha j C j = k . A to v áb-

biakban C -t az I

C

-b eli in v erziók alaphalmazának nev ezzük. Az I

C

halmaz

elemszámát k önn y¶ felírni a szita form ula segítségév el, és az is egyszer¶en

adó dik, hogy az összes (tetsz®leges rend¶) in v erzió száma n ! � 1 . Azt mondjuk,

hogy egy � 2 S

n

p erm utáció tartalmazza az I

C

-b eli �

C

in v erziót (jelölésb en

�

C

� � ), hogyha � elemeib ®l csak a C -b eliek et megtartv a épp en �

C

-t k ap juk.

Ismét n = 5 -tel, az (15324) p erm utáció az (524) , (534) , (32) , (52) , (53) , (54)

in v erziók at tartalmazza.

Az in v erziók segítségév el de�niálhatunk torikus mo dellek et. Válasszunk

ki az in v erziók k özül s darab ot, legy enek ezek �

1

C

1

; : : : ; �

s

C

s

. K onstruáljuk

meg hozzá juk azt az s � n ! méret¶ M incidencia-mátrixot, melynek ( j; � ) -

dik eleme 1 , ha � tartalmazza �

j

C

j

-t, egy ébk én t p edig 0 . T ekin tsük az ehhez

tartozó F ( M ) mo dellt.

McCullagh oly an esetek et vizsgált, amik or az in v erziók k özül az összes
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legfeljebb k rend¶t v esszük b e a mo dellb e, v alamily en k -ra. A mo dell szabad

paramétereinek száma (szigorúan p ozitív esetb en) attól függ, hogy az M

mátrix sorai k özött v annak-e lineáris összefüggések. McCullagh azt a sejtést

fogalmazta meg, hogy ily en összefüggések nincsenek. P on tosabban, v együk b e

a mo dellb e az összes in v erziót, és még az 1 sort is. Így egy n ! méret¶ M

n

négy-

zetes mátrixot k apunk, melyr®l McCullagh azt sejtette, hogy determinánsa

� 1 (attól függ® en, hogy mily en sorrendb en soroljuk fel a sorok at/oszlop ok at).

Sejtését n � 4 -re ellen®rizte, és azt is észrev ette, hogy a sorok és oszlop ok

megfelel® átrendezésév el háromszögmátrix k apható, melynek f®átló jában csu-

pa 1 -es áll. Marden [48] minden n � 7 -re ellen®rizte a sejtést.

Ha a fen ti torikus mo dellb e csak az els®rend¶ in v erziók at v esszük b ele,

akk or visszak ap juk a Babington Smith mo dellt. Az ennél b on y olultabb mo-

dellek felépítése analógiát m utat a k on tingenciatáblákra alk almazott hierar-

c hikus mo dellekk el, ahol egyre magasabb rend¶ k ölcsönhatások at építünk b e

a jobb illeszk edés k edv éért. A k -adrend¶ in v erziók a k -adrend¶ in terak ciók

analóg jai. T együk fel, hogy egy els®rend¶ in v erziós mo dellb en (azaz amely

csak els®rend¶ in v erziók at tartalmaz), szerep el a ( k j ) ( j < k ) in v erzió. Ekk or,

feltév e hogy egy p erm utációban a j és a k szomszédos, annak esély e, hogy k

jön el®bb, a p erm utáció többi elemét®l független :

p ( �

1

k j �

2

)

p ( �

1

j k �

2

)

= c

k j

;

ahol �

1

; �

2

a számlálóban és nev ez®b en azonos elem-sorozatok.

Hasonlóan, ha egy máso drend¶ mo dellb en szerep el az ( l j k ) ( j < k < l )

in v erzió, akk or

log

�

p ( �

1

k j l �

2

)

p ( �

1

j k l �

2

)

�

� log

�

p ( �

1

l k j �

2

)

p ( �

1

l j k �

2

)

�

= c

l j k

:

A paraméterek in terpretáció ját nehezíti, hogy a fen ti egy enletek csak akk or

igazak, ha a vizsgált elemek szomszédosak a p erm utációban.

n � 4 -re McCullagh felsorolta az összes oly an mo dellt, mely ek bizon y os

p eremfeltételeknek eleget tesznek. Ezek a p eremfeltételek biztosítják, hogy a

fen ti paraméterek jobban in terpretálhatóak legy enek. n = 3 -ra kilenc ily en
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mo dell v an, azon ban n nö v ek edésév el egyre nehezebbnek t¶nik az ily en típusú

mo dellek áttekin tése.

A to v ábbiakban b ebizon yítjuk McCullagh sejtését, elemi meggondolá-

sokk al. Mondjuk ki el®ször az állítást !

4.1. Tétel. Legy en M

n

az az n ! méret¶ négyzetes mátrix, melynek els® n ! � 1

sora a �

C

in v erziókhoz tartozó � f �

C

� � g indik átorv ektorok at tartalmazza,

utolsó sora p edig 1 . Ekk or M

n

sorai és oszlopai minden n -re átrendezhet®k

úgy , hogy alsó háromszögmátrixot k ap junk, melynek f®átló jában csupa 1 -es

áll.

A tételt bizon yítás el®tt fogalmazzuk át ! Ehhez azonosítsuk az in v erzi-

ók at és a p erm utációk at. A C alaphalmazú �

C

in v erziót azonosítsuk azzal a

� p erm utáció v al, mely a C elemeit �

C

szerin t rakja sorba, míg [ n ] n C elemeit

�xen hagyja. P éldául n = 5 -re az (524) in v erziót az (15324) p erm utáció v al

iden ti�k áljuk. Ahhoz, hogy S

n

minden elemét megk ap juk, v ezessük b e az

üres in v erziót (melynek alaphalmaza ; ) úgy , hogy ezt az in v erziót minden

p erm utáció tartalmazza. Az üres in v erziót az id iden titással azonosítjuk. Ha

a � p erm utáció tartalmazza a �

C

in v erziót, és a �

C

-v el azonosított p erm utá-

ció � , akk or ezt a � � � reláció v al jelöljük. Így a 4.1. Tételb en szerepl® M

n

mátrix megegy ezik (a sorok és oszlop ok sorrendjét®l eltekin tv e) a � reláció

M

�

indik átormátrixá v al : M

�

( � ; � ) = � f � � � g . Megm utatjuk, hogy v an

oly an S

n

= f �

1

; : : : ; �

n !

g felsorolás, hogy minden 1 � i < j � n ! esetén

�

j

6� �

i

. Ha M

n

sorait és oszlopait is ebb en a sorrendb en soroljuk fel, akk or

M

n

alsó háromszög lesz, a f®átlóban p edig 1 -esek állnak, miv el � � � minden

� 2 S

n

-re. K önn y¶ látni, hogy ily en felsorolás akk or és csak akk or létezik, ha a

relációt leíró G

�

irán yított gráfban nincs irán yított k ör (a h urok élek en kívül).

Ennek a gráfnak S

n

elemei a csúcsai, és akk or v ezet � -b ®l � -ba irán yított él,

ha � � � . A szok ásos mó don b ev ezethetjük a � relációt : � � � akk or és csak

akk or, ha � � � és � 6= � . A hozzá tartozó G

�

gráf csak ann yiban k ölön b özik

G

�

-t®l, hogy nincsenek b enne h urok élek. Miv el a � reláció nem tranzitív, a

k ö v etk ez®, 4.1. Tétellel ekviv alens állítás nem triviális.

4.2. Tétel. A G

�

gráfban nincs irán yított k ör.
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A 4.2. Tétel bizon yítása el®tt egy másik tételt fogunk b elátni. De�niálunk

az S

n

halmazon egy másik, G

H

gráfot. Egy � p erm utációb ól v ezessen irán yí-

tott él minden oly an p erm utációba, mely et � -b ®l úgy k apunk, hogy egy

elemet a hely ére rakunk, a többit p edig o débb toljuk, ha szükséges. Néz-

zünk megin t egy p éldát n = 5 -re : a � = (24351) p erm utációb ól az (12435) ,

(42351) , (23541) , (24315) p erm utációkba v ezet él, rendre az 1 ; 2 ; 4 ; 5 elemek et

tettük helyre ( � -b en 3 a hely én v an, ezért ®t nem ak arjuk már helyre tenni :

így ebb en a gráfban nem lesz h urok él).

4.3. Tétel. A G

H

gráfban nincs irán yított k ör.

Bizon yítás. n szerin ti teljes induk ció v al bizon yítunk. n = 2 -re az állítás

triviálisan teljesül. T együk fel, hogy minden h � ( n � 1) -re már tudjuk az

állítást, bizon yítsuk b e n -re ! T együk fel indirekt, hogy v an a gráfban egy

�

1

! : : : ! �

k

! �

1

irán yított k ör.

V együk el®ször észre, hogy egy helyrerak ó lép és (H-lép és) nem nö v elheti

a v ( � ) =

P

n

i =1

j �

� 1

( i ) � i j érték et. Itt j �

� 1

( i ) � i j azt m utatja meg, hogy az i

elem mily en messze v an a sa ját hely ét®l a � p erm utációban. v ( � ) azért nem

n®het, mert ha a j elemet rakjuk helyre, akk or az összeg j: tag ja j �

� 1

( j ) �

� j j -v el csökk en. A helyrerak ás k özb en összesen j �

� 1

( j ) � j j elemet k ellett

eggy el o débb tolni, és az összeg eltolt elemekhez tartozó tag jai legfeljebb

eggy el n®nek. Az összeg többi tag ja p edig nem v áltozik.

Ha v an egy irán yított k örünk, akk or a fen tiek szerin t a v ( � ) érték ek k ons-

tansok a k örb en. Ez csak úgy lehet, ha minden H-lép ésb en az összes eltolt

elem távolo dik a sa ját hely ét®l. Nézzük meg el®ször, hogy mi történik n -nel

a k ör során. Ha egyszer n -et a hely ére rakjuk, akk or ott is marad, mert nincs

senki, aki ki tudná tolni a hely ér®l. Emiatt k ét eset lehetséges : (i) n a sa ját

hely én v an az egész k ör alatt, (ii) n sosincs a sa ját hely én a k ör alatt. Az (ii)

esetb en tegyük fel, hogy a k ör elején és v égén n a k < n hely en v an. Miv el

már b eláttuk, hogy n a k ör során csak balra toló dhat, a hely ére ugrani p edig

nem fog, így csak az lehetséges, hogy n a k ör alatt v égig a k : hely en marad.

T ehát mindk ét esetb en v an a p erm utációnak legalább egy oly an eleme (maga

n ), mely v égig egy helyb en marad a k ör során.
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Jelölje x

1

< : : : < x

f

, n > f � 1 , azok at a helyeket , ahol az elemek az

egész k ör alatt �xen maradnak, azaz �

i

( x

j

) = c

j

minden i; j -re. Minden elem,

amely nem ezek en a hely ek en áll, legalább egyszer a hely ére k erül, és legalább

egyszer eltoló dik. Ha ugy anis csak toló dna, akk or foly amatosan tá v olo dna a

sa ját hely ét®l, és a k ör nem zárulna b e. Ha p edig csak ann yi történne v ele,

hogy egyszer a hely ére raknánk, akk or szin tén nem záró dna a k ör. V együnk

most egy [ x

g

+ 1 ; : : : ; x

g +1

� 1] in terv allumot, és nézzük meg, hogy ezek en

a hely ek en mi történik. Az ezen hely ek en álló elemek et legalább egyszer a

helyükre tesszük, azon ban ezzel nem hagyhatják el a vizsgált in terv allumot,

hiszen akk or v agy az x

g

, v agy az x

g +1

hely en álló elem o débb toló dna. Belát-

tuk tehát, hogy az [ x

g

+ 1 ; : : : ; x

g +1

� 1] in terv allumot a k ör mindegyik �

i

p erm utáció ja önmagára k ép ezi. Az ily en in terv allumok k özött v an legalább

egy nem-üres, melynek hossza 2 � h � n � 1 . Ha az egész k ört megszorítjuk

erre az in terv allumra (és átszámozzuk az elemek et), irán yított k ört k apunk az

S

h

-hoz tartozó G

H

gráfban, ami az induk ciós feltev és szerin t ellen tmondás.

Most már b ebizon yíthatjuk a 4.2. Tételt.

Bizon yítás. (4.2. Tételé) Azt látjuk b e, hogy G

�

tartalmazza a G

H

összes

élét, és G

�

összes többi � ! � éléhez v an G

H

-ban � ! �

1

! � � � ! �

k

!

� irán yított út. Ebb ®l a tétel már k ö v etk ezik, hiszen minden G

�

-b eli k ör

�nomítható lenne G

H

-b eli k örré, amir®l már b eláttuk, hogy nincs.

Egyrészt világos, hogy ha � -b ®l � egy H-lép éssel k apható, akk or � nem-

�xp on tjai ugy anoly an sorrendb en v annak � -ban és � -b en, azaz � � � . Más-

részt meg k ell m utatn unk, hogy ha � nem-�xp on tjai ugy anoly an sorrend-

b en v annak � -ban és � -b en, akk or � -b ®l � megk apható v éges sok H-lép éssel.

Ehhez csak ann yit k ell tenni, hogy � azon elemeit, mely ek � -ban �xp on tok, a

helyükre rak osgatjuk, egész addig, míg mindegyik a hely ére nem k erül. El®-

fordulhat, hogy egy elemet többször is mozgatni k ell, mert az els® helyrerak ás

után eltoló dik, de miv el G

H

-ban nincs k ör, v éges sok lép ésb en garan táltan

megk ap juk � -t.

Beláttuk McCullagh sejtését, és k özb en találtunk k ét oly an gráfot S

n

-en,

melyb en nincs irán yított k ör. Minden ily en G gráf de�niál egy �

G

részb en-

rendezést S

n

-en : � �

G

� akk or és csak akk or, ha � = � , v agy � -b ®l el lehet
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jutni � -ba G -b eli irán yított úton. A 4.2. Tétel bizon yítása szerin t a G

�

és a

G

H

gráf ugy anazt a részb enrendezést de�niálja, jelölje ezt �

H

. Ezt a részb en-

rendezést tehát a H-lép és de�niálja. Az S

n

halmazon természetesen sok más

(k örmen tes) lép és de�niálható, és vizsgálhatók a hozzá juk tartozó részb en-

rendezések. A k ö v etk ez® szak aszban rö viden b em utatunk ma jd néhán y oly at,

mely eknek statisztik ai alk almazása is v an.

Egy k örmen tes irán yított gráf csúcsait szin tekre oszthatjuk. A n ulladik

szin t álljon azokb ól a csúcsokb ól, mely ekb ®l nem v ezet ki él. Ha az els®

k � 1 szin tet már de�niáltuk, akk or a k : szin t álljon a maradék csúcsok

k özül azokb ól, mely ekb ®l csak az els® k � 1 szin tre v ezetnek ki élek. Ezzel a

felb on tással a k : szin tre azok a csúcsok k erülnek, mely ekb ®l a n ulladik szin tre

v ezet® leghosszabb út épp en k hosszúságú. A legmagasabb szin t sorszáma

p edig a gráf leghosszabb irán yított útjának hossza.

A G

H

gráfban a n ulladik szin t csak az iden titásb ól áll. Az els® szin ten

azok a p erm utációk foglalnak hely et, mely ek az iden titástól csak k ét szom-

szédos elem felcserélésév el térnek el. A magasabb szin tek leírása már sokk al

b on y olultabbnak t¶nik : nem találtunk oly an mó dszert, melly el egy � p erm u-

tációról k önn y en eldön thet® lenne, hogy hán y adik szin ten v an. Azt is tudjuk,

hogy a G

H

gráfban v an 2

n � 1

� 1 hosszúságú út, és azt sejtjük, hogy ennél

hosszabb nincs. 2

n � 1

� 1 hosszú utat p éldául úgy k apunk, ha a (234 : : : n 1)

p erm utációb ól indulv a, mindig a legels® hely en álló elemet tesszük a hely ére.

Ennek az útnak a ( k + 1) . tag ját, �

k +1

-et úgy k ap juk ( 0 � k � 2

n � 1

� 1 ), hogy

a k számot k ettes számrendszerb e írjuk (az elejét n ullákk al feltöltv e, hogy n �

� 1 hosszú sorozat k eletk ezzék), jelölje ezt v

k

. �

k +1

-b en p on tosan akk or lesz

a j > 1 �xp on t, ha v

k

-nak az ( n + 1 � j ) . k o ordinátá ja 1 -es. Az 1 csak akk or

lesz �xp on t, ha k = 2

n � 1

� 1 , azaz az út legv égén, hiszen az út az iden-

titásban v égz® dik. A k < 2

n � 1

� 1 esetb en p edig a �xp on tok rögzítése után

írjuk az utolsó szabad helyre az 1 -et, a többi szabad hely et p edig töltsük fel

a maradék elemekk el nö v ekv ® sorrendb en. Elemi meggondolással b elátható,

hogy az így megk onstruált �

k

legels® elemének helyrerak ásá v al v alóban a

k onstruk ció szerin ti �

k +1

-et k ap juk.

4.4. P élda. Legy en n = 7 , ekk or a fen ti út hossza 63 . Keressük meg ennek

az útnak 23 . tag ját ! A 22 -t k ettes számrendszerb e írjuk : 010110 . Ezért a
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1. ábra. A G

H

gráf v áza n = 4 és n = 5 esetén.

k eresett p erm utáció �xp on tjai 3 ; 4 ; 6 lesznek. A maradék hely ek et a leírás

szerin t kitöltv e, �

23

= (2534761) .

Ha a G

H

gráfnak csak a szin tjeire, illetv e a csúcsok k özötti leghosszabb utakra

v agyunk kív áncsiak, akk or elég, ha a gráf � v ázát� vizsgáljuk. Ezt úgy k ap juk,

hogy az élek en egy esév el sorbamen v e, minden oly an � ! � élt elhagyunk,

melyre a gráfban v an � -b ®l � -ba v ezet® egynél hosszabb út. Az, hogy mely

élek et fog juk így elhagyni, n yilv án nem függ attól, hogy mily en sorrendb en

v esszük ®k et v égig. A G

H

gráf v ázát szemlélteti az 1. ábra n = 4 -re és n =

= 5 -re. Helyhián y miatt a csúcsok mellé nem írtuk o da a hozzá juk tartozó

p erm utációk at. A függ®leges tengely en a szin t sorszáma látható, egy szin ten

b elül a csúcsok elrendezése viszon t nem k ö v et különösebb logik át. n = 4 -re

úgy k aphattunk szimmetrikus ábrát, hogy a negy edik szin ten található k ét

csúcsot egymás fölé ra jzoltuk, kis eltolással. Az élek et aszerin t szineztük,

hogy mily en tá v oli szin tek k özött futnak.

A leghosszabb út mellett a legrö videbbre is kív áncsiak lehetünk. Jelölje

` ( � ) a legrö videbb, � -b ®l az iden titásba v ezet® út hosszát. Erre a menn yiségre

csak alsó és fels® b ecslést tudunk adni, p on tos érték ére nem tudunk k önn y¶

kiszámítási mó dot. Jelölje s

1

( � ) a � leghosszabb monoton nö v ® részsoroza-

tának hosszát :

s

1

( � ) = max f s j 9 i

1

< : : : < i

s

: � ( i

1

) < : : : < � ( i

s

) g :
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Hasonlóan, jelölje s

2

( � ) a � leghosszabb, egy esév el nö v ek ed® részsorozatának

hosszát :

s

2

( � ) = max f s j 9 i

1

< : : : < i

s

: � ( i

k

) = � ( i

k � 1

) + 1 8 k g :

A k ö v etk ez® egy enl®tlenségek teljesülnek.

4.5. Tétel.

n � s

1

( � ) � ` ( � ) � n � s

2

( � ) 8 � 2 S

n

:

Bizon yítás. Az els® egy enl®tlenség azért igaz, mert minden H-lép és legfel-

jebb eggy el nö v elheti s

1

( � ) -t A máso dikhoz legy en k ; k + 1 ; : : : ; k + s

2

( � ) � 1

egy leghosszabb eggy el nö v ekv ® részsorozat � -b en. Rakjuk el®ször helyre az

1 ; 2 ; : : : ; k � 1 elemek et, azután p edig az n; n � 1 ; : : : ; k + s

2

( � ) elemek et. Így

az iden titást k ap juk legfeljebb n � s

2

( � ) H-lép ésb en.

A szak asz b efejezések én t megemlítünk egy általánosítást. Legy en T egy

n csúcsú fa, a csúcsok legy enek 1 -t®l n -ig számozv a. Legy en még n ob jektu-

m unk is, szin tén 1 -t®l n ig számozv a. Ha a fa minden csúcsába p on tosan egy

ob jektumot rakunk, akk or az ob jektumok elhely ezk edését egy � 2 S

n

p er-

m utáció írja le. De�niálhatjuk a fa szerin ti H-lép ést : v álasszunk egy oly an

ob jektumot, mely nem a sa ját hely én v an, és tegyük át a sa ját hely ére úgy ,

hogy az eddigi hely ét és a sa ját hely ét összek öt® fa-b eli út men tén a többi

ob jektumot eggy el elcsúsztatjuk. Ez a H-lép és is k örmen tes, a 4.3. Tétel bi-

zon yítása (ami az a sp eciális eset, amik or a fa egy etlen út) most is m ¶k ö dik.

Ann yi a mó dosítás, hogy n szerep ét a fa egy tetsz®legesen v álasztott lev ele

v eszi át, az [ x

g

+ 1 ; : : : ; x

g +1

� 1] in terv allumok hely ett p edig azok a részfák

szerep elnek, mely ek a k ör során v áltozatlan ob jektum ú csúcsok elhagy ásá-

v al k eletk eznek. A tetsz®leges fához tartozó H-lép ésre is feltehet®k az eddigi

k érdések a szin tek számáról, a legrö videbb utakról, stb. Ezek azon ban már

v égk épp nem v ágnak a jelen értek ezés témá jába.

Ehhez k ap csoló dó v alószín ¶ségszámítási feladat a k ö v etk ez®. Induljunk

ki v alamily en k on�gurációb ól, és minden lép ésb en v életlen ül v álasszuk ki a

helyrerak andó ob jektumot, mondjuk az i . ob jektumot p ( i ) v alószín ¶séggel.
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Jelölje X azt, hogy hán y lép és m úlv a lesz minden ob jektum a hely én. Kere-

send® X eloszlása.

5. Részb enrendezések

Ebb en a szak aszban áttekin tünk néhán y ismert eredmén yt az S

n

-en

megadható � statisztik ai szemp on tb ól is érdek es � részb enrendezések, és a

v elük szorosan összefügg® tá v olságok témak öréb ®l.

A tá v olságokhoz hasonlóan, az S

n

bizon y os részb enrendezéseinek is v an

fon tos statisztik ai alk almazása. Az alapk érdés itt az, hogy a H

1

és H

2

k étv áltozós eloszlások k özül melyikb en er®sebb a k ét v áltozó k özötti p ozitív

összefügg®ség. Itt most nem azt a megk özelítést használjuk, hogy minden

k étv áltozós eloszláshoz hozzárendelünk egy , a p ozitív összefügg®ség er®sségét

mér® számot, hanem a k étv áltozós eloszlások halmazán egy részb enrendezést

de�niálunk. P on tosabban, az M ( F ; G ) halmozon de�niáljuk a részb enren-

dezést, mely mindazon H -kb ól áll, mely ek X -marginálisa F , Y -marginálisa

p edig G . Ha a H

1

és H

2

eloszlású ( X

1

; Y

1

) és ( X

2

; Y

2

) v áltozók marginálisai

külön b öznek, összehasonlításuk még mindig lehetséges, amenn yib en

F

1

( X

1

) � F

2

( X

2

) és G

1

( Y

1

) � G

2

( Y

2

) ; (8)

ahol � azt jelen ti, hogy a k ét v áltozó eloszlása megegy ezik. Ekk or az eredeti

eloszlások hely ett az ( F

1

( X

1

) ; G

1

( Y

1

) és az ( F

2

( X

2

) ; G

2

( Y

2

)) párok H

�

1

és H

�

2

eloszlásait hasonlíthatjuk össze. Az iro dalom ban többféle ily en részb enren-

dezés is használatos (lásd pl. Sc hriev er [53] v agy Lehmann [43 ]) : H

1

lehet

H

2

-nél jobban k onk ordáns (concordan t, �

c

), asszo ciált (asso ciated, �

a

), sor

regresszió összefügg® (ro w regression dep enden t, �

r r

) v agy oszlop regresszió

összefügg® (column regression dep enden t, �

cr

). Ezek p on tos de�níció jára itt

nem térünk ki, miv el az értek ezés k özp on ti témá jához csak lazán k ap csoló d-

nak.

T együk most fel, hogy a H

1

és a H

2

k étv áltozós eloszlásokb ól meg�gy elünk

egy-egy n elem ¶ min tát, és a min taelemek mindk ét min tában külön b öz® ek.

Ekk or a

^

H

1

és

^

H

2

tapasztalati eloszlásfüggv én y ekre teljesül a (8) feltétel, és a
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^

H

�

1

,

^

H

�

2

transzformált tapasztalati eloszlásfüggv én y ek marginálisai egy enlete-

sek lesznek az f 1 =n; 2 =n; : : : ; 1 g halmazon. Így az eloszlásfüggv én y ek k özöt-

ti, p ozitív összefügg®séget mér® � részb enrendezések természetes mó don

de�niálnak S

n

-en részb enrendezések et : ha a

^

H

�

i

eloszlás a ( k =n; �

i

( k ) =n ) p on-

tokhoz rendel 1 =n súly ok at, ahol k = 1 ; : : : ; n , és i = 1 ; 2 , �

i

p edig S

n

-b eli

p erm utáció, akk or legy en p éldául �

1

�

c

�

2

akk or és csak akk or, ha

^

H

�

1

�

c

^

H

�

2

.

A [4 , 5] cikk ekb en Blo c k, Chhetry , F ang és Sampson az S

n

így k eletk ez®

négy részb enrendezését vizsgálják. Ekviv alens megfogalmazások at adnak

ezekre a részb enrendezésekre, illetv e mó dszerek et adnak arra, hogy an dön t-

het® el, hogy k ét p erm utáció relációban áll-e. Ehhez k ap csoló dik Blo c k et

al. [6] v alamin t Diaconis és Graham [31 ] m unk á ja, mely ekb en a szerz®k

a részb enrendezések és a tá v olságok k ap csolatát elemzik. Kicsit részlete-

sebb en, jelöljön �

i

négy részb enrendezést S

n

-en, ahol i = 1 ; : : : ; 4 . A �

i

relációk in v erzió-megsz¶n tet® transzp ozíciókk al v annak de�niálv a. Akk or

mondjuk, hogy � �

i

� , ha � -b ól � elérhet® oly an ( i -t®l függ® típusú) transz-

p ozíciósorozattal, mely az in v erziók számát minden lép ésb en csökk en ti. Az

i = 1 esetb en minden transzp ozíció megengedett. A többi i -re csak bizon y os

transzp ozíciók megengedettek. i = 2 -re csak szomszédos sorszám ú (azaz k ,

k + 1 alakú) elemek et cserélhetünk fel, míg i = 3 -ra csak szomszédos hely en

álló elemek et. Az i = 4 esetb en az i = 2 , 3 esetekhez tartozó transzp ozíciók

v annak megengedv e. A k ö v etk ez® eredmén yt Blo c k et al. [5] tartalmazza :

^

H

�

1

�

c

^

H

�

2

( ) �

1

�

1

�

2

;

^

H

�

1

�

r r

^

H

�

2

( ) �

1

�

2

�

2

;

^

H

�

1

�

cr

^

H

�

2

( ) �

1

�

3

�

2

;

^

H

�

1

�

a

^

H

�

2

( ) �

1

�

4

�

2

:

Az i � 3 esetekb en a szerz®k egyszer¶en ellen®rizhet® feltételek et adnak arra,

hogy k ét p erm utáció mik or v an relációban.

A [6] cikkb en a szerz®k négy tá v olságot vizsgálnak S

n

-en, mely ek et rendre

d

i

( � ; � ) jelöl ( i = 1 ; : : : ; 4 ). Jelölje to v ábbá I ( � ) a � in v erzióinak számát.

Megm utatják, hogy

� �

i

� ( ) d

i

( � ; � ) = I ( � ) � I ( � ) :

Az i > 1 esetekb en d

i

( � ; � ) a � -t és � -t összek öt® legrö videbb, i -típusú transz-
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p ozíciók at használó út hossza (most nem k ötjük ki, hogy az in v erziók száma

csökk enjen). Ezek k özül d

2

és d

3

k önn y en számolható :

d

2

( � ; � ) = I ( � �

� 1

) ; d

3

( � ; � ) = I ( �

� 1

� ) ;

ezek épp en a Kendall-féle � -tá v olság, illetv e annak in v erze. A d

4

tá v olságra

azon ban nem adnak egyszer¶ kiszámítási mó dot. Végül az i = 1 esetb en

d

1

( � ; � ) a � -t és � -t összek öt® legrö videbb oly an transzp ozíció-sorozat hossza,

melyb en az in v erziók száma minden lép ésb en p on tosan eggy el v áltozik.

F ogalmazzuk meg az eddig látottak at kissé általánosabban ! El®ször is,

minden G = ( S

n

; E ) irán yítatlan, összefügg® gráf de�niál S

n

-en egy d

G

tá v ol-

ságot : d

G

( � ; � ) a � -t és � -t összek öt® legrö videbb út hossza. Ezen kívül legy en

M : S

n

! N egy függv én y , ennek segítségév el részb enrendezés is de�niál-

ható : � �

G;M

� , ha � -b ól v ezet oly an G -b eli út � -b e, amely men tén M

szigorúan monoton csökk en. T együk még fel, hogy

j M ( � ) � M ( � ) j � 1 8 ( � ; � ) 2 E ; (9)

v alamin t hogy

d

G

( � ; � ) = M ( �

� 1

� ) 8 � ; � 2 S

n

: (10)

A (9) teljesülése esetén (10) teljesüléséhez p éldául elegend®, hogy d

G

balról

(v agy jobbról) in v ariáns (azaz d

G

( � ; � ) = d

G

( � � ; � � ) ), M ( � ) = 0 csak � =

= id -re teljesüljön, v alamin t hogy minden � -nek legy en nála eggy el kisebb

M -értékk el rendelk ez® szomszédja.

5.1. Tétel. T eljesüljön (9) és (10) . Ekk or � �

G;M

� akk or és csak akk or, ha

M ( �

� 1

� ) = M ( � ) � M ( � ) .

Bizon yítás. Az egyik irán yban, ha � �

G;M

� , akk or � -b ól v ezet oly an út

� -b e, mely men tén M érték e szigorúan monoton csökk en. (9) miatt ennek az

útnak a hossza M ( � ) � M ( � ) , másrészt, szin tén (9) miatt ennél rö videbb út

nincs. (10) szerin t tehát

M ( � ) � M ( � ) = d

G

( � ; � ) = M ( �

� 1

� ) :
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A másik irán yban viszon t tegyük fel, hogy

d

G

( � ; � ) = M ( �

� 1

� ) = M ( � ) � M ( � ) :

Ez azt jelen ti, hogy v an � -b ól � -b e v ezet® M ( � ) � M ( � ) hosszú út. (9) miatt

azon ban egy ily en út men tén M szükségk épp en szigorúan monoton csökk en.

Ebb en az esetb en tehát az M függv én y megadja k ét p erm utáció tá v ol-

ságát, és az is eldön thet® általa, hogy k ét p erm utáció relációban áll-e. Ez az

állítás alk almazható a fen ti �

2

és �

3

részb enrendezésekre. Az i = 1 ; 4 eset en-

nél b on y olultabb : itt csak a (9) feltétel teljesül, ennek megfelel® en az állítás

is más, és a bizon yításhoz is plusz meggondolások k ellenek.

Nézzük meg, hogy a H-lép éshez mily en tá v olság tartozik. Sa jnos a H-

lép és nem megfordítható, azaz a hozzá tartozó gráf irán yított lesz. Az

egyik lehet®ség az, hogy elhagyjuk az irán yítást, azaz oly an lép ések et is

megengedünk, amik or a p erm utáció egy �xp on tját tetsz®leges másik helyre

elmozdítjuk. Ekk or összefügg®, irán yítatlan gráfot k apunk, és vizsgálhatjuk

az így k eletk ez® tá v olságot S

n

-en.

A másik lehet®ség, hogy minden oly an lép ést megengedünk, amik or egy

tetsz®leges elemet más helyre rakunk át, a k özb ens® elemek et elcsúsztatv a. Ez

az áthely ez®-lép és (Á-lép és) megfordítható, és épp en a d

U

Ulam tá v olságot

de�niálja :

d

U

( � ; � ) = M

U

( �

� 1

� ) = n � s

1

( �

� 1

� ) ;

ahol s

1

most is egy p erm utáció leghosszabb monoton nö v ® részsorozatának

hosszát jelöli. Ez épp en a (10) egy enlet megfelel® je, igazolásához p éldául

k önn y¶ ellen®rizni, hogy a (10) után megfogalmazott feltételek teljesülnek.

Az Ulam tá v olsághoz tartozó részb enrendezés szerin t � �

U

� , ha � -b ól �

elérhet® oly an Á-lép ések sorozatá v al, mely ek mindegyik e nö v eli a leghosszabb

nö v ekv ® részsorozat hosszát. Az 5.1. Tételt alk almazv a k ap juk, hogy

� �

U

� ( ) s

1

( �

� 1

� ) = n + s

1

( � ) � s

1

( � ) :

Végül meg jegy ezzük, hogy ahogy �

3

a �

2

in v erze, úgy a �

H

részb enren-

dezésnek is de�niálható az in v erze. Ehhez a H-lép és in v erzét k ell de�niálni,
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azaz megnézni, hogy a � -n ható H-lép és hogy an hat �

� 1

-en. Legy en � 2

2 S

n

p erm utáció. Akk or ha jtunk v égre ra jta H'-lép ést, ha egy k 6= � ( k )

nem-�xp on tot kiv álasztv a, ezt �xp on ttá tesszük, azaz a k : helyre k -t írunk.

Ezután, ha � ( k ) > k , akk or a p erm utáció k ; : : : ; � ( k ) � 1 elemeihez egy et

hozzáadunk, ha p edig � ( k ) < k , akk or a � ( k ) + 1 ; : : : ; k elemekb ®l egy et

kiv on unk. Ha p éldául � = (251364) , akk or k = 2 -t v álasztv a a H'-lép és ered-

mén y e (321465) , ha p edig k = 3 , akk or az eredmén y (153264) .

6. Plac k ett-Luce-féle mo dellek

Ebb en a szak aszban a Plac k ett-Luce mo dell, illetv e v ele rok on mo dellek

paramétereinek maxim um lik eliho o d b ecslésév el foglalk ozunk. A Plac k ett-

Luce mo dell megfelel® je páros összehasonlítások esetére a Bradley-T erry

mo dell [9] : tegyük fel, hogy n ob jektum unk v an, és egy meg�gy elés k ét

ob jektum összehasonlításáb ól áll. F eltesszük, hogy minden i ob jektumhoz

tartozik egy �

i

paraméter, mely az ob jektum érték ét méri. Mo dellünk szerin t

annak v alószín ¶sége, hogy az i és j ob jektumok összehasonlításak or i �n y er�,

P ( i legy ®zi j -t ) =

�

i

�

i

+ �

j

:

Általában Plac k ett-Luce mo dellnek nev ezhetjük azt az esetet, amik or minden

meg�gy elés az n ob jektum v alamely részhalmazának sorbarendezéséb ®l áll,

és a sorrendek v alószín ¶ségei (7) alakúak.

A Bradley-T erry mo dellnek számos egy éb általánosítása született. Agresti

[2 ] mo dellje ann yiban tér el az eredeti mo dellt®l, hogy a páros összehason-

lítások kimenetele függ attól, hogy a k ét ob jektum k özül melyik az els®,

és melyik a máso dik (pl. sp ortmérk ®zéseknél az eredmén y függ attól, hogy

melyik csapat játszik otthon). Rao és Kupp er [51 ] mo delljéb en az összehason-

lítások kimenetele dön tetlen is lehet. Ezekb en a mo dellekb en a paraméterek

maxim um lik eliho o d b ecslésére külön b öz® algoritm usok at adtak a szerz®k.

Hun ter [40] egységesen tárgy alja ezen mo dellek maxim um lik eliho o d b ecslését

az MM algoritm us segítségév el, és megadja, hogy mily en feltételek mellett

k on v ergálnak az algoritm usok.
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Huang et al. [39] to v ábbi általánosítása az, hogy az ob jektumok k ét (v agy

több) részhalmazát (pl. csapatok) hasonlítjuk össze. Ebb e a mo dellb e is b ele-

férhet a dön tetlen kimenetel, illetv e a hazai pály a hatása. A szerz®k ebb en

a cikkb en is MM algoritm usok at ja v asolnak a maxim um lik eliho o d b ecslés

megtalálására, és bizon y os feltételek mellett k on v ergenciát bizon yítanak.

A k ö v etk ez®kb en azt m utatjuk meg, hogy ugy anezekre a mo dellekre az

EM algoritm us is használható, miv el b eleférnek a �hián y os meg�gy elések�

k eretéb e. S®t, egy es esetekb en k étféle természetes mó don is de�niálhatjuk a

teljes meg�gy elést, így k ét külön b öz® EM algoritm ust k apunk. Mi itt csak

az algoritm usok kiszámítására szorítk ozunk, k on v ergenciá jukk al, k on v ergen-

cia seb ességükk el nem foglalk ozunk. Ennek részb en az az ok a, hogy a k ap ott

algoritm usok formálisan nagy on hasonlítanak a már említett MM algoritm u-

sokhoz, azaz implemen táció juk ugy anoly an b on y olultságú, viszon t szim ulá-

ciós tapasztalataink szerin t az EM algoritm usok az MM algoritm usoknál

lassabban k on v ergálnak. Ezért az EM algoritm usoknak mindössze elméleti

érdek essége v an.

Összesen tehát négy mo dellt vizsgálunk. Minden esetb en n ob jektum unk

v an, a to v ábbiakban ezek et játék osoknak nev ezzük. Mindegyik mo dellb en

ugy anazok a �

i

, i = 1 ; : : : ; n paraméterek szerep elnek, ahol �

i

az i játék os

k ép ességét méri (jobb k ép ességhez nagy obb paraméterérték tartozik), jelölje

� = ( �

1

; : : : ; �

n

) ezt a paraméterv ektort. F eltesszük még, hogy

P

�

i

= 1 .

Két mo dellb en ezek en kívül egy p ozitív � paraméter is lesz. A meg�gy elések

minden esetb en k ett® v agy több játék os v agy csapat sorbarendezéseib ®l áll-

nak.

Plackett-Luc e : Egy I � [ n ] halmazba es® játék osok at rakjuk sorba. Az I

halmaz � sorrendjének v alószín ¶sége

p ( � ) =

j I j

Y

k =1

�

� ( k )

P

j I j

j = k

�

� ( j )

; (11)

ahol � (1) az els® hely ezett, � ( j I j ) az utolsó hely ezett.
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Hazai p álya : Az i és j játék osok at hasonlítjuk össze. A mo dell szerin t

P ( i legy ®zi j -t ) =

(

� �

i

= ( � �

i

+ �

j

) ha i v an otthon,

�

i

= ( �

i

+ � �

j

) ha j v an otthon,

ahol a � > 0 paraméter a hazai pály a n yújtotta el®n y v agy hátrán y er®sségét

fejezi ki.

R ao-Kupp er : Itt az i és j játék osok mérk ®znek egymással, de a v égeredmén y

dön tetlen is lehet. A v alószín ¶ségek :

P ( i legy ®zi j -t ) = �

i

= ( �

i

+ � �

j

) ;

P ( j legy ®zi i -t ) = �

j

= ( �

j

+ � �

i

) ;

P ( i és j dön tetlen t játszik ) = ( �

2

� 1) �

i

�

j

= [( �

i

+ � �

j

)( �

j

+ � �

i

)] ;

ahol � > 1 az úgynev ezett küszöb paraméter.

Csap atmérk®zés : Az I és J csapatok mérk ®znek egymással, ahol I ; J � [ n ] ,

és I \ J = ; . Ekk or

P ( I legy ®zi J -t ) =

P

i 2 I

�

i

P

i 2 I

�

i

+

P

j 2 J

�

j

; (12)

azaz a v alószín ¶ségek oly an alakúak, min t a Bradley-T erry mo dellnél, ha egy

csapat k ép ességét a játék osok k ép ességeinek összege méri.

A mo dellek et a k ö v etk ez®k épp en fogalmazhatjuk meg exp onenciális elosz-

lású v alószín ¶ségi v áltozókk al.

6.1. Lemma. Legy enek a Z

i

( i = 1 ; : : : ; n ) v alószín ¶ségi v áltozók függetle-

nek, �

i

paraméter¶ exp onenciális eloszlásúak. Ekk or

P ( Z

� (1)

< : : : < Z

� ( j I j )

) =

Q

j I j

k =1

�

� ( k )

P

j I j

j = k

�

� ( j )

Plac k ett-Luce

P ( Z

i

< Z

j

=� ) =

�

i

�

i

+ � �

j

Hazai pály a, Rao-Kupp er

P ( Z

j

=� < Z

i

< Z

j

� ) =

( �

2

� 1) �

i

�

j

( �

i

+ � �

j

)( �

j

+ � �

i

)

Rao-Kupp er

P (min

i 2 I

Z

i

< min

j 2 J

Z

j

) =

P

i 2 I

�

i

P

i 2 I

�

i

+

P

j 2 J

�

j

Csapatmérk ®zés

A lemma egyszer¶en igazolható az exp onenciális eloszlás örökifjúságáb ól, il-

letv e abb ól, hogy független exp onenciális v áltozók minim uma is exp onen-
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ciális eloszlású. Látjuk tehát, hogy ha minden meg�gy elésre ismernénk a

meg�gy elésb en résztv ev ® játék osokhoz tartozó Z

i

v áltozók at, és ezek érték ei

alap ján állítanánk fel a sorrendet, akk or a kív án t alakú v alószín ¶ségek et k ap-

nánk. A hazai pály a és a Rao-Kupp er esetb en ez p ersze csak akk or igaz, ha

� ismert. Ha � ismeretlen, akk or a hazai pály a esetb en k önn y en megoldható

a probléma, míg a Kupp er-Rao mo dellb en nem látszik ily en egyszer¶en a

megoldás.

A Plac k ett-Luce és a csapatmérk ®zés mo dellb en más v áltozók at is használ-

hatunk teljes meg�gy elésk én t.

6.2. Lemma. T együk fel, hogy egy urnában az i = 1 ; : : : ; n egészekk el

megszámozott goly ók v annak. Visszatev éssel h úzunk, egy h úzásnál az i -

goly ót �

i

v alószín ¶séggel h úzzuk ki.

Plac k ett-Luce : Legy en I a sorbarendezend® játék osok halmaza. A ddig h úzunk,

amíg mindegyik i 2 I goly ó legalább egyszer kijött, és jelölje � , hogy az I

elemei mily en sorrendb en jöttek ki. Ekk or � v alószín ¶ségét épp en (11) adja

meg.

Csapatmérk ®zés : Legy en I és J a k ét csapat. A ddig h úzunk, amíg el®ször

I [ J -b eli goly ót h úzunk. Ekk or annak v alószín ¶ségét, hogy I -b eli goly ó jön

el®bb, épp en (12) jobb oldala adja meg.

A bizon yítást, egyszer¶sége miatt, most sem részletezzük. Ha tehát minden

meg�gy elésre ismernénk az urnáb ól v aló h úzások sorozatát, és a goly ók meg-

jelenési sorrendje alap ján állítanánk fel a sorrendet, akk or a kív án t alakú

v alószín ¶ségek et k apnánk. Miután de�niáltuk a teljes és a hián y os meg�-

gy elések et, kiszámíthatjuk az EM algoritm us egy iteráció ját. A számolást itt

nem részletezzük, csak az eredmén y ek et mondjuk ki.

6.1. Plac k ett-Luce

T együk fel, hogy m meg�gy elésünk v an, az r -edikb en az I

r

halmazba es®

játék osok �

r

sorrendjét �gy eljük meg. Jelölje minden i 2 I

r

-re �

r

( i ) , hogy az

i hán y adik hely en áll a �

r

sorrendb en. Jelölje to v ábbá m

i

azon meg�gy elések

számát, melyb en az i játék os szerep el.
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Ekk or az �exp onenciális� teljes meg�gy eléshez tartozó EM algoritm us

paraméterfrissítésének k éplete :

�

( t +1)

i

= m

i

2

4

X

r : i 2 I

r

�

r

( i )

X

k =1

1

P

j I

r

j

j = k

�

( t )

�

r

( j )

3

5

� 1

1 � i � n:

Hun ter [40 ] MM algoritm usa hasonló, csak a számlálób ól le k ell v onni u

i

-

t, ahol u

i

azt m utatja, hogy hán y sorrendb en lett i az utolsó, a nev ez®b ®l

p edig le k ell v onni u

i

=�

( t )

i

-t. A �h úzássorozat� teljes meg�gy eléshez tartozó

EM algoritm us paraméterfrissítésének k éplete p edig :

�

( t +1)

i

= m

i

+ �

( t )

i

2

4

m

X

r =1

j I

r

j

X

k =1

1

P

j I

r

j

j = k

�

( t )

�

r

( j )

�

X

r : i 2 I

r

�

r

( i )

X

k =1

1

P

j I

r

j

j = k

�

( t )

�

r

( j )

3

5

; 1 � i � n:

Ez a máso dik EM algoritm us már k ev ésb é hasonlít Hun ter algoritm usára, és

tapasztalatunk szerin t lassabb az el®z® EM algoritm usnál.

6.2. Hazai pály a

Legy en most is m meg�gy elésünk, jelölje most is m

i

az i játék os mérk ®zé-

seinek számát. Jelölje m

ik

, hogy hán y mérk ®zést játszott i és k úgy , hogy i

v olt otthon. Legy en még H V

i

az i által hazai pály án elv esztett meccsek száma,

I V

i

p edig az i által idegen b en elszen v edett v ereségek száma. Az EM algorit-

m us M lép ése nem oldható meg explicit, de hely ette használható a k ö v etk ez®

k étlép cs®s iteráció (melly el úgynev ezett GEM algoritm ust k apunk) :

�

( t +1)

=

m

P

i 6= k

m

ik

�

( t )

i

�

( t )

�

( t )

i

+ �

( t )

k

+

P

n

i =1

H V

i

�

( t )

; (13)

�

( t +1)

i

=

m

i

P

k 6= i

�

m

ik

�

( t +1)

�

( t +1)

�

( t )

i

+ �

( t )

k

+

m

k i

�

( t +1)

�

( t )

k

+ �

( t )

i

�

+

H V

i

+ I V

i

�

( t )

i

; 1 � i � n: (14)

A Hun ter által megadott MM algoritm us most is hasonló. Az ® algoritm usát

úgy k ap juk, ha (13)-ban kiv onjuk a számlálób ól a

P

n

i =1

H V

i

menn yiséget,
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a nev ez®b ®l p edig a

P

n

i =1

H V

i

�

( t )

tagot, és (14)-ban kiv onjuk a számlálób ól a

H V

i

+ I V

i

menn yiséget, a nev ez®b ®l p edig a

H V

i

+ I V

i

�

( t )

i

tagot.

6.3. Rao-Kupp er

Ennél a mo dellnél feltesszük, hogy � ismert. Még mindig m meg�-

gy elésünk v an, és m

i

az i által játszott mérk ®zések száma. Jelölje még

N

ik

; V

ik

; D

ik

azt, hogy i hán yszor n y ert, v eszített, illetv e játszott dön tetlen t

k ellen. Ekk or az EM algoritm us egy iteráció ja :

�

( t +1)

i

=

m

i

P

k 6= i

�

N

ik

+ D

ik

�

( t )

i

+ � �

( t )

k

+

� ( V

ik

+ D

ik

)

�

( t )

k

+ � �

( t )

i

+

V

ik

�

( t )

i

�

; 1 � i � n:

Legy en V

i

=

P

k 6= i

V

ik

az i v ereségeinek száma. Ha a fen ti k éplet számláló jáb ól

V

i

-t, nev ez® jéb ®l V

i

=�

( t )

i

-t kiv on unk, akk or megk ap juk Hun ter MM algorit-

m usát.

6.4. Csapatmérk ®zés

Most kicsit más jelölések et használunk : az I

r

játék oshalmaz az I

1

r

; I

2

r

disz-

junkt csapatokra b omlik ( r = 1 ; : : : ; m ). T együk fel, hogy I

1

r

és I

2

r

d

r

darab

mérk ®zést játszik egymással, tehát összesen

P

m

r =1

d

r

meg�gy elésünk v an.

Minden i 2 I

r

-re jelölje N

r

( i ) ( V

r

( i ) ) azt, hogy az I

r

-b eli csapatfelállásban

hán yszor n y er (v eszít) az i játék os csapata. Legy en még q

r

( i ) =

P

j 2 I

�

r

�

j

, ahol

I

�

r

az I

1

r

; I

2

r

csapatok k özül azt jelöli, amelyikb en i b enne v an. q

r

( i ) tehát az I

r

csapatfelállásban i csapatának összk ép essége. T o v ábbá legy en q

r

=

P

j 2 I

r

�

j

.

Ismét m

i

jelöli az i által játszott mérk ®zések számát. Ekk or az �exp onenciális�

teljes meg�gy elések en alapuló EM algoritm us egy iteráció ja :

�

( t +1)

i

=

m

i

P

r : i 2 I

r

d

r

q

( t )

r

+

�

V

r

( i ) + N

r

( i )

q

( t )

r

( i ) � �

( t )

i

q

( t )

r

( i )

�

1

�

( t )

i

; 1 � i � n:

A �h úzássorozatok� teljes meg�gy elésen alapuló EM algoritm us paraméter-
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frissítése p edig

�

( t +1)

i

=

(

X

r : i 2 I

r

N

r

( i )

q

( t )

r

( i )

+

X

r : i 62 I

r

d

r

q

( t )

r

)

�

( t )

i

; 1 � i � n:

Érdek es, hogy ebb en az esetb en ez az EM algoritm us hasonlít ink ább a

Huang, W eng és Lin által adott MM algoritm ushoz, melyb en az iteráció

�

( t +1)

i

=

 

X

r : i 2 I

r

N

r

( i )

q

( t )

r

( i )

!  

X

r : i 2 I

r

d

r

q

( t )

r

!

� 1

�

( t )

i

; 1 � i � n

alakú.

7. Rendezett min ta mo dell

Ebb en a szak aszban azt a k érdést vizsgáljuk, hogy ha a rendezett min ta

mo dellb en csak azt tesszük fel, hogy az X

i

( 1 � i � n ) v alószín ¶ségi v áltozók

F

i

eloszlásai függetlenek egymástól, akk or hogy an lehet az F

i

eloszlásfügg-

v én y ek et a �

1

; : : : ; �

m

min táb ól b ecsülni. Erre a k érdésre egy általán nincs

kielégít® v álaszunk, mindössze egy próbálk ozást szeretnénk itt b em utatni.

Az ötlet az, hogy megin t az EM algoritm ust használjuk. Az egyszer¶ség k ed-

v éért tegyük fel, hogy az X

i

v alószín ¶ségi v áltozók mindegyik e csak v éges

sok érték et v ehet fel. Ha azt ak arjuk, hogy mindig p erm utáció k eletk ezzék,

fel k ell tenn ünk, hogy a tartók diszjunktak. Ha X

i

tartó ja T

i

, akk or mindig

feltehet®, hogy

T

i

= f s

ij

= j + i=n : j = 1 ; : : : ; J g ; i = 1 ; : : : ; n;

azzal a plusz feltétellel, hogy a tartók egy es p on tjai n ulla v alószín ¶ség¶ek is

lehetnek. Legy en tehát p ( i; j ) = P ( X

i

= s

ij

) , feladatunk ezen paraméterek

maxim um lik eliho o d b ecslése. Legy en a teljes min ta f X

i;r

: 1 � i � n; 1 �

� r � m g . Ekk or
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Q ( p; p

�

) =

n

X

i =1

J

X

j =1

log p ( i; j )

m

X

r =1

P ( X

i;r

= s

ij

j �

r

; p

�

) :

Ezt a kifejezést p -b en maximalizálv a k ap juk az iterációs lép ést :

p

( t +1)

( i; j ) =

1

m

m

X

r =1

P ( X

i;r

= s

ij

j �

r

; p

( t )

) :

Nézzük meg, hogy an számítható ki a P ( X

i

= s

ij

j � ) feltételes v alószín ¶ség,

adott p paraméterek mellett. Ehhez n yilv án elég a P ( X

i

= s

ij

; � ) v alószín ¶-

ségek et kiszámolni.

P ( X

i

= s

ij

; � ) = A

�

( �

� 1

( i ) ; j ) p ( i; j ) B

�

( �

� 1

( i ) ; j ) ;

ahol

A

�

( k ; j ) =

X

( j

1

;::: ;j

k � 1

) 2J ( k ;� ;j )

k � 1

Y

` =1

p ( � ( ` ) ; j

`

)

annak v alószín ¶sége, hogy X

� (1)

< : : : < X

� ( k � 1)

< s

� ( k ) j

. Ennek megfelel® en

J ( k ; � ; j ) = f ( j

1

; : : : ; j

k � 1

) : s

� (1) j

1

< : : : < s

� ( k � 1) j

k � 1

< s

� ( k ) j

g :

Hasonlóan írható fel B

�

( k ; j ) , ami annak v alószín ¶sége, hogy s

� ( k ) j

<

< X

� ( k +1)

< : : : < X

� ( n )

: A dott � mellett az A

�

; B

�

mátrixok rekurzí-

v an kitölthet®k (lásd a k ö v etk ez® oldalt). Így az EM algoritm us k önn y en

programozható és gy orsan fut. Azon ban nem v árható, hogy globális maxi-

m umhoz k on v ergáljon, miv el számos lok ális széls® értékhely lehet. Érdemes

lenne az elk ö v etk ez®kb en ezzel a feladattal alap osabban foglalk ozni.
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Algoritm us A

�

kitöltésére :

Inicializáció :

legy en A

�

(1 ; j ) = 1 ( 1 � j � J ) és A

�

( k ; 0) = 0 ( 1 � k � n ).

Rekurzió :

for ` = 3 to J + n

for k = max(2 ; ` � J ) to min ( n; ` � 1)

if � ( k ) < � ( k � 1) :

A

�

( k ; ` � k ) = A

�

( k ; ` � k � 1) + A

�

( k � 1 ; ` � k � 1) p ( � ( k � 1) ; ` � k � 1)

else :

A

�

( k ; ` � k ) = A

�

( k ; ` � k � 1) + A

�

( k � 1 ; ` � k ) p ( � ( k � 1) ; ` � k ) .

Algoritm us B

�

kitöltésére :

Inicializáció :

legy en B

�

( n; j ) = 1 ( 1 � j � J ) és B

�

( k ; J + 1) = 0 ( 1 � k � n ).

Rekurzió :

for ` = J + n � 1 do wn to 2

for k = max(1 ; ` � J ) to min ( n � 1 ; ` � 1)

if � ( k ) > � ( k + 1) :

B

�

( k ; ` � k ) = B

�

( k ; ` � k + 1) + B

�

( k + 1 ; ` � k + 1) p ( � ( k + 1) ; ` � k + 1)

else :

B

�

( k ; ` � k ) = B

�

( k ; ` � k + 1) + B

�

( k + 1 ; ` � k ) p ( � ( k + 1) ; ` � k ) .
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I I I. rész

F eltételes függetlenség és

hierarc hikus mo dellek

8. L-felb on thatóság

Legy en v = ( v (1) ; : : : ; v ( s )) egy v ektor, melynek k o ordinátáit az olv as-

hatóság k edv éért most nem alsó indexekk el jelöljük. Az i: -t®l a j: -ig terjed®

k o ordináták halmazát illetv e v ektorát jelölje

v f i::j g = f v ( i ) ; : : : ; v ( j ) g ; v ( i::j ) = ( v ( i ) ; : : : ; v ( j )) ; 1 � i � j � s: (15)

Jelölje S

n

( n � 1 ) az n -edfokú szimmetrikus csop ortot, ennek elemei a

� = ( � (1) ; : : : ; � ( n )) p erm utációk. Egy S

n

-en adott v alószín ¶ségeloszlást

jelöljön p = f p ( � ) : � 2 S

n

g , és legy en � = (�(1) ; : : : ; �( n )) p eloszlású

v alószín ¶ségi v áltozó, azaz P (� = � ) = p ( � ) .

Min t a b ev ezetésb en már említettük, az L-felb on thatóságot, min t tula j-

donságot, Critc hlo w et al. [15] v ezette b e. Az �L� Luce nev ére utal, hiszen

látni fog juk, hogy p on tosan azok az eloszlások L-felb on thatóak, mely ek eleget

tesznek Luce sorbarendezési p osztulátumának, azaz (6) alakúak. De�niáljuk

tehát az L-felb on thatóságot ! Rögtön négy külön b öz® ekviv alens de�níciót is

adunk.

8.1. De�níció. (Critc hlo w et al. [15]) Legy en � v életlen p erm utáció,

eloszlása p edig p . � v agy p L-felb on tható, ha a k ö v etk ez® négy ekviv alens

feltétel teljesül.

1. Minden 1 � k � n � 1 és f x

1

; : : : ; x

k

; y g � [ n ] mellett az

f ( y j x

1

; : : : ; x

k

) = P (�( k + 1) = y j �(1) = x

1

; : : : ; �( k ) = x

k

)

(esetleg nem de�niált) függv én y szimmetrikus az x

1

; : : : ; x

k

argumen tumok-

ban.
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2. Minden 1 � k � n � 1 és f x

1

; : : : ; x

k

; y g � [ n ] mellett a fen ti f -re

f ( y j x

1

; : : : ; x

k

) = P ( �( k + 1) = y j � f 1 ::k g = f x

1

; : : : ; x

k

g ) :

3. A Z

k

= � f 1 ::k g , k = 1 ; : : : ; n v életlen halmazok (min t diszkrét v alószín ¶-

ségi v áltozók) Mark o v láncot alk otnak.

4. Megadható oly an � nemnegatív függv én y az

( x; C ) : C � f 1 ; : : : ; n g ; x 62 C (16)

párok on, melly el

p ( � ) =

n � 1

Y

k =0

�( � ( k + 1) ; � f 1 ::k g ) 8 � 2 S

n

: (17)

Bizon yítás. Azt bizon yítjuk, hogy a fen ti négy de�níció v alóban ekvi-

v alens. 2. és 3. n yilv án v alóan csak egymás átfogalmazása. Legy en ugy a-

nis z

i

= f x

1

; : : : ; x

i

g , ha 1 � i � k , és z

k +1

= f x

1

; : : : ; x

k

; y g . Ekk or

f ( y j x

1

; : : : ; x

k

) = P ( Z

k +1

= z

k +1

j Z

1

= z

1

; : : : ; Z

k

= z

k

) , míg P (�( k + 1) =

= y j � f 1 ::k g = f x

1

; : : : ; x

k

g ) = P ( Z

k +1

= z

k +1

j Z

k

= z

k

) . Azaz 2. épp en a

Mark o v tula jdonságot fejezi ki.

Az is n yilv án v aló, hogy 2.-b ®l k ö v etk ezik 1. F ordítv a p edig azt használjuk,

hogy ha B = [

i

B

i

diszjunkt felb on tás, és egy A esemén yre P ( A j B

i

) i -t®l

független k onstans, akk or P ( A j B ) = P ( A j B

i

) .

1.-b ®l triviálisan k ö v etk ezik 4. Nev ezzük ugy anis a 4.-b en szerepl® � függ-

v én yt p L-felb on tásának. Ha 1. teljesül, akk or egy kitün tetett, úgynev ezett

k anonikus L-felb on tást k apunk a

�( x; C ) = P (�( j C j + 1) = x j � f 1 :: j C jg = C ) ; (18)

ha a feltétel v alószín ¶sége p ozitív, egy ébk én t p edig �( x; C ) = 0 függv én y

formá jában.

Végül b elátjuk, hogy 4.-b ®l k ö v etk ezik 1. Meg jegy ezzük, hogy ez szerep el

Critc hlo w et al. [15] cikk éb en. Legy en megin t z

i

= f x

1

; : : : ; x

i

g , z

k +1

= z

k

[
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[ y , v alamin t [ n ] n z

k +1

elemeinek egy tetsz®leges felsorolása l

1

; : : : ; l

n � k � 1

, és

l

n � k

= y . Ekk or 4. felhasználásá v al

f ( y j x

1

; : : : ; x

k

) =

P

� : � (1 ::k )= x

(1 ::k )

;� ( k +1)= y

Q

n � 1

t =0

�( � ( t + 1) ; � f 1 ::t g )

P

� : � (1 ::k )= x

(1 ::k )

Q

n � 1

t =0

�( � ( t + 1) ; � f 1 ::t g )

=

Q

k � 1

t =0

�( x

t +1

; z

t

)�( y ; z

k

)( k + 1)!

P

� 2 S

n � k � 1

Q

n � k � 2

t =0

�( l

� ( t +1)

; z

k +1

[ l

� f 1 ::t g

)

Q

k � 1

t =0

�( x

t +1

; z

t

) k !

P

� 2 S

n � k

Q

n � k � 1

t =0

�( l

� ( t +1)

; z

k

[ l

� f 1 ::t g

)

=

( k + 1)�( y ; z

k

)

P

� 2 S

n � k � 1

Q

n � k � 2

t =0

�( l

� ( t +1)

; z

k +1

[ l

� f 1 ::t g

)

P

� 2 S

n � k

Q

n � k � 1

t =0

�( l

� ( t +1)

; z

k

[ l

� f 1 ::t g

)

;

ez p edig v alóban csak a z

k

halmaztól függ, x

1

; : : : ; x

k

sorrendjét®l nem.

Ahogy már említettük, az L-felb on thatóság ekviv alens Luce sorbaren-

dezési p osztulátumá v al, hiszen a (6) és a (17) egy enletek ugy anazt fejezik

ki. Másrészt, a Z

k

= � f 1 ::k g halmazok mark o vitása szerin t, ha ismerjük a

� f 1 ::k g jelenlegi állap otot, akk or a m últb eli állap otok at de�niáló �(1 ::k ) és a

jö v ®b eli állap otok at de�niáló �( k + 1 ::n ) érték ek már függetlenek egymástól,

azaz a k orábban használt jelöléssel [ k ] ? [ k ] j ; .

Világos, hogy az L-felb on thatóságot gy engíthetjük úgy , hogy a [ k ] ? [ k ] j ;

relációt csak bizon y os k -kra k ö v eteljük meg.

8.2. De�níció. Legy en � v életlen p erm utáció, eloszlása p . � v agy p felb on t-

ható k -nál, ha [ k ] ? [ k ] j ; .

Ezzel a de�níció v al p akk or és csak akk or L-felb on tható, ha minden k -nál

felb on tható. Minden K � [ n ] esetén tekin thetjük a K -b eli k -knál felb on tha-

tó eloszlások L

K

családját. Az ily en családok at k orlátozottan L-felb on tható

mo delleknek hívjuk. Ha K = f k

1

< : : : < k

j

g , akk or a mo dellt a

P (�( k

i

+ 1 ::k

i +1

) = x j � f 1 ::k

i

g = C )

v alószín ¶ségek paraméterezik, ahol x most megfelel® hosszúságú v ektor, és

x; C ; i minden lehetséges érték et b efut ( i = 0 -t is megengedv e). Az egy es

p erm utációk v alószín ¶ségei ily en feltételes v alószín ¶ségek szorzatak én t állnak

el®.
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Még ennél is általánosabb felb on thatóságok at is de�niálhatnánk, p éldául

v alamily en U halmazrendszerre tekin thetnénk azt az L

U

családot, melynek

elemeire U ? U j ; minden U 2 U -ra. Miv el ily en b on y olult mo dellek alk al-

mazását a gy ak orlati megfon tolások úgysem támogatnák, ezzel a k érdéssel

nem foglalk ozunk. (Illetv e v alamily en formában k és®bb felbukk annak ma jd

ily en mo dellek.)

8.1. Mark o v bázis

Jelölje a to v ábbiakban L az összes S

n

-en adott L-felb on tható eloszlás

családját. Itt n mindig egy tetsz®leges rögzített p ozitív egész szám. A 8.1.

De�níciób ól látszik, hogy n � 3 esetén minden eloszlás L-felb on tható, így

igazáb ól csak az n � 4 esetek érdek esek.

A (17) felírásb ól k önn y en látszik, hogy L egy torikus mo dell, azaz talál-

ható oly an M

L

mátrix, melly el L = F ( M

L

) . Jelölje a

n

a (16) -ban szerepl®

( x; C ) párok számát, azaz

a

n

=

n � 1

X

k =0

�

n

k

�

( n � k ) = n 2

n � 1

:

Az M

L

mátrix mérete a

n

� n ! lesz, oszlopait indexeljük a � 2 S

n

p erm utá-

ciókk al, sorait indexeljük az ( x; C ) párokk al, és legy en az ( x; C ) : sor és � :

oszlop találk ozásában álló elem

M

L

(( x; C ) ; � ) = � f � f 1 :: j C jg = C ; � ( j C j + 1) = x g ;

ahol � az indik átor függv én y .

Miv el az L-felb on thatóságot bizon y os feltételes v alószín ¶ségek egy en-

l®ségév el de�niáltuk, az L család zárt. Azaz a 2.2. Tétel szerin t egy p eloszlás

akk or és csak akk or L-felb on tható, ha zérussá teszi az I

M

L

ideált generáló

p olinomok at. Ezek et fog juk most megk eresni. Legy en 2 � k � n � 2 , és a �

11

és �

22

p erm utációkra teljesüljön �

11

f 1 ::k g = �

22

f 1 ::k g , �

11

(1 ::k ) 6= �

22

(1 ::k ) ,
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és �

11

( k + 1 ::n ) 6= �

22

( k + 1 ::n ) . De�niáljuk a �k eresztezett� p erm utációk at :

�

12

( i ) =

(

�

11

( i ) ha i � k

�

22

( i ) ha i > k

�

21

( i ) =

(

�

22

( i ) ha i � k

�

11

( i ) ha i > k

Minden ily en v álasztásra k észítsünk el egy p olinomot :

x

�

11

x

�

22

� x

�

12

x

�

21

: (19)

Ezek a p olinomok n yilv án v alóan I

M

L

-hez tartoznak. Érv én y es to v ábbá a

k ö v etk ez®.

8.3. Lemma. A p eloszlás akk or és csak akk or L-felb on tható, ha p zérushely e

minden (19) -b eli p olinomnak.

Bizon yítás. Csak az egyik irán yt k ell bizon yítani : tegyük fel, hogy p

zérushely e minden (19) -b eli p olinomnak. Megm utatjuk, hogy p kielégíti

a 8.1. De�níció els® feltételét. Legy en x; x

0

k ét p erm utáció ja az x

1

; : : : ; x

k

elemeknek. A feltételb en szerepl® feltételes v alószín ¶ségek et kiírv a, azt k ell

megm utatni, hogy

X

�

p ( x; y ; � )

X

�

p ( x

0

; � ) =

X

�

p ( x

0

; y ; � )

X

�

p ( x; � ) ; (20)

ahol � az f x

1

; : : : ; x

k

; y g halmaz k omplemen terének p erm utációit futja b e,

� p edig az f x

1

; : : : ; x

k

g halmaz k omplemen terének p erm utációit futja b e.

F eltettük azon ban, hogy minden � ; � -ra

p ( x; y ; � ) p ( x

0

; � ) � p ( x

0

; y ; � ) p ( x; � ) = 0 ;

így (20) teljesül.

Azt is megm utatjuk, hogy a (19) -b eli p olinomok generálják az I

M

L

ideált. Ez

egy ébk én t nem k ö v etk ezik minden to v ábbi nélkül a 8.3. Lemmáb ól, miv el az
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X

M

nemne gatív torikus v arietás esetleg az I

M

bázisánál sz¶k ebb egy enlet-

rendszerrel is jellemezhet®.

8.4. Tétel. A (19) p olinomok generálják az I

M

L

ideált.

Bizon yítás. A 2.5. Tételt fog juk használni, azaz megm utatjuk, hogy a (19) -

b eli p olinomokhoz tartozó f

i

függv én y ek Mark o v bázist alk otnak. Legy en

indexhalmazunk

I = f i = i ( C ; �

1

; �

2

; �

1

; �

2

) : C � [ n ] ; 2 � j C j � n � 2 ;

�

1

; �

2

2 S

C

; �

1

6= �

2

; �

1

; �

2

2 S

[ n ] n C

; �

1

6= �

2

g ;

ahol S

C

a C -b eli elemek p erm utációinak halmazát jelöli. Ha i 2 I , akk or

legy en f

i

: S

n

! Z a k ö v etk ez® függv én y :

f

i

( �

1

; �

1

) = f

i

( �

2

; �

2

) = � 1 ;

f

i

( �

1

; �

2

) = f

i

( �

2

; �

1

) = 1 ;

f

i

( � ) = 0 egy ébk én t :

(21)

Világos, hogy M

L

f

i

= 0 minden i -re, tehát csak a lánc irreducibilitását k ell

igazolni. Legy en u; v 2 N

n !

k ét gy ak oriságv ektor, mely ekre M

L

u = M

L

v .

Megk onstruálunk egy u -b ól v -b e v ezet®, f

i

lép ések et használó utat. Ha a

j = ( j

1

; : : : ; j

k

) v ektor elemei [ n ] -b eliek és mind külön b öznek, akk or jelölje

B

j

� S

n

a j -v el k ezd® d® S

n

-b eli p erm utációk halmazát, azaz azok at a � -k et,

mely ekre � ( s ) = j

s

ha 1 � s � k . V ezessük b e az u ( B

j

) =

P

� 2 B

j

u ( � )

egyszer¶sít® jelölést. V együk észre, hogy u ( B

j

) = v ( B

j

) minden j -re, hiszen

u ( B

j

) = ( M

L

u )( j; ; ) , és err®l feltettük, hogy u -ra és v -re megegy ezik. T együk

fel induk ció v al, hogy az f

i

lép ések segítségév el u -b ól már eljutottunk egy

oly an u

k

gy ak oriságv ektorhoz, melyre u

k

( B

j

) = v ( B

j

) minden legfeljebb k

hosszúságú j v ektorra.

Legy en most C egy k elem ¶ részhalmaza [ n ] -nek, és k észítsük el u

k

-ra és

v -re külön-külön azt a k ! � ( n � k ) méret¶ k on tingenciatáblát, melynek sorait

S

C

elemeiv el indexeljük, oszlopait p edig [ n ] n C elemeiv el. A ( j ; x ) : cellába

p edig írjuk b e az u

k

( B

j ;x

) illetv e a v ( B

j ;x

) érték et. Az u

k

- és a v -táblának

azonosak a marginálisai : a sorösszegek az induk ciós feltev és miatt egy eznek
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meg, az oszlop összegek p edig az ( M

L

u

k

)( x; C ) = ( M

L

v )( x; C ) összefüggés

miatt.

Ismert (pl. Diaconis és Sturmfels [32]), hogy a rögzített marginálisú k ét-

dimenziós k on tingenciatáblák esetén a

� +

+ �

lép ések Mark o v bázist alk ot-

nak. Minden r

1

6= r

2

és c

1

6= c

2

v álasztáshoz tartozik egy ily en lép és :

kiv on unk egy et a tábla ( r

1

; c

1

) és ( r

2

; c

2

) celláib ól, és hozzáadunk egy et az

( r

1

; c

2

) és ( r

2

; c

1

) cellákhoz. Ily en lép ésekk el tehát az u

k

-tábla átvihet® a

v -táblába. Ezek et a lép ések et v égreha jthatjuk az f

i

függv én y ekk el : ha a

k on tingenciatábla-lép és a j és j

0

sorok on, és az x , x

0

oszlop ok on hat, ahol

u

k

( B

j ;x

) > 0 és u

k

( B

j

0

;x

0

) > 0 (azaz a lép és megléphet®), akk or léteznek az

[ n ] n ( C [ x ) illetv e [ n ] n ( C [ x

0

) halmazoknak g illetv e g

0

p erm utációi, mely ekre

u

k

( j ; x; g ) > 0 és u

k

( j

0

; x

0

; g

0

) > 0 . Az i = i ( C ; j ; j

0

; ( x; g ) ; ( x

0

; g

0

)) v álasztással

az f

i

lép és épp en a kív án t k on tingenciatábla-lép ést eredmén y ezi. Ha egymás

után minden k elem ¶ C halmazra egymásba alakítjuk a k on tingenciatáblák at,

eljutunk a k ö v etk ez® u

k +1

gy ak oriságv ektorhoz. Végül u

n

= v .

Itt jegy ezzük meg, hogy S

n

elemei megfeleltethet®k az n -dimenziós

egységk o c k a, min t irán yított gráf, maximális útjainak. A k o c k a minden csú-

csa egy n hosszú 0-1 v ektor, és akk or v ezet él v -b ®l v

0

-b e, ha v

0

úgy k apható

v -b ®l, hogy egy 0 k o ordinátát 1-re cserélünk. Így minden p erm utáció a gráf

egy 0 -b ól 1 -b e v ezet® irán yított útjának felel meg : 0 -b ól indulv a sorra 1-re

cseréljük a � (1) : , � (2) : , stb. k o ordináták at.

Legy en p (17) alakú L-felb on tható eloszlás, és ( v ; v

0

) a k o c k agráf egy

éle. Ha C jelöli v 1-k o ordinátáinak halmazát, és v

0

-t az x: k o ordináta 1-

re cserélésév el k aptuk, akk or írjuk a ( v ; v

0

) élre a �( x; C ) paramétert. Így

a � p erm utáció p ( � ) v alószín ¶sége az általa b ejárt élekre írt paraméterek

szorzata.

V együk észre, hogy a 8.4. Tétel fen ti bizon yítása általánosabb esetb en is

m ¶k ö dik. T együk fel, hogy egy G irán yított gráfban nincs irán yított k ör, és

egy etlen F forrás és egy etlen N n y el® v an b enne. Álljon az esemén ytér az F -

b ®l N -b e v ezet® utakb ól. Ezen a téren tekin tsük azt a torikus mo dellt, ahol

egy út v alószín ¶sége az általa b ejárt élekhez rendelt nemnegatív paraméterek

szorzata. A mo dellhez tartozó I

G

ideált az �átk eresztezett utak� generálják,
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1 2 3

12 13 23

123 234

1235 1234 2345

12345

2. ábra. Az S

5

egy 16 elem ¶ részhalmazának gráfja (8.5. P élda)

v agyis az oly an x

s

11

x

s

22

� x

s

12

x

s

21

p olinomok, ahol az s

11

, s

22

utak v alahol

találk oznak, és ebb en a találk ozási p on tban átk eresztezv e ®k et az s

12

, s

21

utak at k ap juk. A bizon yításban arra k ell csak �gy elni, hogy a csúcsok at az

F -b ®l hozzá juk v ezet® utak maximális hossza szerin t v együk sorra.

Ebb ®l az észrev ételb ®l k ö v etk ezik, hogy az L

K

(szin tén zárt torikus) mo-

dell Mark o v bázisa azokb ól a (19) -b eli p olinomokb ól áll (illetv e az ezekhez

tartozó függv én y ekb ®l), mely eknél a szerepl® p erm utációk K -b eli hely en

k eresztez® dnek át. Hiszen az L

K

-b eli eloszlásokra is igaz, hogy egy � p er-

m utáció v alószín ¶sége egy megfelel® gráf éleire írt paraméterek szorzata.

Ann yi csak a külön bség, hogy ebb en a gráfban többszörös élek is v annak, de

ez nem ok oz semmily en gondot. Meg jegy ezzük még, hogy a család szabad

paramétereinek száma ebb en az esetb en is k önn y en kiszámolható.

8.5. P élda. T ekin tsük p éldául az S

5

k o c k agráfjának a 2. ábrán látható rész-

gráfját ! A gráfot úgy ra jzoltuk le, hogy minden él alulról felfelé legy en irán yít-

v a, ezért az irán yítást nem is jelöltük külön. A csúcsok mellé az 1 -k o ordináták

halmazát írtuk : a legalsó csúcs a 0 , a legfels® az 1 . A 0 -b ól 1 -b e v ezet®

�leg jobb oldalibb� út a � = (32451) p erm utációnak felel meg.

A gráfban 16 alulról felfelé irán yított út v an, ezek 16 p erm utációnak felel-

nek meg. A 2. táblázatban találjuk ezek et a p erm utációk at, v alamin t azok at
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2. táblázat. Az u és v gy ak oriságv ektorok összek ötése a Mark o v bázis

elemeiv el (8.5. P élda)

u f 2 ; 3 g f 2 ; 3 ; 4 g f 1 ; 2 ; 3 g f 1 ; 2 ; 3 g f 1 ; 2 ; 3 g v

12345 4 � 1 3

12354 2 +1 3

13245 5 +1 � 3 3

13254 1 � 1 +3 3

21345 4 � 1 3

21354 2 +1 3

23145 1 +1 +1 3

23154 4 � 1 3

31245 0 +3 3

31254 6 � 3 3

32145 4 � 1 3

32154 3 3

23415 2 +1 3

23451 5 � 1 � 1 3

32415 4 � 1 3

32451 1 +1 +1 3

az u és v gy ak oriságv ektorok at, mely ek et a 8.4. Tételb en szerepl® Mark o v

bázis elemeiv el össze szeretnénk k ötni. A táblázatban már maga az összek ötés

is szerep el, nézzük meg, hogy an is adó dnak a lép ések !

A 8.4. Tétel bizon yításában leírtak szerin t sorra v esszük a gráf csúcsait,

elemszám szerin t nö v ekv ® sorrendb en. Az els® oly an csúcs, melyhez nem-

triviális k on tingencia-táblázat tartozik (azaz a sorok és oszlop ok száma is

legalább k ett®), a f 2 ; 3 g csúcs. A megfelel® 2 � 2 -es u -k on tingenciatábla :

1 4

23 5 7

32 7 5

miv el u -ban pl. 5 darab 231 -gy el k ezd® d® p erm utáció v an. A megfelel® v -

k on tingenciatábla minden cellá jában 6 v an. Ezért a 231 -gy el és a 324 -gy el

k ezd® d® p erm utációk gy ak oriságaihoz 1 -et k ell hozzáadni, a 234 -gy el és
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321 -gy el k ezd® d® ek gy ak oriságáb ól p edig 1 -et ki k ell v onni. Báziselemeink

segítségév el ezt most négyfélek épp en tehetnénk meg, hiszen enn yifélek épp en

v álaszthatunk ki egy-egy f 1 ; 2 ; 3 g -b ól illetv e f 2 ; 3 ; 4 g -b ®l f 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 g -b e v ezet®

utat. Válasszuk mondjuk a 45 és 51 utak at ! A bázislép ést a 2. táblázat

u utáni els® oszlopa m utatja. Ezután a f 2 ; 3 ; 4 g csúcsot v ehetjük, melyhez

szin tén egy 2 � 2 -es k on tingenciatáblázat tartozik, és ezt is egy lép éssel a

kív án t táblába transzformálhatjuk. Végül az f 1 ; 2 ; 3 g csúcs k ö v etk ezik, 6 � 2 -es

k on tingenciatáblákk al. Itt már több transzformációs lép ésre v an szükség.

A (21) -b eli f

i

Mark o v bázis lép éseit a klasszikus Metrop olis algoritm us

szerin t mó dosíthatjuk úgy , hogy az F

u

állap ottéren hip ergeometrikus sta-

cionárius eloszlású, irreducibilis, ap erio dikus, megfordítható Mark o v láncot

k ap junk. Ehhez egy adott u állap othoz v álasszuk i 2 I -t egy enletesen, és

legy en � = � 1 , 1 = 2 v alószín ¶séggel, i -t®l független ül. Ha u

0

= u + �f

i

nem-

negatív, akk or lép jünk u

0

-b e

min

 

Y

� 2 C

i

u ( � )!

u

0

( � )!

; 1

!

v alószín ¶séggel, ahol C

i

� S

n

azok at a p erm utációk at jelöli, mely ekre

f

i

( � ) 6= 0 . Minden más esetb en maradjunk u -ban. Ez az algoritm us nagy

n esetén is k önn y en futtatható, anélkül, hogy a báziselemek et memóriában

k ellene tárolni. A I halmazb ól úgy v álaszthatunk ki egy elemet, ha el®ször

v álasztunk egy 2 � k � n � 2 számot, ma jd egy k elemszám ú C részhalmazt,

ma jd C k ét �

1

, �

2

sorbarendezését, és [ n ] n C k ét �

1

; �

2

sorbarendezését. Ah-

hoz, hogy a v álasztott elem egy enletes eloszlású legy en I -n, a k elemszámot

v álasszuk a [ k ! � 1][( n � k )! � 1] kifejezéssel arán y os v alószín ¶séggel, az összes

többi v álasztás p edig legy en egy enletes.

Egy másik algoritm us (Diaconis és Sturmfels [32], Lemma 2.2), amely

hosszabb lép ések et tesz, a k ö v etk ez®. Legy en ismét f

i

a Mark o v bázis v életlen-

szer¶en v álasztott eleme, u p edig a lánc jelenlegi állap ota. Határozzuk meg

azon egész j érték ek halmazát, mely ekre u + j f

i

� 0 , és lép jünk át egy ily en
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u + j f

i

állap otba a

Y

� 2 C

i

1

( u ( � ) + j f

i

( � ))!

menn yiséggel arán y os v alószín ¶séggel, ahol C

i

ugy anaz, min t az el®bb. Ez a

Mark o v lánc is irreducibilis, ap erio dikus, megfordítható, és hip ergeometrikus

stacionárius eloszlású. Szerencsére ebb en a k onkrét esetb en ez a lánc is

k önn y edén üzemeltethet® : ha v álasztásunk az i = i ( C ; �

1

; �

2

; �

1

; �

2

) index¶

báziselemre esett, akk or a

a = u ( �

1

; �

1

) b = u ( �

1

; �

2

)

c = u ( �

2

; �

1

) d = u ( �

2

; �

2

)

k on tingenciatáblát egy ugy anily en sor- és oszlop összegekk el rendelk ez® nem-

negatív táblá v al k ell hely ettesíten ünk, mely et a hip ergeometrikus eloszlás

szerin t k ell kiv álasztan unk. Ezt megtehetjük p éldául úgy , hogy egy enletes

eloszlás szerin t generálunk egy �

0

2 S

a + b + c + d

p erm utációt, és a -t az a

0

=

= jf 1 � k � a + b : 1 � �

0

( k ) � a + c gj értékk el hely ettesítjük.

A szak asz v égén megemlítjük, hogy elméleti szemp on tb ól lehet jelen-

t®sége annak, hogy egy Mark o v bázis minimális-e, illetv e hogy hán y minimális

Mark o v bázis v an. Egy f

i

függv én y ekb ®l álló Mark o v bázist akk or nev ezünk

minimálisnak, ha bármelyik f

i

elemet elhagyv a, a maradék függv én y ek már

nem alk otnak Mark o v bázist. Minimális Mark o v bázisok at vizsgált p éldául

T ak em ura és A oki [57].

8.6. Tétel. Az n = 4 és n = 5 esetb en az L mo dell minimális Mark o v bázisa

egy értelm ¶, és megegy ezik a (21) k épletb en szerepl® bázissal.

Ha n � 6 , akk or a (21) k éplet bázisa nem minimális, és a minimális Mark o v

bázis nem egy értelm ¶.

Bizon yítás. Az n = 4 v agy 5 eset : Azt k ell megm utatni, hogy a megadott

bázis minimális. Legy en f

i

az i = i ( C ; �

1

; �

2

; �

1

; �

2

) indexhez tartozó bázise-

lem, és legy en u és v k ét gy ak oriságv ektor :

u ( �

1

; �

1

) = u ( �

2

; �

2

) = 1 ; u ( � ) = 0 egy ébk én t ;

v ( �

1

; �

2

) = v ( �

2

; �

1

) = 1 ; v ( � ) = 0 egy ébk én t :
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Világos, hogy ezt a k ét gy ak oriságv ektort csak az f

i

lép éssel lehet összek öt-

ni, hiszen nincs is ra jtuk kívül más gy ak oriságv ektor, mely ugy anezekk el az

elégséges statisztik ákk al rendelk ezne. Azaz f

i

nem hagyható el a bázisb ól.

Az n � 6 eset : Legy en i , u és v ugy anaz, min t az el®bb, és j C j = k . Az

el®z® esethez k ép est ann yi a külön bség, hogy a ( �

1

; �

1

) és a ( �

2

; �

2

) p erm utáci-

ókk al el®fordulhat, hogy nem csak a 0 : és a k : elem után � v álnak szét�. P éldául

n = 6 -ra az (123456) és a (214365) p erm utációk a 0 :; 2 :; 4 : elemek után v ál-

nak szét. Általában, ha a szétv álások száma h , akk or 2

h � 1

gy ak oriságv ektor

rendelk ezik ugy anazokk al az elégséges statisztik ákk al, min t u (és p ersze v ).

Egy minimális Mark o v bázis lép ései ezek et a gy ak oriságv ektorok at egy fá v á

k ap csolják össze. Ezt a fát p edig az eredeti báziselemekb ®l többfélek épp en

kiv álaszthatjuk. Az el®z® p éldát tekin tv e, az i = i ( f 1 ; 2 g ; 12 ; 21 ; 3456 ; 4365)

indexhez tartozó lép ést elhagyhatjuk, mert ez a lép és hely ettesíthet® az

i

1

= i ( f 1 ; 2 ; 3 ; 4 g ; 1234 ; 2143 ; 56 ; 65) ;

i

2

= i ( f 1 ; 2 g ; 12 ; 21 ; 3465 ; 4356) ;

i

3

= i ( f 1 ; 2 ; 3 ; 4 g ; 1243 ; 2134 ; 56 ; 65)

indexekhez tartozó három lép éssel.

T ehát az egy értelm ¶ minimális Mark o v bázis n = 4 -re 6 elem ¶, n = 5 -re

p edig 270 elem ¶.

8.2. P araméterb ecslés

Ebb en a szak aszban az L-felb on tható eloszláscsalád paramétereinek maxi-

m um lik eliho o d (ML) b ecslésév el foglalk ozunk. Legy en �

1

; : : : ; �

m

iid min ta

a (18) k anonikus felb on tású p L-felb on tható eloszlásb ól. Jelölje a min ta

gy ak oriságv ektorát ( f ( � ) : � 2 S

n

) . Legy en ( x; C ) a k o c k a élgráfjának egy

éle, és legy en g

f

( x; C ) =

P

f f ( � ) : ( x; C ) 2 � g , ahol ( x; C ) 2 � azt jelen ti,

hogy � átmegy az ( x; C ) élen. V ezessük még b e a

h

f

( C ) =

X

x 62 C

g

f

( x; C ) =

X

y 2 C

g

f

( y ; C n y )
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jelölést a C csúcson átmen® min tab eli utak (p erm utációk) számára. Az

L családot a (18) -b eli k anonikus L-felb on tás paraméterezi, azaz a szabad

paraméterek száma

b

n

=

n

X

k =2

�

n

k

�

( k � 1) = 2

n

( n= 2 � 1) + 1 :

Az L mo dellb en a paraméterek jól in terpretálhatóak : feltételes v alószín ¶-

ségek et jelen tenek. A paraméterek maxim um lik eliho o d b ecslése p edig épp en

a min táb ól számolt megfelel® tapasztalati feltételes v alószín ¶ség, azaz a

�( x; C ) k anonikus paraméter maxim um lik eliho o d b ecslése g

f

( x; C ) =h

f

( C ) .

Ha a min tánkban található összes p erm utáció útját pirossal kih úzzuk a

gráfon, akk or a maxim um lik eliho o d b ecslésk én t k ap ott eloszlás p on tosan

azokhoz a p erm utációkhoz rendel p ozitív v alószín ¶séget, mely ek csak piros

élek en mennek át (ez a legsz¶k ebb oly an M

L

-megv alósítható halmaz, mely a

min tab eli p erm utációk at tartalmazza). Az eloszlás ^p

f

ML b ecslése tehát :

^p

f

( � ) =

n � 1

Y

k =0

g

f

( � ( k + 1) ; � f 1 ::k g )

h

f

( � f 1 ::k g )

: (22)

Ebb en az esetb en a ML b ecslés p on tos eloszlása kiszámítható. Annak v aló-

szín ¶sége ugy anis, hogy a min ta gy ak oriságv ektora épp en f legy en :

P ( f ) =

N !

Q

�

f ( � )!

Y

( x;C )

�( x; C )

g

f

( x;C )

:

Ebb ®l p edig annak v alószín ¶sége, hogy a ML b ecslés p on t ^p legy en :

P ( ^ p

f

= ^p ) = P ( g

f

= g ) = H ( g )

Y

( x;C )

�( x; C )

g ( x;C )

;

ahol

H ( g ) =

X

f : g

f

= g

N !

Q

�

f ( � )!

=

X

�

1

;::: ;�

m

: g

f

= g

1 :

H ( g ) azt mondja meg, hogy hán y oly an m elem ¶ min ta v an, amely a g

elégséges statisztik át pro duk álja. F elhasználtuk to v ábbá, hogy ^p és g k özött
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k ölcsönösen egy értelm ¶ megfeleltetés v an.

8.7. Lemma.

H ( g ) =

Y

C � [ n ]

h ( C )!

Q

x 62 C

g ( x; C )!

:

Bizon yítás. Meg k ell számoln unk, hogy hán y oly an �

1

; : : : ; �

m

min ta v an,

melynek elégséges statisztik á ja g , azaz minden ( x; C ) párra g ( x; C ) darab 1 �

� i � m indexre teljesül, hogy �

i

f 1 :: j C jg = C és �

i

( j C j + 1) = x . A k ö v etk ez®

eljárás az összes ily en min tát el®állítja (egyszeres m ultiplicitással). El®ször

is legy en a �

1

(1) ; : : : ; �

m

(1) sorozat g (1 ; ; ) darab 1 -es, ..., g ( n; ; ) darab n -es

egy tetsz®leges ismétléses p erm utáció ja. Ezután, ha a min taelemek els® k k o-

ordinátá ja már megv an, akk or az f i : �

i

f 1 ::k g = C g index¶ min taelemek k +

+ 1 . k o ordinátáinak sorozata legy en g (1 ; C ) darab 1 -es, ..., g ( n; C ) darab n -es

egy tetsz®leges ismétléses p erm utáció ja, ahol de�níció szerin t g ( x; C ) = 0 , ha

x 2 C . A lemma állítása ezután az ismétléses p erm utációk darabszámainak

összeszorzásá v al adó dik.

Megk aptuk tehát az elégséges statisztik a, illetv e a ML b ecslés p on tos

eloszlását.

8.8. Tétel. Legy en p a (18) -b eli k anonikus felb on tású L-felb on tható eloszlás,

^p

f

p edig az eloszlásb ól származó, f gy ak oriságv ektorú iid min tához tartozó

(22) ML b ecslés. Ekk or

P ( ^ p

f

= ^p ) = P ( g

f

= g ) =

Y

C � [ n ]

h ( C )!

Y

x 62 C

�( x; C )

g ( x;C )

g ( x; C )!

: (23)

Láttuk, hogy ha � eloszlása L-felb on tható, akk or a �(1 ::k ) és a �( k + 1 ::n )

v életlen v ektorok feltételesen függetlenek a � f 1 ::k g v életlen halmazra nézv e.

Hasonló állítás a ML b ecslésre is érv én y es, ezt nev ezi Da wid és Lauritzen [25 ]

hip er-Mark o v tula jdonságnak, mely felb on tható gra�kus mo dellek esetén is

teljesül.

8.9. Tétel. Legy en v 2 S

n

, 1 � k � n � 1 p edig rögzített. Jelölje f egy m

elem ¶ iid min ta gy ak oriságv ektorát,

^

P p edig a (22) -b eli ML b ecslés szerin ti
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v alószín ¶ségek et. Ekk or

^

P (�(1 ::k ) = v (1 ::k )) =

k � 1

Y

j =0

g

f

( v ( j + 1) ; v f 1 ::j g )

h

f

( v f 1 ::j g )

;

^

P (�( k + 1 ::n ) = v ( k + 1 ::n )) =

n � 1

Y

j = k

g

f

( v ( j + 1) ; v f 1 ::j g )

h

f

( v f 1 ::j g )

h

f

( v f 1 ::k g )

m

;

^

P (� f 1 ::k g = v f 1 ::k g ) =

h

f

( v f 1 ::k g )

m

:

V alamin t f

^

P (�(1 ::k ) = u ) g

u

és f

^

P (�( k + 1 ::n ) = v ) g

v

feltételesen függetlenek

f

^

P (� f 1 ::k g = C ) g

C

-re, ahol u; v ; C az összes lehet®séget b efutja.

Bizon yítás. A három egy enlet k önn y en igazolható (pl. induk ció v al). A

feltételes függetlenséghez : f

^

P (�(1 ::k ) = u ) g

u

a f g ( x; C ) g

j C j� k � 1

v áltozók

függv én y e, f

^

P (�( k + 1 ::n ) = v ) g

v

p edig a f g ( x; C ) g

j C j� k

v áltozók függ-

v én y e. Végül

^

P (� f 1 ::k g = C ) g

C

k ölcsönösen egy értelm ¶ k ap csolatban v an a

f h ( C ) g

j C j = k

v áltozókk al. A (23) egy enletb ®l p edig látszik, hogy ezek k özött

fennáll a feltételes függetlenség.

V együk észre, hogy a 8.7. Lemma bizon yításában leírt eljárás lehet®séget

ad arra, hogy a �

1

; : : : ; �

m

min tának a g

f

elégséges statisztik ára v ett feltéte-

les eloszlásáb ól (ami épp en az egy enletes eloszlás az összes ily en elégséges

statisztik á jú min tán) k özv etlen ül generáljunk. A leírt mó dszerrel az n � m -es

adatmátrixot, melynek oszlopai a �

1

; : : : ; �

m

p erm utációk, soronk én t generál-

hatjuk. Ugy anily en jó mó dszer az oszlop onk én ti generálás : menjünk el®ször

v égig a k o c k agráfon úgy , hogy minden csúcsb ól az élgy ak oriságokk al arán y os

v alószín ¶séggel megyünk to v ább. Így k ap juk a �

1

min taelemet. A �

1

által

b ejárt élek gy ak oriságáb ól v onjunk le egy et, és folytassuk az eljárást.

A direkt generálás kivitelezhet®sége nem feltétlen ül teszi feleslegessé az

el®z® szak asz Mark o v bázis számításait. Egyrészt, nagy obb n; m esetén a

Mon te Carlo mó dszert k önn y ebb lehet üzemeltetni, másrészt, látni fog juk,

hogy az el®z® szak aszban megtalált Mark o v bázis a b on y olultabb mo delleknél

is meg jelenik ma jd. Meg jegy ezzük még, hogy ennek a szak asznak minden

eredmén y e k önn y en átfogalmazható az L

K

családra, illetv e tetsz®leges irán yí-

tott forrás-n y el® gráf által de�niált torikus mo dellre.



8.3. Illeszk edésvizsgálat 57

8.3. Illeszk edésvizsgálat

Az L mo dell illeszk edésének vizsgálatára többféle mó dszert alk almazha-

tunk. Problémát jelen t, hogy a H

0

: p 2 L hip otézis külön b öz® tartó jú

exp onenciális családok unió ja, és ezek az exp onenciális családok külön b öz®

paraméterszámmal rendelk eznek. Gy akran természetes a H

0

: p 2 E ( M

L

)

hip otézist feltenni, azaz a szigorúan p ozitív L-felb on tható eloszlásokra k on-

cen trálni. Azon ban a gy ak orlatban az n ! -hoz k ép est kis min taelemszámok

esetén gy akran el®fordul, hogy az E ( M

L

) családban nem létezik ML b ecslés,

azaz az L -b eli ML b ecslés nem teljes tartó jú. Ha a ML b ecslés teljes tartó jú,

akk or használhatjuk a b ecsléses illeszk edésvizsgálatra v onatk ozó klasszikus

�

2

-próbát, melynek szabadsági fok a n ! � 2

n

( n= 2 � 1) � 2 .

Kis min taelemszám esetén az illeszk edés jóságát Mon te Carlo mó dszerrel

vizsgálhatjuk, a k orábban leírt mó don. Azaz máso dlagos min ták at generálunk

a meg�gy elt elégséges statisztik á v al rendelk ez® min ták teréb ®l, egy enletes

eloszlás szerin t, és a máso dlagos min ták �

2

-statisztik áit v etjük össze az ere-

deti min táév al. Ebb en az esetb en a �

2

statisztik a hely ett más, az illeszk edés

jóságát mér® statisztik át is használhatunk. Ahogy k orábban leírtuk, máso d-

lagos min ták at k özv etlen ül, v agy Mark o v lánc mó dszerrel is generálhatunk.

Az n = 4 eset különösen egyszer¶. Ekk or csak egy felb on thatóságot

k ell ellen®rizni, a k = 2 v ágáshoz tartozót. Ez azt jelen ti, hogy a k ételem ¶

részhalmazoknak megfelel® 6 darab 2 � 2 -es k on tingenciatáblázatban k ell a

függetlenségnek teljesülni : a �

2

statisztik a e 6 táblázat egy szabadsági fokú,

független �

2

statisztik áinak összege. Ebb en az esetb en az adott elégséges

statisztik á v al rendelk ez® gy ak oriságv ektorok is k önn y en felsorolhatók : a hat

darab, rögzített marginálisú 2 � 2 -es k on tingenciatáblát k ell nemnegatív egész

számokk al kitölteni.

Erre az esetre ad p éldát a Cro on [16 ] cikk adatsora, mely et több ek k özött

[8 ] és [32] is elemez. Egy kutatás során 2262 német államp olgár a k ö v etk ez®

négy p olitik ai célt állította preferencia-sorrendb e : (1) A rend fenn tartása,

(2) Kap janak az em b erek több b eleszólást az ország ügy eib e, (3) Az in�áció

megfék ezése, (4) A szólásszabadság v édelme. A kutatás abb ól a hip otézisb ®l

indult ki, hogy az em b erek k ét csop ortra oszthatók : a �lib erálisok� ink ább a
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(2)-es és (4)-es célok at részesítik el®n yb en, míg a �k onzerv atív ok� az (1)-est

és a (3)-ast. A k ö v etk ez® 6 k on tingenciatáblában a sorok a sorrend els® k ét

elemét, az oszlop ok az utolsó k ét elemét jelen tik, azaz pl. 137 -en állították

fel az (1234) sorrendet.

A 34 43

12 137 29

21 48 23

B 24 42

13 309 255

31 330 294

C 23 32

14 52 93

41 21 30

D 14 41

23 61 55

32 117 69

E 13 31

24 33 59

42 29 52

F 12 21

34 70 34

43 35 27

Az A; B ; C ; D ; E ; F táblák �

2

statisztik á ja rendre 6 : 47 , 0 : 43 , 0 : 46 , 3 : 14 , 0 : 00 ,

1 : 97 . F elt¶n®, hogy a B ; E táblák statisztik á ja a legkisebb, ezek azok at a

v álaszadók at tartalmazzák, akik a �lib erális� célok at az els® k ét v agy az utolsó

k ét helyre rangsorolják. A függetlenség egy edül az A tábla esetén nem elfo-

gadható : láthatjuk, hogy a függetlenség esetén v ártnál több en v álasztották

az (1234) sorrendet. Elk épzelhet®, hogy egy es v álaszadók gondolk o dás nélkül

ezt a sorrendet adták meg. Az is kiszámolható, hogy összesen 692723631600

gy ak oriságv ektor adja ezek et a táblamarginálisok at.

Nézzünk ezután néhán y szim ulációs eredmén yt ! A p erm utációk hosszúsá-

ga n = 5 illetv e 6 lesz, a min tanagyságot p edig jelölje most is m . Háromféle

eloszlásb ól generálunk min tát : az els® az egy enletes, a máso dik a Plac k ett-

Luce eloszlás, �

i

= i v álasztással. Ez a k ét eloszlás L-felb on tható. A harmadik

eloszlást v életlen k ereséssel v álasztottuk úgy , hogy viszon ylag messze legy en

L -t®l, külön n = 5 -re és n = 6 -ra. A div ergencia D ( P k L ) = 0 : 1748 az n = 5

esetb en, és D ( P k L ) = 0 : 1899 az n = 6 esetb en. Itt jegy ezzük meg, hogy

érdek es lenne tudni, hogy melyik eloszlás(ok) v an(nak) a legmesszebb az L

modellt®l (div ergencia értelem b en). Minden esetb en 50 min tát generáltunk,

és minden min tához 500 Mon te Carlo min tánk v olt (direkt generálással). Az

aszimptotikus kritikus érték az n = 5 esetb en 90 : 53 , az n = 6 esetb en 647 : 62

( � = 0 : 05 ). Az eredmén y ek et a 3., 4. és 5. táblázatokban foglaltuk össze. A



8.3. Illeszk edésvizsgálat 59

3. táblázat. Mon te Carlo illeszk edésvizsgálat : egy enletes eloszlás

n = 5 n = 6

m ! 60 120 240 180 360 720 1440

# f �

2

> c

asz

g 0 4 3 0 2 2 2

# f �

2

> c

MC

g 5 4 2 1 1 2 2

átl. c

MC

73 : 22 90 : 29 91 : 32 608 : 61 652 : 01 649 : 10 649 : 54

átl. tartó 96 117 120 654 717 720 720

4. táblázat. Mon te Carlo illeszk edésvizsgálat : Plac k ett-Luce eloszlás

n = 5 n = 6

m ! 60 120 240 180 360 720 1440

# f �

2

> c

asz

g 0 0 0 0 0 0 2

# f �

2

> c

MC

g 3 2 0 1 1 3 1

átl. c

MC

52 : 06 70 : 52 83 : 61 397 : 59 522 : 62 606 : 93 641 : 76

átl. tartó 69 93 110 423 561 661 707

# f �

2

> c

asz

g sor azt m utatja, hogy az 50 min táb ól hán yszor utasítottuk el

az L-felb on thatóság hip otézisét az aszimptotikus �

2

próbá v al. A k ö v etk ez®,

# f �

2

> c

MC

g sor p edig a Mon te Carlo mó dszerrel elutasított min ták számát

adja meg. Az ezután k ö v etk ez® � átl. c

MC

� menn yiség a Mon te Carlo kritikus

érték ek átlaga az 50 min táb ól, � átl. tartó� p edig a ML b ecslés tartó jának át-

lagos elemszáma (egészre k erekítv e).

Látható, hogy az egy enletes eloszlás esetén az n = 5 esetb en már m =

= 120 , az n = 6 esetb en már m = 360 min tanagyságra a k étféle próba

ma jdnem ugy anazt az eredmén yt adja, és a ML b ecslések tartó ja ma jdnem

teljes. Hasonlót mondhatunk a nem L-felb on tható eloszlásra is. A Plac k ett-

Luce eloszlás esetén azon ban nagy obb elemszámra v an szükség ahhoz, hogy

a k étféle próba hasonló eredmén yt adjon.

A dott min ta esetén feladatunk lehet annak eldön tése, hogy az elméleti

eloszlás melyik k -knál felb on tható. Egy adott k -nál a felb on thatóságot k ön y-
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5. táblázat. Mon te Carlo illeszk edésvizsgálat : nem L-felb on tható eloszlás

n = 5 n = 6

m ! 60 120 240 180 360 720 1440

# f �

2

> c

asz

g 2 37 50 2 41 50 50

# f �

2

> c

MC

g 16 41 50 13 42 50 50

átl. c

MC

72 : 63 88 : 83 91 : 24 596 : 82 650 : 45 650 : 56 648 : 86

átl. tartó 94 115 120 638 715 720 720

n y¶ vizsgálni, ahogy az n = 4 esetnél már láttuk : a függetlenségnek

�

n

k

�

darab

k ! � ( n � k )! méret¶ k on tingenciatáblán k ell teljesülnie. Miv el ezen táblák �

2

statisztik ái függetlenek egymástól, a statisztik ák at összeadv a aszimptotiku-

san

�

n

k

�

[( k ! � 1)(( n � k )! � 1)]

szabadsági fokú �

2

eloszlású próbastatisztik át k apunk a felb on thatóság

hip otézise mellett. Amenn yib en k ev és adatunk v an, akk or Mon te Carlo

mó dszert használhatunk, azaz a rögzített marginálisú táblák on Mark o v lán-

cot futtatv a érték eljük ki az illeszk edés jóságát. Ha egyszerre több k -nál

szeretnénk a felb on thatóságot vizsgálni, akk or a külön b öz® elemszám ú csú-

csokhoz tartozó táblák �

2

statisztik ái már nem függetlenek. A k orlátozottan

L-felb on tható mo dellek k özül a leg jobb megtalálásához a jánlható p éldául a

k ö v etk ez® mó dszer : el®ször egy esév el teszteljük a felb on thatóságok at, ma jd

illesszük azt a mo dellt, mely az így elfogadott felb on thatóságok at tartal-

mazza. Ezután még megnézhetjük, hogy jobb mo dellt k apunk-e egy-egy

felb on thatóság elhagy ásá v al, v agy b ev ételév el.
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9. Duplán L-felb on thatóság

Ahogy a b ev ezetésb en már említettük, egy párosítási, sorbarendezési,

v agy átrendezési kísérlet eredmén y ét ugy an úgy megadhatjuk egy p erm utáci-

ó v al v agy annak in v erzév el. Vizsgálhatjuk, hogy egyik v agy másik megadás L-

felb on tható eloszlást eredmén y ez-e S

n

-en, de azzal a hip otézissel is élhetünk,

hogy mindk ét megadás L-felb on tható.

9.1. De�níció. A � v életlen p erm utáció (v agy eloszlása) duplán L-felb on t-

ható, ha � és �

� 1

is L-felb on tható.

Jelölje a duplán L-felb on tható eloszlások családját a to v ábbiakban B . L -hez

hasonlóan de�niálhatjuk az in v ertálv a L-felb on tható eloszlások L

0

családját,

azaz

L

0

= f p : in v ( p ) 2 L g ;

ahol ( in v ( p ))( � ) = p ( �

� 1

) . T ermészetesen L

0

is torikus mo dell, a hozzá

tartozó M

L

0

mátrixot úgy k ap juk M

L

-b ®l, hogy a ( � ; �

� 1

) in v erzpároknak

megfelel® oszlop ok at páronk én t felcseréljük. Látni fog juk, hogy B , amely

az L és L

0

torikus mo dellek metszete, maga nem torikus mo dell, ezért ez a

család nehezebb en k ezelhet®, min t L .

Mostan tól egy darabig csak a szigorúan p ozitív duplán L-felb on tha-

tó eloszlásokk al fogunk foglalk ozni, v agyis az E ( M

L

) \ E ( M

L

0

) metszettel.

V ezessünk b e k ét új jelölést ! Legy en F = Im M

>

L

az M

>

L

: R

a

n

! R

n !

lineáris

op erátor k éptere, és F

0

= Im M

>

L

0

. Ezt a k ét alteret egyszer és mindenk orra

rögzítsük ! Ezzel a jelöléssel p 2 E ( M

L

) akk or és csak akk or, ha log p 2 F ,

ahol log( � ) k o ordinátánk én t értend®. Ebb ®l adó dik, hogy p akk or és csak

akk or lesz szigorúan p ozitív duplán L-felb on tható eloszlás, ha log p 2 F \ F

0

,

és ezek az eloszlások is exp onenciális családot alk otnak. Egy darabig azon az

ártatlannak t¶n® feladaton fogunk dolgozni, hogy meghatározzuk az F \ F

0

altér dimenzió ját, illetv e egyszer¶ bázisát.

A feladat megoldását a mer®legességek teszik ma jd lehet® v é. Az U és V

alterekr®l azt mondjuk, hogy mer®legesen metszik egymást, ha U -nak V -re

v ett mer®leges v etülete épp en U \ V , v agy ami ezzel ekviv alens, ha V -nek

U -ra v ett mer®leges v etülete épp en U \ V . Jelölje az U -ra v aló mer®leges
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v etítés op erátorát P r

U

. A mer®leges metszéssel ekviv alens az a tula jdonság

is, hogy a P r

U

és P r

V

op erátorok k omm utálnak. A mer®leges metszésre a

?

\

jelölést használv a k ap juk, hogy

U ?

\

V ( ) P r

U

V = U \ V ( ) P r

V

U = U \ V ( ) P r

U

P r

V

= P r

V

P r

U

:

Azt fog juk megm utatni, hogy F és F

0

mer®legesen metszik egymást, s®t,

mind F -et, mind F

0

-t fel tudjuk ma jd b on tani páronk én t mer®leges F

k

és F

0

`

alterekre úgy , hogy , minden ( F

k

; F

0

`

) altér-pár mer®legesen messe egymást.

Ezután elég lesz az F

k

\ F

0

`

alacson y dimenziós alterek dimenzió ját és bázisát

meghatározni.

9.1. Hierarc hikus mo dellek p erm utációkra

El®ször egy kicsit általánosabb vizekre ev ezünk : de�niáljuk, hogy mit

értünk hierarc hikus mo dellen v életlen p erm utációk esetén. A klasszikus hi-

erarc hikus mo dellek terminológiá ját használv a, a mo dellt generátorok fog ják

de�niálni. Egy-egy generátor p edig az [ n ] � [ n ] halmaz egy-egy szorzatpartí-

ció ja lesz.

Az [ n ] halmaz egy partíció ja

D = f D

1

; : : : ; D

d

g : [

d

i =1

D

i

= [ n ] ; D

i

\ D

j

= ; 8 i 6= j:

A D

i

halmazok a partíció osztály ai, ezekr®l mindig feltesszük, hogy nem

üresek. Ha D és R k ét partíció [ n ] -en, akk or a D � R szorzatpartíció az

[ n ] � [ n ] halmazt partícionálja.

Legy en D (illetv e R ) az [ n ] halmaz egy d (illetv e r ) osztályú partíció ja.

A � p erm utáció durvítása a D � R szorzatpartícióra a k ö v etk ez® d � r -es

mátrix :

j � ( D � R ) j = ( t

ij

) ; t

ij

= jf 1 � s � n : s 2 D

i

; � ( s ) 2 R

j

gj : (24)

Minden P = D � R szorzatpartícióhoz hozzárendelhet® egy U

P

� R

n !

lineáris altér a k ö v etk ez®k épp en. Legy enek az R

n !

euklideszi tér elemei a v =
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= ( v ( � ) : � 2 S

n

) v ektorok, a kifeszített altérre p edig használjuk a Span ( � )

jelölést. Ekk or

U

P

= f v 2 R

n !

: j � ( P ) j = j � ( P ) j ) v ( � ) = v ( � ) g ; (25)

azaz v 2 U

P

akk or és csak akk or, ha létezik a d � r -es mátrixok on oly an �

függv én y , melly el v ( � ) = � ( j � ( P ) j ) . Most már de�niálhatjuk a hierarc hikus

mo dellt.

9.2. De�níció. Legy enek P

1

; : : : ; P

s

az [ n ] � [ n ] szorzatpartíciói. Az S

n

-en

adott szigorúan p ozitív p eloszlás akk or tartozik a P

1

; : : : ; P

s

generátorok

de�niálta hierarc hikus mo dellhez, jelölésb en p 2 L ( P

1

; : : : ; P

s

) , ha

log p ( � ) =

s

X

i =1

�

i

( j � ( P

i

) j ) 8 � 2 S

n

v alamily en �

i

függv én y ekre. Ezzel ekviv alens, hogy

log p 2 Span ( U

1

; : : : ; U

s

) ;

ahol az U

P

i

= U

i

egyszer¶sít® jelölést használtuk.

Ismert, hogy a klasszikus hierarc hikus mo dellek esetén az A és az A

0

generátorrendszer¶ mo dellek metszete szin tén hierarc hikus mo dell, melynek

generátorai az f A \ A

0

: A 2 A ; A

0

2 A

0

g halmazok (a hierarc hikus mo dell

alatt most csak a szigorúan p ozitív eloszlások at értjük). Ez a k ö v etk ez®k ép-

p en látható b e. Az A -hierarc hikus mo dell A generátoraihoz hasonló mó don

rendelhet®k U

A

lineáris alterek, min t a p erm utációk hierarc hikus mo delljei

esetéb en. A 9.3. Lemma alap ján k önn y¶ b elátni, hogy minden A; A

0

� [ n ]

generátorpárra U

A

és U

A

0

mer®legesen metszi egymást, v alamin t U

A

\ U

A

0

=

= U

A \ A

0

. Az állítás ezután a 9.5. Lemmáb ól k ö v etk ezik.

P erm utációk esetén a helyzet nem ily en egyszer¶, miv el nem minden P ; P

0

partíció-párra metszik a megfelel® alterek mer®legesen egymást. Elégséges

feltételt adunk azon ban arra, hogy k ét hierarc hikus mo dell metszete hierar-

c hikus mo dell legy en, melynek generátorai is azonosíthatók.
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9.3. Lemma. Legy en (
 ; A ; P ) v alószín ¶ségi mez®, és jelölje L

2

( A ) a

négyzetesen in tegrálható v alószín ¶ségi v áltozók Hilb ert terét. A B � A

� -algebrára jelölje L

2

( B ) a B -mérhet® v alószín ¶ségi v áltozók zárt lineáris

alterét L

2

( A ) -ban. Legy en B

1

, B

2

� A . Ekk or L

2

( B

1

) ?

\

L

2

( B

2

) akk or és

csak akk or, ha B

1

és B

2

feltételesen független B

1

\ B

2

-re nézv e.

Bizon yítás. Miv el L

2

( B

1

\ B

2

) = L

2

( B

1

) \ L

2

( B

2

) , az L

2

( B

1

) és L

2

( B

2

) terek

akk or és csak akk or metszik egymást mer®legesen, ha minden f 2 L

2

( B

1

) ,

g 2 L

2

( B

2

) esetén

E

� �

f � E ( f j B

1

\ B

2

)

��

g � E ( g j B

1

\ B

2

)

��

= 0 :

A feltételes függetlenség teljesülése esetén a k ö v etk ez® er®sebb egy enl®ség

is igaz :

E

� �

f � E ( f j B

1

\ B

2

)

� �

g � E ( g j B

1

\ B

2

)

�

j B

1

\ B

2

�

= 0 :

F ordítv a, ha a k ét altér mer®legesen metszi egymást, akk or legy en E

1

2

2 B

1

, E

2

2 B

2

k ét esemén y , és jelölje C azt az esemén yt, hogy

P ( E

1

\ E

2

j B

1

\ B

2

) � P ( E

1

j B

1

\ B

2

) P ( E

2

j B

1

\ B

2

) > 0 :

Bev ezetv e az f = � ( E

1

) � ( C ) és g = � ( E

2

) � ( C ) jelölések et,

E

� �

f � E ( f j B

1

\ B

2

)

� �

g � E ( g j B

1

\ B

2

)

� �

=

E ( E ( f g j B

1

\ B

2

) � E ( f j B

1

\ B

2

) E ( g j B

1

\ B

2

)) =

= E

�

� ( C )

�

P ( E

1

\ E

2

j B

1

\ B

2

) � P ( E

1

j B

1

\ B

2

) P ( E

2

j B

1

\ B

2

)

��

= 0 :

Ez csak úgy lehetséges, ha P ( E

1

\ E

2

j B

1

\ B

2

) � P ( E

1

j B

1

\ B

2

) P ( E

2

j

j B

1

\ B

2

) � 0 teljesül 1 v alószín ¶séggel. A fordított egy enl®tlenség hasonlóan

igazolható, azaz E

1

és E

2

feltételesen függetlenek a B

1

\ B

2

� -algebrára.

A partíciók k özött tekin tsük a k ö v etk ez® részb enrendezést. A D

0

=

= ( D

0

1

; : : : ; D

0

d

0

) partíció �nomabb a D = ( D

1

; : : : ; D

d

) partíciónál (v agy
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D durv ább D

0

-nél), ha minden i -hez v an oly an j , hogy D

0

i

� D

j

. Jelölje ezt

a relációt D

0

� D . Világos, hogy ebb ®l U

D

0

� U

D

k ö v etk ezik.

9.4. Lemma. Legy enek D

0

� D és R

0

� R az [ n ] partíciói. Ekk or

U

D �R

0

?

\

U

D

0

�R

és U

D �R

0

\ U

D

0

�R

= U

D �R

: (26)

Bizon yítás. Alk almazzuk a 9.3. Lemmát az S

n

-en egy enletes eloszlásra. Az

egy enletesség miatt az L

2

-b eli mer®legesség az R

n !

-b eli mer®legességgel ekvi-

v alens. Legy en P az [ n ] � [ n ] halmaz partíció ja. Jelölje a to v ábbiakban � ( P )

az

X

P

: � 7! j � ( P ) j

v alószín ¶ségi v áltozó által generált � -algebrát S

n

-en. Ezt talán p on tosabb

lenne � ( X

P

) -v el jelölni, azon ban reméljük, hogy ez a jelölés sem v ezet fél-

reértéshez. Ekk or az U

P

altér épp en azokb ól a v : S

n

! R függv én y ekb ®l áll,

mely ek � ( P ) -mérhet®k, azaz U

P

= L

2

( � ( P )) .

A (26) -b eli máso dik állítás a � ( D

0

� R ) \ � ( D � R

0

) = � ( D � R ) k ön y-

n yen ellen®rizhet® összefüggés miatt teljesül. Az els® állításhoz p edig azt k ell

b elátni, hogy j �( D

0

� R ) j és j �( D � R

0

) j feltételesen függetlenek a j �( D �

� R ) j rögzítése mellett, ha � egy enletes eloszlású v életlen p erm utáció. Ez

ismét k önn y en ellen®rizhet®.

Még k ét lineáris algebrai lemmára lesz szükségünk. A mer®leges felb on tást

jelölje U = U

1

� U

2

, ennek p on tos jelen tése tehát az, hogy U = Span ( U

1

; U

2

) ,

ahol U

1

és U

2

mer®leges alterek.

9.5. Lemma. Legy en U = Span ( U

i

: i 2 I ) és V = Span ( V

j

: j 2 J ) k ét

altér. T együk még fel, hogy U

i

?

\

V

j

minden i; j párra. Ekk or U ?

\

V , és

U \ V = Span ( U

i

\ V

j

: i 2 I ; j 2 J ) .

Bizon yítás. F eltev ésünk szerin t P r

V

j

U

i

� U

i

minden i; j -re, ezért P r

V

j

U �

� U minden j -re, tehát U mer®legesen metsz minden V

j

alteret. Emiatt

P r

U

V

j

� V

j

minden j -re, amib ®l már k ö v etk ezik a bizon yítandó P r

U

V �

� V tartalmazás. Másrészt, legy en W = Span ( U

i

\ V

j

: i 2 I ; j 2 J ) .
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Erre P r

V

j

U

i

� W , to v ábbá P r

U

V

j

= P r

V

j

U � W , amib ®l P r

U

V � W

k ö v etk ezik.

9.6. Lemma. Legy en U = U

1

� U

2

és V = V

1

� V

2

k ét altér. Ha U ?

\

V ,

U

1

?

\

V

1

, U ?

\

V

1

és U

1

?

\

V teljesülnek, akk or U

2

?

\

V

2

is igaz, és

U \ V = ( U

1

\ V

1

) � ( U

1

\ V

2

) � ( U

2

\ V

1

) � ( U

2

\ V

2

) :

Bizon yítás. Az els® állításhoz azt használjuk fel, hogy U ?

\

V akk or és

csak akk or, ha a v etítés op erátorok k omm utálnak, azaz P r

U

P r

V

= P r

V

P r

U

.

Mármost

P r

U

2

P r

V

2

= ( P r

U

� P r

U

1

)( P r

V

� P r

V

1

) =

P r

U

P r

V

� P r

U

1

P r

V

� P r

U

P r

V

1

+ P r

U

1

P r

V

1

;

ahol a feltétel szerin t mind a négy tag op erátorai felcserélhet®k. A felcse-

rélések et elv égezv e épp en a P r

V

2

P r

U

2

op erátort k ap juk. A máso dik állítás

p edig a 9.5. Lemmáb ól k ö v etk ezik.

A 9.4. Lemma és a 9.5. Lemma azonnali k ö v etk ezmén y e az alábbi.

9.7. K ö v etk ezmén y . Legy en L ( D

i

� R : i = 1 ; : : : ; s ) és L ( D � R

j

: j =

= 1 ; : : : ; t ) k ét hierarc hikus mo dell, ahol D � D

i

és R � R

j

minden 1 �

� i � s , 1 � j � t esetén. Ekk or a k ét mo dell metszete az L ( D

i

� R

j

: i =

= 1 ; : : : ; s; j = 1 ; : : : ; t ) hierarc hikus mo dell.

9.2. A család paraméterezése

Ebb en a szak aszban megm utatjuk, hogy a szigorúan p ozitív L-felb on tható

és in v ertálv a L-felb on tható eloszlások egy-egy hierarc hikus mo dellt alk ot-

nak. Ez a k ét család ráadásul oly an szerencsés, hogy alk almazható rá juk

a 9.7. K ö v etk ezmén y is, így k önn y en megk ap juk a szigorúan p ozitív duplán

L-felb on tható eloszlások hierarc hikus reprezen táció ját is. Azon ban a mo dell

szabad paraméterei számának meghatározásához ennél kicsit több m unk ára

lesz szükség.
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De�niáljuk el®ször a vastag vágásokat , ezek az [ n ] halmazt három in ter-

v allumra partícionálják, mely ek k özül a k özéps® csak egy p on tb ól áll. A k :

v astag v ágás tehát

�

k

= ( f 1 ::k � 1 g ; f k g ; f k + 1 ::n g ) ; 2 � k � n � 1 : (27)

Kén y elmes lesz a �

k

jelölést k = 1 -re és k = n -re is használni, bár ezek a

v astag v ágások csak k ét részre b on tják [ n ] -et. Azt a partíciót, mely [ n ] -et

elemeire hasítja, teljes p artíciónak nev ezzük, jelölésb en

	 = ( f 1 g ; f 2 g ; : : : ; f n g ) :

A (17) egy enletb ®l világos, hogy az E ( M

L

) L-felb on tható exp onenciális család

egy hierarc hikus mo dell :

E ( M

L

) = L (�

k

� 	 : 1 � k � n ) : (28)

Ez amiatt v an, hogy a j � (�

k

� 	) j 0 � 1 -mátrix ekviv alens a ( � f 1 ::k � 1 g ; � ( k ))

párral.

A p erm utációk in v ertálása azt jelen ti, hogy a szorzatpartíciókban a

szorzást fordított sorrendb en k ell elv égezni. Ebb ®l k ap juk, hogy az in v ertálv a

L-felb on tható exp onenciális családra

E ( M

L

0

) = L (	 � �

k

: 1 � k � n ) :

Legy en a ( k ; ` ) : vastag ker eszt

�

k `

= �

k

� �

`

;

ez tehát a (27)-ban de�niált v astag v ágások szorzata. V ezessük b e a szigorúan

p ozitív duplán L-felb on tható eloszlások családjára az E ( M

B

) jelölést, hiszen

tudjuk, hogy ezek exp onenciális családot alk otnak, bár az M

B

mátrixot még

nem ismerjük. A 9.7. K ö v etk ezmén y szerin t

E ( M

B

) = L (�

k `

: 1 � k ; ` � n ) : (29)
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A (29) reprezen táció által máris ölünkb e h ull egy M

B

mátrix, ez azon ban nem

lesz teljes rangú. A to v ábbiakban azon dolgozunk, hogy ennek a mátrixnak a

rang ját, azaz az E ( M

B

) család szabad paramétereinek számát meghatároz-

zuk.

A (28)-b eli hierarc hikus mo dell egy részmo delljére is szükség lesz a szá-

moláshoz. Ezt durv ább partíciók generálják. Vékony vágásnak nev ezünk egy

oly an partíciót, mely k ét in terv allumra b on tja [ n ] -et. A k : v ék on y v ágás tehát

e

�

k

= ( f 1 ::k g ; f k + 1 ::n g ) ; 1 � k � n � 1 : (30)

V együk észre, hogy �

1

=

e

�

1

és �

n

=

e

�

n � 1

. Az egyszer¶bb jelölés k edv éért a

e

�

n

triviális partíciót is v ezessük b e. Az E ( M

L

) egy részmo dellje az

E ( M

S

) = L (

e

�

k

� 	 : 1 � k � n � 1)

hierarc hikus mo dell. Az ily en eloszlások at S -felb onthatónak nev ezzük, ahol S

az angol �set� (halmaz) szób ól jön, miv el ebb en a mo dellb en minden C � [ n ]

részhalmazhoz tartozik egy paraméter. Ez a mo dell önmagában is érdek es

lehet, bár nekünk csak min t segédmo dell bukk an fel. Kés®bb ma jd részlete-

sebb en megvizsgáljuk ezt a mo dellt. Hasonlóan de�niáljuk az in v ertálv a S-

felb on tható eloszlások E ( M

S

0

) családját. F elidézv e a szorzatpartíciókhoz ren-

delt alterek (25)-b eli de�níció ját, v ezessünk b e néhán y újabb jelölést a leg-

gy akrabban el®forduló altereinkre. Legy en

U

�

k

� 	

= U

k

; U

e

�

k

� 	

=

e

U

k

:

A partíciók k özött fennálló reláció miatt

e

U

k

� U

k

, jelölje

e

U

k

ortogonális

kiegészít® alterét U

k

-ban F

k

. Hasonlóan,

e

U

k

� U

k +1

is teljesül. Ezért

Span ( U

k

: 1 � k � n ) = Span ( F

k

: 1 � k � n;

e

U

n

) :

Miv el �

1

=

e

�

1

, így F

1

= f 0 g . T o v ábbá, miv el

e

�

n

a triviális partíció,

e

U

n

=

= Span ( 1 ) . Ezért az E ( M

L

) L-felb on tható hierarc hikus mo dellhez tartozó
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altér

F = Span ( U

k

: 1 � k � n ) = Span ( F

k

: 2 � k < n; 1 ) : (31)

Megm utatjuk, hogy a (31) jobb oldalán álló alterek az F altér ortogonális

felb on tását adják.

9.8. Lemma. Az F

k

(2 � k � n ) alterek mer®legesek egymásra és az 1

v ektorra.

Bizon yítás. Ismét használjuk, hogy az egy enletes eloszlás melletti L

2

-b eli

mer®legesség ekviv alens az R

n !

-b eli euklideszi mer®legességgel. Ebb en a bi-

zon yításban a

�

k

= � (�

k

� 	) ; e�

k

= � (

e

�

k

� 	)

jelölést használjuk. Az F

k

elemei f

1

= f � E ( f j e�

k

) alakban állnak el®, ahol

f �

k

-mérhet®. Az 1 -re v aló mer®legesség az E ( f

1

) = 0 összefüggésb ®l adó dik.

A másik állításhoz p edig legy en g

1

2 F

j

, ahol j > k . K önn y¶ ellen®rizni, hogy

egy enletes eloszlás esetén �

k

és �

j

feltételesen függetlenek a e�

k

� -algebrára

nézv e. Ezért

E ( f

1

g

1

) = E [ E ( f

1

g

1

j e�

k

)] = E [ E ( f

1

j e�

k

) E ( g

1

j e�

k

)] = 0 ;

hiszen 1 v alószín ¶séggel E ( f

1

j e�

k

) = 0 .

Az E ( M

L

) család szabad paramétereinek b

n

száma k önn y en számolható,

több ek k özött a (31) ortogonális felb on tásb ól k ap juk, hogy

b

n

= dim ( F ) � 1 =

n

X

k =2

dim ( F

k

) =

n

X

k =2

�

n

k

�

( k � 1) = 2

n

( n= 2 � 1) + 1 ;

ahol F

k

dimenzió jának kiszámítása k önn y¶ feladat ( b

n

-et egy ébk én t már k o-

rábban is meghatároztuk). Azon ban a (31) felb on tás igazi haszna abban áll,

hogy segít kiszámolni a G = F \ F

0

altér dimenzió ját.

T artozzanak az U

0

`

;

e

U

0

`

; F

0

`

alterek az E ( M

L

0

) mo dellhez ugy an úgy , ahogy

U

k

;

e

U

k

; F

k

az E ( M

L

) mo dellhez tartozik. T ehát a (25)-b eli jelöléssel,

U

	 � �

`

= U

0

`

; U

	 �

e

�

`

=

e

U

0

`

:
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Ekk or a 9.8. Lemma szerin t az in v ertálv a L-felb on tható hierarc hikus mo dell-

hez tartozó altér :

F

0

= �

n

` =2

F

0

`

� Span ( 1 ) :

A 9.4. Lemma szerin t minden

U 2 f U

k

;

e

U

k

: 2 � k � n g ; U

0

2 f U

0

`

;

e

U

0

`

: 2 � ` � n g

altér-párra U ?

\

U

0

, hiszen az U -alterekhez tartozó szorzatpartíciók máso dik

tén y ez® je, míg az U

0

-alterekhez tartozó szorzatpartíciók els® tén y ez® je az [ n ]

teljes partíció ja. A 9.6. Lemmáb ól k ap juk, hogy F

k

?

\

F

0

`

minden k ; ` esetén.

T o v ábbá a 9.5. Lemma alap ján a G = F \ F

0

altér egy ortogonális felb on tása

G = �

2 � k ;` � n

( F

k

\ F

0

`

) � 1 :

Most már csak az F

k

\ F

0

`

alterek dimenzió ját és bázisát k ell meghatározn unk.

Ehhez rögzítsük k -t és ` -et. A 9.4. Lemma alap ján a �

k `

v astag k ereszthez

tartozó altér U

k

\ U

0

`

. V együk észre, hogy F

k

\ F

0

`

p on tosan azokb ól az U

k

\

\ U

0

`

-b eli v ektorokb ól áll, mely ek mer®legesek az

e

U

k

és az

e

U

0

`

terekre.

Emlék ezzünk vissza, hogy az U

k

\ U

0

`

tér v ektorainak � : k o ordinátá ja csak

a (24) -b en de�niált j � (�

k `

) j statisztik ától függ. A j � (�

k `

) j = ( t

ij

) 3 � 3 -as

mátrix elemeinek sorösszegei rendre k � 1 ; 1 ; n � k , oszlop összegei rendre

` � 1 ; 1 ; n � ` k ell legy enek. Ezért elég a mátrixnak a bal fels® 2 � 2 -es

részét megadni. Miv el a t

12

; t

21

; t

22

elemek csak 0 v agy 1 érték¶ek lehetnek,

a j � (�

k `

) j statisztik át még tömörebb en leírhatjuk egy ( a

k `

( � ) ; q

k `

( � )) párral.

Legy en tehát

a

k `

( � ) = t

11

+ t

12

+ t

21

+ t

22

;

és q

k `

( � ) a 6. táblázat szerin ti.

Miv el az U

k

\ U

0

`

altér v ektorainak � : k o ordinátá ja csak a j � (�

k `

) j

statisztik ától függ, az U

k

\ U

0

`

altér egy ortogonális bázisa a

�

k `

aq

( � ) = � f a

k `

( � ) = a; q

k `

( � ) = q g (32)

indik átorv ektorokb ól áll, ahol a; q minden oly an lehetséges érték et b efut,
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6. táblázat. A j � (�

k `

) j statisztik a lehetséges érték einek k ó dolása

( t

ij

)

1 � i;j � 2

q

k `

( � ) ( t

ij

)

1 � i;j � 2

q

k `

( � )

�

a � 1 1

0 0

�

1

�

a 0

0 0

�

4

�

a � 2 1

1 0

�

2

�

a � 1 0

0 1

�

5

�

a � 1 0

1 0

�

3

melyre �

k `

aq

nem azonosan n ulla. Ehhez p éldául szükséges, hogy

max(0 ; k + ` � n ) � a � min ( k ; ` ) ;

míg q általában 1 -t®l 5 -ig bármi lehet, kiv év e ha a 2 f 0 ; 1 ; k ; ` g .

Legy en most u =

P

b;q

c

bq

�

k `

bq

az U

k

\ U

0

`

altér általános eleme, meg k ell

határozn unk, hogy mik or lesz mer®leges az

e

U

k

és

e

U

0

`

alterekre. Legy en el®ször

v ( � ) = � ( � f 1 ::k g = C ) az

e

U

k

tér egy báziseleme, és legy en j C \ f 1 ::` g j = a .

Ha még h = ( k � 1)! ( n � k )! , akk or a sk aláris szorzatra

( u; v ) =

8

<

:

c

a 1

( k � a ) h + c

a 2

( a � 1) h + c

a 5

h ha ` 2 C ;

c

a 3

ah + c

a 4

( k � a ) h ha ` 62 C :

Hasonlóan, ha v ( � ) = � ( �

� 1

f 1 ::` g = D ) az

e

U

0

`

altér báziseleme, v alamin t

j D \ f 1 ::k g j = a , és g = ( ` � 1)! ( n � ` )! , akk or

( u; v ) =

8

<

:

c

a 3

( ` � a ) g + c

a 2

( a � 1) g + c

a 5

g ha k 2 D ;

c

a 1

ag + c

a 4

( ` � a ) g ha k 62 D :

Az F

k

\ F

0

`

altér tehát oly an

P

5

q =1

c

aq

�

k `

aq

v ektorok lineáris k om binációib ól
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áll, mely ekre

c

a 1

( k � a ) + c

a 2

( a � 1) + c

a 5

= c

a 3

a + c

a 4

( k � a ) =

c

a 3

( ` � a ) + c

a 2

( a � 1) + c

a 5

= c

a 1

a + c

a 4

( ` � a ) = 0 :

A négy feltételb ®l három lineárisan független v álasztható ki, így általában k ét

lineárisan független megoldás v an. Az a = 0 ; 1 ; min ( k ; ` ) esetek et külön k ell

v égignézni. Az a = 0 esetb en csak az azonosan n ulla megoldás, míg az a =

= 1 ; min ( k ; ` ) esetekb en egy nemn ulla megoldás v an. Jelölje N

k `

a

a lineárisan

független megoldások számát, azaz N

k `

a

n ulla, egy v agy k ett®. Megm utatjuk,

hogy minden 1 � i � n -re

jf ( k ; ` ) : dim ( F

k

\ F

� 1

`

) � i gj = ( n � i )

2

:

Keressük meg el®ször azon k ; ` párok at, mely ekre dim ( F

k

\ F

0

`

) � 2 j + 2 .

Ez úgy lehet, ha az N

k `

a

menn yiségek k özött v agy k ét 1 -es és legalább j 2 -es

v an, v agy egy 1 -es és legalább ( j + 1) 2 -es.

Az els® lehet®ség akk or k ö v etk ezik b e, ha ` + k � n + 1 és min f k ; ` g � j +

+ 2 , a máso dik p edig akk or, ha ` + k � n + 2 és max f k ; ` g � n � j � 1 . De

ha ` + k � n + 1 és k ; ` � j + 2 , akk or k ; ` � n � j � 1 is igaz. Hasonlók épp,

ha ` + k � n + 2 és k ; ` � n � j � 1 , akk or egyszersmind k ; ` � j + 3 > j + 2 .

T ehát dim ( F

k

\ F

� 1

`

) � 2 j + 2 akk or és csak akk or, ha j + 2 � k ; ` � n � j � 1 ,

ily en párb ól p edig [ n � (2 j + 2)]

2

v an.

Most k eressük meg azon k ; ` párok at, mely ekre dim ( F

k

\ F

0

`

) � 2 j + 1 . Ez

úgy történhet, ha az N

k `

a

érték ek k özött v agy k ét 1 -es és legalább j 2 -es v an,

v agy egy 1 -es és legalább j 2 -es.

Az els® lehet®ség akk or k ö v etk ezik b e, ha ` + k � n + 1 és min f k ; ` g �

� j + 2 , a máso dik p edig akk or, ha ` + k � n + 2 és max f k ; ` g � n � j . De

ha ` + k � n + 1 és k ; ` � j + 2 , akk or k ; ` � n � j � 1 < n � j is teljesül.

Ha p edig ` + k � n + 2 és k ; ` � n � j , akk or k ; ` � j + 2 is fennáll. T ehát

dim ( F

k

\ F

0

`

) � 2 j + 1 akk or és csak akk or, ha j + 2 � k ; ` � n � j , ily en

párb ól p edig [ n � (2 j + 1)]

2

v an.
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Miv el

X

k ;`

dim ( F

k

\ F

� 1

`

) =

X

i � 1

jf ( k ; ` ) : dim ( F

k

\ F

� 1

`

) � i gj ;

és az E ( M

B

) család szabad paramétereinek száma G = F \ F

0

dimenzió ja

mín usz egy , k aptuk, hogy

9.9. Tétel. Az E ( M

B

) család szabad paramétereinek száma

d

n

=

n � 1

X

i =1

i

2

:

T o v ábbá b eláttuk a k ö v etk ez® tételt.

9.10. Tétel. Legy en

�

k `

a 1

= � �

k `

a 2

+ ( a � 1) �

k `

a 5

�

k `

a 2

= � ( ` � a ) a�

k `

a 1

+ ( k � a )( ` � a ) �

k `

a 2

� ( k � a ) a�

k `

a 3

+

+ a

2

�

k `

a 4

+ ( k � a )( ` � a ) �

k `

a 5

:

Ekk or az

f 1 g [ f �

k `

ai

: 2 � k ; ` � n; max (0 ; k + ` � n ) � a � min ( k ; ` ) ; i = 1 ; 2 g

v ektorok k özül az azonosan n ullák at elhagyv a, a G altér ortogonális bázisát

k ap juk.

A mer®legesség különösen k én y elmes tula jdonság, ha egy szigorúan p o-

zitív duplán L-felb on tható eloszlásnak a 9.10. Tételb en megadott paraméte-

rezését k eressük. Ugy anígy k önn y en meghatározhatjuk egy szigorúan p ozitív

eloszlás logaritm usának a G altért®l v ett euklideszi tá v olságát, illetv e a hoz-

zá euklideszi értelem b en legk özelebb es® duplán L-felb on tható eloszlást. Ez

természetesen külön b özni fog a maxim um lik eliho o d b ecslést®l.

Most a G térnek egy indik átor-v ektorokb ól álló bázisát is megadjuk. T et-
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sz®leges k ; `; a -ra v ezessük b e a

�

k `

a

=

5

X

q =1

�

k `

aq

jelölést, ahol emlék eztetünk �

k `

aq

(32) -b eli de�níció jára.

9.11. Tétel. Az 1 és a

�

k `

a

: 1 � k ; ` � n � 1 ; max (0 ; k + ` � n ) < a � min ( k ; ` ) ;

�

k `

a 5

: 1 � k ; ` � n � 1 ; max (1 ; k + ` � n ) < a � min ( k ; ` )

(33)

v ektorok a G altér bázisát alk otják.

Bizon yítás. Két dolgot m utatunk meg. Egyrészt triviális kiszámolni, hogy

a tételb eli v ektorok elemszáma d

n

+ 1 . Másrészt megm utatjuk, hogy a �

k `

aq

( 2 � k ; ` � n ) v ektorok b enne v annak a tételb eli v ektorok által generált G

�

altérb en. Rögzített k ; ` -re a �

k `

a

és �

k `

a 5

v ektorrendszerek mindegyik éb ®l egy

v ektort kizártunk, méghozzá a lehet® legkisebb a értékhez tartozót (ha pl.

min ( k ; ` ) = 1 , akk or a �

k `

a 5

v ektorok k özött csak az a = 1 fordul el®, amit

ki is zárunk). Ezt azért tehetjük meg, mert ezek már b enne v annak G

�

-b en,

amin t azt most megm utatjuk. El®ször is, miv el

min ( k ;` )

X

a =max(0 ;k + ` � n )

�

k `

a

= 1 ;

a �

k `

a

v ektorok a = max(0 ; k + ` � n ) -re is G

�

-b en v annak. A �

k `

a 5

v ektorok

esetéb en p edig elég b elátni, hogy a f � ( k ) = ` g esemén y indik átorv ektora,

azaz a

v

k `

=

min ( k ;` )

X

a =max(1 ;k + ` � n )

�

k `

a 5

v ektor G

�

-b eli. Ezt induk ció v al m utatjuk meg. Az induk ciós lép ésb en feltesszük,

hogy v

ij

2 G

�

minden i � k , j � ` , ( i; j ) 6= ( k ; ` ) esetén, ma jd ebb ®l meg-

m utatjuk, hogy v

k `

2 G

�

is igaz. Így az (1 ; 1) párb ól elindulv a minden ( k ; ` )

párhoz eljutunk. Az induk ció k ezdetéhez v együk észre, hogy v

11

= �

11

1

2 G

�

.
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Az induk ciós lép és p edig a

k

X

i =1

`

X

j =1

v

ij

=

X

a

a�

k `

a

2 G

�

összefüggés miatt v égezhet® el.

Rögzítsük most a 2 � k ; ` � n � 1 érték ek et, és m utassuk meg, hogy

�

k `

aq

2 G

�

minden a � min ( k ; ` ) , 1 � q � 4 v álasztásra. A bizon yítás lén y egét

a k ö v etk ez® egy enletek adják :

�

k `

a 1

= �

k � 1 ;`

a

� �

k � 1 ;` � 1

a

+ �

1

�

k `

a 2

= �

k `

a

+ �

k � 1 ;` � 1

a

� �

k � 1 ;`

a

� �

k ;` � 1

a

� �

k `

a 5

+ �

2

�

k `

a 3

= �

k ;` � 1

a

� �

k � 1 ;` � 1

a

+ �

3

�

k `

a 4

= �

k � 1 ;` � 1

a

+ �

4

(34)

ahol

�

i

= d

i

�

k `

a +2 ; 2

+

5

X

q =1

c

iq

�

k `

a +1 ;q

(35)

v alamily en d

i

; c

iq

együtthatókk al, mely eknek p on tos érték e nem fon tos. Ezért

a szerin ti visszafelé haladó induk ció v al bizon yíthatunk : ha már tudjuk, hogy

�

k `

bq

2 G

�

minden b � a + 1 -re, akk or a (35) egy enletb en �

i

2 G

�

, és így

�

k `

aq

2 G

�

is, miv el a (34) egy enletek jobb oldalainak többi v ektora a tételb eli

(33) bázis eleme. (Az induk ció elindításá v al sincs gond, miv el a = min ( k ; ` )

esetén �

i

= 0 .)

Végül nézzük azt az esetet, amik or max( k ; ` ) = n . T együk fel, hogy ` <

< k = n , ekk or a = ` lehet csak, és

�

n`

` 1

= �

n � 1 ;`

`

; �

n`

` 2

= �

n � 1 ;` � 1

` � 2

; �

n`

` 5

= 1 � �

n � 1 ;`

`

� �

n � 1 ;` � 1

` � 2

:

Ha p edig k = ` = n , akk or a = n , és

�

nn

n 2

= 1 � �

n � 1 ;n � 1

n � 1

; �

nn

n 5

= �

n � 1 ;n � 1

n � 1

:



76 9. DUPLÁN L-FELBONTHA TÓSÁ G

Nev ezzük azok at az eloszlások at, mely ek S-felb on thatók és in v ertálv a S-

felb on thatók is, duplán S-felb on tható eloszlásoknak. A 9.7. K ö v etk ezmén y

szerin t a p ozitív duplán S-felb on tható eloszlások hierarc hikus mo dellt alk ot-

nak, melynek generátorai a

e

�

k `

=

e

�

k

�

e

�

`

szorzatpartíciók, mely ek et vékony ker eszteknek hívunk. Emlék eztetünk a

szorzótén y ez®k (30)-b eli de�níció jára. Ebb en az esetb en �x k ; ` -re a

e

�

k `

partícióhoz tartozó U

e

�

k `

altérnek a �

k `

a

v ektorok (ahol a minden lehetséges

érték et b efut) ortogonális bázisát adják. A 9.11. Tétel szerin t a külön b öz®

( k ; ` ) párokhoz tartozó U

e

�

k `

alterek �ma jdnem lineárisan függetlenek�, a

k özöttük lév ® lineáris összefüggés csak abb ól származik, hogy az 1 v ektor

mindegyikükb en b enne v an. Ebb ®l a k ö v etk ez® tételt k ap juk.

9.12. Tétel. A p ozitív duplán S-felb on tható eloszlások hierarc hikus mo dellt

alk otnak, mely szabad paramétereinek száma

e

n

=

b ( n � 1) = 2 c

X

j =0

( n � 2 j � 1)

2

:

A mo dellhez tartozó altér egy bázisa az 1 v ektorb ól és a �

k `

a

v ektorokb ól áll,

ahol k ; `; a ugy anott fut, min t (33) -ban.

A (33)-b eli �

k `

a 5

v ektorok tehát a duplán L-felb on tható és a duplán S-

felb on tható eloszlások k özötti �külön bséget� adják meg. A teljesség k ed-

v éért meg jegy ezzük, hogy a p ozitív S-felb on tható eloszláscsalád szabad

paramétereinek száma

c

n

=

n

X

i =1

��

n

i

�

� 1

�

= 2

n

� n � 1 :

Végül megemlítjük, hogy elmetszhetjük egymással az L

K

és az L

0

K

0

csalá-

dok at is, azaz k ereshetjük azok at az eloszlások at, mely ek felb on thatók min-

den k 2 K -ra és in v ertálv a felb on thatók minden k

0

2 K

0

-re, ahol K ; K

0

�
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� [ n ] tetsz®leges halmazok. Az ily en p ozitív eloszlások is hierarc hikus mo d-

ellt alk otnak (9.7. K ö v etk ezmén y), melynek paraméterszáma minden k onkrét

n; K ; K

0

-re lineáris algebrai mó dszerekk el meghatározható.

9.3. Két szemléltetési mó d

Szólunk pár szót arról, hogy a v életlen p erm utációk at, a j � ( P ) j statiszti-

k ák at, illetv e a feltételes függetlenséget hogy an lehet szemléletesen ábrázolni.

Két ábrázolásmó dot m utatunk b e : a páros gráfot és a sakktáblát.

Minden � 2 S

n

-hez hozzárendelhetjük a G ( � ) = ([ n ] ; [ n ] ; E ( � )) páros grá-

fot. Itt [ n ] jelöli mind a k ét csúcsosztályt, azaz mindk ét osztályban n darab,

1 -t®l n -ig számozott csúcs v an. Az élek halmaza p edig E = f ( k ; � ( k )) : k =

= 1 ; : : : ; n g , azaz az els® osztály k : csúcsát a máso dik osztály � ( k ) : csúcsá v al

k ötjük össze. Ebb en a gráfban tehát minden p on t fok a p on tosan egy . Ha

most D és R az [ n ] partíciói, akk or a G ( � ) gráf els® csúcsosztály ának minden

D

i

részhalmazát v onjuk össze egy i

�

csúccsá, és máso dik csúcsosztály ának

minden R

j

részhalmazát v onjuk össze egy j

�

csúccsá úgy , hogy az összev on t

csúcsok megöröklik a régi csúcsok éleit. A j � ( D � R ) j = ( t

ij

) mátrix t

ij

eleme

ekk or azt adja meg, hogy a k ap ott m ultigráfban hán y él v ezet az els® osztály

i

�

és a máso dik osztály j

�

csúcsa k özött.

T együk fel, hogy a k ét csúcsosztályt k ét oszlopban rendezzük el, balra az

els® osztályt, jobbra a máso dik osztályt hely ezzük, és a csúcsok számozása

lefelé nö v ekszik. Az élek p edig legy enek egy enes szak aszok. Ekk or p éldául

a j � (�

k `

) j = ( t

ij

) statisztik át �lok álisan� leolv ashatjuk a gráfb ól. Azt k ell

meghatározn unk, hogy (i) a ( k ; � ( k )) él a ( k ; ` ) szak asz alatt, fölött, v agy

ra jta fut, (ii) a ( �

� 1

( ` ) ; ` ) él a ( k ; ` ) szak asz alatt, fölött, v agy ra jta fut, és

(iii) hán y E -b eli él metszi a ( k ; ` ) szak aszt. (iii)-hoz azt v együk észre, hogy a

( k ; ` ) szak aszt metsz® E -b eli élek száma t

13

+ t

31

, ebb ®l p edig t

11

kiszámítható,

ha ismerjük még a t

12

; t

21

; t

22

; t

23

; t

32

mátrixelemek et.

A sakktábla reprezen tációhoz v együnk egy n � n -es sakktáblát. Minden

� 2 S

n

-hez hely ezzünk el n darab bást y át a táblán, a k : bást y a k erüljön a k :

sor � ( k ) : oszlopába. A sakk csak úgy jön el®, hogy ezek a bást y ák nem ütik

egymást. Ha most D és R az [ n ] partíciói, akk or a tábla sorainak minden D

i
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O
O

O
O

O
O

3. ábra. L-felb on thatóság a sakktáblán, n = 6 . F eltév e, hogy

� f 1 :: 4 g = f 1 ; 3 ; 4 ; 6 g , �(1 :: 4) és �(5 :: 6) független.

részhalmazát v onjuk össze egy i

�

sorrá, és oszlopainak minden R

j

részhal-

mazát v onjuk össze egy j

�

oszloppá úgy , hogy az összev onás utáni ( i

�

; j

�

)

tábla-mez® megörökli a régi mez®k bást y áit. A j � ( D � R ) j = ( t

ij

) mátrix t

ij

eleme ekk or azt adja meg, hogy az új ( i

�

; j

�

) mez®b en hán y bást y a áll.

A sakktábla reprezen táció segítségév el szemléltethetjük az L-felb on tha-

tóságot. Ha a sakktáblát vízszin tesen elv ág juk k ét sora k özött, akk or a fels®

és alsó részb en a bást y ák elhely ezk edése független lesz, feltév e, hogy tudjuk,

mely oszlop ok at foglalják el a fels® és alsó rész bást y ái. (lásd a 3. ábrát).

Ez akk or is igaz, ha a táblát több vízszin tes részre v ág juk. Az in v ertálv a

L-felb on thatóságot úgy k ap juk, ha a sorok és oszlop ok szerep ét felcseréljük.

Ugy anígy a páros gráfon is szemléltethetjük az L-felb on thatóságot. Ha

az els® csúcsosztályt v alahol elv ág juk, akk or a v ágás feletti és alatti csúcsok-

b ól kiinduló élek függetlenek lesznek, feltév e, hogy ismerjük a v ágás feletti

csúcsok szomszédainak halmazát (lásd a 4. ábrát). Az in v ertálv a L-felb on t-

hatóságot úgy k ap juk, ha a k ét csúcsosztály szerep ét felcseréljük.

9.4. Mark o v bázis n = 4 -re

Az L-felb on tható torikus mo dellre k önn y¶ v olt egy Mark o v bázist megad-

ni, általános n -re. A dó dik a k érdés, hogy a duplán L-felb on tható esetb en is

megoldható-e ez a feladat. Szeretnénk tehát megk eresni, hogy mely ek azok
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1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

4. ábra. L-felb on thatóság a páros gráfon, n = 6 . F eltév e, hogy

� f 1 :: 4 g = f 1 ; 3 ; 4 ; 6 g , �(1 :: 4) és �(5 :: 6) független.

a p olinomiális összefüggések, mely ek a cl ( F ( M

B

)) zárt torikus mo dell min-

den elemére teljesülnek. Ezt általános n -re nem sik erült tisztázni. S®t, az

egy etlen nem triviális n , melyre a n yílt hozzáférés¶ programcsomagok ered-

mén y esek v oltak, az n = 4 . Az n = 5 már túl nagy feladatnak bizon yult ezen

programcsomagok számára. Mi a 4ti2 [1] programcsomagot használtuk, mely

egy adott mo dellmátrixhoz tartozó torikus ideál minimális generátorrendsze-

rét számolja ki algoritmikusan. K orábban láttuk, hogy az n = 4 esetb en az

I

M

L

minimális generátorrendszere hat máso dfokú p olinom b ól áll, ugy anígy

az I

M

L

0

-é is. Két p olinom azon ban k özös, így összesen tíz máso dfokú p oli-

nomot k apunk, mely ek n yilv án az I

M

B

ideálnak is elemei. Ezek en túl az I

M

B

minimális generátorrendszeréb en még n y olc negy edfokú p olinom szerep el :

1 x

1324

x

2431

x

3241

x

4123

� x

1423

x

2341

x

3124

x

4231

2 x

1324

x

2431

x

3214

x

4132

� x

1432

x

2314

x

3124

x

4231

3 x

1324

x

1432

x

3241

x

4213

� x

1342

x

1423

x

3214

x

4231

4 x

1324

x

2341

x

4213

x

4132

� x

1342

x

2314

x

4231

x

4123

5 x

1342

x

2413

x

3241

x

4123

� x

1423

x

2341

x

3142

x

4213

6 x

1342

x

2413

x

3214

x

4132

� x

1432

x

2314

x

3142

x

4213

7 x

1432

x

2413

x

3241

x

3124

� x

1423

x

2431

x

3214

x

3142

8 x

2314

x

2431

x

3142

x

4123

� x

2341

x

2413

x

3124

x

4132

(36)
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Ez a n y olc p olinom egy etlen orbitot alk ot a k ö v etk ez® értelem b en. A k ö v etk ez®

szak aszban b elátjuk, hogy az E ( M

B

) család, és így a lezártja is, in v ariáns

bizon y os transzformációkra nézv e. Ezek a transzformációk v alamily en S

n

-en

adott transzformáció szerin t átrendezik a p ( � ) v alószín ¶ségek et. K onkrétan,

legy en � : S

n

! S

n

k ölcsönösen egy értelm ¶ lek ép ezés, p p edig S

n

-en adott

eloszlás. p -nek � szerin ti átrendezése a p

�

( � ) = p ( � ( � )) -v el de�niált p

�

elosz-

lás. Akk or mondjuk, hogy egy eloszláscsalád in v ariáns � -re, ha minden p

elemév el együtt p

�

is eleme a családnak. Ha � az in v ertálás, v agy bizon y os

p erm utációkk al v aló jobbról v agy balról szorzás, akk or E ( M

B

) in v ariáns � -re

(lásd a k ö v etk ez® szak aszt). A � transzformáció természetes mó don hat az x

�

v áltozókb ól felépített p olinomokra is. Ha egy p olinomiális összefüggés igaz

egy családban, és a család in v ariáns � -re, akk or a � szerin t transzformált

p olinomiális összefüggés is érv én y es a családban. Egy p olinomiális összefüg-

gés orbitját az összes, a családot in v ariánsan hagy ó � -k szerin t transzformált

p olinomok k ép ezik. A (36) n y olc p olinomja ebb en az értelem b en teljes orbitot

alk ot.

Miv el E ( M

L

) \ E ( M

L

0

) = E ( M

B

) , így szigorúan p ozitív x

�

v áltozók e-

setén a (36)-b eli p olinomok lev ezethet®k az I

M

L

és I

M

L

0

bázisának tíz má-

so dfokú összefüggéséb ®l, a k ö v etk ez®k épp en. Az x

1324

x

2413

= x

2314

x

1423

és az

x

3214

x

4123

= x

3124

x

4213

p olinomok I

M

L

0

-höz tartoznak. Ezek et összeszorozv a

k ap juk, hogy x

1324

x

2413

x

3214

x

4123

= x

3124

x

4213

x

2314

x

1423

, azaz

x

1324

x

2413

x

3214

x

4123

x

3124

x

4213

x

2314

x

1423

= 1 :

Azon ban az L-felb on thatóság miatt

x

2413

x

4213

=

x

2431

x

4231

és

x

3214

x

2314

=

x

3241

x

2341

:

Ez utóbbit az el®bbib e hely ettesítv e, és a nev ez® v el visszaszorozv a épp en

a (36) p olinomok k özül az els®t k ap juk.

Összességéb en azt mondhatjuk, hogy a p ozitív duplán L-felb on tható
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eloszlásokra a k ö v etk ez® alakú összefüggések érv én y esek :

�

x

13 ab

x

31 ab

�

=

�

x

14 cd

x

41 cd

�

=

�

x

23 ef

x

32 ef

�

=

�

x

24 g h

x

42 g h

�

�

x

ab 13

x

ab 31

�

=

�

x

cd 14

x

cd 41

�

=

�

x

ef 23

x

ef 32

�

=

�

x

g h 24

x

g h 42

�

�

x

1 a 2 b

x

2 a 1 b

�

=

�

x

1 cd 2

x

2 cd 1

�

=

�

x

e 12 f

x

e 21 f

�

=

�

x

g 1 h 2

x

g 2 h 1

�

�

x

3 a 4 b

x

4 a 3 b

�

=

�

x

3 cd 4

x

4 cd 3

�

=

�

x

e 34 f

x

e 43 f

�

=

�

x

g 3 h 4

x

g 4 h 3

�

;

ahol az a; b; c; d; e; f ; g ; h tetsz®leges érték ek. Ezek az összefüggések ugy an-

úgy v ezethet®k le, min t a (36) els® p olinomja : v alamily en a; : : : ; h érték ekre

az összefüggés k ét I

M

L

-b eli v agy I

M

L

0

-b eli p olinom összeszorzásá v al és átren-

dezésév el k apható meg. Ebb ®l p edig, ismét felhasználv a az L-, illetv e in-

v ertálv a L-felb on thatóságot, az összefüggés tetsz®leges a; : : : ; h v álasztásra

is teljesül. Ha a fen ti összefüggésekb en elt¶n tetjük a nev ez®k et, megk ap juk

azok at a p olinomok at, mely ek et minden cl ( F ( M

B

)) -b eli eloszlás kielégít.

9.5. Maxim um lik eliho o d b ecslés

A p erm utációk hierarc hikus mo delljei esetéb en a maxim um lik eliho o d

b ecslés ugy an úgy megk apható az IPS algoritm ussal, min t a k on tingenci-

atáblák esetéb en. A ML b ecslés p edig a 2.7. Tételb en kimondott tula jdon-

ságokk al rendelk ezik.

Az IPS algoritm us során a generátor-partíciók at ciklikusan v esszük sor-

ra, és az épp en soron lev ® j � ( P ) j statisztik a elméleti eloszlását átsk álázással

egy enl® v é tesszük a megfelel® tapasztalati eloszlással. A duplán L-felb on t-

ható hierarc hikus mo dell esetén egy alternatív algoritm us kínálk ozik, miv el

az L és L

0

családokban a ML b ecslés explicit. A k ö v etk ez® algoritm usban,

mely et nev ezzünk iteratív v etítésnek, felv áltv a számoljuk az L -b eli és L

0

-b eli

ML b ecslések et. Ismét r jelöli a min ta tapasztalati eloszlását.
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Iteratív v etítés :

p

0

:= r , k := 0 .

Ismételjük :

q := a p

k

eloszlás ML b ecslése L -b en,

k := k + 1 , p

k

:= q ,

q := a p

k

eloszlás ML b ecslése L

0

-b en,

k := k + 1 , p

k

:= q ,

amíg az eljárás k on v ergál.

Az iteratív v etítési algoritm usról egy el®re nem tudtuk bizon yítani, hogy

a cl ( F ( M

B

)) -b eli ML b ecsléshez tart, ami biztosan nem is igaz teljes ál-

talánosságban. Amin t azt k és®bb látni fog juk, cl ( E ( M

B

)) ( L \ L

0

. Így ha az

r tapasztalati eloszlás ( L \ L

0

) n cl ( E ( M

B

)) -b eli, akk or az iteratív v etítés nem

mozdul el r -b ®l, míg az IPS algoritm us a cl ( E ( M

B

)) -b eli ML b ecsléshez k on-

v ergál. Azt sejtjük azon ban, hogy szigorúan p ozitív r -ekre az iteratív v etítés

ugy ano da k on v ergál, min t az IPS algoritm us. Nézzünk erre egy n umerikus

p éldát ! Legy en r a (38)-b eli p erm utációk on egy enletes eloszlás ( n = 4 ), erre

r 2 ( L \ L

0

) n cl ( E ( M

B

)) . A hozzá tartozó cl ( E ( M

B

)) -b eli ML b ecslés (az

IPS algoritm ussal) a k ö v etk ez® :

p (1324) = p (2431) = p (3241) = p (4321) = 0 : 1123 ;

p (2341) = p (3124) = p (4231) = 0 : 1734 ;

p (1423) = 0 : 0306 :

Mó dosítsuk most kicsit r -et ! A (38) -b eli p erm utációkhoz rendeljünk egy-

forma v alószín ¶séget, az összes többi p erm utációhoz p edig egy kis p ozitív

v alószín ¶séget (p éldául � = 0 : 0001 ). Ekk or az IPS algoritm us és az iteratív

v etítés ugy anahhoz a határp on thoz k on v ergál. Az iteratív v etítés azon ban

sokk al lassabb.

Gy ak orlati szemp on tb ól is érdek es lehet a k ö v etk ez® k érdés. T együk fel,

hogy k ét hierarc hikus mo dell metszetéb en szeretnénk a ML b ecslést meg-

találni, ahol a ML b ecslés a k ét mo dellb en külön-külön explicit kiszámolható,

azon ban a k ét mo dell nem teljesíti a 9.7. K ö v etk ezmén y feltételeit. Ekk or a

metszetükr®l nem tudjuk, hogy hierarc hikus mo dell (esetleg nem is az), így
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nem alk almazhatjuk minden to v ábbi nélkül az IPS algoritm ust. V a jon az ite-

ratív v etítés ekk or elv ezet-e a ML b ecsléshez ? Kés®bb még visszatérünk arra,

hogy mit mondhatunk k ét hierarc hikus mo dell metszetér®l általában.

9.6. A mo dell lezártja

Ebb en a szak aszban áttérünk a nem szigorúan p ozitív eloszlások vizs-

gálatára. Emlék eztetünk, hogy az L-felb on tható eloszlások L családja mege-

gy ezik az F ( M

L

) zárt torikus mo dellel. Már megvizsgáltuk a p ozitív duplán

L-felb on tható eloszlások at, és azt k aptuk, hogy ezek egy E ( M

B

) exp onen-

ciális családot alk otnak, ahol az M

B

mátrix explicit megadható. Ebb en a

szak aszban három mo dellt szemlélünk meg k özelebbr®l : (i) az exp onenciális

család cl ( E ( M

B

)) lezártját, (ii) az F ( M

B

) torikus mo dellt, (iii) az összes dup-

lán L-felb on tható eloszlás L \ L

0

családját. Megm utatjuk, hogy ez a három

mo dell szigorúan b ® vül® sorozatot alk ot. Miv el az F ( M

B

) család nem csak az

M

B

sorai által kifeszített altért®l függ, meg k ell mondan unk, hogy p on tosan

mi legy en ez a mátrix. Legy enek M

B

sorai a �

k `

aq

v ektorok, minden lehet-

séges k ; `; a; q v álasztásra. T udjuk, hogy ezek nem lineárisan függetlenek, de

ez most nem is k ell nekünk.

A k ö v etk ez® lemma hasznos lesz, ha a meg�gy eléseink et n = 4 -r®l ki

ak arjuk terjeszteni n > 4 -re. A lemmában * hely ére L, in v ertálv a L, v agy

duplán L írható.

9.13. Lemma. (i) Legy en n < m , p p edig S

n

-en adott eloszlás. Legy en még

� az n + 1 ; : : : ; m egészek tetsz®leges p erm utáció ja. A p eloszlás S

m

-re v aló

� -felemeltje a k ö v etk ez® q eloszlás :

q ( � ) =

8

<

:

p ( � (1 ::n )) ha � f 1 ::n g = f 1 ::n g és � ( n + 1 ::m ) = � ;

0 egy ébk én t.

Ekk or, ha p *-felb on tható, akk or q is az.

(ii) Legy en n < m , és q oly an eloszlás S

m

-en, melyre

P

� f 1 ::n g = f 1 ::n g

q ( � ) > 0 .
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Legy en még � az n + 1 ; : : : ; m egészek oly an p erm utáció ja, melyre

X

� ( n +1 ::m )= �

q ( � ) > 0 :

Ekk or a q eloszlás S

n

-re v aló � -megszorítása a k ö v etk ez® p eloszlás :

p ( � ) = c � q ( � ; � ) ;

ahol c normáló tén y ez®. Ezekk el a de�níciókk al, ha q *-felb on tható, akk or p

is az.

A lemma bizon yítása triviális, ezért eltekin tünk t®le.

9.14. Tétel. A szak asz elején de�niált mo dellek k özött a k ö v etk ez® szigorú

tartalmazások állnak fenn :

E ( M

B

) $ F ( M

B

) $ cl ( E ( M

B

)) $ L \ L

0

:

Bizon yítás. Az els® reláció triviális. A másik k ett®nél is csak azt k ell meg-

m utatn unk, hogy egy enl®ség nem állhat fenn. Mindk ét esetb en m utatunk

egy eloszlást a k ét mo dell külön bségéb en n = 4 -re, ma jd ezt felemeljük az

általános n > 4 esetre.

Az els® reláció esetén n = 4 -re legy en T = T

4

� S

4

a k ö v etk ez® 16

p erm utációb ól álló halmaz :

1234 ; 1243 ; 1324 ; 1342 ; 1423 ; 2134 ; 2143 ; 2341 ;

3241 ; 3412 ; 3421 ; 4231 ; 4213 ; 4321 ; 4312 ; 4123 :

(37)

K önn y en adó dik, hogy T nem M

B

-megv alósítható, miv el az [

� 2 T

Supp ( b ( � ; � ))

halmaz M

B

minden sorát lefedi ( b ( � ; � ) most az M

B

mátrix � : oszlopát jelöli).

A T -n egy enletes p eloszlás tehát nem eleme F ( M

B

) -nek. Viszon t eleme

cl ( E ( M

B

)) -nek. K özv etlen ül látszik ugy anis, hogy a p

m

2 E ( M

B

) eloszlá-

sok k on v ergálnak p -hez m ! 1 esetén, ahol log p

m

= mv + c ( m ) 1 , ahol v a

k ö v etk ez® 24 hosszúságú v ektor :

v = �

11

1

� �

12

1

� �

21

1

+ 2 �

22

2

� �

22

25

+ �

23

25

+ �

32

25

� �

33

3

+ �

33

35

;
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ahol, min t k orábban is, �

k `

a

=

P

5

q =1

�

k `

aq

.

Térjünk át az utolsó tartalmazási relációra, n = 4 -et még mindig rögzítv e.

A 2.2. Tétel fén y éb en azt k ell b elátn unk, hogy

X

M

L

\ X

M

L

0

% X

M

B

:

Ezt p edig már tudjuk, hiszen mind a három nemnegatív v arietásra meghatá-

roztuk már a ra jtuk zérus p olinomok ideáljának bázisát. K önn y¶ felírni

p éldául oly an eloszlást, mely az I

M

L

-t és I

M

L

0

-t generáló összesen tíz má-

so dfokú p olinomot kielégíti, de a (36) -b eli els® negy edfokú p olinomot nem

(mely az I

M

B

ideál eleme). Egy ily en eloszlás az alábbi p erm utációkb ól álló

Z

4

� S

4

halmazon egy enletes eloszlás :

1324 ; 2341 ; 2431 ; 3241 ; 3124 ; 4231 ; 4123 :

(38)

Ha most n > 4 , akk or rögzítsünk egy tetsz®leges � p erm utációt az 5 ; : : : ; n

egészek en. Nézzük az els® bizon yítandó relációt ! A T

n

= T

4

� � = f ( � ; � ) :

: � 2 T

4

g halmazon egy enletes eloszlás nem eleme F ( M

B

) -nek, miv el a T

n

-et

tartalmazó legsz¶k ebb M

B

-megv alósítható halmaz az S

4

� � = f ( � ; � ) : � 2

2 S

4

g p erm utációkb ól áll. V együk ugy anis észre, hogy a k ; ` � 4 esetb en

fj � (�

k `

) j : � 2 T

n

g = fj � (�

k `

) j : � 2 S

4

� � g ;

míg ha k v agy ` nagy obb négynél, akk or a j � (�

k `

) j statisztik a k onstans az

S

4

� � halmazon (ahol a k onstans függ � -tól)

j � (�

k `

) j = c ( k ; `; � ) 8 � 2 S

4

� � ; ha k > 4 v agy ` > 4 :

Másrészt megm utatjuk, hogy a T

n

-en egy enletes eloszlás eleme cl ( E ( M

B

)) -

nek. Legy en

v

n

= �

11

1

� �

12

1

� �

21

1

+ 2 �

22

2

� �

22

25

+ �

23

25

+ �

32

25

� �

33

3

+ �

33

35

;

ahol a v ektorok k o ordinátái most az S

n

-b eli p erm utációkk al v annak indexel-
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v e. Minden � 2 S

4

-re v

n

( � ; � ) = v

4

( � ) . Ha most k ; ` > 4 , akk or de�niáljuk

a

w

k `

n

= 1 � �

k `

a

k `

( � ;� ) ;q

k `

( � ;� )

v ektorok at, ahol � 2 S

4

tetsz®legesen v álasztható, ett®l nem függ a w

k `

n

de�ní-

ció ja. Ezek a v ektorok tehát n ullák az S

4

� � -b eli k o ordináták on, de minden

más � 2 S

n

-re v an legalább egy oly an k ; ` pár, hogy w

k `

n

( � ) = 1 . Ha tehát p

m

az az E ( M

B

) -b eli eloszlás, melyre

log p

m

= m ( v

n

� c

X

k ;`> 4

w

k `

n

) + c ( m ) 1 ;

és c elég nagy , akk or p

m

a T

n

-en egy enletes eloszláshoz tart.

Nézzük a másik bizon yítandó állítást. Legy en most Z

n

= Z

4

� � . A 9.13.

Lemma (i) része szerin t a Z

n

-en egy enletes eloszlás duplán L-felb on tható.

Megm utatjuk azon ban, hogy nem eleme a cl ( E ( M

B

)) családnak. T együk

ugy anis fel, hogy eleme. Ekk or lenne hozzá tartó q

m

2 E ( M

B

) részsorozat,

melynek S

4

-re v aló � -megszorítása, p

m

, a 9.13. Lemma (ii) része miatt b enne

lenne E ( M

B

) -b en n = 4 -re. A p

m

sorozat viszon t a Z

4

-en egy enletes eloszlás-

hoz tart, ami ellen tmondás.

9.15. K ö v etk ezmén y . L \ L

0

nem torikus mo dell, így nem is exp onenciális

család lezártja.

Az L \ L

0

metszet p on tos leírásá v al nem rendelk ezünk.

Megm utattuk, hogy az F ( M

B

) torikus mo dell nem zárt, v an azon ban

oly an maximális M

max

B

reprezen táció ( M

B

kiegészítv e néhán y sorral), melyre

F ( M

max

B

) már zárt. A 4ti2 programcsomaggal kiszámoltunk egy ily en maxi-

mális reprezen tációt. Egy 32 sorb ól álló 0 � 1 mátrixot k aptunk, melyb ®l 24

sor �

k `

aq

alakú v olt v alamily en k ; `; a; q négy esre. A 8 új sor mindegyik e n y olc

1 -est tartalmazott, az egyik sor p éldául p on tosan a (37)-b eli p erm utációk on

v olt n ulla. Ez a maximális reprezen táció is bizon yítja, hogy a (38) -b eli p er-

m utációk on egy enletes eloszlás nincs a cl ( E ( M

B

)) családban, miv el a (38)

halmaz nem M

max

B

-megv alósítható, csak akk or v álik azzá, ha hozzá v esszük

az (1423) p erm utációt.
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A B = L \ L

0

család n yilv án jellemezhet® az L és az L

0

családok at

jellemz® feltételes függetlenségi relációk összességév el. E szak asz v égén egy

másik, �szimmetrikusabb� jellemzést is adunk. Minden � 2 S

n

p erm utációra

jelölje �

�

= f ( i; � ( i )) : 1 � i � n g a � -hez tartozó bást y aelrendezést az

[ n ] � [ n ] négyzetb en (azaz a sakktábla-reprezen tációt). T o v ábbá jelölje Pr

1

(illetv e Pr

2

) [ n ] � [ n ] -b en az els® (illetv e máso dik) k o ordinátára v aló v etítést,

azaz tetsz®leges � � [ n ] � [ n ] részhalmazra

Pr

1

( � ) = f i 2 [ n ] : 9 j 2 [ n ] melyre ( i; j ) 2 � g :

9.16. De�níció. Legy en � v életlen p erm utáció, D és R p edig d és r osztályú

partíciói [ n ] -nek. Azt mondjuk, hogy � ma jdnem független nö v ekmén y¶ D �

� R -en, ha a

�

�

\ ( D

i

� R

j

) ; 1 � i � d; 1 � j � r

v életlen p on thalmazok feltételesen függetlenek, ha a

Pr

1

( �

�

\ ( D

i

� R

j

)) ; Pr

2

( �

�

\ ( D

i

� R

j

)) ; 1 � i � d; 1 � j � r

v etületek mind ismertek.

9.17. Tétel. A � v életlen p erm utáció akk or és csak akk or duplán L-felb on t-

ható, ha ma jdnem független nö v ekmén y¶ minden oly an D � R -en, ahol D ; R

in terv allum-partíciók (azaz minden elem ük in terv allum).

Bizon yítás. Az egyik irán y triviális : a duplán L-felb on thatósághoz elég

oly an partíció-párokra tudni a feltételes függetlenségek et, ahol az egyik partí-

ció triviális. A másik irán yhoz tegyük fel, hogy � duplán L-felb on tható. Az

L-felb on thatóság miatt a �

1

i

= �

�

\ ( D

i

� [ n ]) ( 1 � i � d ) p on thalma-

zok feltételesen függetlenek, ha az 


1

i

= Pr

2

( �

�

\ ( D

i

� [ n ])) ( 1 � i � d )

v etületek ismertek. A feltételes függetlenség megmarad, ha a feltételb e az




2

j

= Pr

1

( �

�

\ ([ n ] � R

j

)) ( 1 � j � r ) v etületek et is b ev esszük, hiszen ezek a

�

1

i

v áltozók érték ét egy esév el k orlátozzák. Beláttuk tehát, hogy a �

1

i

v áltozók

feltételesen függetlenek, ha az 


1

i

; 


2

j

v etületek mind ismertek. In v ertálással

k ap juk, hogy ugy anez igaz a �

2

j

= �

�

\ ([ n ] � R

j

) ( 1 � j � r ) halmazokra is.
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O
O

O
O

O
O

O
O

5. ábra. Duplán L-felb on thatóság a sakktáblán : feltév e, hogy a

téglalap okban ismerjük a rácsok at, a bást y ák elhely ezk edése az egy es

rácsok on független (9.17. Tétel)

Legy en E az 


1

i

; 


2

j

v etületek által generált � -algebra egy atomja. Ekk or

P (� = � j E ) =

d

Y

i =1

P (�

1

i

= 


1

i

j E ) :

T o v ábbá

�

1

i

= ( �

�

\ ( D

i

� R

j

) : 1 � j � r ) ;

ahol �

ij

= �

�

\ ( D

i

� R

j

) a �

2

j

függv én y e, így k ap juk, hogy

P (�

1

i

= 


1

i

j E ) =

r

Y

j =1

P (�

ij

= 


ij

j E ) ;

és ezt k ellett bizon yítani.

A tétel tartalmát az 5. ábra szemlélteti.
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10. Egy éb felb on thatóságok

10.1. S-felb on thatóság

Térjünk kicsit vissza az S-felb on tható és duplán S-felb on tható mo-

dellekre ! Ha nem szorítk ozunk a szigorúan p ozitív eloszlásokra, akk or a

k ö v etk ez® de�níció t¶nik természetesnek.

10.1. De�níció. Az S

n

-en adott p eloszlás, illetv e a p eloszlású � v életlen

p erm utáció S-felb on tható , ha léteznek �( C ) � 0 ( C � [ n ] ) paraméterek,

mely ekk el

p ( � ) =

n

Y

k =1

�( � f 1 ::k g ) ; � 2 S

n

:

T o v ábbá p , illetv e � duplán S-felb on tható, ha � és �

� 1

is S-felb on tható.

Az S-felb on thatóság másik megfogalmazása az, hogy a Z

k

= � f 1 ::k g , k =

= 1 ; : : : ; n v életlen halmazok kv ázi-függetlenek. Az in terpretációt a k ö v etk ez®

tétel is segíti.

10.2. Tétel. A p szigorúan p ozitív eloszlás (illetv e a � p erm utáció) akk or

és csak akk or S-felb on tható, ha L-felb on tható és léteznek oly an �

0

( C ) > 0

( ; 6= C � [ n ] ) paraméterek, mely ekre

P (�( k + 1) = x j � f 1 ::k g = C ) =

�

0

( C [ x )

P

y 62 C

�

0

( C [ y )

: (39)

Bizon yítás. Az egyik irán yban, ha p L-felb on tható és (39) teljesül, akk or p

S-felb on tható, miv el

p ( � ) =

1

P

n

j =1

�

0

( j )

n � 1

Y

k =1

�

0

( � f 1 ::k g )

P

y 62 � f 1 ::k g

�

0

( � f 1 ::k g [ y )

� �

0

( � f 1 ::n g ) :

A másik irán yban, tegyük fel, hogy p S-felb on tható. Ekk or p n yilv án L-fel-
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b on tható, és

P (�( k + 1) = x j � f 1 ::k g = C ) =

P

C

j

Q

k � 1

j =1

�( C

j

) � �( C )�( C [ x ) �

P

D

j

Q

n

j = k +2

�( C [ x [ D

j

)

P

C

j

Q

k � 1

j =1

�( C

j

) � �( C ) �

P

y 62 C

�( C [ y )

P

E

j

Q

n

j = k +2

�( C [ y [ E

j

)

;

ahol a C

j

halmazok az összes C

1

( C

2

( � � � ( C

k � 1

( C láncot futják

b e, a D

j

halmazok az [ n ] n ( C [ x ) halmaz hasonló láncait futják b e, az E

j

halmazok p edig az [ n ] n ( C [ y ) láncait futják b e. Egyszer¶sítv e látjuk, hogy

(39) teljesül a �

0

( C [ x ) = �( C [ x ) �

P

D

j

Q

n

j = k +2

�( C [ x [ D

j

) v álasztással.

A fen ti tétel alakja emlék eztet a Plac k ett-Luce mo dellre : emlék eztetünk, hogy

ott

P (�( k + 1) = x j � f 1 ::k g = C ) =

�

x

P

y 62 C

�

y

:

Azaz minden jelölthöz tartozik egy paraméter, és a k ö v etk ez® lép ésb en

a szóba jö v ® jelöltek k özül ezen paraméterekk el arán y os v alószín ¶séggel

v álasztunk. Az S-felb on tható mo dellb en viszon t minden halmazhoz tartozik

egy paraméter, és a k ö v etk ez® lép ésb en a szóba jö v ® halmazok k özül ezen

paraméterekk el arán y os v alószín ¶séggel v álasztunk. Képzeljük el a k ö v etk ez®

feladatot. T együk fel, hogy egy bizottságnak egy csapatv ersen yre kiküldend®

csapatot k ell kiv álasztani, de még nem lehet tudni, hán y f®s csapat utazhat.

A bizottság ezért felállít egy sorrendet, melyb ®l az els® v alahán y jelölt alk otja

ma jd a csapatot. A bizottság minden C lehetséges csapathoz hozzárendel

egy �

0

( C ) kív ánatossági érték et. T együk fel, hogy a sorrend els® k � 1 eleme

már megv an, jelölje az ® halmazuk at C . Ekk or annak a v alószín ¶sége, hogy

a k : elem x lesz, arán y os a �

0

( C [ x ) értékk el.

Ha már a Plac k ett-Luce mo dellt említettük, akk or b ev ezethetünk egy

analóg S-felb on tható mo dellt. T együk fel, hogy minden jelöltnek v an egy

p ozitív �

i

paramétere, mely a jelölt � jóságát� méri, és egy C csapat kív á-

natossága egyszer¶en a tagok paramétereinek összege, azaz �( C ) =

P

i 2 C

�

i

.
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Ekk or k ap juk, hogy

P (�( k + 1) = x j � f 1 ::k g = C ) =

P

i 2 C

�

i

+ �

x

P

y 62 C

(

P

i 2 C

�

i

+ �

y

)

:

Azaz a Plac k ett-Luce mo dellel ellen tétb en, a v életlen sorrend v ége felé a jelöl-

tek k özötti külön bségek csökk ennek, a feltételes eloszlás a még v álasztható

jelöltek halmazán egyre egy enletesebb lesz.

Ugy an úgy , min t az L-felb on tható esetb en, a 10.1. De�níciób ól kiolv asható

az az M

S

mátrix, melly el az S-felb on tható mo dell épp en az F ( M

S

) torikus

mo dellel egy ezik meg. Megk érdezhetjük, hogy ez a torikus mo dell zárt-e, il-

letv e kiszámíthatjuk Mark o v bázisát. n = 3 -ra mind az S-felb on thatóság,

mind a duplán S-felb on thatóság lén y egéb en a kv ázi-függetlenséggel ekvi-

v alens, tehát nem ann yira érdek es.

Az n = 4 esetb en a 4ti2 programmal a maximális reprezen tációt kiszá-

molv a adó dik az eredmén y , hogy az F ( M

S

) mo dell nem zárt. A programmal

a minimális Mark o v bázist kiszámolv a p edig azt k ap juk, hogy az egyrészt az

L-felb on tható család hat darab máso dfokú p olinomjáb ól áll, ezen kívül p edig

még 64 darab harmadfokú, és 93 darab negy edfokú p olinom is v an b enne.

A harmadfokú p olinomok at viszon ylag k önn y¶ jellemezni. Minden i 2 [4] -re

legy en C

i

1

; C

i

2

; C

i

3

� [4] az i -t tartalmazó három darab k ételem ¶ részhalmaz,

D

i

1

; D

i

2

; D

i

3

� [4] p edig az i -t tartalmazó három darab három elem ¶ részhal-

maz. Az S

4

gráfja erre a hat csúcsra megszorítv a hat élt tartalmaz, mely k ét

darab teljes párosítás unió ja. Ha j = 1 ; 2 ; 3 -ra v álasztunk egy-egy tetsz®leges

C

i

j

-hez v ezet® utat a gráfban, akk or a p olinom egyik tag jában az egyik teljes

párosításon megyünk to v ább, a másik tagban a másik on. P éldául i = 1 -re

a C

i

j

halmazok : f 1 ; 2 g ; f 1 ; 3 g ; f 1 ; 4 g , v álasszuk hozzá juk az 12 ; 31 ; 41 utak at.

Ebb ®l a bázisb eli p olinom :

x

1234

x

3142

x

4123

� x

1243

x

3124

x

4132

:

Ezzel 4 � 8 = 32 p olinomot k aptunk. A másik 32 p edig úgy k apható, hogy

minden x

�

v áltozó indexéb e � hely ett annak megfordítottját írjuk, azaz pl.
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az el®z® p olinom b ól

x

4321

x

2413

x

3214

� x

3421

x

4213

x

2314

lesz. A negy edfokú bázisp olinomok hasonlóak : az összes k ételem ¶ részhalmaz

k özül hagyjunk el egy et (legy en ez A ), és annak k omplemen terét, jelölje a

maradék négy k ételem ¶ részhalmazt C

f A; A g

j

( 1 � j � 4 ). A D

j

halmazok

p edig legy enek a háromelem ¶ részhalmazok ( 1 � j � 4 ). Az S

4

gráfja erre

a n y olc csúcsra megszorítv a egy n y olc hosszúságú k ör. Ha v álasztunk egy-

egy tetsz®leges C

f A; A g

j

-hez v ezet® utat a gráfban, akk or a p olinom mindk ét

tag jában a k ör négy nem-szomszédos élén megyünk to v ább. Az el®z® p éldánál

maradv a, ha az 13 ; 41 ; 32 ; 24 utak at v álasztjuk, akk or a p olinom

x

1342

x

4123

x

3214

x

2431

� x

1324

x

4132

x

3241

x

2413

:

Ez összesen 3 � 16 = 48 p olinom, megfordítv a még 48 p olinomot k apunk, ami

összesen 96 negy edfokú p olinom. Az így k ap ott bázis azon ban nem minimá-

lis. Válasszunk megin t egy k ételem ¶ A halmazt, és S

4

gráfjáb ól hagyjuk el

az A; A csúcsok at. T ekin tsük most azok at a min ták at, mely ekre a maradék

gráf minden C ( 0 < j C j < 4 ) csúcsán p on tosan egy min taelem halad át. Ily en

min táb ól négy darab v an, mely ek et a felsorolt báziselemek egy k örré k ap csol-

nak össze. A Mark o v bázis akk or lesz minimális, ha e négy báziselem b ®l egy et

(méghozzá bármelyik et) elhagyjuk. Miv el három A; A pár v an, a 96 -b ól 3 -at

kiv on v a k ap juk, hogy a minimális bázisban 93 negy edfokú p olinom szerep el.

Hasonló eredmén y ek et k apunk a duplán S-felb on tható eloszlások esetére

is. Itt is � min t a duplán L-felb on tható esetb en � három mo dell külön ül el :

legsz¶k ebb a torikus mo dell, ennél b ® v ebb annak lezártja, legb ® v ebb p edig

a 10.1. De�níció mo dellje. Szin te biztos, hogy k ev és er®feszítéssel precízen

lehetne bizon yítani a 9.14. Tételnek megfelel® eredmén yt erre a három mo-

dellre is. Mindenesetre n = 4 -re a 4ti2 programmal kiszámoltuk, hogy a

torikus mo dell nem zárt. A minimális Mark o v bázis egyrészt a duplán L-fel-

b on tható család tíz darab máso dfokú p olinomjáb ól áll. Ezen kívül tartalmaz

még 104 darab harmadfokú, és 33 darab negy edfokú p olinomot is. A ne-
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gy edfokú p olinomok mindegyik e az S-felb on tható család Mark o v bázisáb ól,

v alamin t azok in v ertáltjaib ól származik, és a harmadfokú p olinomok több-

sége is ily en. Összesen 8 darab új harmadfokú p olinom v an, egyikük :

x

2341

x

3412

x

4123

� x

2413

x

3142

x

4321

:

Ez a n y olc új p olinom is egy etlen orbitot alk ot ugy anabban az értelem b en,

min t a duplán L-felb on tható család esetéb en.

Az S-felb on tható mo dell egy (nem minimális) Mark o v bázisa általános n -

re is megadható. T artalmazza az L-felb on tható mo dell Mark o v lép éseit, plusz

oly an p olinomok at, mely ekb en a p erm utációk at egy �alternáló k ör men tén

átk ötjük�. A k érdés feltehet® általános forrás-n y el® gráfok esetéb en is, amen y-

n yib en a forrás-n y el® utak v alószín ¶sége az út csúcsaiban ül® paraméterek

szorzata. Most azon ban a bizon yítás nem megy át erre az esetre teljes ál-

talánosságban.

10.3. Tétel. Jelölje G

n

az S

n

gráfját. A gráf k . szin tje álljon azokb ól a

C � [ n ] csúcsokb ól, mely ekre j C j = k . Legy en K a G

n

gráfban egy oly an

(páros hosszú) k ör, melynek minden csúcsa a k : v agy a ( k + 1) : szin thez

tartozik v alamily en 1 � k � n � 2 -re. Jelölje a K k ör egymás utáni csúcsait

C

1

; D

1

; C

2

; D

2

; : : : ; C

j

; D

j

, ahol a C

i

csúcsok a k : , a D

i

csúcsok a ( k + 1) :

szin ten v annak. Legy enek még �

i

2 S

C

i

a C

i

halmazok elemeinek p erm utáci-

ói, és �

i

2 S

[ n ] n D

i

az [ n ] n D

i

halmazok elemeinek p erm utációi. Minden ily en

v álasztásra k észítsük el a

j

Y

i =1

x

( �

i

;D

i

n C

i

;�

i

)

�

j

Y

i =1

x

( �

i

;D

i � 1

n C

i

;�

i � 1

)

(40)

p olinomot, ahol D

0

= D

j

és �

0

= �

j

. Ekk or a (19) és a (40) p olinomok

együttesen generálják az I

M

S

ideált.

Bizon yítás. Megm utatjuk, hogy a mondott p olinomokhoz tartozó Mark o v

lép ésekk el tetsz®leges k ét oly an u és v gy ak oriságv ektor összek öthet®, mely ekre

a G

n

gráf minden csúcsán ugy anann yi p erm utáció megy át. Az u gy ak o-

riságv ektorb ól elindulv a, elég a (40) lép ések segítségév el egy oly an u

0

gy ak o-
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riságv ektorba eljutni, hogy a G

n

gráf minden élén ugy anann yi p erm utáció

megy át u

0

és v szerin t. Hiszen ekk or már tudjuk, hogy u

0

-b ®l elérhet® v

a (19) lép ések felhasználásá v al.

Azt tudjuk, hogy a 0 : és 1 : szin tek k özötti élek en ugy anann yi p erm utáció

megy át u és v szerin t. T együk fel, hogy eljutottunk egy oly an u

k

v ektorba,

hogy a ( j � 1) : és j: szin tek k özötti élek en ugy anann yi p erm utáció megy át

u

k

és v szerin t minden j � k -ra. Nézzük most a k : és ( k + 1) . szin tek k özötti

élek et ! Ehhez k észítsünk el egy-egy

�

n

k

�

�

�

n

k +1

�

méret¶ k on tingenciatáblát

u

k

-ra és v -re. A táblák sorait indexeljük az [ n ] alaphalmaz k elem ¶ részhal-

mazaiv al, oszlopait p edig a k + 1 elem ¶ részhalmazokk al. A ( C ; D ) cellába

p edig írjuk b e, hogy hán y p erm utáció megy át a C ! D élen az adott gy ak o-

riságv ektor szerin t. A feltev és szerin t e k ét tábla marginálisai megegy eznek.

A tábláknak minden oly an ( C ; D ) cellá ja strukturális n ulla, melyre C 6� D .

Szerencsére a strukturális n ullákk al rendelk ez®, rögzített marginálisú k étdi-

menziós k on tingenciatáblák Mark o v bázisa is ismert (pl. Diaconis és Sturm-

fels [32], Remark 3.4). Ezek et a k on tingenciatábla-báziselemek et lehet most is

a p erm utációkra átvinni úgy , hogy a k orábbi élek elégséges statisztik á ját ne

ron tsuk el, p on t ugy an úgy , min t a 8.4. Tétel bizon yításában. Ebb ®l k ö v etk ezik

az állítás.

10.2. Bal-jobb szorzások hatása a mo dellekre

Egy A és B halmaz k özötti v életlen párosítást leíró � v életlen p erm utáció

L-felb on thatósága függhet attól, hogy a halmazok elemeit hogy an számozzuk.

T együk fel, hogy v alamely számozás (címk ézés) mellett a p erm utáció �

0

,

azaz �

0

( k ) az A -b eli k -címk éj¶ elem B -b eli párjának címk éje. Cseréljük most

minden i 2 [ n ] -re az A -b eli i címk ét � ( i ) -re, ahol � 2 S

n

, és a B -b eli i címk ét

� ( i ) -re, ahol � 2 S

n

. Az új címk ézéssel az eredeti párosítást a �

1

p erm utáció

írja le. A k ét p erm utáció k özött a �

1

= � �

0

�

� 1

összefüggés áll fenn. Ezért

az eloszlásukra

p

0

( � ) = P (�

0

= � ) = P (�

1

= �� �

� 1

) = p

1

( �� �

� 1

) :
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Ebb en a szak aszban azt vizsgáljuk, hogy az L-felb on thatóság meg®rz® dik-e

ily en átszámozások során.

K orábban már elmondtuk, hogy mik or nev ezünk egy eloszláscsaládot in-

v ariánsnak egy � : S

n

! S

n

k ölcsönösen egy értelm ¶ transzformációra nézv e.

V ezessünk b e néhán y ily en transzformációt ! Minden � 2 S

n

-re legy en �

� �

:

: � 7! � � , illetv e �

� �

: � 7! � � a � -v al v aló jobbról, illetv e balról szorzás.

Jelölje �

(12)

az 1 -et és 2 -t felcserél® p erm utációt (in v erziót), és �

r

a megfordító

p erm utációt, azaz melyre �

r

( k ) = n + 1 � k .

Az e szak asz elején vizsgált v életlen párosítások esetéb en az A; B halma-

zoknak lehet, hogy v an természetes számozása, de lehet, hogy a számok csak

címk ék, mely eknek érték e semmiféle jelen tést nem hordoz. A sorbarendezések

esetéb en azon ban a sorban elfoglalt egymás utáni hely ek számozása adott,

és csak a sorbarendezett ob jektumok számozása v ariálható. Az L-felb on tha-

tóság de�níció jáb ól azonnal látszik, hogy egy ily en v életlen sorbarendezés

L-felb on thatósága nem függ az ob jektumok számozásától. Ezt úgy is meg-

fogalmazhatjuk, hogy az L-felb on tható eloszláscsalád címke-invariáns , azaz

in v ariáns a �

� �

balról szorzásokra. Az in v ertálv a L-felb on tható család en-

nek megfelel® en a jobbról szorzásokra in v ariáns. Bár azt mondtuk, hogy a

sorbarendezési szituációban nem v ariáljuk a sorrend hely eit, matematik ailag

értelmes k érdés, hogy az L-felb on tható család in v ariáns-e a jobbról szorzá-

sokra. Különösen érdek elhet mink et a sorrend hely einek megfordítása, azaz

amik or az ob jektumok at nem a leg jobbtól a legrosszabbig rakjuk sorba,

hanem fordítv a, a legrosszabbtól a leg jobbig. Ha egy sorbarendezési mo dell

in v ariáns erre a transzformációra, azaz a �

� �

r

jobbról szorzásra, akk or a

modell me gfor dítható . A címk e-in v ariancia és a megfordíthatóság teljesülését

Critc hlo w et al. [15] számos mo dellre ellen®rizte. A k ö v etk ez® tétel azt mond-

ja ki, hogy az L-felb on tható család megfordítható, és ezen kívül lén y egéb en

csak egy másik jobbról szorzásra in v ariáns.

10.4. Tétel. Legy en n � 4 . Az L család az összes �

� �

balról szorzásra in-

v ariáns. A jobbról szorzások k özül p on tosan azokra a �

� �

transzformációkra

in v ariáns, ahol � eleme a �

r

és �

(12)

által generált n y olc elem ¶ csop ortnak.
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Bizon yítás. A balról szorzások esete triviális. A �

� �

r

esetb en

p

� �

r

( � ) =

n � 1

Y

k =0

�( � ( n � k ) ; � f n � k + 1 ::n g ) =

n � 1

Y

j =0

�

r

( � ( j + 1) ; � f 1 ::j g ) ;

ahol �

r

( x; C ) = �( x; C n x ) , ez m utatja az in v arianciát. A �

� �

(12)

esetb en

p edig

p

� �

(12)

( � ) = �( � (2) ; ; ) � �( � (1) ; � (2)) �

n � 1

Y

k =2

�( � ( k + 1) ; � f 1 ::k g ) =

n � 1

Y

k =0

�

(12)

( � ( k + 1) ; � f 1 ::k g ) ;

ahol

�

(12)

( x; C ) =

8

>

<

>

:

1 ha C = ;

�( x; ; ) � �( x; C ) ha j C j = 1

�( x; C ) ha j C j � 2

;

azaz megin t k észen v agyunk.

Meg k ell még m utatni, hogy L semmily en más jobbról szorzásra nem

in v ariáns. Ehhez b elátjuk, hogy minden más � 2 S

n

-hez v an oly an (szigorúan

p ozitív) duplán L-felb on tható p eloszlás, hogy p

� �

nem L-felb on tható. Azt

már tudjuk, hogy a szigorúan p ozitív L-felb on tható eloszlások a

p ( �

11

)

p ( �

12

)

=

p ( �

21

)

p ( �

22

)

(41)

összefüggésekk el jellemezhet®k, ahol �

ij

, 1 � i; j � 2 �átk eresztezett� p erm u-

tációk.

A tétel állításában szerepl® n y olc elem ¶ részcsop ort tag jai :

id; �

r

; �

(12)

; �

r

�

(12)

; �

r

�

(12)

�

r

; �

(12)

�

r

; �

r

�

(12)

�

r

�

(12)

; �

(12)

�

r

�

(12)

:

Ha � nem eleme ennek a részcsop ortnak, akk or az in v erze sem, és ezért v an
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oly an 2 � a � n � 2 , melyre

�

� 1

f 1 ::a g 6= f 1 ::a g ; f n � a + 1 ::n g :

Rögzítsünk egy ily en a -t. V an tehát c; e 2 f 1 ::a g és d; f 62 f 1 ::a g , mely ekre

c

�

= �

� 1

( c ) > �

� 1

( d ) = d

�

; e

�

= �

� 1

( e ) < �

� 1

( f ) = f

�

:

Az � ; � ; 
 számokra azt mondjuk, hogy � elv álasztja � -t és 
 -t, ha � < � < 


v agy � > � > 
 . Ha most d

�

� f

�

, akk or d

�

(és f

�

is) elv álasztja c

�

-ot és e

�

-

ot. Ha p edig d

�

< f

�

, akk or v agy v alamelyikük elv álasztja c

�

-ot és e

�

-ot, v agy

c

�

(és e

�

is) elv álasztja d

�

-ot és f

�

-ot. Ezért a k ö v etk ez® k ét eset v alamelyik e

teljesül :

1 : 9 c; e 2 f 1 ::a g ; d 62 f 1 ::a g : d

�

elv álasztja c

�

-ot és e

�

-ot

2 : 9 c 2 f 1 ::a g ; d; f 62 f 1 ::a g : c

�

elv álasztja d

�

-ot és f

�

-ot

A k ét eset ugy an úgy k ezelhet®, a bizon yítást az els®re részletezzük. Legy en

f 62 f 1 ::a g , f 6= d tetsz®leges, és f

�

= �

� 1

( f ) . Emlék ezzünk vissza a (32)

de�nícióra, és legy en p = c ( d

�

) exp f �

d

�

d

�

d

�

5

g , ez egy p ozitív duplán L-felb on t-

ható eloszlás. Legy en �

11

= �

� 1

, melyb ®l �

22

-t k ét pár elem felcserélésév el

k ap juk :

�

22

( c ) = e

�

; �

22

( e ) = c

�

; �

22

( d ) = f

�

; �

22

( f ) = d

�

:

Készítsük el a �

12

és �

21

a -nál átk eresztezett p erm utációk at. Megm utatjuk,

hogy erre a négy p erm utációra p

� �

nem elégíti ki a (41) egy enletet. Egyrészt

ugy anis �

11

� = id , melyre �

d

�

d

�

d

�

5

( id ) = 1 . Másrészt viszon t a �

12

� és �

21

�

k o ordináták on �

d

�

d

�

d

�

5

n ullát v esz fel, miv el �

12

� -nak d

�

nem �xp on tja, és �

21

�

els® d

�

k o ordinátá ja k özött v an d

�

-nál nagy obb. Ezzel bizon yításunk teljes.

Végül meg jegy ezzük, hogy az S-felb on tható eloszláscsalád is rendelk ezik

a 10.4. Tételb en megfogalmazott in v arianciákk al, és v alószín ¶leg b e lehet

bizon yítani, hogy csak azokk al.
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10.3. T eljesen L-felb on tható eloszlások

Ebb en a szak aszban k arakterizáljuk a teljesen L-felb on tható (TL-felb on t-

ható) p ozitív eloszlások at : ezek azok a p eloszlások S

n

-en, mely ekre a p

� �

jobbról szorzott eloszlás L-felb on tható minden � 2 S

n

-re. Másk épp en, a

TL-felb on tható eloszlások p on tosan azok, mely ek ma jdnem független nö v ek-

mén y¶ek minden D � R szorzatpartíción.

Megin t csak az n � 4 eset az érdek es. Belátjuk, hogy ekk or minden szi-

gorúan p ozitív TL-felb on tható eloszlás kv ázi-független, azaz léteznek c

i

( x ) ,

1 � i; x � n paraméterek, mely ekk el

p ( � ) =

n

Y

i =1

c

i

( � ( i )) 8 � 2 S

n

: (42)

10.5. Tétel. Legy en n � 4 . Az S

n

-en adott szigorúan p ozitív p eloszlás

akk or és csak akk or TL-felb on tható, ha kv ázi-független, azaz (42) alakú.

A 10.5. Tétel n = 3 -ra nem igaz, hiszen ekk or minden eloszlás TL-felb on tha-

tó, míg ismert, hogy S

3

-on a kv ázi függetlenséget a

p (123) p (231) p (312) = p (132) p (321) p (213)

egy enl®ség k arakterizálja. Ebb ®l k ap juk, hogy a 10.5. Tétel nem marad igaz,

ha a p ozitivitás feltételét elhagyjuk.

10.6. P élda. Legy en n � 4 , és legy en q tetsz®leges eloszlás S

3

-on. Rögzítsük

a f 4 ; : : : ; n g számok egy tetsz®leges � p erm utáció ját. De�niáljuk S

n

-en a

k ö v etk ez® p eloszlást :

p ( � ) =

(

q ( � ) ha � = ( �; � )

0 egy ébk én t,

ahol ( �; � ) , min t eddig, a k ét p erm utáció egymás után írását jelöli. Ekk or p

TL-felb on tható, de nem kv ázi független, hacsak q nem az.

A 10.5. Tétel egyik irán y a triviális : k önn y¶ látni, hogy minden kv ázi-

független eloszlás TL-felb on tható. A másik irán yt lemmák sorozatán k eresztül
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bizon yítjuk.

10.7. Lemma. Legy en p szigorúan p ozitív TL-felb on tható eloszlás S

n

-en.

Ekk or v annak oly an d

ij

( x; y ) paraméterek (ahol 1 � i < j � n és 1 � x <

< y � n ), mely ekk el

p ( � ) =p ( � ) = d

ij

( x; y ) ; (43)

ha � ( i ) = x , � ( j ) = y , � ( i ) = y , � ( j ) = x , és � ( k ) = � ( k ) ha k 6= i; j .

Bizon yítás. Legy enek � ; � a lemmában szerepl® p erm utációk. Meg k ell m u-

tatn unk, hogy a p ( � ) =p ( � ) hán y ados csak az i; j; x; y négy est®l függ. A TL-

felb on thatóságot felhasználv a k ap juk, hogy

p ( � ) = p

i

( x ) � p

j j i

( y j x ) � p

k

1

;::: ;k

n � 2

j i;j

( � ( k

1

) ; : : : ; � ( k

n � 2

) jf x; y g ) ;

ahol k

1

; : : : ; k

n � 2

az [ n ] n f i; j g halmaz tetsz®leges felsorolása, és az utolsó

feltételes v alószín ¶ség feltételéb en x; y hely ett f x; y g -t írhattunk a TL-fel-

b on thatóság miatt. p ( � ) -t is ily en alakban felírv a, a hán y adosra

p ( � )

p ( � )

=

p

i

( x ) p

j j i

( y j x )

p

i

( y ) p

j j i

( x j y )

adó dik, azaz a lemmát b ebizon yítottuk.

V együk észre, hogy ha p kv ázi-független, akk or

p ( � )

p ( � )

=

c

i

( x ) c

j

( y )

c

i

( y ) c

j

( x )

; (44)

minden oly an � ; � esetén, mely a 10.7. Lemma állításában szerep el. Ennek

megfordítása is igaz.

10.8. Lemma. Legy en p szigorúan p ozitív eloszlás S

n

-en. T együk fel, hogy

léteznek oly an c

i

( x ) paraméterek (ahol 1 � i; x � n ), mely ekk el (44) teljesül,

v alahán yszor � ( i ) = x , � ( j ) = y , � ( i ) = y , � ( j ) = x , és � ( k ) = � ( k ) ha

k 6= i; j . Ekk or

p ( � ) = K

n

Y

i =1

c

i

( � ( i )) 8 � 2 S

n
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v alamily en K k onstanssal.

Bizon yítás. Legy en id = (12 : : : n ) az iden titás p erm utáció, és tegyük fel,

hogy (44) teljesül. Az id p erm utációb ól kiindulv a, jussunk el � -hez transz-

p ozíciók v alamily en sorozatá v al, azaz k ap juk az id = �

0

, �

1

; : : : , �

k

= �

sorozatot. A sorozat szomszédos tag jai csak egy transzp ozícióban külön-

b öznek, azaz alk almazható rá juk a (44) összefüggés. T ehát

p ( � ) = p ( id ) �

p ( �

1

)

p ( id )

�

p ( �

2

)

p ( �

1

)

� � �

p ( � )

p ( �

k � 1

)

:

A hán y adosok mindegyik e (44) alakú v alamily en i; j; x; y -ra. Rögzített i; x

párra a c

i

( x ) tén y ez® akk or szerep el egy hán y ados nev ez® jéb en, ha az adott

transzp ozíció x -et elmozdítja az i: p ozíciób ól. Hasonlóan, a c

i

( x ) tén y ez®

akk or szerep el v alamelyik hán y ados számláló jában, ha az adott transzp ozíció

x -et az i: p ozícióba mozgatja. Ezek a tén y ez®k csak azokra az i; x párokra

nem ejtik ki egymást, mely ekre � ( i ) 6= i , és x = i v agy x = � ( i ) . Kap juk

tehát, hogy

p ( � ) =

Q

i : � ( i ) 6= i

c

i

( � ( i ))

Q

i : � ( i ) 6= i

c

i

( i )

p ( id ) =

p ( id )

Q

n

i =1

c

i

( i )

n

Y

i =1

c

i

( � ( i )) :

10.9. Lemma. Legy enek d

ij

( x; y ) p ozitív számok (ahol 1 � i < j � n és

1 � x < y � n ). Akk or és csak akk or léteznek a

d

ij

( x; y ) =

c

i

( x ) c

j

( y )

c

i

( y ) c

j

( x )

(45)

egy enletek et kielégít® c

i

( x ) ( 1 � i; x � n ) paraméterek, ha a d

ij

( x; y ) számok

kielégítik a k ö v etk ez® k ét egy enletrendszert :

d

ij

( x; y ) d

j k

( x; y ) = d

ik

( x; y ) 8 i < j < k ; x < y

d

ij

( x; y ) d

ij

( y ; z ) = d

ij

( x; z ) 8 x < y < z ; i < j:

(46)

Bizon yítás. A �csak akk or� irán y triviális. Az �akk or� irán yhoz tegyük fel,

hogy a (46) egy enletek teljesülnek. Legy en c

i

( x ) = 1 , ha min ( i; x ) = 1 , és
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c

i

( x ) = d

1 i

(1 ; x ) , ha i; x > 1 . K önn y¶ ellen®rizni, hogy ezzel a de�níció v al

(45) teljesül.

A k ö v etk ez® lemma teljessé teszi a 10.5. Tétel bizon yítását.

10.10. Lemma. Legy en p szigorúan p ozitív TL-felb on tható eloszlás S

n

-en,

ahol n � 4 . Ekk or a (43) egy enlettel de�niált d

ij

( x; y ) menn yiségek kielégítik

a (46) egy enletrendszerek et.

Bizon yítás. V együk els®nek észre, hogy a TL-felb on tható eloszlások család-

ja de�níció szerin t in v ariáns az összes �

� �

jobb- és az összes �

� �

bal-szorzásra.

Ezen túl az eloszláscsalád in v ariáns a �

� 1

: � 7! �

� 1

in v ertálásra is. Ezért

elég a

d

12

(1 ; 2) d

23

(1 ; 2) = d

13

(1 ; 2) (47)

egy enl®séget b elátni. A (46) els® sorának többi egy enlete bal- és jobb-

szorzásokk al k ö v etk ezik ebb ®l, míg a (46) máso dik sorának egy enletei in-

v ertálással adó dnak. A (47) egy enl®séget kiírv a, bizon yítandó a

p (123 �

0

) p (231 �

0

) p (312 �

0

) = p (132 �

0

) p (321 �

0

) p (213 �

0

) (48)

egy enl®ség, ahol �

0

a 4 ; : : : ; n egészek tetsz®legesen rögzített p erm utáció ja.

V ezessük b e a q ( � ) = log p ( � ) jelölést. A p ozitív TL-felb on tható eloszlások

logaritm usai abban a lineáris altérb en ülnek, mely et a külön b öz® p erm utált

L-felb on thatóságok at kifejez® lineáris feltételek jelölnek ki. Azt k ell b elát-

ni, hogy a (48) egy enlet logaritm usak én t k ap ott lineáris feltétel a k oráb-

bi lineáris feltételek k ö v etk ezmén y e. Most p on tosan megadjuk, hogy mely

lineáris feltételekb ®l v ezethet® le (48) logaritm usa. Meg jegy ezzük, hogy az

alábbi lev ezetést a számítógép adta, n = 4 -re. Válasszuk �

0

-t oly annak,

hogy els® eleme 4 , azaz �

0

= (4 ; � ) , ahol � az 5 ; : : : ; n egészek p erm utáci-

ó ja. A TL-felb on thatóság miatt q -ra teljesülnek a 7. táblázatban felsorolt

egy enl®ségek. Az els® három összefüggés p éldául abb ól k ö v etk ezik, hogy a

(�(2) ; �(3) ; �(5) ; : : : ) k o ordináták függetlenek a (�(1) ; �(4)) k o ordináták-

tól (ezek et v astagon jelöltük), feltév e, hogy ismert a f �(1) ; �(4) g halmaz.

A többi összefüggés hasonlóan k ö v etk ezik, v astaggal jelöltük, hogy mely
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7. táblázat. Egy TL-felb on tható eloszlás q logaritm usára teljesül®

összefüggések

q ( 3 41 2 � ) + q ( 2 14 3 � ) � q ( 3 14 2 � ) � q ( 2 41 3 � ) = 0

q (3241 � ) + q (1423 � ) � q (3421 � ) � q (1243 � ) = 0

q (2431 � ) + q (1342 � ) � q (2341 � ) � q (1432 � ) = 0

q ( 4 3 1 2 � ) + q ( 1 2 4 3 � ) � q ( 1 3 4 2 � ) � q ( 4 2 1 3 � ) = 0

q (2341 � ) + q (4123 � ) � q (4321 � ) � q (2143 � ) = 0

q (4231 � ) + q (3142 � ) � q (3241 � ) � q (4132 � ) = 0

q ( 14 32 � ) + q ( 41 23 � ) � q ( 41 32 � ) � q ( 14 23 � ) = 0

q (4231 � ) + q (2413 � ) � q (2431 � ) � q (4213 � ) = 0

q (3421 � ) + q (4312 � ) � q (4321 � ) � q (3412 � ) = 0

2 q ( 3 12 4 � ) + 2 q ( 4 21 3 � ) � 2 q ( 3 21 4 � ) � 2 q ( 4 12 3 � ) = 0

2 q (2314 � ) + 2 q (4132 � ) � 2 q (2134 � ) � 2 q (4312 � ) = 0

2 q (1234 � ) + 2 q (4321 � ) � 2 q (1324 � ) � 2 q (4231 � ) = 0

k o ordináta-részhalmazok feltételes függetlenségét használjuk. A 7. táblázat

sorait összeadv a, ma jd k ett® v el osztv a k ap juk a kív án t

q (3124 � ) + q (2314 � ) + q (1234 � ) � q (3214 � ) � q (2134 � ) � q (1324 � ) = 0

egy enl®séget.

Megk érdezhetjük, hogy mely ek azok a szigorúan p ozitív eloszlások,

mely ek teljesen S-felb on thatók (TS-felb on thatók). Egy ily en eloszlás TL-

felb on tható is, azaz a 10.5. Tétel szerin t kv ázi-független. Azon ban k önn y en

látszik, hogy a kv ázi-független eloszlások S-felb on thatók, mert kielégítik

a 10.3. Tételb en szerepl® p olinomok at. Emiatt p ersze TS-felb on thatók is,

hiszen tetsz®leges jobbról szorzottjuk is kv ázi-független. Azaz azt k aptuk,

hogy a szigorúan p ozitív eloszlások k öréb en a TL-felb on thatóság és a TS-fel-

b on thatóság ekviv alens fogalmak. T ermészetesen a kv ázi-független eloszlások

duplán S-felb on thatók is. Az, hogy a kv ázi-független eloszlások duplán S-fel-

b on thatók, k özv etlen ül is látszik : ezen eloszlások logaritm usai a 9.11. Tétel

bizon yításában b ev ezetett v

k `

v ektorok lineáris k om binációi. Szin tén e tétel
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bizon yítása során megm utattuk, hogy a v

k `

v ektorok felírhatók a �

k `

a

v ek-

torok lineáris k om binációik én t. Végül a �

k `

a

v ektorok a duplán S-felb on tható

mo dellhez tartozó altér elemei.

10.4. Hierarc hikus mo dellek metszete

T együk fel, hogy v an k ét (szigorúan p ozitív) hierarc hikus mo dellünk :

L

1

= L ( P

1

; : : : ; P

s

) ; L

2

= L ( R

1

; : : : ; R

t

) :

Legy en D

ij

a P

i

és az R

j

partíciók k özös durvítása. Ekk or triviálisan

L ( D

ij

: 1 � i � s; 1 � j � t ) � L

1

\ L

2

: (49)

A 9.7. K ö v etk ezmén y egy oly an esetr®l szól, amik or a fen ti tartalmazás egy en-

l®séggel teljesül. Az egyik k érdés, melyre nem tudjuk a v álaszt, hogy mindig

igaz-e, hogy a (49) egy enlet baloldalán álló L

3

hierarc hikus mo dell a leg-

b ® v ebb oly an hierarc hikus mo dell, mely et a metszet tartalmaz. Egy másik

k érdés, hogy az L

1

\ L

2

metszet, min t exp onenciális család, megadható-e

n ulla-egy mátrixszal, azaz v an-e oly an csupa 0 � 1 elem ¶ M mátrix, hogy

L

1

\ L

2

= E ( M ) . Sa jnos erre a k érdésre sem tudjuk a v álaszt.

Egy viszon ylag kis méret¶ esetb en a k ö v etk ez®k épp en járhatunk el. Jelöl-

je az L

i

elemeinek logaritm usai által kifeszített alteret V

i

� R

n !

, i = 1 ; 2 ; 3 .

Két k érdésünk v an tehát : 1) T eljesül-e, hogy V

1

\ V

2

= V

3

? 2) Ha nem, akk or

v an-e a V

1

\ V

2

altérnek indik átor v ektorokb ól álló bázisa ? Az els® k érdés

megv álaszolásához elég az alterek dimenzió ját kiszámolni. A máso dik k érdés

megv álaszolásához p edig meg k ell k eresni a V

1

\ V

2

altér összes indik átorv ek-

torát. Ez utóbbi feladatot k önn yítheti meg a k ö v etk ez® tétel.

10.11. Tétel. Legy en M oly an 0 � 1 mátrix, melyre az F ( M ) torikus mo dell

zárt. Ekk or M

>

k épterének minden indik átorv ektora el®áll, min t M néhán y

sorának összege.

Bizon yítás. Jelölje M

>

k épterét V , emlék eztetünk, hogy mindig feltesszük,

hogy 1 2 V . Legy en v 2 V indik átorv ektor, jelölje S = Supp ( v ) a v v ektor
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tartó ját, és legy en S az S halmaz k omplemen tere. El®ször megm utatjuk, hogy

az S halmaz M -megv alósítható. Jelölje ugy anis M

�

azt a mátrixot, mely et

M -b ®l úgy k apunk, hogy hozzá v esszük a v v ektort utolsó, ( t + 1) . sork én t.

Ekk or n yilv án cl ( F ( M )) = cl ( F ( M

�

)) . A �

t +1

= 0 , �

k

6= 0 ( 1 � k � t )

paraméterv álasztással a (2) egy enlet szerin t el®állított p

�

2 F ( M

�

) eloszlásra

Supp ( p

�

) = Supp ( v ) . Ha F ( M ) zárt, akk or p

�

2 F ( M ) , amib ®l a 2.2. Tétel

szerin t k ap juk, hogy Supp ( p

�

) M -megv alósítható.

Jelölje az M mátrix sorait v

1

; : : : ; v

t

. Azt k ell b elátn unk, hogy v =

=

P

k 2 K

v

k

alakú. V ezessük b e a T ( S ) = [

b 2 S

Supp ( m

b

) jelölést. Miv el az

S halmaz M -megv alósítható, minden a 62 S -re Supp ( m

a

) ( T ( S ) . Á tfogal-

mazv a, minden a 2 S -re v an oly an k 2 Supp ( m

a

) , melyre k 2 T ( S ) n T ( S ) .

Másrészt, minden k 2 T ( S ) n T ( S ) -re teljesül, hogy Supp ( v

k

) � S = Supp ( v ) .

A v = 0 eset nem érdek es, hiszen akk or v =

P

k 2;

v

k

. Minden más eset-

b en S 6= ; , azaz a fen tiek szerin t v an oly an k , hogy v � v

k

is indik átorv ek-

tor, melynek k ev esebb 1 -es k o ordinátá ja v an, min t v -nek. Innen induk ció v al

k ap juk, hogy v felb on tható v

k

-k összegére. (S®t, v együk észre, hogy az is

elérhet®, hogy mindig az els® nem-n ulla k o ordinátát n ullázzuk ki.)

Ha tehát az L

1

mo dellhez tartozó M

1

mátrix oly an, hogy F ( M

1

) zárt,

akk or az összes V

1

-b eli indik átorv ektor az M

1

mátrix v alahán y , diszjunkt

tartó jú sorának összege. Ha F ( M

1

) nem zárt, akk or p edig meg k ell k eresni

M

1

maximális reprezen táció ját. Az is egy n yitott k érdés, hogy az általunk

vizsgált mátrixok maximális reprezen táció ja mindig 0 � 1 mátrix-e.

10.12. P élda. K orábban szóltunk már a duplán L-felb on tható mo dell M

max

B

maximális reprezen táció járól az n = 4 esetb en. Ennek 24 sora bizon y os

v astag k ereszteknek felel meg. Nyilv án v aló, hogy minden v astag k ereszt in-

dik átorv ektora felírható, min t az M

L

mátrix néhán y sorának összege. A 10.11.

Tétel szerin t ezzel a tula jdonsággal a maradék n y olc sor is rendelk ezik. Em-

lítettük, hogy az egyik extra sor épp en a (37) halmaz k omplemen terének v

indik átorv ektora. A v v ektor az M

L

mátrix k ö v etk ez® ( x; C ) párokk al indexelt

sorainak összege :

(1 ; f 3 g ) ; (4 ; f 2 g ) ; (3 ; f 1 ; 4 g ) ; (1 ; f 2 ; 3 g ) :
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T ermészetesen a v indik átorv ektorunk at az M

0

L

mátrix néhán y sorának

összegek én t is fel k ell tudni írni : ebb en az esetb en ugy anezek et a sorok at

k ell összeadni, miv el a (37) halmaz k omplemen tere önin v erz.

10.13. P élda. Legy en n = 4 , vizsgáljuk meg az M = E ( M

L

) \ E ( M

L

) �

mo dellt, ahol

E ( M

L

) � = f p

� �

: p 2 E ( M

L

) g ;

és � = (1324) . T ehát k ét egyszer¶ hierarc hikus mo dell metszetére v agyunk

kív áncsiak. A (49) k éplet szerin ti, a k özös durvításoknak megfelel® hierar-

c hikus mo dell k önn y en láthatóan a kv ázi-függeten exp onenciális családdal

egy ezik meg, melynek szabad paraméterszáma 9 (a hozzá tartozó altér di-

menzió ja 10 ).

Ezzel szem b en az M mo dell szabad paraméterszáma 12 , a hozzá tartozó

altér dimenzió ja p edig 13 . T ehát a (49) egy enletb en szigorú tartalmazás v an.

A metszet altérb en v an indik átorv ektorokb ól álló bázis, p éldául a k ö v etk e-

z® 65 v ektor kifeszíti a teret. A v ektorok k özött szerep el természetesen az 1 , a

maradék 64 p edig négy darab 16 elem ¶ osztályba sorolható. Ezek a v ektorok

a 10.11. Tételnek megfelel® en mind az M

L

mátrix néhán y sorának összegek én t

állnak el®. Mind a 64 n ulla-egy v ektor M

L

három sorának összege. A négy

csop ort leírásában f i; j; k ; ` g = f 1 ; 2 ; 3 ; 4 g v alamily en sorrendb en. K önn y en

ellen®rizhet®, hogy az alábbi négy osztály mindegyik e 16 v ektort de�niál. Azt

adjuk meg, hogy a metszetb eli indik átorv ektor az M

L

mátrix melyik ( x; C )

párokk al indexelt sorainak összege :

1 : ( i; f j g ) ( i; f k g ) ( `; f j; k g )

2 : ( j; f i g ) ( k ; f i g ) ( i; f j; k g )

3 : ( j; f i g ) ( `; f i; k g ) ( k ; f i; ` g )

4 : ( j; f i g ) ( i; f j; k g ) ( i; f j; ` g )

10.14. P élda. Legy en még mindig n = 4 , most vizsgáljuk meg az M =

= E ( M

B

) \ E ( M

B

) � mo dellt, ahol

E ( M

B

) � = f p

� �

: p 2 E ( M

B

) g ;
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és � = (1324) . A M mo dell szabad paraméterszáma 11 , a hozzá tartozó altér

dimenzió ja p edig 12 . A (49) k éplet szerin ti, a k özös durvításoknak megfelel®

hierarc hikus mo dell viszon t ismét a kv ázi-függeten exp onenciális család. Meg-

néztük, hogy a kv ázi-független mo dell mátrixához hogy an lehet még k ét sort

hozzáadni úgy , hogy a k eletk ez® mátrix rang ja 12 legy en. A k ö v etk ez® k ét

sor pl. megfelel :

v

1

= �

33

24

+ �

22

14

+ �

32

11

+ �

22

25

; v

2

= �

33

24

+ �

22

14

+ �

32

11

+ �

23

11

:

Itt az M

B

mátrix sorainak k orábban b ev ezetett jelölését használtuk. T ehát

ismét azt k aptuk, hogy a k ét hierarc hikus mo dell metszetének v an indik á-

torv ektorokb ól álló bázisa.

10.5. Ismert eloszláscsaládok felb on thatósága

Ebb en a szak aszban megvizsgáljuk, hogy azok az eloszláscsaládok, mely e-

k et a gy ak orlatban (és az iro dalom ban) gy akran illesztenek p erm utáció-

adatokra, rendelk eznek-e v alamily en felb on tható tula jdonsággal. Az itt sze-

repl® mo dellek többségének L-felb on thatóságát már Critc hlo w et al. [15] is

vizsgálta.

A rendezett min ta mo dellek, illetv e a Th urstone mo dellek általában nem

L-felb on thatók. F on tos kiv ételt k ép ez a Plac k ett-Luce mo dell, amely a sor-

barendezési axióma szerin t L-felb on tható, de általános paraméterek mellett

nem duplán L-felb on tható, és nem is S-felb on tható.

Ugy anez érv én y es a Babington Smith mo dellre, az L-felb on thatóság a

k ö v etk ez® felírásb ól látszik :

p ( � ) = c ( � )

n � 1

Y

i =1

Y

y 62 � f 1 ::i g

�

� ( i ) y

:

Viszon t ennek sp eciális esete, a Mallo ws-Bradley-T erry mo dell, kv ázi-független,

így a jelen értek ezésb en tárgy alt összes felb on thatósággal rendelk ezik.

A többlép cs®s hely ezési mo dell (THM) és az ismételt b eszúrások mo dellje

(IBM) az eddigiekk el szem b en duplán L-felb on tható. A k ét mo dellb en egy-
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egy L-felb on tás :

THM: �( x; C ) = � ( j C \ f 1 ::x gj ; j C j + 1) ;

IBM: �( x; C ) = � ( j ( C [ x ) \ f 1 ::x gj ; x ) :

A duplán L-felb on thatóság p edig a

THM: log( p ) =

P

k ;`;a

(log � ( n + 1 � a; k )) �

k `

a 5

;

IBM: log( p ) =

P

k ;`;a

(log � ( a; ` )) �

k `

a 5

felírásokb ól k ö v etk ezik.

Térjünk rá a tá v olságalapú mo dellekre ! V együk el®ször észre, hogy ha

a tá v olság d ( � ; � ) =

P

n

k =1

c

k

( � ( k ) ; � ( k )) alakba írható, akk or a megfelel®

tá v olságalapú mo dell kv ázi-független. Ez az 1. táblázatb ól a Hamming, p , és

maxim um tá v olságokra teljesül.

A maradék három esetb en el®ször azt szeretnénk vizsgálni, hogy a sorren-

dek eloszlása L-felb on tható-e, ezért az eredeti de�níció v al összhangban most

legy en a � sorr end v alószín ¶sége

p ( � ) = K ( � ) e

� � d ( �

� 1

;�

� 1

0

)

; � 2 S

n

: (50)

A � = 0 paraméter mellett p ersze minden tá v olságalapú mo dell az egy en-

letes eloszlást adja, ami minden felb on thatósággal rendelk ezik. Az viszon t,

hogy egy � 6= 0 paraméter mellett az (50) eloszlás L-felb on tható-e, csak a

tá v olságtól függ, � és �

0

érték ét®l nem. Érv én y es a k ö v etk ez® tétel.

10.15. Tétel. (Critc hlo w et al. [15]) A sorrendek en megadott (50) elosz-

lás akk or és csak akk or L-felb on tható, ha a d tá v olság additív en felb on tható

(additiv ely decomp osable), azaz minden 2 � k � n -re léteznek oly an f

k

és

g

k

függv én y ek, mely ekk el

d ( � ; id ) = f

k

( � (1 ::k � 1)) + g

k

( � ( k ::n )) :

Ebb ®l k ö v etk ezik, hogy a Kendall tá v olsághoz tartozó mo dell is L-felb on tha-

tó, míg a Ca yley és Ulam tá v olságokhoz tartozó mo dellek nem. Meg jegy ez-
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zük, hogy a tétel egyszer¶en lev ezethet® az L-felb on tható mo dell Mark o v

bázisának ismeretéb ®l.

A Ca yley-, illetv e Ulam tá v olságon alapuló mo dell akk or in v ertálv a L-fel-

b on tható adott �

0

-ra, ha

T ( �

11

�

0

) + T ( �

22

�

0

) = T ( �

12

�

0

) + T ( �

21

�

0

)

teljesül minden k eresztez® �

11

; �

22

p erm utáció-párra, ahol T az els® eset-

b en a ciklusok száma, a máso dik esetb en p edig a leghosszabb monoton nö v ®

részsorozat hossza. A Ca yley tá v olság esetéb en, miv el balról is in v ariáns, fel-

tehet®, hogy �

0

= id . Ekk or, ha n = 4 , akk or a �

11

= (3412) ; �

22

= (4321)

v álasztással a bal oldal 4 , a jobb oldal 2 lesz, és ezt az ellenp éldát tetsz®leges

n > 4 -re ki lehet terjeszteni. Az Ulam tá v olság nem balról in v ariáns, ezért az

in v ertálv a L-felb on thatóság függhet a �

0

v álasztásától. Egy oly an �

0

-t sem

találtunk, amely mellett a mo dell rendelk ezne a mondott tula jdonsággal. A

Kendall tá v olság sem balról in v ariáns, tehát ugy anaz v onatk ozik rá, min t

az Ulam tá v olságra. Ebb en az esetb en azt találtuk, hogy a mo dell oly an �

0

p erm utációkra lesz in v ertálv a L-felb on tható, mely ekre a �

� 1

0

f 1 ::k g halmaz

minden 1 � k � n -re in terv allum, v agy �

0

egy ily en p erm utációb ól a �

r

; �

(12)

elemekk el v aló balról szorzásokk al adó dik.

A szak asz lezárásak én t b em utatunk egy oly an tá v olságot, melyhez tartozó

mo dell S-felb on tható. Legy en � ; � 2 S

n

k ét sorrend-v ektor. Legy en

V

i

( � ; � ) = j � f 1 ::i g n � f 1 ::i gj = j � f 1 ::i g n � f 1 ::i gj

azon jelöltek száma, akik � -b en az els® i hely egyik én v annak, de � -ban

nem. K önn y¶ látni, hogy d

1

( �

� 1

; �

� 1

) = 1 = 2 �

P

n

i =1

V

i

( � ; � ) . Általánosabban,

v álasszunk �

i

p ozitív paraméterek et, és legy en

d

V

�

( � ; � ) =

n

X

i =1

�

i

V

i

( � ; � ) :

Ez balról in v ariáns tá v olság S

n

-en (teljesíti a háromszög-egy enl®tlenséget),
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és de�niálható v ele a

p ( � ) = c ( � ) e

� d

V

�

( � ;�

0

)

tá v olság-alapú mo dell a � sorrendekre. Ez a mo dell n yilv án S-felb on tható,

s®t, pl. �

0

= id esetén duplán S-felb on tható.

11. AP A adatsor elemzése

Ebb en a szak aszban egy "híres" adatsort vizsgálunk felb on thatóság szem-

p on tjáb ól. Az adatok az Amerik ai Pszic hológiai Társaság (American Psyc ho-

logical Asso ciation, AP A) 1980-as elnökv álasztásához k ap csoló dnak. Az AP A

tag jainak minden évb en öt elnökjelölt sorbaállításá v al k ell sza v azniuk. 1980-

ban k örülb elül 15 ezren sza v aztak, de ebb ®l csak 5738 sza v azó rangsorolta

mind az öt jelöltet (a többiek csak az általuk leg jobban preferált egy , k ét

v agy három jelöltet nev ezték meg). Az érdek esség k edv éért meg jegy ezzük,

hogy az AP A a Hare-rendszer szerin t jelöli ki a gy ®ztest. Ha v alamelyik jelölt

a sza v azók több, min t felét®l els® hely ezést k ap, akk or n y er. Ha nincs ily en

jelölt, akk or a legk ev esebb els® hely ezést k ap ott jelöltet törlik. A törölt jelölt-

re leadott els® hely ezések et szétosztják a maradék jelöltek k özött, mégp edig

aszerin t, hogy a törölt jelöltet els® helyre rangsoroló sza v azók kit tettek a

máso dik helyre. Ha v alahán y jelöltet már töröltek, akk or minden sza v azó

rangsoráb ól az els® nem törölt jelöltet v eszik �gy elem b e. Az eljárást addig

folytatják, amíg meg nem találják a gy ®ztest. Ez egyik e a számos sza v azat-

számlálási rendszernek, mely eknek k omoly elmélete v an. A Hare rendszer

el®n y eit és hátrán y ait pl. Fish burn [34 ] elemzi.

Az AP A adatsor egyik e a legtöbb et vizsgáltaknak, lásd p éldául [12 , 29 ,

48 , 49 , 54 ]. Érdek essége, hogy viszon ylag nagy az elemszáma az 5! -hoz k ép est,

így nem k önn y¶ rá jól illeszk ed® mo dellt találni. 1980-ban az 5 jelölt ABC

sorrendb en : W. Bev an, I. Isco e, C. Kiesler, M. Siegle, és L. W righ t v olt. Máris

egy oly an számozást rögzítünk, amely mellett a felb on tható eloszláscsaládok

leg jobban illeszk ednek :

1 � Bev an ; 2 � Kiesler ; 3 � Siegle ; 4 � Isco e ; 5 � W righ t :
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8. táblázat. AP A elnökv álasztás : az egy es sorrendek gy ak orisága

12345 45 24513 52 43125 42 12354 50 24531 35 43152 34

12435 102 25341 43 43512 45 12453 95 25314 38 43521 46

12543 70 25431 34 41325 26 12534 70 25413 38 41352 42

13245 24 25143 87 41235 40 13254 17 25134 45 41253 30

13425 35 32145 28 41523 24 13452 28 32154 27 41532 36

13542 48 32415 35 45312 50 13524 35 32451 22 45321 50

14325 27 32541 24 45132 30 14352 35 32514 24 45123 40

14235 30 31245 28 45213 31 14253 28 31254 21 45231 25

14523 29 31425 52 52341 37 14532 34 31452 52 52314 34

15342 52 31542 53 52431 22 15324 40 31524 34 52413 30

15432 35 34125 75 52143 62 15423 37 34152 64 52134 41

15243 51 34215 51 53241 29 15234 36 34251 24 53214 31

21345 96 34521 44 53421 57 21354 79 34512 66 53412 91

21435 172 35142 133 53142 107 21453 186 35124 61 53124 71

21543 162 35412 84 54321 54 21534 106 35421 49 54312 58

23145 35 35241 67 54231 26 23154 36 35214 54 54213 24

23415 35 42315 16 54123 34 23451 26 42351 29 54132 41

23541 28 42135 34 51342 63 23514 30 42153 30 51324 35

24315 40 42513 22 51432 45 24351 50 42531 11 51423 53

24135 74 43215 23 51243 44 24153 82 43251 19 51234 40

Az adatok elemzése során több elemz® is észrev ette, hogy a sza v azatok az

AP A megosztottságát tükrözik : éles v álasztó v onal v an a kutatók ( 1 -es és 2 -

es jelölt) és a klinikusok ( 3 -as és 5 -ös jelölt) k özött, illetv e egy harmadik,

kisebb csop ortot alk otnak a k özösségi pszic hológusok ( 4 -es jelölt). Nyilv án a

külön b öz® csop ortok nagy on más szemp on tok alap ján sza v aznak, mindenki a

sa ját jelöltjeit részesíti el®n yb en. A 8. táblázat tartalmazza a n y ers adatok at :

a jelöltek minden sorrendjére megadja, hogy hán y sza v azó v álasztotta az

adott sorrendet (a teljes sza v azatot leadók k özül).

Miel®tt a felb on tható mo dellek et illesztenénk, tekin tsük át, hogy néhán y

más mo dell hogy an illeszk edik az adatokra ! Az eredmén y ek et a jelöltek ál-

talunk rögzített számozásá v al k özöljük. A nagy min taelemszám és a sza v azók

heterogenitása miatt a legegyszer¶bb, legfeljebb öt paramétert tartalmazó

mo dellek nagy on rossz illeszk edést adnak. Ennek egyik megoldása az, hogy

több ily en egyszer¶ mo dell k ev erék év el próbálk ozunk, és az iro dalom ban

találunk is ily en megk özelítést. Mi most mégis ink ább azokra az elemzésekre

k oncen trálunk, ahol egy , de b on y olultabb mo dellt illesztettek a kutatók.

Marden [48] az adatokra log-lineáris mo dellek et illeszt. A kv ázi-független
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mo dell nem ad jó illeszk edést : az illeszk edést mér®, aszimptotikusan �

2

elosz-

lású statisztik a érték e GO F = 973 : 8 , szabadsági fok a d f = 103 . Itt

GO F = 2 m

X

� 2 S

n

r ( � ) log

r ( � )

^p ( � )

;

ahol m a min ta elemszáma, r a tapasztalati eloszlás, ^p p edig a ML b ecslés.

Marden ezután a kv ázi-független mo dellhez egy esév el v esz hozzá in terak ciós

tagok at. Az általa leg jobbnak ítélt mo dellb en a � sorrend v alószín ¶ségére

log p ( � ) =

X

k ;i

�

i

k

� f � ( i ) = k g +

X

( k ;` ) 2 A

X

i;j

�

ij

k `

� f � ( i ) = k ; � ( j ) = ` g ;

ahol A = f (1 ; 2) ; (1 ; 4) ; (3 ; 5) ; (4 ; 5) g . Erre a mo dellre GO F = 66 : 82 , a szabad-

sági fok p edig 59 .

Ch ung és Marden [12] az ortogonális k on trasztokra épül® hierarc hikus

mo dellt illeszti az adatokra. El®ször a k on trasztok at v álasztja ki, egyrészt

el®zetes elemzések, másrészt próbálk ozás alap ján. Emlék eztetünk, hogy min-

den k on traszt a jelöltek bizon y os részhalmazainak halmaza. A v álasztott

k on trasztok tehát : I = (4 ; 1235) , II = (12 ; 35) , III = (1 ; 2) és IV = (3 ; 5) ,

ezek épp en a kutató/klinikus/k özösségi felb on tásnak felelnek meg. Miv el a

k on trasztok ortogonálisak, az egy es k on trasztok érték ei tetsz®legesen k om-

binálhatók egymással, és minden k om bináció egy értelm ¶en meghatároz egy

sorrendet. A k ap ott 5 � 6 � 2 � 2 méret¶ k on tingencia-táblára a leg jobban

illeszk ed® hierarc hikus mo dell generátorai : f I, II, III g és f I, II, IV g , azaz

ha tudjuk az I, II k on trasztok érték ét, akk or a III és IV k on trasztok érték ei

feltételesen függetlenek. Az illeszk edést mér® GO F statisztik a érték e 32 : 78 ,

szabadsági fok a 29 .

McCullagh [49 ] az in v erziós mo dellek et illesztette az AP A adatokra. Az el-

s®rend¶ (Babington Smith) mo dellre GO F = 1527 : 9 , d f = 109 adó dott, ami

p ersze nagy on rossz illeszk edést m utat. A teljes máso drend¶ mo dell (mely-

b en az összes els®- és máso drend¶ in v erzió szerep el) esetéb en GO F = 246 : 5

adó dott, 89 szabadsági fokk al. A paraméterek b ecsült érték ei alap ján v égül
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McCullagh a k ö v etk ez® mo dellt ja v asolta az 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 jelöltek � helyezéseir e :

log p ( � ) = c

14

� f � (1) < � (4) g +

X

f j;k g

c

f j;k g

j � ( j ) � � ( k ) j :

Az illeszk edés próbastatisztik á ja GO F = 290 : 5 , szabadsági fok a 109 .

A fen ti három mo dell k özül az els® k ett® v alóban jó illeszk edést ad

az adatokra. K özös b enn ük, hogy a mo dell szerk ezetét mindk ét esetb en

próbálk ozás útján v álasztották ki a sok lehetséges szerk ezet k özül, ami

általában jellemz® a hierarc hikus mo dellek illesztésénél. Mindk ét mo dell

meglehet®sen sok paramétert használ, míg a harmadik esetb en k ev esebb a

paraméter, de az illeszk edés is sokk al rosszabb. Illesszük most a sorrend-

adatokra el®ször a hat "teljes" felb on tható mo dellt : L- és S-felb on thatób ól

is a simát, az in v ertáltat, és a duplát.

A sima felb on thatóságok in v ariánsak a balról szorzásokra (jelen esetb en

a jelöltek átszámozására), a jobbról szorzásokra (jelen esetb en a hely ezések

átszámozására) viszon t nem. A hely ezések számozása nem csak címk ézés,

hanem egy v aló di rendezést tükröz, az érdek esség k edv éért mégis a sorren-

dek v alamenn yi jobbról szorzott v áltozatára illesztettük a mo dellek et (ez 15

eset az ekviv alenciaosztály ok miatt). "Szerencsére" a hely ezések eredeti szá-

mozása adta a leg jobb illeszk edést.

Az in v ertálv a felb on thatóságok esetéb en a helyzet épp en fordított : itt

az illeszk edés jósága a jelöltek számozásától függ. Miv el a jelöltek számozása

csak címk ézés, ebb en az esetb en természetes megk özelítés a számozások mind

a 15 ekviv alenciaosztály át kipróbálni, és a leg jobb illeszk edést adó számozást

elfogadni. A leg jobb eredmén yt a már említett számozás (illetv e azzal ek-

viv alens másik hét) adta, mind az L-, mind az S-esetb en. V együk észre,

hogy az ekviv alens számozások is három csop ortra osztják az öt jelöltet :

ff 1 ; 2 g ; f 3 g ; f 4 ; 5 gg , ez a felosztás azon ban csak részb en egy ezik meg a ku-

tató/ klinikus/ k özösségi felosztással.

A duplán felb on tható esetekb en mind a balról-, mind a jobbról szorzás

érdek es, tehát 15 � 15 külön b öz® illesztés v égezhet® el. Itt is, mind az L-,

mind az S-esetb en az el®z® k ét b ek ezdésb en leírt számozások adták a leg jobb

eredmén yt. (A kv ázi-független mo dell esetén, melynek illeszk edésér®l már
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9. táblázat. F elb on tható eloszlások illeszk edése az AP A adatokra

Mo dell L �

2

( d f ) u

L-felb on tható 49 98 : 9 (70) 2.44

S-felb on tható 72 144 : 8 (93) 3.80

in v ertálv a L-felb on tható 62 126 : 5 (70) 4.78

in v ertálv a S-felb on tható 85 171 : 7 (93) 5.77

duplán L-felb on tható 75 151 : 8 (89) 4.71

duplán S-felb on tható 89 180 : 1 (99) 5.76

szóltunk, természetesen minden számozás ugy anazt az eredmén yt adja.)

Az illesztések eredmén y ét a 9. táblázatban foglaltuk össze. Az eloszlás

nemparaméteres maxim um lik eliho o d b ecslése a tapasztalati eloszlás (telített

mo dell), e mellett a min ta log-lik eliho o dja � 26612 . A jobb áttekin thet®ség

k edv éért a mo dellek log-lik eliho o dját ehhez az értékhez viszon yítv a adjuk

meg, azaz L jelöli, hogy az egy es mo dellek maximális log-lik eliho o dja men y-

n yiv el kisebb a telített mo dell érték énél. Megadjuk azután az illeszk edésvizs-

gálat �

2

-próbá jának próbastatisztik á ját ( �

2

), ahol nem v on tunk össze osz-

tály ok at, azaz 120 osztálly al dolgoztunk. Záró jelb en szerep el a szabadsági

fok, azaz 119 mín usz a b ecsült paraméterek száma. Az utolsó oszlopban a

�

2

statisztik a standardizáltját, az u = ( �

2

� d f ) =

p

2 d f érték et t¶n tettük

fel. Látható, hogy a vizsgált mo dellek k özül az L-felb on tható mo dell adta a

leg jobb illeszk edést, erre p = 0 : 013 .

A mo dellek k özül az L-felb on tható illeszk edik a leg jobban. Ebb en az eset-

b en a paraméterek ML b ecslését is megadjuk : a 6. ábra az S

5

gráfját m utatja,

az élekre p edig a ML b ecslés szerin ti �( x; C ) = P (�( k + 1) = x j � f 1 ::k g = C )

feltételes v alószín ¶ségek et írtuk.

Ha szeretnénk jobban illeszk ed® mo dellt találni, és nem bánjuk, ha ehhez

több paramétert k ell használn unk, illeszthetünk k orlátozottan L-felb on tható

mo dellt. Ha p éldául a k = 2 ; 3 -nál v aló felb on thatóságok k özül csak a k = 2 -t

tesszük fel, akk or

p ( � ) = P (�(1 :: 2) = � (1 :: 2)) P (�(3 :: 5) = � (3 :: 5) j � f 1 :: 2 g = � f 1 :: 2 g ) :
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6. ábra. Az L-felb on tható ML b ecslés k anonikus paraméterei az AP A

adatra

Ennek a mo dellnek 69 szabad paramétere v an. A b ecsléses illeszk edésvizs-

gálatot elv égezv e k ap juk, hogy a �

2

statisztik a 57 : 98 , szabadsági fok a 50 .

Meg jegy ezzük, hogy ez a mo dell ekviv alens az els® k ét és az utolsó három

k o ordináta kv ázi-függetlenségév el. Ha p edig csak a k = 3 felb on thatóságot

tesszük fel, akk or a �

2

statisztik a érték e 64 : 32 .
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Összefoglalás

Az értek ezés a v életlen p erm utációk statisztik ai vizsgálatának néhán y

k érdésév el foglalk ozik. Az el®k észületek után a máso dik részb en b em utat-

tuk a sorbarendezési adatokra az iro dalom ban leggy akrabban használt mo-

dellek et. McCullagh in v erziók on alapuló torikus mo delljéb en bizon yítottuk

a paraméterek iden ti�k álhatóságát, ami azon az észrev ételen m últ, hogy a

helyre rak ó, úgynev ezett H-lép és k örmen tes gráfot induk ál a szimmetrikus

csop orton. Ezután a Plac k ett-Luce-féle mo dellek paramétereinek maxim um

lik eliho o d b ecslésére v ezettünk le EM algoritm usok at.

A harmadik rész a feltételes függetlenség és a hierarc hikus mo dellek k ap-

csolatát vizsgálja a p erm utációs felállásban. Megm utattuk, hogy az L-felb on t-

ható eloszlások családja több szemp on tb ól szép en viselk edik : zárt hierarc hi-

kus mo dell, melyb en a maxim um lik eliho o d b ecslés explicit kiszámolható, és a

min ta feltételes eloszlása az elégséges statisztik ára nézv e egy arán t generálható

direkt mó dszerrel, illetv e egy egyszer¶, máso dfokú Mark o v bázis segítségév el.

Ezután azok at az úgynev ezett duplán L-felb on tható v életlen p erm utá-

ciók at vizsgáltuk, mely ek nem csak L-felb on thatók, hanem az in v erzük is

az. Megm utattuk, hogy szigorúan p ozitív esetb en a szabad paraméterek szá-

ma n

3

nagyságrend¶, ahol n a p erm utáció hossza. Ezek a vizsgálatok v ezettek

mink et a v életlen p erm utációk hierarc hikus mo delljeinek b ev ezetésére, mely ek

oly an torikus mo dellek, mely ek et az f 1 ; : : : ; n g halmaz partíció-párjai gen-

erálnak. Kiderült, hogy a duplán L-felb on tható mo dell nem rendelk ezik az

L-felb on tható mo dell �szép� tula jdonságaiv al. A Mark o v bázis meghatározása

p éldául rendkívül nehéz a gy ors méretnö v ek edés miatt : az elérhet® algorit-

m usok csak az n = 4 esettel tudtak megbirk ózni. Még egy érdek es fogalmat,

az S-felb on thatóságot is, bár rö videbb en, de tan ulmán y oztuk.

Megk érdeztük, hogy mely ek azok a v életlen p erm utációk, mely eknek

bármely részv ektora és annak k omplemen tere feltételesen független, ha a

részv ektorokba es® elemek halmazát ismerjük. Megm utattuk, hogy ha min-

den p erm utáció v alószín ¶sége p ozitív, akk or ezek épp en a kv ázi-független

eloszlású p erm utációk. Végül egy ismert adatsorra illesztettük a felb on tható

mo dellek et.



Summary

This dissertation addresses a n um b er of questions connected to the sta-

tistical analysis of random p erm utations. After the preliminaries, in P art I I.,

w e in tro duced the mo dels for rank-ordered data most frequen tly used in the

literature. W e demonstrated that the parameters in McCullagh's in v ersion-

based mo del are iden tify able. This result follo w ed from the fact that the graph

on the symmetric group, induced b y the so-called �mo v e-home-step� is cycle

free. Then w e obtained EM algorithms for the maxim um lik eliho o d estimates

of the parameters in the Plac k ett-Luce mo del and its generalizations.

P art I I I. deals with conditional indep endence and hierarc hical mo dels in

the p erm utation setting. W e sho w ed that the L-decomp osable family has

some �nice� prop erties : namely , it is a closed hierarc hical mo del in whic h

the ML estimate is explicite, and the conditional distribution of the sample,

giv en the su�cien t statistics, can b e generated either directly , or b y means

of a simple, degree-2 Mark o v basis.

W e turned our atten tion to the so-called bi-L-decomp osable random

p erm utations, whose distribution, as w ell as that of their in v erse, is L-

decomp osable. W e calculated the n um b er of parameters to b e (in the strictly

p ositiv e case) of order n

3

, where n denotes the length of the p erm utation.

These in v estigations led naturally to the de�nition of hierarc hical mo dels,

whic h are generated b y partition-pairs of the set f 1 ; : : : ; n g . It turned out

that the bi-L-decomp osable mo del p ossesses none of the �nice� prop erties

of the L-decomp osable mo del. F or example, the calculation of a Mark o v

basis b ecomes quic kly infeasible due to the size of the problem : the a v ailable

algorithms could solv e only the case n = 4 . W e brie�y lo ok ed at another

in teresting prop ert y called S-decomp osabilit y .

W e ask ed whic h random p erm utations had the prop ert y that ev ery sub-

v ector and its complemen t are conditionally indep enden t, giv en the set of

elemen ts in eac h sub v ector. W e pro v ed that if ev ery p erm utation has p os-

itiv e probabilit y , then these random p erm utations are exactly the quasi-

indep enden t ones. Finally , w e �t our decomp osable mo dels to a real dataset.


