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Bevezetés

A kovetkezd par oldalban megprobélom ismertetni a (¢, I')-modulusokat a korosztasi
bévités felett és kiegésziteni a Beamer prezentaciomban irtakat. Ebben segitségemre
lesz Jean-Marc Fontaine és Yi Ouyang konyve, melynek cime: The theory of p-adic Ga-
lois Repesentations (Fontaine and Ouyang)), tovabba Szabé Déavid MSc szakdolgozata,
melynek cime: p-adic Galois representations and (¢, I')-module (David| ((2015))).

Az algebrai szamelmélet egy kozponti eleme a Q és a Q, abszolut Galois csoportjé-
nak és ezen csoport reprezentacidinak megértése. Ezen csoportok bonyolultsaga lazban
tartja a matematikusok nagyrészét, igy nem megleps, hogy ezen csoportok megér-
tésének érdekében elméletek alakultak ki. Fzen elméletek egyike a Jean-Marc Fon-
taine és tarsai altal megalkotott elmélet, amely segit megadni egy ekvivalenciat a
Go, = Gal(Q,/Q) Galois csoport B-reprezentécitinak kategoriaja és (¢, I')-modulusok
kategoridja kozott, ahol B-re gondolhatunk, mint a p elemd véges testre (F,) vagy,
mint a p-adikus egészekre (Z,) vagy akar, mint p-adikus racionalis szamokra (Q,). Ez
alapjén, akkor a B-reprezentéciokat mod p reprezentécioknak, Z,-reprezentacioknak és
Q,-reprezentacioknak szoktuk nevezni. Ezen ekvivalencia lesz a beszamoléom egyik {6
eleme.
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(¢, I')-modulusok

0.1. Sziikséges definicidok és allitasok

1. Definicid. (B-reprezentéciok) Legyen G egy topologikus csoport és B egy topologi-
kus gytrt, melyen hasson folytonosan a G csoport. X-et a G csoport B-reprezentéicidjanak
nevezziik, ha X egy végesen generalt B-modulus, melyen értelmezve van egy szemi-
lineéris, folytonos G csoport altali hatas.

Példak B-reprezentaciokra:

1. X linearis reprezentacio, ha G éltali hatas trivialis.

2. X'mod p reprezentacio, ha B = F, test a diszkrét topologiara nézve.
3. X Q,-reprezentacio, ha B = QQ, test a p-adikus topologiara nézve.

4. X szabad B-reprezentacié, ha X szabad B-modulus:

(a) Ha BY%nek vessziik egy F zért résztestjét és nézziik G-nek egy F-reprezentacio
-jat (V'), akkor ha X = B ®p V-et felruhdzzuk egy G hatéssal, akkor X egy
szabad B-reprezentécio.

2. Definicié. X szabad B-reprezenticidjat G-nek trividlisnak nevezziik, ha a kovetkezé
feltételek koziil legaldbb az egyiket teljesiti:

1. X-nek létezik X elemeibél allo bazis.
2. X ~ B? ahol a csoporthatas természetes és d a B-reprezentécié rangja.

3. Allitas. Legyen d € N.

1. X d-ed rangi szabad B-reprezentdciok és a H!, (G, GL4(B)) kohomoldgia csoport

[X] ekvivalencia osztdlyai kozott megadhato bijekcid.

2. X akkor és csak akkor trividlis d-ed rangi szabad B-reprezentdcid, ha [X]| a meg-
kiilonboztetett pont HY (G, GLy(B))-ben.

cont

4. Allitas. (Hilbert 90. tétele) Vegyiik K testnek egy Galois bévitését, mely legyen
L, és L legyen a diszkrét topologidval felszerelve, akkor a G := Gal(L/K) csoport L-
reprezentdcioja trividlis.
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5. Definici6. ((F, G)-regularis) B-et (F,G)-regularisnak nevezziik, akkor ha a kévet-
kezGket teljesiti:

1. B egy integritéasi tartomany.
2. BY = (¢,

3. Minden 0 # b € B, létezik egy A € F, melyre g(b) = Ab teljesiil, tetszpdleges
g € G esetén, akkor b invertalhaté B-ben.

6. Eszrevétel. Ha B egy test, akkor mindig (F,G)-reguldris.

7. Definici6. Legyen V F-reprezentacioja G-nek, akkor mondjuk V-t B altal elfoga-
dottnak, ha B ®p V trivialis B-reprezentacidja G-nek.

8. Tétel. Legyen V eqy tetszdleges F'-reprezentdcidja G-nek, tovabbd a B®prV G cso-
porthatdssal felszerel eqy szabad B-reprezentdcio G-nek. Legyen Dp eqy funktor G-nek
az F-reprezentdcidinak kategoridjabol (Repy(G)) a E := BY vektorterek kategdridjdba,
tehdt Dp(V) := (B ®r V)¢. Tovdbbd legyen oy eqy olyan leképezés, melyre teljesiil,
hogy:

@VIB®EDB(V)—>B®FV
AQr — Az,

ahol X € B, x € Dg(V), ay B-linedris és felcserélhetd a G dltali hatdssal.

Ha B (F,G)-reguldaris, akkor G-nek minden V' F-reprezentdacidjdra a avy injektiv és a
dimg Dg(V) < dimg V. Tovdbbd akkor és csak akkor van egyenldség, ha cv, izomorfiz-
mus, és tovdabbd o, akkor és csak akkor izomorfizmus, ha V' B dltal elfogadott.

Bizonyitds. A bizonyitas Fontaine and Ouyang| konyvének 22. oldalatol elérhets. O

Mod p Galois reprezentaciéi egy p karakterisztikaju
testnek

Ebben a részben végig E legyen egy p > 0 karakterisztikaju test és Gg := Gal(E®/E),
ahol E® E-nek a szeparabilis lezardsa. Tovabba jeloljiik p-vel az abszolit Frobenius
leképezését E-nek.

9. Definici6. (p-modulus) M E vektorteret, akkor nevezziik p-modulusnak, ha létezik
egy ¢ leképezés M-en, amely szemi-linearis és E-re megszoritva megegyezik az abszolut
Frobenius leképezéssel.

10. Definicié. M, mint F feletti p-modulust, akkor nevezziik étale-nak, ha ® : M, —
M leképezés izomorfizmus, ahol ®(A ® z) = Ap(z), z € M, A\ € E, és ha dimg M
véges.
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Legyen M-nek {ey, ... eq} egy bazisa E felett, akkor a ¢ altali képe ezen bazisele-
meknek ¢(e;) = Z?:o a;;e;, ahol a;; € E, és igy ®(1®e;) = E;l:o a; je;. Ekkor a
tétel miatt a kovetkezs teljestil:

M étale <= ® izomorfizmus <= ¢ injektiv <= P sziirjektiv <=
= M =FE-p(M) <= A= (a;;) inverdlhaté martix E-ben.

11. Allitas. ./\/lf;t(E) algebrai kategoria, ahol ezen jeloléssel az E feletti étale p-modulusok
kategorajat jelolyiik.

Bizonyitds. A bizonyitas |[Fontaine and Ouyang| konyvének 26. oldaldn talalhato. O]

Jeloljiik a Dgs funktort mod p reprezentaciok felett M-mel, mivel egy G csoport
mod p reprezentécioi egy I, véges dimenzids vektortérként lehet gondolni, igy az

ay E®E M(V) — E° ®Fp \%4

leképezés egy izmorfizmus, és ez altal dimgy M(V') = dimg, V, mivel |8 tétel és (4] allitasa
miatt.

12. Allitas. Ha V egy d dimenzids mod p reprezentdcio, akkor az M(V) étale -
modulus.

Bizonyitds. A bizonyitas megtaldlhato [Fontaine and Ouyang| 27. oldalan. O]
13. Eszrevétel. M : Repy, (G) — MI(E) egy additiv funktor.

Legyen V : M (E) — Repg, (G) egy olyan funktor, mely egy M étale p-modulushoz
E felett a kovetkezs halmaz lesz 'V altali képe: V = {y € E* @ M|p(y) = y} =
(E° @p M),—1, amely egy rész F-vektortér, amely stabil G &ltali hatésra nézve.

14. Lemma. A kévetkezd természetes leképezés

O[MZES®[FPV(M)—>ES®EM
ARV — v

injektiv és ez dltal dimg, V(M) < dimg M.
Bizonyitds. Teljes indukcioval konnyen kovetkezik a lemma. O]

15. Tétel. M : Repg, (G) — MI(E) funktor megad egy ekvivalencidt a két Tannaki-
an kategoria kozott és 'V : /\/lif(E) — Repy, (G) funktor az M kvdzi-inverz funktora.

Bizonyitds. A bizonyitas [Fontaine and Ouyang konyvében 29. oldaltol kezdve megta-
lalhato. O
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p-adikus Galois reprezentacidok egy p karakteriszikaja
test felett

A mod p reprezentaciokkal leirt definiciok, allitasok és tételek hasonléan kimondhatok
és bizonyithatok mint p-adikusak felett.

Tovabbra is legyen E egy p > 0 karakterisztikaju test és Gp := Gal(E®/E), ahol
E* E-nek a szeparabilis lezarasa. FE-re gondolhatunk ugy is, mint Og /pOg, ahol O¢
az E-nek a Cohen gytirtje, tovabba £ E Cohen gytirtijének hanyadostestje. A Cohen
gytri rekurziv definici6ja miatt tényleg teljesiil a Og /pO¢ leiras, mivel

O¢ = lim O¢ /p" O,
neN

és igy tovabba &£ gondolhatunk gy is, mint Og [ﬂ . Az E-nek meg van az a szép tulaj-

donséga, hogy nulla karakterisztikaju, teljes diszkrét értékelési gytiri, a maradéktestje
az F, és az £ maximalis ideélja p altal generalt. S6t mi tobb, ha vesziink két értékelési
gytrtt, amire az el6bbiekben leirt feltételek teljesiilnek, akkor ezen két értékelési gytirt
folytonosan izomorf lesz. Ha még a E-r6l feltessziik, hogy perfect, akkor az izomorfiz-
mus egyértelmid és Og megegyezik az F altal generalt Witt vektorok gytrtjével.

16. Allitas. Legyen £ az E-nek a mazimdlis nem eldgazd bévitése, és E ezen bovités
teljes lezdrdsa, akkor a kévetekezd két dllitas teljesiil:

1. (EM)9 =€, (0s)¢ = O,
2. (gur)apzl - Qp; (05/‘177‘)90:1 = ZP'
17. Allitas. Legyen X egy Ogz-reprezentdcidja G-nek, akkor a
Osi ®0s X¢ — X
természetes leképezés eqy izomorfizmus.

Bizonyitds. A bizonyitas Fontaine and Ouyang| konyvének 35. oldalan elérhetd. O]

s stz

egy w-modulusa lesz Og felett, és ez altal definidlhato T-re az M funktor és ar leképezés
is, melyekre a mod p reprezentacioknal megbeszéltek teljesiilnek. Tovabba V funktor
és ayy leképezés is ugyanigy megadhato, melyekre szintén ugyanazok a tulajdonsagok
teljesiilnek.

18. Tétel. A M : RepZP(G) — MZ(Og) funktor megad egy ekvivalencidt a két
kategoria kozott és V : M (Og) — Repy, (G) funktor kvdzi-inverze M-nek.

Bizonyitds. Ezen bizonyitas megtalalhato Fontaine and Ouyang konyvének 37. oldalén.
O

Ezen voltak a Z,-reprezentaciok szamunkra fontos alap allitasai, és ugyaneznek Q,-
reprezentaciokra is telejestilnek.
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Az R gytrd

Legyen K egy p-adikus test, legyen Ok az egészek gytiridje, my maximalis idealja Og-
nak, és igy ez altal k legyen a maradéktest, melynek karakterisztikdja legyen p > 0.
W = W (k) Witt vektorok gytriije és Ky a W héanyadostestje, tehat Ky, = FraclW =

w [ﬂ Tovabba jeloljiik C-vel K teljes, algebrailag zart testb&vitését.

Vegyiik a K egy olyan L résztestjét, amely tartalmazza Ko-t, és ennek az egészek
gytrije legyen Op =: A.

19. Definici6. Az A gytiri-bdl képzett R(A) gytirtt definialjuk ugy, hogy
R(A) := Jm A,

neN

ahol minden n-re legyen A,, = A, és minden n-re tovabba legyen az atmend leképezés
az abszolut Frobenius leképezés, tehat z := (2,)nen € R(A), akkor (z,41)? = x,.

20. Allitas. R(A/pA) gyirtd és a kivetkezd S halmaz kizott megadhatd egy bijekcid,
ahol

S = {(x("))neN 2™ € A, (zmtD)” = x(”)} .

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato Fontaine and Ouyang konyvének 68. oldalén.
O

Oy, szeparabilis, a p-adikus topologiara nézve teljes gytrt, ez altal O, — @neN OL/p"Oy
leképezés egy izomorfizmus, amelybdl kovetkezik, hogy Op/pOr = O;/pO;, és igy
R(O1/pOr) = R(O;/pO;) = {(:c(">)n€N 2™ € 0;, (z"+V)F = fc(”)}-

21. Definicié. R := (O%/pOzx) = R(O¢/pOc).

A C-n értelmezett szokasos p-adikus értékelésbdl definidlhato az R-en egy értékelés
gy, mint vp(r) := vo(r) = ve(z?). Bz altal a kivetkezs lesz igaz R-re.

22. Allitas. R gyird eqy teljes értékelési gyird a vg-re nézve. R tovdbbd tokéletes p
karakteriszitikdji. Hdnyadosteste (Frac(R)) teljes nem-arkimédeszi tokéletes p karakte-
risztikdgu test, amely tovdbba algebrailag zdrt.

Bizonyitds. A bizonyitéas Fontaine and Ouyang| konyvének 69-70. oldalan talalhato. [
23. Allitas. 1. A kovetkezd sorozat egzakt: 0 — Ur — Frac(R)* — Q — 0,

ahol Frac(R)* — Q leképezés az értékelés R-en.

1
p

2. Frac(R)* = Hom (Z [ ] ,C*) :
5. Un = Hom (21| ,.0) = x Uf.

1
p

4. Uf = Hom (2 [L] ,U}) = @, @2, UL,
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5. Up ={z € Rlvr(x—1) = 1} izomorf a kovetkezd inverz limesszel: lim UL/ (UR)P".
neN

Az allitasban hasznalt jelolések magyarazésa: Frac(R*) az R hanyadostestjének mul-
tiplikativ csoportja, Ur az R-beli egységek csoportja, U = {z € Rlz™ € (1 +m¢)}.

Bizonyitds. A bizonyitas Fontaine and Ouyang| konyvének 71-72. oldalan megtalalhato.
m

A kovetkezd par allitas és definicié az R-en 1évé Galois hatasrol szol.

24. Allitas. A G, = Gal(K/K) természetes modon hat R-en és R hdnyadostestjén.
Ha vessziik Ko eqy olyan L bovitését, amely benne van K-ban, és legyen H az L-hez
tartozo Galois csoport G, -ban, akkor

1. R = R(O./pOy),
2. (Frac(R))¥ = Frac(R(O/pOr)),

ahol R maradéktestét jeloljiik ki = EH, amely L-nek lesz a maradékteste. Ha L*-on
az értékelés diszkrét, akkor ky, = RH.

Ha vesziink egy olyan {e(")}neN sorozatot, melyre teljesiil, hogy €@ =1, e) £ 1, és
n > 2-t6l kezdve a kévetkezd rekurzié teljesiil, hogy (e(n + 1))” = €™, akkor ha vessziik
a kovetkezd bévitések uniojat, hogy

akkor ezen bévitésre gondolhatunk ugy is, hogy a Ky testhez minden n-re hozzavessziik
a p"-edik egységgyokot. Ezen egységeyokok uniojanak bévitéseét jeloljitk Ky -val.

25. Allitas. Ezen e = {e(")}neN sorozat R(OKgyc/pOKocyc)—ban eqyséq lesz.
Bizonyitds. A bizonyitas Fontaine and Ouyang| konyvének 74. oldalan elérhetd. O
26. Tétel. Legyen H = Gal(K/K), és legyen 7 = ¢ — 1 € RY | akkor
1. K[[x]]™ = RY,
2. k((r))™d = (Frac(R))".
27. Kovetkezmény. Legyen 0, a kovetkezd projekcio, hogy

(:En)nGN — L

minden m € N-re, akkor 0,,(R) = Ogeve [pOfceve.

Bizonyitds. (Kovetkezmény) A bizonyitas kovetkezik az el6z6 tételbsl és abbol, hogy
R = R(Ogere [pOgeve), amely a 4] allitasbol kovetkezik. O
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Bizonyitds. (Tétel) A bizonyitas Fontaine and Ouyang| 74. oldalan megtalalhato. [

28. Tétel. (Fontaine alaptétel) Legyen E§ szepardbilis lezdrdsa Ey = k((7))-nak R
hanyadostestjében, akkor Ef sird Frac(R)-ben, tovdbbd a G, csoport dltali hatdsra
nézve stabil marad. Tovdbbd megadhatd egy izomorfizmus Hy, = Gal(K /K*") Galois
csoportelemei és Gal(E§/FEy) Galois csoport elemei kézott dgy, mint

9|Es c Gal(Eg/Eb),
ahol g € Gal(K /KS¥).
Bizonyitds. A bizonyitas Fontaine and Ouyang 75-76-77. oldalan megtalalhato. O

29. Definici6. (Teichmiiller szelés) A kivetkezd leképezést nevezziik Teichmiiller sze-
lésnek (s), amely k-bol képez R-be tgy, hogy

s:a€k—s ([ap_”})neN,

ahol [apfn] = (a? ™,0,0,...) € Ogp-t nevezziik az a? ™ Teichmiiller reprezentansa.

Az [e] = (¢,0,0,...) € W(R) e Teichmiiller reprezentansa, ez altal definialjuk -
reprezentansa, mint 7. = [e] — 1 € W(R). Tovabba, mivel W (R)-re gondolhatuk ugy
is, mint
W(R)

o

W(R) = lim W,,(R) = liy

ahol W, (R) = {(ao,...,an—1)la; € R} egy topologikus gytrd. Jeloljik W{[r]] :=
> A\, € W5 halmazt, amelybeli elemek konvergensek W (R)-ben, igy megad-

n=0
hato egy folytonos beagyazasa W{[r|]-nek W (R)-be, és igy azonosithato W (R) egy zart
részgytridjével.
Az el6bb megadott folytonos beagyazas megadhatd W (Frac(R))-ban is, mivel 7, in-
vertalhato W (Frac(R))-ben, igy ha W ((m.)) := { Yo ATl A € WA, =0, han < O} =

n=—oo

W[r.]] [ﬂi] részhalmaza W (Frac(R))-ban. Tovabba W (Frac(R)) teljessége miatt, foly-

tonosan beagyazhato Og, := { > Tl A €W A, — 0, han — —oo} is W (Frac(R))-

ba, amely = W{[r.]] [Wi] p-adikus teljesitése lesz. Opg, egy teljes, diszkrét értékelési
gytrd, amely maximalis idealjat p generalja, és maradékteste Ej.

B test és a résztestjei

30. Definici6. Legyen W (Frac(R)) R hanyadostestjének Witt gytirtje, és ez altal B
definialjuk ugy, hogy W (Frac(R)) hanyadosteste.
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Ezen B-re gondolhatunk gy is, mint B = W (Frac(R)) [%], mivel W (Frac(R)) egy
teljes értékelési gytird, amelynek a maximélis ideélja p éltal generalt. G, természetes
modon hat B-n és W(Frac(R)) is, amely hatds kommutativ az abszolut Frobenius

leképezéssel. Tovabba B-re még az is teljesiil, hogy & = O¢, [ﬂi} részhalmaza lesz.

31. Allitas. F legyen véges bovitése Ey-nak, _amely tartalmazza E° = Eg, akkor léte-
zik eqy egyértelmid véges Ep bovitése Ey-nak B-ben, amely nem-eldgazo bovités, és Ep
maradékteste F.

Bizonyitds. A bizonyitas [Fontaine and Ouyang konyvének 80. oldalan megtaldlhato.
m

(¢, I')-modulus

32. Definici6é. A D étale o-modulust Og (vagy &) felett (o, I')-modulusnak nevezziik,
ha létezik egy csoporthatas I'i-n, amely szemi-lineéris, és felcserélhets () az abszo-
lat Frobenius leképezéssel. Tovabba D étale (o, T')-modulus, ha a csoporthatéas I'-n
folytonos.

A (18] tétel szerint, ha V' egy Z,- vagy Q,-reprezentacio, akkor az M(V') egy étale
(p,I')-modulus lesz az el6z6 tétel szerint. Tovabba igy az el6z8 tétel szerint az M
funktor meg ad egy ekvivalenciat a Z,- vagy Q,-reprezentaciok és az étale kozott. Ez
egy Tannakian-kategoria ekvivalencia lesz.

33. Lemma. 1. {l,¢,...,e’"'} egy bdzisa Ey-nak o(Ey) felett.
2. {1,¢,...,e¢7} egy bazisa Ex-nak p(Ex) felett.

8. {1,e,...,e"7 Y} egy bazisa E*-nek o(E®) felett.

4. {L[e), ..., []P7} egy bdzis Ogm-nak ¢ (Og) felett.
Bizonyitds. A bizonyitas Fontaine and Ouyang| konyvének 83. oldalan taldlhato meg.
[
34. Definici6. A ¢ : O5 — Og; operétort definialjuk gy, hogy
p—1
vy e () — xo.

Il
o

35. Allitas. A ) leképezésre a kovetkezd teljesiilnek:
1. Yo = Id.
2. 1) felcserélhetd Gy dltali csoporthatdssal.

Bizonyitds. A bizonyitasa megtalalhato [Fontaine and Ouyang| 84. oldalan. [
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36. Allitas. 1. HaV egy Zy,-reprezentdacioja G -nak, akkor eqyértelmien létezik egy
ilyen 1 : Mz, (V) — Mgz, (V') operdtor, amelyre teljesiil, hogy

U(p(a)r) = ap(x), Y(ap(r)) =P(a)w.
Ahol a € Og,., és x € My, (V) sdt, mi t6bb ¢ kommutdl ' -val.

2. Ha D egy étale (p,I')-modulus Og,. vagy Ex felett, akkor egyértelmien létezik egy
olyan v : D — D operdtor, amelyre az elsérészben teljesiiltek igazak. Tovdbbad
minden x € D-re teljestil, hogy

p"—1
r=Y [i¢"(w),
i=0
ahol z; = Y™ ([e] ~'x).
Bizonyitds. A bizonyitasa megtalalhato [Fontaine and Ouyang| 84. oldalan. O

37. Allitas. Ha D étale p-modulus Og,, akkor v opertdtor folytonos a gyenge to-
pologidra nézve. Tovdbbd i folytonos minden D étale p-modulus Q¢ felett a gyenge
topoldgidban.

Bizonyitds. A bizonyitasa megtalalhato [Fontaine and Ouyang| 85. oldalan. O]
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