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Zábrádi Gergely
egyetemi docens

Algebra és Számelmélet Tanszék
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Motiváció és Alkalmazások:

1 Az egyik legfontosabb alkalmazása a (φ, Γ)-modulusnak,
amely egyben talán Fontaine-ék alapmotivációja is volt, ami
az abszolút Galois csoport repezentációinak jobb megértése.

2 Az Iwasawa elméletben is használják (φ, Γ)-modulusokat, hogy
seǵıtségükkel p-adikus L-függvényeket konstruáljanak, amik
p-adikus Galois reprezentációk seǵıtségével generálhatók.

Figure: Modularitási sejtések, Kisin [June/July 2007]
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Út a (φ, Γ)-modulus definiálásáig 1.

Legyen V egy Zp-reprezentációja HK -nak, ahol
HK = Gal(E s/E ) = Gal(Eur/E), és E egy p-adikus test és OE -vel
jelöljük E -nek a Cohen-gyűrűjét.

φ-modulus

M, OE vektorteret, akkor nevezzük φ-modulusnak, ha létezik egy
φ leképezés M-en, amely szemi-lineáris és OE -re megszoŕıtva
megegyezik az abszolút Frobenius leképezéssel.

étale φ-modulus

M, mint OE feletti φ-modulust, akkor nevezzük étale-nak, ha
Φ : Mφ → M leképezés izomorfizmus, ahol Φ(λ⊗ x) := λφ(x),
x ∈ M, λ ∈ OE , és ha dimOE M véges.

Az Mét
φ -val jelöljük az étale φ-modulus kategóriáját, és RepZp

(G )
a G csoport Zp-reprezentációinak kategóriáját.
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Út a (φ, Γ)-modulus definiálásáig 2.

Ekvivalencia tétele

1 A MZp : RepZp
(G ) −→ Mét

φ (OE) funktor megad egy
ekvivalenciát a két kategória között és
VZp : Mét

φ (OE) −→ RepZp
(G ) funktor kvázi-inverze MZp -nek.

2 A MQp : RepQp
(G ) −→ Mét

φ (E) funktor megad egy
ekvivalenciát a két kategória között és
VQp : Mét

φ (E) −→ RepQp
(G ) funktor kvázi-inverze M-nek.

(18.-as tétel)

A tétel jelölései

1 MZp : V 7−→ (OÊur ⊗Zp V )HK , VZp : D 7−→ (OÊur ⊗OE D)φ=1

2 MQp : V 7−→ (Êur ⊗Qp V )HK , VQp : D 7−→ (Êur ⊗E D)φ=1
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(φ, Γ)-modulus

(φ, Γ)-modulus defińıciója:

A D étale φ-modulust OE (vagy E) felett (φ, Γ)-modulusnak
nevezzük, ha létezik egy csoporthatás ΓK -n, amely szemi-lineáris,
és felcserélhető (φ) az abszolút Frobenius leképezéssel. Továbbá D
étale (φ, Γ)-modulus, ha a csoporthatás ΓK -n folytonos.

Az előző tétel szerint, ha V egy Zp- vagy Qp-reprezentáció, akkor
az M(V ) egy étale (φ, Γ)-modulus lesz az előző tétel szerint.
Továbbá ı́gy az előző tétel szerint az M funktor meg ad egy
ekvivalenciát a Zp- vagy Qp-reprezentációk és az étale
(φ, Γ)-modulusok között.
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Galois-bőv́ıtés hálók

Figure: Galois bőv́ıtések, Szabó [2015]
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A ψ operátor

ψ operátor

A ψ : OÊur −→ OÊur operátort definiáljuk úgy, hogy

ψ :

p−1∑
i=0

[ϵ]iφ(xi ) 7−→ x0.

Álĺıtás:

1 ψφ = Id.

2 ψ felcserélhető GK általi csoporthatással.

A bizonýıtása megtalálható Fontaine and Ouyang 84. oldalán.
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Álĺıtás ψ operátorral kapcsolatban

Álĺıtás:

1 Ha V egy Zp-reprezentációja GK -nak, akkor egyértelműen
létezik egy ilyen ψ : MZp(V ) → MZp(V ) operátor, amelyre
teljesül, hogy

ψ(φ(a)x) = aψ(x), ψ(aφ(x)) = ψ(a)x .

Ahol a ∈ OEK , és x ∈ MZp(V ) sőt, mi tőbb ψ kommutál
ΓK -val.

2 Ha D egy étale (φ, Γ)-modulus OEK vagy EK felett, akkor
egyértelműen létezik egy olyan ψ : D → D operátor, amelyre
az elsőrészben teljesültek igazak. Továbbá minden x ∈ D-re

teljesül, hogy x =
pn−1∑
i=0

[ϵ]iφn(xi ), ahol xi = ψn([ϵ]−ix).

A bizonýıtása megtalálható Fontaine and Ouyang 84. oldalán.
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