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KIVvONAT. Az els6 athaladdsi perkolacié elméletét 1965-ben alkotta meg Hammersley és
Welsh: céljuk folyadékok porézus kézegen torténd atszivargasanak modellezése volt a valdszi-
nliségszamitas eszkozeivel. Az elmélet topologikus varidnsat Ggy nyerjiik, hogy a val6sziniisé-
gi mértékrél "elfeledkezve" az dthaladédsi id6kbdl nyert konfigurdciés téren a szorzattopoldgia

vizsgalatara szoritkozunk.

1. BEVEZETES

Az els6 athaladési perkolacié elméletét folyadékok pordzus, azaz lyukacsos anyagon tor-
téné atszivargdsanak modellezésére hoztdk létre. A klasszikus modellben a porédzus kozeg a
Z% réics, ahol a pontok kozt a récsvonalak mentén lehet kozlekedni, az élek dthaladési ide-
jét pedig valdszintiségi valtozdk irjdk le. Az elmélet topologikus varidnsaban az athaladasi
id6kbél nyert konfigurdciés téren vizsgaljuk a szorzattopoldgidt, ezzel mintegy az Osszes ese-
tet egyforman vizsgalva. Itt a vizsgalddds sztenderd targya az, hogy a valdszinliségi elmélet
klasszikus 0-1 torvényei hogyan fordithaték le Baire-kategéria nyelvére, ebben az értelem-
ben mi a generikus viselkedés. Jelen kutatémunkam a témavezetom, Maga Baldzs azon
otletével foglalkozik, hogy vajon mi térténik, ha a Z? racsot R-re cseréljiik. Ez az [1]-
[2] cikkekben bevezetett topologikus perkoldcié egy folytonos analégja. A tér pontjai kozt
7 :[0,1] — R? folytonos gorbék mentén lehet kozlekedni. Az dthaladasi idéket a C(R9, R>0)
fiiggvénytér elemei irjak le: f € C(RY R>C) esetén a v : [0,1] — R? gérbe 4thaladasi ideje
T¢(y) = fl f(y(t))dt. A nemnegativitds miatt ez értelmes, de végtelen is lehet. Eszerint két
pont tévglséga a koztitk vezeté utak athaladasi idejeinek infimuma: T'(z,y) = X elgﬁ } Tr(v),
ahol Gy = {7 :7:[0,1] = R? folytonos, v(0) = z,v(1) = y}. Az athaladési idsk C(R?, R>?)
fliggvényterét a lokalisan egyenletes konvergencia altal indukélt topologiaval tessziik topolo-

gikus térré, és ezzel lengyel teret kapunk.
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1. Definicié (Lok&lisan egyenletes konvergencia). Legyen (T,7) topologikus, (M,d) pedig
metrikus tér. Legyen f, fp, € C(T, M) ¥Yn-re. Ekkor f, — f lokdlisan egyenletesen, ha minden

x € T pontnak van olyan U kérnyezete, melyen fn|v — flu egyenletesen.

1. Megjegyzés. Ha a (T, 1) tér lokdlisan kompakt, akkor a lokdlisan egyenletes konvergencia
pontosan azt jelenti, hogy a T minden K kompakt halmazin fn|x — f|x egyenletesen. R?

lokdlisan kompakt.
1. Allitas. C(R% R>%) q lokdlisan egyenletes konvergencia topoldgidjdval lengyel tér.

Bizonyitas. Adunk egy metrikat, mely a lokdlisan egyenletes konvergencia topolégiajat indu-

kalja és teljes, majd ennek segitségével megmutatjuk, hogy a tér szeparabilis.

o

A(f,9) =Y 57 -min{sup (1f(x) — g(o)]), 1),

i=1 zeK;

ahol K; = B4(0,1) az i € N sugart, origd kézéppontt zart gémb R%ben.

Ez metrika. Konnyt latni, hogy d metrika: a hdromszog-egyenlétlenség a sorok atrendezhe-
t6ségén mulik, minden més teljesen nyilvanvalo.

A metrika o megfelelé konvergencidt indukdlja. A metrika szerinti konvergencia: f, — f <
d(fn, f) = 0 < VK;-n f,, — f egyenletesen < minden kompakt halmazon f,, — f egyenlete-
sen. Tehat a metrika valoban a lokédlisan egyenletes konvergenciat adja.

A metrika teljes. Ha (fn)nen Cauchy, akkor minden kompakt halmazon is Cauchy, tehat
egyenletesen konvergens is, igy Osszességében lokalisan egyenletesen konvergens.

A d dltal indukdlt topolégidval C(R? R>0) szepardbilis. Ismert tény, hogy C(K,R>?) lengyel,
fgy szeparabilis, ahol K tetszSleges kompakt tér. Jelolje S! a C(K;, R>?) tér egy megszam-
lalhat6, stirti részhalmazéat. S/ elemeit terjessziik ki R%-re folytonosan: f(z) := f (H‘;—H -1), ha
r ¢ K;, igy kapjuk az S; C C(R?,R>%) halmazokat. Legyen S = J3°; S;, ez megszamlalhato.

Emellett minden nyiltba belemetsz, vegyiink ennek belatdsédhoz tetszbleges f € C(RY, R>?)

o0
fliggvényt és € > 0-t. Legyen n olyan, hogy > %
1=n-+1

tavolsdga Ky-en < §, igy d(f,g) <e. O

< 5. Ekkor dg € S, melyre f és g

A modell felépitése utdn a véges geodetikusok kérdésével foglalkoztam. Ezek olyan utak,

melyeken felvétetik a két végpontjuk tavolsaga.
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2. VEGES GEODETIKUSOK

Bar két pont tavolsagat természetes mdédon tudtuk definidlni a modelliinkben, az azon-
ban egyaltalan nem nyilvanvald, hogy két pont kozt létezik-e olyan ut, melyen ez a tavol-
sag felvétetik. Elképzelheté példaul, hogy az athaladési idéket leiré f folytonos fliggvény
annyira gyorsan csokken, ahogy tavolodunk a két pontunktél, hogy megéri egyre hosszabb és
hosszabb, végtelenbe tarté ivhosszi gorbék mentén kozlekedni koztiik. Megmutatjuk azonban,
hogy Baire-kategéria értelemben a tipikus f fliggvényre azért 1étezni fog véges geodetikus két

rogztett pont kozt.
1. Tétel. Minden x,y € R? fix pontpdrra generikusan létezik véges geodetikus.

Bizonyitds. A célunk, hogy generikusan mindig talaljuk ; : [0,1] — R%, 4;(0) = =, 1(1) = y
gbrbék egy sorozatat, melyek athaladési ideje az athaladési idok infimumahoz tart, a gorbék
pedig egy folytonos gérbéhez konvergalnak.

Ehhez el6szor azt fogjuk belatni, hogy v,y € R? pontpérra teljesiil, hogy azon f € C(R? R>?)
fiiggvények, melyekre 3K € R, hogy T'(x,y) kisebb mint barmely olyan x — y 1t athaladasi
ideje, mely elhagyja By(0, K)-et, stiri és nyilt halmazt alkotnak C(R? R>%)-ben. Ezutén
belatjuk, hogy ilyen fiiggvények esetén mindig létezik véges geodetikus x és y kozt. Mivel
C (R R>?) lengyel tér, igy Baire-tér is, vagyis minden sfirti nyilt halmaz rezidudlis, és pont

erre van sziikségiink.

2. Allitas. Jelolje Ay, azon f € C(RY,R>0) fiigguények halmazdt, melyekre IK € R, hogy
T(x,y) kisebb mint barmely olyan x — y 4t dthaladdsi ideje, mely elhagyja By(0, K) gombit.
Ekkor A, nyilt, és siri C(RY,R>0)-ben.

Bizonyitds. A strliséghez elég belatni, hogy a 0-tél szigortan elvalasztott fiiggvények siirti
halmazt alkotnak. Vegyiink ehhez egy tetszéleges f fiiggvényt, mely nem ilyen, azaz amire
inf f = 0. Be kell latni, hogy f tetszlleges ¢ > 0 sugart koérnyezetében van olyan g €
C(R? R>?), melyre inf g > 0. Legyen g = f + ¢. Ekkor egyrészt inf g > €, masrészt d(f,g) =
SLloe=e

ZKllrlyﬂtsaighoz arra van szitkségiink, hogy tetszéleges f € A, , esetén Je > 0, hogy Vg :
d(f,g) < e fuggvényre g € A, .

Feltehetd, hogy az f fiiggvényre 1étez6 Ky sugar olyan, hogy a By(0, Kf) gémbot elhagyo
x — y utak athaladasi idejeinek M infimuma legalabb d-val tobb Tf(x,y)-nél, ahol 6 > 0.
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Ha ugyanis ez nem teljesiilne, K s-et tetszoleges pozitiv szdmmal megnévelve mar taldlndnk
0-t, amire teljestilne. Legyen ¢ = 3.%, ahol C = [K¢] -2, g pedig f-tél legfeljebb € tavolsagra
levé fiiggvény. Mivel Ty(x,y) < Ty(x,y) + € - 2¢, valamint M, > My — g, igy Ky = Ky jo

valasztas. g
3. Allitas. Ha f € Ay y, akkor létezik véges geodetikus x és y kozt.

Bizonyitds. A célunk, hogy talaljuk ~; : [0,1] — R%, 4;(0) = 2, v;(1) = y gorbék egy sorozatat,
melyek athaladasi ideje T'(x, y)-hoz tart, a gorbék pedig egy folytonos gorbéhez konvergalnak.

Ennek belatasdhoz a kdvetkezo, ismert tételt fogjuk hasznalni.

2. Tétel (Arzela-Ascoli). Legyen {fntnen, fn : [a,b] — R? fiigguények egy sorozata. Tegyiik
fel, hogy { fn}nen sorozatra az aldbbi két tulajdonsdg teljestil:

e cgyenletesen korldtos: IM :¥n € N Vo € RY | f,(x)| < M

e cgyenletesen ekvifolytonos: Ve > 030 > 0:Vn € N |f,(z) — fu(y)| <e, ha |z —y| < 0

Ekkor a sorozatnak létezik egyenletesen konvergens részsorozata.

Vegyiik {7i}ien, v : [0,1] = R, ~;(0) = z, 7;(1) = y folytonos gérbék egy soroza-
tat, melyre 717(1‘) dt — T(v). Belatjuk, hogy ekkor {7;};en egyenletesen korlatos, vala-
mint feltehe‘z'oi’,0 hogy egyenletesen ekvifolytonos. Ekkor a tétel szerint létezik v : [0,1] — R?
folytonos gorbe, melyhez egyenletesen konvergal a -; sorozat valamely részsorozata. Ekkor
T(xz,y) = Zlg&i’n(t) dt = gw(t) dt, tehat v geodetikus x és y kozt.

Egyenletes korldtossdg. Kovetkezik abbdl, f € A, .

Egyenletes ekvifolytonossdg. Belatjuk, hogy a ~; gérbéket atparaméterezhetjiik ugy,
hogy az egyenletes ekvifolytonossag feltétele teljesiiljon réjuk.

Jelolje a ; ivhosszat [; € R, az [; ivhosszak egy kozos fels6 korlatjat pedig L; a feladat-
bél adédéan L < oco. Legyen 7/ : [0,1] — R? az a gorbe, melyet a kovetkezSképpen
kapunk ~;-bdl: Vk,n € N,k < 2"-re legyen 72’(2%) = 7i(Zikn), ahol z; 5, € [0,1] az
a pont, melyre %|[0,w¢,k,n] ivhossza éppen [; - 2% Ezutan terjesszik ki a mar definialt
pontokhoz képest [0, 1]-re 7/-t folytonosan. Ez a kiterjesztés ; folytonossidga miatt
egyértelmiien létezik.

A kapott v/ gorbék mar egyenletesen ekvifolytonosak: ha € > 0 rogzitett, akkor taldl-

hatunk N € N szamot, melyre QLN < g, és ezzel § = QLN jO vélasztas.

O
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Tehat egy rezidualis fliggvényhalmazon talaltunk véges geodetikust x és y kozt, ezzel a

tételt belattuk. g

Egy kis erositéssel tobbet is belathatunk.

3. Tétel. A generikus f € C(R? R>) fiigguény olyan, hogy RY bdrmely két pontja kozt létezik

véges geodetikus.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy ha f € A, ,, akkor Va',y’ parra, ahol 2’ és ¢/ z, illetve y elég kis
kornyezetében vannak, f € A,/ . Ekkor — mivel R24 Lindelof — elég lesz megszamlalhatéan
sok A -t 6sszemetszeni ahhoz, hogy megkapjuk azon fiiggvények halmazat, melyekre barmely

két pont kozt van véges geodetikus.

1. Lemma. Jeldlje G a [0,1] — R? folytonos utak halmazdt, a szuprémum-metrikdval elldtva.

Ekkor a Hy : G — R, H(y) = T¢(vy) hozzdrendelés folytonos.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy tetszoleges r € R és € > 0 esetén ha Ty(y) = r, akkor v
egy kis kornyezetében talalhaté minden ' tdtra T¢(v') C (r —e,r +¢€). Osszuk fel a v gorbét
szakaszokra, gy, hogy minden szakaszon f s szuprémuménak és i infimumanak kiilonbsége
legfeljebb { legyen. Minden szakasznak vegyiik egy pici zart kornyezetét, gy, hogy azon f
szuprémuma és infimuma legfeljebb $-gyel térjen el s-tdl, illetve i-tél. Mivel véges sok szakasz
van, vehetjiik a legkisebb d-t, amely sugaru kérnyezetet valasztottunk a szakaszokhoz. Ekkor

~ 6-sugaru nyilt kornyezete jé lesz. O

Tehédt barmely z,y parra 30 > 0, hogy V' € By(z,0),y" € Bq(y, ) parra Ay, C Ay .

A By(x,6) x By(y,d) halmazok egy nyilt fedését adjak (R?)2-nek, igy kivalaszthaté beléliik

megszamlalhatéan sok, mely tovabbra is fed. A kivalasztott gombok x;,y; kbzéppontparjaira

Oﬁ Ay, y, egy olyan fliggvényhalmaz lesz, mely elemeire teljesiil, hogy barmely két pont kozt

i/:aln szerintiik vett véges geodetikus. Korabban meggondoltuk, hogy A, .. halmazok stri

nyiltak C'(R%, R>°)-ben, tehat a komplementeriik sehol sem stirti. Igy ‘Oﬁl A,y komplementere
=

o0
hogy (N A,y rezidudlis. O
i=1

Bebizonyitottuk tehat, hogy a modelliink szép: a legtébb athaladasiidé-fiiggvény szerint
barmely két pont kozt 1étezik véges geodetikus.
A modellel kapcsolatban még sokmindent lehetne vizsgalni: a klasszikus esethez hasonléan

az idOkonstans és hataralakzat kérdése példaul biztosan érdekes.
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