Rejt6zkodd graftulajdonsagok végtelen grafokon
Kocsis Anett

Egyéni kutatomunka

1. BEVEZETES

Egy graftulajdonsdgot akkor neveziink rejt6zkddének, ha barmely olyan algoritmus-
sal, amely két pont kozotti él 1étezésére kérdezhet ra, a legrosszabb esetben az dsszes
élet le kell kérdezniink ahhoz, hogy megtudjuk egy adott graf rendelkezik-e ezzel a tu-
lajdonsaggal. A hires Aanderaa—Karp-Rosenberg-sejtés (a tovabbiakban AKR-sejtés)
szerint minden monoton gréaftulajdonsag rejt6zkods véges grafokon. Cserndk Tamas
és Soukup Lajos kordbban mar vizsgaltak ezen kérdéskor végtelenitett verzidjat: vagyis
transzfiniten kérdezziik le egy végtelen graf éleit. Mi ezt a jatékot w-tipusban vizsgal-
juk. Vezessiik be a két jatékosra a Kérdezé és a Vélaszol6 elnevezéseket. A félreérté-
sek elkeriilése végett egy tulajdonsagot w-rejt6zkdodbnek vagy rejtézkddének hivunk,
asszerint hogy a Valaszolonak a transzfinit jatékban, vagy az w-tipusu jatékban van
nyerd stratégidja. A jatékot lentebb precizebben is megfogalmazom.

Célunk volt minél tobb természetes tulajdonsagrol eldonteni hogy rejt6zkodés-e, il-
letve szeretnénk megfogalmazni valamilyen altaldnosabb (példdul az AKR-sejtéshez
hasonlo) tételt is arra vonatkozolag, hogy milyen graftulajdonsagok w-rejt6zkoddk.

A félév sordn el6szor megvizsgéltuk, hogy az aldbbi természetesen felmeriil$ graftu-
lajdonsagok koziil melyek w-rejt6zkodGek:

o G Osszefiiggs

e ( tartalmaz n fliggetlen élet (rogzitett n € N)
e G tartalmaz n-hosszu kort (rogzitett n € N)

e G paros graf

o (G atmérGije legfeljebb d (rogzitett d € N)

e GG nem tartalmaz izolalt pontot

Ezen tulajdonsdgok viszgalatdval megtudtuk, hogy végtelen esetben nem teljesiil az
AKR-sejtés, hiszen példaul kideriilt, hogy a G tartalmaz 2 fliggetlen élet tulajdonsag
nem w-rejt6zkdds, azonban monoton.

A kovetkez§ probléma mellyel foglalkoztunk, hogy w-rejt6zkodd és a rejtozkods fo-
galmakat véalasszuk el egymastol. Ezalatt azt értjiik, hogy keressiink olyan graftulaj-
donsaogot, amely w-rejt6zkods, de nem rejt6zkods.

Ezutén ratértiink arra a kérdéskorre, hogy milyen 4ltaldnos sejtéseket lehetne megfo-
galmazni a témakorben, amelyek hasonléak mint az AKR-sejtés, de valamilyen szem-
pontbdl hasznaljdk példdul a graftulajdonsag topologikus komplexitdsat is.

Ezek irdnyok koziil taldn az utolso a legkevésbé kiforrott, erre késébb visszatériink.

Térjiink rd tehat a probléma preciz megfogalmazaséra.
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2. Az w-REJT6ZKODO GRAFTULAJDONSAGOK

Szemléletesen a kovetkez§ torténik: adott egy elSre rogzitett P graftulajdonsag, ami
alatt 2" egy olyan részét értjiik, amely invarians Sym(N) hatdsara. Kérdez6 és Véla-
szol6 jatszik egymads ellen, mégpedig tigy hogy egy grafot épitenek: Kérdez6 minden
lépésben rakérdez egy élre, Valaszol6 pedig eldonti, hogy az adott él benne legyen-e a
grafban vagy sem. Ezt jatszdk megszdmlalhatéan sok 1épésig (precizen: w 1épésig), és
Kérdez§ abban az esetben nyer, ha nem kérdezte meg az 6sszes élet, tovabba el tud-
ja donteni, hogy a kialakult graf rendelkezik-e a P tulajdonsaggal (azaz vagy barmely
graf, amely kiterjeszti az azokat a megkotéseket, amik a jaték sordn kialakultak, rendel-
kezik a P tulajdonsédggal, vagy egyik sem rendelkezik a P tulajdonsédggal.)

Most megadjuk a jatékot precizebben is. A végtelen jatékok a leiré halmazelmélet
egy fontos teriilete. (Altalanos bevezetés a témaba, és a legalapvetSbb példak. megta-
lalhatoéak [1, 20. fejezet]-ben.). A jatékot megadhatjuk egy végtelen, gallyazott fagraf-
fal, legyen ez T'. Nevezziik S-nek azt a halmazt, amely az 0sszes, egy adott ponton
lehetséges 1épést tartalmazza (ez dltaldban, és a esetiinkben is megszamlalhato), ekkor
nyilvdn 7" C [S]<“ (vagyis olyan véges sorozatok, amelyeknek minden eleme S-beli).
AnyerShalmaz [T'], vagyis a lefutdsok terének egy részhalmaza, jeldljiik ezt Ag-sel. Mi-
vel [T] minden fa esetében 2° egy zért részhalmaza, igy specidlisan kompakt, és ha
S megszamlalhat6 is, akkor lengyel tér. Igy van értelme arrél beszélni, hogy Ag-nek
mi a Borel komplexitdsa. Egy nyerd stratégia az egyes jatékos (jelen esetben Kérdezo)
szamara egy olyan részfaja T-nek, amelyben minden pdarosadik szinten 1-felé dgazik
a fa, minden pdratlanadik szinten pedig ugyantgy mint eredetileg 7-ben, valamint a
részfa lefutdsainak halmaza része Ag-nek. (A mdasodik jatékosra persze hasonloképp
definidljuk.)

A véges jatékoktol eltérGen konnyen lehet olyan végtelen jatékot konstrualni, amely-
ben egyik jatékosnak sincs nyerd stratégidja. A témakor egy nagyon alapvets (de messze-
menden nem trivialis) tétele a Martin-tétel, mely szerint ha a nyer$ halmaz (Ag) Borel,
akkor a jaték eldontott, vagyis az egyik jatékosnak van nyerd stratégidja.

A mi esetiinkben a jaték leirdsa a kovetkezs: S az természetes szdmok mint alaphal-
maz rendezetlen pdrjaibdl (vagyis élekbdl), illetve az igen, és a nem vélaszokbdl 4ll, T
pedig az a fa, melynek minden méasodik szintje egy igen vagy nem, minden mdasodik
szintje pedig egy olyan él, amely kordbban még nem szerepelt. A nyer$ halmaz pedig
azon lefutdsokbdl 4ll, ahol nem szerepel az 6sszes €1, és a lefutds végén kapott parcialis
graf barmely kiterjesztése rendelkezik a P tulajdonsaggal, vagy barmely kiterjesztése
nem rendelkezik vele. Ennek a leirdsnak még szerepe lesz az 5-0s szekciéban.

3. KULONBOZS TULAJDONSAGOK VIZSALATA

Ahogy korabban emlitettem, megvizsgéltunk néhany természetes graftulajdonsagot.

3.1. Tétel. A kovetkezd jitékok w-rejtdzkoddek:

o G 0sszefiiggd
o G tartalmaz n-hosszi kort (rogzitett n € N esetén)



o [étezik legaldbb d-ed fokii csiics (rogzitett d € N)
o G pdros grif

3.2. Tétel. A kovetkezd jatékok nem w-rejtdzkoddek:

o G tartalmaz n fiiggetlen élet (rogzitett n € N esetén)
o G nem tartalmaz izoldlt pontot

A bizonyitdsokat azok hosszdra val6 tekintettel nem kozoljikk. Vegyiik észre, hogy
a 3.2-es Tétel kimondasdban szerepl6 nem w rejt6zkodd definicié szerint ugyan nem
jelenti, hogy a Kérdez6nek van nyer§ stratégiaja, viszont a Martin-tételt haszndlva mar
kovetkezik. A fenti 3.2-es Tétel érdekes olyan szempontbdl is, hogy az elsé pontja meg-
céfolja az AKR-sejtést a végtelenitett jatékban.

4. Az w-REJTOZKODO ES A REJTOZKODO FOGALMAK ELVALASZTASA

A fenti tulajdonsagok vizsgélatanal észrevettiik, hogy ezek a tételek ugyangy telje-
siilnek a transzfinit rejt6zkods esetben is. Igy természetesen felmeriilt a kérdés, hogy
el tudjuk-e valasztani a két tipust jatékot egymdstol, vagyis tudunk-e olyan graftulaj-
donsdgot mondani, mely w-rejt6zkods, de nem rejt6zkods. Az persze konnyen meg-
gondolhat6, hogy ha egy graftulajdonsag rejt6zkods, akkor w-rejtézkods is.

4.1. Tétel. Van olyan P griftulajdonsdg, amely w-rejtézkodd, de nem rejtdzkodo.

El6szor grafoknak egy olyan csalddjaval valasztottuk el a két fogalmat, amely nem
feltétleniil izomorfia invaridns, vegyiik észre azonban, hogy az alapdefiniciéban egy
gréaftulajdonsagrol ezt megkoveteltiik. Szerencsére azonban sikeriilt olyan P részhal-
mazt is talalni, amely izomorfia invaridns, igy valéban egy graftulajdonsag. (Nyilvan
ezutobbindl a konstrukcié kicsit bonyoldédott.)

Az els§ esethez vazlatos bizonyitast kozliink: vegytink egy olyan f fliggvényt, amely
a Cantor-halmaz elmeihez rendel 0 vagy 1 értéket és barmely két elemhez, melyek pon-
tosan egy jegyben térnek el, kiilonb6z6t rendel. Legyen a grafcsalddunk a kovetkezd:

o Agrafnak tiintessiik kia (0, 1) és (1, 2) élét (vagy éppen nem-élét), legyenek ezek
a 0-val és 1-gyel jelolt él.

o A graf (2,3),(3,4)... élei és nem-élei egy 0 — 1 sorzatot kédolnak, legyen ez
s¢ (ahol G a graf). Azokat a grafokat fogjuk bevenni a csalddba, melyekre ha
f(sa) =1, akkor 1 — i él, i pedig lehet él és lehet nem-él is.

e Minden mas éle a grafnak legyen nem-él.

Ekkor persze ajaték nem rejt6zkodd, hiszen Kérdez6 el6szor végigkérdezia (2, 3), (3,4) . ..
éleket, illetve minden mds életa (0, 1) és (1, 2)-n kiviil. Ebb6l kidertil s, igy az is, hogy
(0,1) és (1,2) koziil melyikre nem kell rdkérdezni.

Viszont nem w-rejt6zkods: Kérdezének ra kell kérdezni minden nem (k, &k + 1) élre,
hiszen csak akkor teljesiil a tulajdonsag, ha ezek mind nem-élek. Ha nem kérdez ra
(0,1) és (1, 2) egyikére sem, akkor nyilvan nem tudja majd eldonteni. Ekkor azonban ha
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rakérdez (0, 1) vagy (1,2) valamelyikére, akkor arra Valaszol6é nem-élet mond. Ekkor
még csak véges sok élre kérdezett rd a (2,3),(3,4) ... élek koziil. Innentdl rogzitsen
Vélaszol6 egy olyan s sorozatot, amely kiegésziti a mar meglévét, és ha i-re kérdezett
ra Kérdezg, akkor f(s) = i. Innentdl valaszoljon a rogzitett sorozat szerint, illetve ha
Kérdez6 rakérdez 1 — i-re, akkor az legyen él. Ha a végén 1 — i nincs lekérdezve, az baj,
mert attél fiigg&en hogy belevessziik-e vagy sem, megvaltozik, hogy a graf benne van-
e a csaldadban vagy sem. Ha pedig nem minden élet kérdez le Kérdez6 a (2, 3), (3,4) ...
koziil, akkor a nem lekérdezett él értéke megviltoztatja f értékét, igy megint nem tudja

eldonteni hogy a graf benne van a csalddban vagy nincs.

Megjegyezziik,hogy van jeloltiink a két jaték elvalasztasara, amely a fenti példaknal
természetesebben definidlhatd, azonban még nem tudjuk, hogy ez valéban elvélasztja-e
a két fogalmat. Ha elvélasztand, akkor megvalaszolnank azt a természetesen felmertil§
igényt, hogy Borel médon valasszuk el a két jatékot.

5. ELDONTETLEN JATEK

Természetesen felmeriil§ kérdés, hogy van-e olyan graftulajdonsdg, amelyhez ren-
deltjaték nem eldontott, vagyis egyik jatékosnak sincs nyerd stratégidja. Természetesen
ha P-r6l nem koveteljiik meg, hogy izomorfiainvaridns legyen, konnyfi ilyet csindlni.
Ilyen tulajdonsagt, izomorfia invaridns P létezésén jelenleg is gondolkozunk.

Tovabbi kérdés, amelyet nemrég kezdtiik el vizsgalni, hogy mi a kapcsolat a nye-
r6 halmaz komplexitdsa és a graftulajdonsdg komplexitasa kozott. Hiszen az utébbi
a gréfok terének (2"°) egy részhalmaza, az el6bbi pedig a lefutdsok terének. Eddigi
eredményiink szerint ha P € Af, akkor Ag Borel.
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