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Bevezetés

Az egyéni kutatomunkam soran megint a (¢, I')-modulusokkal foglalkoztam. Azonban
most egy masik szemszog néztem a témét, amely nem més, mint a de Rham- és a
Hodge-Tate-reprezentéaciok témakore és Fontaine periddikus gytrdi. Majd a végén a
geometriai reprezentaciok.

A kovetkezé par oldalban probaltam meg ismertetni a de Rham reprezentaciok defi-
nici6jat és egy par fontos tulajdonsagat, majd a Hodge-Tate reprezentéciokrol legfonto-
sabb tulajdonsagait, allitasait irtam le. Majd végiil a Fontaine-Mazur sejtés témakorérsl
irtam egy keveset.

Mindebben a segitségemre volt Jean-Marc Fontaine és Yi Ouyang konyve, mely-
nek cime: The theory of p-adic Galois Repesentations (Fontaine and Ouyang), tovab-
ba Szab6 David MSc szakdolgozata, melynek cime: p-adic Galois representations and
(¢, I')-module (Szabo| ((2015)))). A geometriai reprezentaciokhoz és a Fontaine-Mazur
sejtéshez Jean-Marc Fontaine és Barry Mazur konyvét hasznaltam, melynek cime: Geo-
metric Galois representations (Fontaine and Mazur| ((1997))).

Mint az els6 féléves beszamold dolgozatomban most se szeretném a bizonyitasokkal
egyiitt talalni a fontosabb allitasokat, tételeket, mivel akkor nagyon hosszi lenne a
dolgozat és lehetséges, hogy kevésbé lehetne atlathatd az atnézett téma.



1. fejezet

Hodge-Tate reprezentaciok

1.1. Tate-modulus és a Tate csavaras

Legyen K egy tetszileges test, K* az & szeparabilis lezarasa, és G := Gal(K*/K)
Galois csoportja, akkor tekintsiik a kovetkezs egzakt sorozatot:

1 — up(K°) — (K°) — (K°)* — 1,

ahol ezen (K*®)* — (K*)* leképezés legyen a kivezkezs: a +— a'” és, ahol pyn(K*®) =
{ae K* | a" =1} ~7Z/I"Z, ha K karakterisztikdja nem [, és 1, ha a karakteriszti-
kija [. Ez altal ha char(K) # [, akkor

1 (K°) — e (K%, @~ d
leképezés egy homomorfizmus, amely megad egy inverz rendszert.

1. Definicié. ( G,,-nek a Tate modulusa )

Ti(Gyn) = lim un (K°),

neN
ahol T;(G,,) egy szabad Z; modulus, melynek rangja 1.

Legyen T;(G,,) egy fix eleme t = (€,)nen, akkor, mivel T;(G,,) egy szabad Z,
modulus, melynek rangja 1, igy T;(G,,) = Zit. Igy Ti(G,,) = Zi(x) egy szabad Z;-
reprezentacioja G g-nak, melynek rangja 1, mivel minden g € Gk-ra g(t) = x(g)t, ahol
X : Gk — Z] a korosztési karakter. ¢ helyett iraskénnyités szempontjabol irhato 1 is,
igy Ti(Gm) = Zu(1) s V(Gr) = Qu(1) = Qi ®z, Zu(1).

2. Definicio. (r#1)
1. Z;(—1) legyen Z;(1) dualisa,
2. Zl(’l“) = Zl(—1)®7r, ha r < 0,

3. ZZ(T) = Zl(l)@)r, ha r > 0,
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4. Z)(r) =Zy, har =0,

Ez altal Q(r) = Qit" = Q; ®z, Zi(r) és, mivel minden g € Gg-ra teljesiil, hogy
g(t") = X"(g)t", 1gy

3. Definicio. ( Tate csavardsa Z;-nek ) Qi(r) = Qi(x"), Z(r) = Zi(x"). Ezen
reprezentaciokat nevezziik 7Z; Tate csavardsénak.

Tovabba tetszéleges V' l-adikus reprezentacionak tudjuk definialni a Tate csavarasét
az altal, hogy

V(r) =V ®q, Qi(r).

1.2. Hodge-Tate reprezentaciok
Legyen M egy Z,-modulus, akkor M-nek az i-edik Tate csavarasa a kovetkezo:
M(i) = M ®gz,, Zy(i).

Megadhat6 egy izomorfizmus Z,-modulusok kézott az altal, hogy M — M (i) leképezés
egy izomorfizmus. Ha K egy tetszGleges test, K* az § szeparabilis lezarasa, és Gi =
Gal(K*/K) Galois csoportja, akkor G hat M-en, igy M (i)-n is hat a kovetkezsképpen

g(z @ u) = g(z) ® g(u) = x'(9)g(z) @ u.
4. Definici6é. ( A Hodge-Tate gytir )
i€z ]

ahol t a Tj(G,,) generator eleme és C' = K, ahol ¢ ® t* € C(i), ez altal ellithato egy
multiplikativ strukturaval. Ekkor Byp-t nevezziik a Hodge-Tate gytirinek.

5. Allitas. Byr gyird (Q,, G)-reguldris, tehdt
1. By integritast tartomadny,
2. (Frac(Byr))% = BSK = K,
3. minden b € Byr, b# 0, g(b) € Q,b minden g € Gk, akkor b invertdlhato.

Bizonyitds. A bizonyitas megtaldlhato a|Fontaine and Ouyang konyvének 136. oldalan.
O

6. Definicio. V legyen a G Galois-csoport p-adikus reprezentacidéja. Ezen reprezen-
tacio Hodge-Tate ha Byr-elfogadott.
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7. Allitas. Legyen V egy p-adikus reprezentdcid, akkor Dyr(V) == (Byr ®q, V).
A kanonikus leképezés

OHT - BHT R DHT(V) — BHT ®Qp V

injektiv és dimgDpr(V) < dimg,V. Tovdbbd akkor és csak akkor egyenld, ha Hodge-
Tate reprezentdcio.

Ha V' p-adikus reprezentacio, akkor a Dyr (V) egy gradalt K-vektortér, mivel

ahol a gr'Dyr(V) = (C(i) ®q, V)%

8. Definicid. Legyen V' egy p-adikus reprezentécioja G g-nak, akkor az i-edik Hodge-
Tate szamot gy definidljuk, hogy

hi = dim (C(i) ®q, V)% # 0.

1.3. Sen operatora

Legyen W egy C-reprezentacidja egy G Galois-csoportnak, melynek a dimenzidja legyen
d. Ekkor legyen

—_

We =W{={w | weW |, ow) =w VoeH}
ha CH = f(\oo, akkor WO\O egy f(;—vektortér I' = Gal(K«/K) ~ Z, altali hatassal.
9. Tétel.
C Q= W; — W
ezen természetes leképezés eqy izomorfizmus.

10. Tétel. Minden r € N-re és W, eqy K,.-reprezentdaciora, melynek I feletti dimenzidja
d, akkor

Ko ® 7 W, — Wy
leképezés eqy 1zomorfizmus.

Bizonyitds. A bizonyitas megtaldlhaté a|Fontaine and Ouyang konyvének 100. oldalén.
O

o~

11. Definicié. 1. W := Koo ®x, W,, ahol W, := 1@ W,.



6 1. FEJEZET. HODGE-TATE REPREZENTACIOK

2. Azw € ﬁ/\oo vektort K-végesnek, ha I'-val general egy véges dimenziés K-vektorteret.
Igy definialjuk W, mint

Weo = {w e Wa| w K-véges},

amely /Woo—nak egy K, altér, amelyen hat a I'.
12. Allitas. 1. Wy = Ko g, Wi,

—

2. Woo = Aoo ®Koo Woo

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato a|Fontaine and Ouyang konyvének 101. oldalan.
O

W legyen egy d dimenzios C-reprezentacidja egy G csoportnak. Legyen tovabba
W,-nek egy bazisa {eq, ..., eq} K, felett, amely W ,-nek a bazisa is K, felett és W-nak
is. Tovabba legyen o € T' — U, € GL4(K) egy kociklus. Ha p : G — Autc(W),
akkor p(vy,) = U,, € GL4(K,), melyre teljesiil, hogy v(U,, — 1) > ¢; + 3. Hao €T,
v(Uy — 1) > 1 + ¢, akkor

N k—1 (Uo B 1)k
log(Us) = Z( 1) —

k>1
konvergal egy GL4(K,) matrixhoz.

13. Definicid. Legyen o € I'-ra, és legyen log(o) = log, (o) egy egyértelmi a € 7Z,,
melyre o = ~v*. Minden g € G-re, legyen log(g) := log(gr)

14. Definici6. Legyen W egy C-reprezentacio, akkor a hozza tartozé © = Oy, operator,
amelyet gy definialunk, hogy

_ logU,,  logU,
log(7,)  log(o)

W, egy endomorfizmusa a {ey, ..., e} bazisban.

15. Tétel. O egy egyedi K, linedris endomorfizmusa W, amely w € W, létezik egy
'y, nyilt részcsoportja I'-nak, melyre

o(w) = exp(log(c)O)(w),
minden o € I',,-re.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhaté a|Fontaine and Ouyang kényvének 102. oldalan.
O

16. Kovetkezmény. Minden w € W,

1 t _ t _
Ow) fm W w g, Yw-w
lOg(O') p-patd_z;cousan ¢ p-patcg;cousan t

tehdt I' kommutdl ©-val Wy.-n, és G kommutal ©-val W -n.
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17. Koévetkezmény. Minden w € W,,. ©(w) = 0 akkor és csak akkor ha w-nak a
I'-orbitja véges, tehdat w stabilizdtora I'-nak eqy nyilt részcsoportja.

18. Kovetkezmény. Legyen W és W' két C-reprezentdcidja G-nak.
1. Owew = Ow O Oy,
2. Owew = O ® Oy,
8. Onomwwn = (f = [Ow — [Ow), hidnyzik
4. Ha W' egy rész-reprezentdacidja W-nak, akkor Oy = Oy .

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato a Fontaine and Ouyang| konyvének 103. oldalén.
O

19. Allitas. W.-nek létezik eqy olyan bdzisa, amelyhez tartozé © operdtor mdtrizdnak
egytitthator K -beliek.

Bizonyitds. A bizonyitas megtaldlhaté a|Fontaine and Ouyang konyvének 103. oldalén.

]

20. Tétel. © magja eqy C-altere W -nak és, amely G invaridns elemek dltal van gene-
rdlva, tehdt Ker® = C @x W¢

Bizonyitds. A bizonyitas megtaldlhaté a|Fontaine and Ouyang konyvének 104. oldalén.
O

21. Kovetkezmény. Legyen V' egy p-adikus reprezentdcioja K -nak, akkor V C-elfogadott
akkor €s csak akkor ha a Sen operdtora C' ®q, V -nek identikusan nulla.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhaté a Fontaine and Ouyang| konyvének 104. oldalén.
O

22. Allitas. Legyen V egy p-adikus reprezentdcid. Vegyiik a Sen operdtordt a C ®q, V
reprezentdcionak, ha féligegyszeri és a sajatértéker Z-beliek, akkor az ad egy sziikséges
és elégséges feltételt arra, hogy V' Hodge-Tate reprezentdcio.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhatoé a Fontaine and Ouyang| konyvének 137. oldalén.
O
1.4. de Rham reprezentaciok

Legyen R az el6z6 félévben definialt gytrd, akkor a Witt vektor gytrije elgéallithato a
kovetkezSképpen:

W(R) = lim W,(Og ),
fn
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» Yn—1
képez. Tovabba minden n-re tudjuk definialni a kévetkezd leképezéset:

ahol f, 1 (zo,21,...,2n) = (x4, 2Y,...,25_4), amely W, 41(Og/,)-bsl W, (Ox,,)-be

wn+1 . Wn+1(oc) — OC’,

amely (ag,ay,...,an)-t a + pa"’fnfl + -+ + p"a,. Ezen leképezés altal és az inverz
limeszben definialt f, altal tudunk egy gytird homomorfizmust definialni W (R)-b6l
Oc-be 1gy, hogy

0:x— ip”x,(f‘),
n=0

ahol x = (zg, x1,...,2p,...) € W(R), és 2™ e Oc.

23. Lemma. 1. Ezen 0 eqy W-algebra homomorfizmus, amely kommutdl a G, dl-
tali hatdssal,

2. 0 sziirjektiv,

3. a 0 magja foidedl, melyet eqy & elem generdl, ahol & := o] +p = (10,1,0,...) €
W(R)7 m(O) =P,

4. o (Kerf)" = 0.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhatd a [Fontaine and Ouyang konyvének 139.-140.

oldalain. O
Legyen Ko =W Llo], akkor
1 > _ .
W) |2] = Kosw Wi = J Wiy =t w ()
n=1 neN

24. Definicié. 1. Bj, gytrd definidljuk, mint a W(R) []%] -nak a Kerf szerinti p-
adikus telitése, amely azt jelenti, hogy

Biyi= i W(R) || cert) = fmw(m) | ] 61"

neN neN p

2. Tovabbé Byr legyen a B, hanyadosteste, tehat

1
Bygr = FrachR = B:{R {E} .

25. Lemma. B}, egy teljes, diszkrét értékelési gyird, melynek maradékteste C, melyen
hat Gg,. Tovdbbd Bar eqy értékelési test.

26. Definici6. Minden i € Z-re legyen Fil'Byg egy szabad Bj,-modulus, melyet &
general. Akkor definialhatunk Byg-en egy filtralast, amelyre teljesiilnek a kdvetkezok:
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1. csokkend filtralas, tehat

.. D Fil'Bap = BJp& D Fil"""' Bar O ...,

2. szeparabilis filtralas, tehat
() Fil'Bir =0,
i=1

3. tovabba teljesiil, hogy

U Fil' Byr = Bypg.

i=1

A Fil°Byr = Bjp, és minden i-re Fil'Byp = ijIR lesz, ahol meIR az pont a By
maximalis idealjanak i-edik hatvanya.

Tovabba az értékelést tudjuk az alapjan definidlni, hogy melyik legkisebb i-re talal-
hat6 benne a filtracibban, tehét
x € Fil'Bgr, dex ¢ Fil™'Bjr = wqr(z)=1.
Tovabba ha = ¢ Byr-nak, akkor meg vyr(x) = 0.

27. Lemma. K Bin-nak egy altere, amely megdrzi a Galois hatdst, €és KNFil'Byg = 0.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhaté |[Fontaine and Ouyang konyvének 142. oldalén.
O

Legyen € € R, amelyre teljesiil, hogy €© =1 és ) #£ 1, ekkor legyen 7 = [¢] — 1 €
W(R), mivel 0([e] — 1) = ¢ — 1 =0, igy Fil' Byr-nek eleme lesz [e] — 1. Ez 4ltal

2w [ e

n p
tehét
> n el—1)"
togle) = S (- e
n=1

28. Allitas. Legyen t = logle], akkor t € Fil'Byg, det ¢ Fil?Bag. Tehdtt generdlja a
B, mazimdlis idedlydt.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato Fontaine and Ouyang konyvének 144. oldalan.
O
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Az €% multiplikativ modulusa izomorf a T,(G,,) = Z,(1) Tate-modulussal, mint
G k,-modulussal. A Z,(1) Tate-modulusra lehet gondolni, mint Z,t C B}, mivel

log([e"]) = log([e]*) = Mog([e]) = At.
¢s minden g € Gg,, g(t) = x(g)t, ahol x korosztési karakter. Tovabba

Fil' Byp = Bipt' = Big(i),

1 1
Bar = Byp {;} = Bir {E} :
fgy
gT’BdR = @ g?"inR = @ FilinR/Fili+leR = @ B;R(Z)/tB;R(Z) = @ C(Z)

i€z i€Z i€z i€Z
Ebbdl kévetkezik a kovetkezé allités, hogy
29. Allitas. grBag = Byr = C [t,X] € Buyr = C((t))

Legyen V' egy p-adikus Galois reprezentacidja K, és p a hozza tartozé6 homomorfiz-
mus.

30. Allitas. Ha K algebrailag zdrt, © = 0 teljesiil akkor és csak akkor p(Gr) véges.
Altaldnossdagban, © = 0 akkor és csak akkor p(Ix) is véges.

31. Allitas. V p-adikus reprezentdcidja Gy -nak C-elfogadott akkor és csak akkor ha
az Ix-nak a hatdasa V' diszkrét.

32. Kovetkezmény. V egy 1-dimenzios p-adikus reprezentdcidja K-nak, akkor V =
Qp(n), ahol n : Gk — Z) egy folytonos homomorfizmus. Q,(n) C-elfogadott akkor és
csak akkor ha n(Ix) véges. Ha C(n) = C ®q, Qu(n), akkor

=0 h I 6
C ()G = N Jha n(Ig) ner/n véges,
~ K, Jha (1) véges,

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhaté Fontaine and Ouyang konyvének 105. oldalan.
O

33. Allitas. BS¥ = K.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato [Fontaine and Ouyang konyvének 145. oldalén.
O

34. Definicié. V p-adikus reprezentéacidja G -nak akkor és csak akkor de Rham, ha
Byr-elfogadott, tehat agr(V') izomorfizmus.

Jeloljiik a kategoridjat K-hoz tartozé de Rham p-adikus Galois reprezentécioit:
Repéf(GK)
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35. Lemma. V de Rham reprezentdacio akkor és csak akkor, ha
dimKDdR(V) = dz’m@p(V).

Ha V p-adikus reprezentéaciéja Gg-nak, akkor Dgg(V) egy filtralt K-vektortér,
amelynél az i-edik filtralt:

Fil' Dyp(V) := (Fil' Bar ®q, V)°¥.
Vegyiik a kovetkezd rovid egzakt sorozatot:
0 — Fil't'Byr — Fil'Bgr — C(i) — 0,
tenzorozuk meg V-vel, akkor kapjuk, hogy
0 — Fil" ™' Bap ®q, V — Fil'Byr ®g, V — C(i) ®g, V — 0.

Ez utan vegyiik G altali invaransat, tehat azon elemeket, amelyet G fixal, akkor
kapjuk, hogy

0 — Fil'""Dggr(V) — Fil'Dar(V) — (C(i) ®q, V)¥.
Akkor az i-edik gradaltja Dgr(V)-nek a kévetkezs lesz:
gr'Dar(V) = Fil"™™ Dyr(V)/Fil Dar(V) < (C(i) ®q, V).
Ekkor ez altal

grie(V) = @) gr'Dur(V) = R (C(i) ®g, V) = Dyr(V).

€L 1EL

36. Allitas. Ha V p-adikus reprezentdcic de Rham, akkor V. Hodge-tate reprezentdcio
és

gr'Dar(V) = (C(i) ®g, V)%,  grD4r(V) =Dgr(V).
A bizonyitast az el6bb belattuk.
37. Tétel. A Dy : Repgj(GK) — Filg egy egzakt, hiséges és tenzor funktor.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato |[Fontaine and Ouyang konyvének 148. oldalén.
O

38. Allitas. Legyen V p-adikus reprezentdcié de Rham, akkor V. Hodge-Tate is lesz.
Tovdbbad

dimi(DaR(V)) = dim(gr'Dar(V)).

€7

39. Allitas. Legyen K véges bovitése Qp-nek. Ha i € Z, akkor
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1. ha i # 0, akkor H"(Gk,C(i)) = 0 minden n-re,

2. hai=0, akkor H*(Gk,C) =0 han > 1, H'(Gk,C) = K és H'(Gg,C) egy 1
dimenzids K -vektortér, melyet logxy € H (G, Q,),

3. A csésze szorzat (x — zUlogx) definidl eqy izomorfizmust H*(Gg,C) ~ H (G, C).

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhaté Fontaine and Ouyang konyvének 102. oldalén.
( Fontaine-féle ) O

40. Allitas. Legyeni < j € Z U {£oo}, akkor ha i > 1 vagy j < 0 és
HY(Gg,t'Byp+ /t! Byr+) = 0.
Tovdabbd ha i < 0 vagy 5 > 0, akkor
x +— x Ulogy
leképezés ad eqy kovetkezd izomorfizmust
H(G g, t'Byp+ /t! Byp+ )(~ K) — H' (G, t'Byg+ /t Bar+).

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhaté Fontaine and Ouyang konyvének 149. oldalén.
O

41. Allitas. 1. Létezik eqy olyan V p-adikus reprezentdcidja G -nak, amelyre telje-
stil, hogy egy nem trividlis bovitése Q,(1)-nek Qp-vel, azt jelenti, hogy létezik egy
nem hasado egzakt sorozata a p-adikus reprezentdcioknak, tehdt

0—-Q,—V —=Q,1)—0.

2. Eqy ilyen V reprezentdcio Hodge-Tate lesz,
3. Egy ilyen V' reprezentdcio nem lesz de Rham.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato [Fontaine and Ouyang konyvének 150. oldalén.
O

Ha létezik egy ilyen egzakt sorozat
0— Q1) -V —-Q,—0,
akkor a (B}, ®g, —)¢ funktor indukél egy kivetkezs hosszu egzakt sorozatot

0 = (tBjr)“" (= 0) = (Bi ®q, V)"
— (Big ®q, Q(1))7* (= K) = H' (G, tBjg) = ...

Tovébba, mivel H' (G, tB,) = 0, igy
Dur(V) = (Bjz ®g, V) = Dar(Q,) = 0

sziirjektiv, tehat V' de Rham.
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42. Tétel. Legyen K eqgy p-adikus test, melyen X eqy projektiv, sima, algebrai varietds
ésl egy primszdm. Ha nézzik a H} (X5, Q,) étale kohomoldgia csoportot, mint G i -nak
eqy p-adikus reprezentdciojat, akkor ezen reprezentdcio de Rham lesz és

Dar(He (X7, Qp)) =~ Hip(X/K),

kanonikus izomorfizmus, amely azt mutatja, hogy ezen X wvarietdashoz tartozo de Rham
kohomoldgia csoporttal lesz izomorf a filtrdlt K -vektorterek. Tovdbbd teljesiil a kévetkezd
eqyenldség

Bir ®q, Hg (X%, Qp) = Bar ®q, Hjp(X/K).

43. Definicié. Legyen V' egy [l-adikus reprezentéacidja G'ix-nak. Ezen reprezentacio
geometriai ha

1. V nem-elagazo6 véges sok p-tdl eltekintve, tehat ha
p: Gg — Autg,(V)
reprezentacio, akkor p(I,) = 1 véges sok p-n kivil.

2. Ha p = [, akkor a reprezentécié de Rham.

Fontaine-nek és Mazur-nak létezik egy hires sejtése, amely pont ezen geometriai
reprezentaciokrol szol. Ezen sejtés tgy szol, hogy Az Gsszes geometriai reprezentaciod
pontosan azon reprezenticié, amelyek az algebrai geometriabol szarmaznak. |Fontaine
and Mazur| ((1997)) cikk alapjan egy folytonos, irreducibilis Q,-reprezentaciéja G'x-nak,
akkor szarmazik az algebrai geometridbol, ha izomorf egy étale kohomologia-csoport egy
részfaktoraval, ahol a csoport egyiitthatoi Q,(r)-bél szarmaznak.
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