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Motivacidk és Alkalmazasok 1.: Fontaine-Mazur sejtés

Geometriai-reprezentacio

Legyen V egy /-adikus reprezentdciéja Gg-nak. Ezen reprezentdcié
geometriai, ha

@ V nem-eldgazé véges sok p’-tél eltekintve, tehdt ha
p: Gg — Autg,(V)

reprezentdcid, akkor p(l,) =1 véges sok p-n kiviil.

@ Ha p =/, akkor a reprezentacié de Rham.

Fontaine-Mazur sejtés

Egy irreducibilis p-adikus reprezentacié akkor és csak akkor
geometria, ha algebrai geometridbdl szarmazik.

Fontaine and Mazur [1997] cikkjének alapjan.



Motivacidk és Alkalmazasok 2.: p-adikus Hodge-elmélet

Faltings tétele

Legyen Ck a p-adikus telitése K, ahol K egy p-adikus test. Legyen
X egy megfelel6 sima varietds K felett, akkor |étezik egy ilyen
izomorfizmus

HE(Xz, Qp) ®q, Ck = @D HI(X, %, ) ®k Ck(=J),
i+j=n

amely felcserélhet6 a Ik altali hatassal.

Hong [2020] el6adas jegyzete alapjan.
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Motivacidk és Alkalmazasok 3.: lwasawa-elmélet

Legyen V egy p-adikus reprezentacidja az abszoliut Galois
csoportnak, akkor ha / # p tudunk definidlni egy L-fiiggvényt,
amelynek /-beli lokalis alakja a kovetkezé:

Li(V,s) := det(ld — (Frob; *(I7°)) 1) ",
tovabba a p-beli lokalis alakja

Lo(V.5) = det((Id — o~ (0™, (1))
Ez altal az L-fuggvény globalisan Ggy néz ki, hogy

L(V,s) =[] Li(V,s).
i

{Galois representations} ———— {L-functions}

| l

{Galois cohomology} - Mo {p-adic L-functions}

Figure: Iwasawa elmélet 6 sejtése, Jacinto and Williams
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Példa: p-adikus Galois reprezentaciéra 1.

Legyen charK # 2,3 és f(X) € K[X], deg(f) = 3, amely
szeparabilis, akkor f(x) = A X — a1)(X — a2)(X — a3) kiilonbozé
gyokokkel. Ez altal az f-hez tarozé elliptikus gorbe Y2 = f(X),
tehat E(K®) == {(x,y) € (K*)?|y? = f(x)} U {oc}.

0 — E[I"] = E(K®) — E(K®) — 0.

Ha charK # I, akkor E[I"] 2 (Z/IZ)?, és ha charK = I, akkor vagy
E[I" =2 (Z/IZ) vagy E[I"] = O. Ekkor a Tate modulusa az
elliptikus gorbénknek a kovetkezo lesz:

T/(E) = im E[I"] = 23

ha charK # I, kiilonben meg 0 vagy T,(E) = Z,. igy )
VI(E) = Q) ®z, T/(E) = Q? lesz a I-adikus Galois reprezentécidja. ELTE
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Példa: p-adikus Galois reprezentaciéra 2.

Legyen A egy Abel varietds, tehat egy projektiv, sima varietds,
melyen legyen egy csoport struktira. Tovdbba legyen g a
dimenzidja, akkor
O A(K?) egy Abel csoport,
Q A[I"] =2 (Z/I"Z)?€ ha charK # I, és ha charK = I, akkor
A" = (Z/1"Z)", ahol 0 < r < g.
Ez 4ltal

T)(A) = lim A[I"] =

n

Z7 | ha charK # I,
Zj , hacharK = I.

Ebbdl megadhaté a /-adikus reprezentdcidjuk:

Vi(A) = Q ®z, leg = Q/2g , ha charK # I,
Q ®z,Z) = Q) , ha charK = I. o
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Példa: Tate gorbe, bevezetés 1.

Silverman [1994] konyvébdl hasznaljuk a kovetkezd tételt: Legyen

K egy p-adikus test | - | abszolit értékkel és legyen g € K*, melyre
k n

teljesiil, hogy |g| < 1. Tovabb3 legyen si(q) :=>_,5; 1”_—‘31,,,

as(q) = —s3(q) és ap(q) = —w. Ekkor a Tate gorbét

tudjuk dgy definidlni, hogy E, : y? + xy = x> + as(q)x + as(q).

Theorem

N\
|
N

© A kovetkezb két sor konvergens lesz minden u € K, u # q“:

n

X(u,q) = ﬁ —2s1(q),

neZ

2
V0.0 =3 5 g 5l

neZ

@ A kovetkezé sziirjektiv homomorfizmusnak a magja a qZ .
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Példa: Tate gorbe, bevezetés 2.

, ahol a leképezés a kovetkezé

a K" = E,(K)

Z
o JX(w,0),Y(v,q)),  haudg
0, ha u € q~.

Az o leképezés felcserélhets Gy /K Ccsoport altali hatdssal
(a(g(q)u) = g(a(u))). Tovdbba ha L egy algebrai bévitése K-nak,
akkor az indukal egy izomorfizmust:

o L*/qF — E4(L).

Tovabba « indukal egy izomorfizmust az elliptikus gorbénk
p"-rendii pontjain is, ha L = K.
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Példa: Tate gorbe 3.

Q 0 — ppn(K) = E4[p"] = Z/p"Z — 0 egzakt sorozat felirhato,
@ Vegylik az inverz limesziiket, akkor kapjuk a kovetkezé egzakt
sorozatot:

0—=Zp(1) = Tp(Eq) = Zp — 0.

Gy hatdsa

Legyen €@ =1, ¢M) £ 1, (e("H))p = ¢l ahol €l € K és

q® =g, (q("H))p = q(". Ekkor a(e(M), a(q(") egy bazisat adjsk
Eq(K)[p"]-nek. Legyen e := a(li(omne(”)), f:= a(I(iLnn q("), ekkor
tetszbleges g € Gk esetén g(e) = x(g)e, g(f) = f + c(g)e, ahol

7

X a korosztdsi karakter, c(g) € Zp. gy a g altali hatds matrixa:

(x(og) C(lg )) _
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Példa: Tate gorbe 4.

Legyen V az Ej, elliptikus gorbénk p-adikus reprezentdcidja:

V = Qp ®z, Tp(Eq). Vizsgaljuk meg a de Rham (i, I')-modulusat
Dyr(V) = (Bar @ V). Legyen t = log([e]) € Bur,

g(t) = x(g)t, igy Dgr(V) elemei x := t~1 ® e alakiiak, mivel
tetszbleges g € Gk esetén g(x) = t ® e. Tovabba, mivel e, f egy
bazisat adjak E; Tate modulusdnak, igy y :=a® e +1® f x-szel
egylitt egy bazisat adja Dyr(V)-nek. y stabil kell legyen minden
g € Gk elemmel valé hatasra.

Tate gorbe de Rham reprezentdcidja, (¢, I')-modulusa

QO V:=0Q,®z, Tp(Eqg),
Qo DdR(V) = (BdR X V)GK.
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Példa: Tate gorbe 5.

Be szeretnénk latni, hogy V' nem csak p-adikus reprezentdcié lesz,
hanem de Rham is, tehdt Hodge-Tate is, mivel de Rham-sag
implikdlja a Hodge-Tate-séget. Ahhoz, hogy belassuk, hogy V de
Rham, ahhoz kell, hogy y stabil legyen minden g € Gk elemmel
valé hatdsra, tehdt (g(a)x(g) + c(g)) = a.

Legyen § € R(Oc,/pOc, ), melyre teljesiil, hogy
G=(q©,qM,...), ekkor g(§) = qe&). Ha u := log([4])-nak
definidljuk, akkor tetszéleges g € Gk esetén g(u) = u+ c(g)t, igy
ha a = —ut™1, akkor (g(a)x(g) + c(g)) = —ut™! = a, igy
beldttuk, hogy V de Rham.

Bazis
de Rham (i, )-modulus bazis lesza t ' ®e, —ut 1 ®@e+1®f.

A Tate gorbérdl leirtakhoz Abhinandan [2018] MSc dolgozatat
haszndltam.
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