Jelzéses jatékok

Bevezetés

A jelzéses jatékok olyan 2 személyes, nem teljes informacios jatékok, amelyekben az
egyik jatékos birtokdban van egy olyan informacionak, amit a mésik jatékos nem
ismer. Az a jatékos, amelyik rendelkezik az informécioval, jelzést kiild a mésik jaté-
kosnak, aki ez alapjan cselekszik. Formalisan (diszkrét, véges jatékra):

legyen az elsg jatékos (P1) az, aki ismeri a masodik jatékos (P2) altal nem
tudott informéaciot

ez az informéaci6 P1 tipusa, valamilyen t € T, ahol T egy véges halmaz. A
t értékét egy mindkét jatékos szdmara ismert p valdszintiség-eloszlas szerint
valasztja a természet T-bdl.

P1, ismerve t-t, valaszt egy m jelzést M véges halmazbol és elkiildi P2-nek

lehetséges, hogy m fiigg P1 tipusatol, M (t)-vel jelolhetjiik a ¢ tipus altal kiild-
hetd jelzések halmazat és T'(m)-mel azoknak a tipusoknak a halmazat, amelyek
elkiildhetik az m jelzést (ez nem minden jelzéses jatékban van igy, mi most
csak olyanokkal foglalkozunk, ahol m fiiggetlen t-t6l)

P2, miutan megtudta m-et, valaszt egy r cselekedetet R véges halmazbol (itt is
lehetséges, hogy r fiigg m-t6l, de nem fogunk ilyen jatékokkal sem foglalkozni)

a jaték itt véget ér, P1 és P2 haszna leirhat6 az u(t, m,r) és v(t, m, r) kifizetés-
fiiggvényekkel

Példak

1.

3.

P1 egy hasznalt auto tulajdonosa, amit szeretne eladni P2-nek. P1 tudja, hogy
milyen allapott az autd, T = {jo, rossz} , P2 nem tudja. P1, hogy igazolja az
auto jo allapotat, adhat garanciat, ez lesz az m jelzés. Ezutan P2 eldontheti,
hogy megveszi-e az autét vagy nem, azaz R = {megveszi, nem veszi meg}.

P1 egy allasra jelentkezik, P2 a munkaltato. Csak P1 tudja, hogy alkalmas-e
a munkara, de ezt igazolhatja példaul diploméaval (jelzés). P2 eldontheti, hogy
felveszi-e, vagy nem.

Sor-limonadé jaték, errdl egy kicsit bévebben a kévetkezs részben.



Sor-limonadé jaték

A sor-limonadé jatékban P1 kétféle tipusa lehet, erés vagy gyenge, tehat T =
{t; =erGs, to =gyenge}. Ezt a természet vélasztja, P1 0,9 valoszintiséggel erds,
0,1 valoszintiséggel gyenge, azaz p(t1) = 0,9 és p(t2) = 0,1 (P1 ismeri a sajat ti-
pusat). P1 bemegy egy kocsméaba és eldonti, hogy sort, vagy limonadét rendel. Ez
lesz a jelzések halmaza, M = {m; =sor, ms =limonadé}. Ha erds, akkor jobban sze-
reti a sort, ha gyenge, akkor a limonadét, de barmelyik tipusi jatékos valaszthatja
barmelyik italt (tehat itt m fiiggetlen t-t6l). Viszont ha P1 az altala kedvelt italt
valasztja, akkor a haszna 1, egyébként 0.

P1 a kocsméban taldlkozik P2-vel. P2 nem tudja P1 tipusat, viszont latja, hogy mit
iszik. Ez alapjan el kell déntenie, hogy belekét-e vagy nem, tehat R = {r; =belekdt,
ro =nem kot bele}. P2 haszna 1, ha P1 gyenge és belekét, vagy ha P1 erds és nem
kot bele, egyébként 0. P1 mindenképpen szeretné elkeriilni a konfliktust, a haszna
2, ha nem kotnek bele, egyébként 0.

Ahhoz, hogy a jatékban megérthessiik az egyensiilyokat, néhany fogalmat és jelolést
be kell vezetniink.

e jeloljiik P1 viselkedési stratégiait oq(t,m)-mel, ahol oy(¢,-) minden t-re egy
valoszintiség-eloszlas M (t)-n. Ez azt jelenti, hogy ¢ o(t, m) valoszintiséggel
kiildi m jelzést.

e jeloljiik P2 viselkedési stratégiit oo(m,r)-rel, ahol oy(m, ) minden m-re egy
valoszintiség-eloszlas R(m)-en. Azaz P2, ha m jelzést latja oo(m, r) valészind-
séggel valasztja r cselekedetet.

01 és oy viselkedési stratégidk akkor és csak akkor vannak Nash-egyensulyban,
ha
o1(t,m) > 0 esetén

Zag(mﬁ)u(t,m r) = ma;b([ ao(m, r)u(t,m’,r))
m'e

és minden m-re, amire ), 01(¢t,m)p(t) > 0, o2(m,r) > 0 esetén
Z,u(t;m)v(t,mr maxz,utm (t,m,r")
t

ahol (£ m)p(t)
I (V)
S AT

,ha >, 01(t,m)p(t) > 0.

Ez azt jelenti, hogy o, egy legjobb vélasz go-re és o, egy feltételes legjobb vélasz
o1-re, olyan értelemben, hogy u(t;m) az a valdszintiség, hogy P1 t tipusu, felté-
ve, hogy m jelzést kiildte el. u(-;m) kiszdmolasdhoz a Bayes-tételt hasznaljuk. Igy
os(m, -) egy feltételes legjobb véilasz, ha a jelzés m.
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Térjiink vissza most a sor-limonadé jatékra. Két Nash-egyensily lesz. Az egyik
esetben P1 mindenképpen sort iszik, fiiggetleniil attol, hogy erés vagy gyenge. Ekkor
al(ti,ml) =1 és Jl(ti,mg) = 0, ha i = 1,2
Ebbdl kapjuk, hogy

o1 (ty, m1)p(ty) 0,9

trimy) = — 27 09
i) = S o) + o (s ) (Ea)

és hasonléan

() = o1(t2,m1)p(t2) _ 01 0.1
o1(t1, m1)p(ty) + o1(t2, m1)p(t2)

Mivel u(ty;my)v(ty, my,r1) + p(ta;my)v(ta,my,r) = 0,9-0+0,1-1 = 0,1 és
p(ty;my)v(ty, my,ro) + p(ta;my)v(te,my,m) = 0,9-14+0,1-0 = 0,9, azt kapjuk,
hogy oo(my, 1) = 0 és 02(my,79) = 1. Azaz P2 soha nem kot bele Pl-be, ha latja,
hogy P1 sort iszik.

Ahhoz, hogy ez tényleg Nash-egyensily legyen, az kell, hogy P1-nek ne érje meg so-
ha sor helyett limonadét inni. Persze ha P1 erGs, akkor konnyen latszik, hogy jobban
jar, ha mindig sort iszik, ugyanis:

oa(ma, r)u(ts, me, r1)+0oa(me, ro)u(ty, me, re) = oa(me, r1)-0+02(ma, 12)-2 = 02(Mmg, r3)-2 <

< ag(ml,'r’l)u(tl,ml,rl) + ag(ml,rg)u(tl,ml,'r’g) =0-14+1-3=3

mindig teljestil. Ha P1 gyenge, akkor a
o9(ma, m1)u(ty, ma, 1) + o2(ma, r2)u(ty, ma, ra) = oa(ma, r1) - 1 4+ 02(me,r2) - 3 <

< Jg(ml,rl)u(tg,ml,ﬁ) + O'Q(ml,T2>U(t2,m17T2) =0-0 + 1-2=2

egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie. Mivel og(msg,r1) = 1 — 09(ma,12), az egyenlGt-
lenséget megoldva kapjuk, hogy os(mso,r;) > 1/2. Tehat ha P2 tobb, mint 1/2
valoszintiséggel belekdt egy limonadé-ivo Pl-be, akkor tényleg Nash-egyensulyt ka-
punk.

A masik Nash-egyenstlyban csak annyi viltozik, hogy P1 tipusatol fiiggetleniil min-
dig limonéadét rendel, ez ugyanigy kiszamolhato.

Azt kell még meggondolni, hogy mas Nash-egyensily nincs. P1 egy olyan viselkedési
stratégiajara, ahol o (t;, m;) > 0 minden ¢ = 1, 2-re és j = 1, 2-re azt kapnank, hogy

Ug(ml,rl)u(tl, ml,ﬁ)+02(m1,r2)u(t1,m1,7’2) = O'Q(mg,?”l)u<t1, mao, 7’1)"‘0’2(7”2,7’2)’&(1&1, mg,’rg)
O'Q(mlﬂ”l) -1 + 0'2<m1,7”2) -3 = UQ(mg,Tl) -0 + UQ(TTLQ,TQ) -2

és

oa(my, r)u(ty, my, ri)+og(ma, ro)u(ts, mi, ra) = oo(ma, m1)u(te, ma, ri)+o2(ma, r2)u(ts, mse, r2)

0'2(7%1,7“1) . 0 + Ug(ml,rg) -2 = 0'2(7%2,7“1) -1 + Ug(mg,rg) . 3
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Mivel og(my, 1) = 1 — 09(my, ra) és og(ma,r1) = 1 — o9(ma, re), igy:
1-— 0'2(7711, 7"2) + O'Q(ml,T’Q) -3 = 02(m27 7‘2) -2

1+ o9(mq,ra) - 2 = o9(ma, 1) - 2
és
oo(my, ) -2 =1—09(ma, ) + 09(ma,72) - 3
oo(my, 1) -2 =1+ a9(ma,19) - 2,

ami lehetetlen.

Hasonlo szamolassal kaphatjuk meg, hogy a o1 (t1,mq) = 0, 01(t1, m2) = 1, 01 (t2, m;) >
0 illetve a oy (ta, m1) = 1, 01(te, ma) = 0, o1(t1,m;) > 0 alaka stratégidk sem lehet-
ségesek.

Ha oy(t1,m1) = 1, 01(t1,m2) = 0, 01 (t2, m;) > 0, azaz ha P1 erds, akkor mindenkép-
pen sort iszik, ha gyenge, akkor a sornek és a limonadénak is pozitiv a valdsziniisége.
Ekkor, hasonléan az el6z6ekhez:

oa(my,re) = 5 + oa(ma, ra)

p(ty;me) = 0 és p(t;;mg) = 1, azaz ha P1 limonadét iszik, biztosan gyenge. Ezért
o9(ma, 1) = 1 €8 02(mg,r3) = 0, azaz P2 mindig belekot a limonadé-ivokba.

Igy oy(my,ms) = % = 09(my,r1), tehat P2 a sorivokba 1/2 valosziniiséggel kit bele.
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ha soha nem iszik limonadét, mert a gyenge limonadé-ivonak is jobban megéri, ha
elkeriili a konfliktust, mint ha az altala kedvelt italt issza. Viszont ez ellentmond
annak a feltételnek, hogy a limonadé valoszintisége pozitiv.

Hasonléan meggondolhato, hogy abban az esetben sem taldlunk Nash-egyenstlyt,
amikor ha P1 gyenge, mindig limonadét iszik, ha erds, akkor a sornek és a limona-
dénak is pozitiv a valoszinisége.

Tehat maradt két eset. Az egyik esetben P1 mindig limonadét iszik, ha erés és min-
dig sort, ha gyenge, azaz o1(t1,m1) = o1(t2, ma) = 0 és o1(t1, ma) = o1(ta,my) =
1, a mésik esetben P1 mindig sort iszik, ha erds és limonadét, ha gyenge, azaz
Gl(tl,mg) = Ul(tg,ml) =0 és Ul(tl,ml) = Ul(tQ,mg) =1.

Az els6 esetben p(ti;my) = p(ta;me) = 0 és p(ti;me) = u(te;my) = 1. Ezért
oo(my,re) = o9(ma, 1) = 0 és oa(my, 1) = 09(ma, 7o) = 1. Tehat P2 mindig bele-
kot a sorivokba és a limonadé-ivokba soha. Viszont ekkor Pl-nek érdemes limonadé-
ivasra valtania.

Hasonléan lathato a mésodik eset is, ekkor P2 mindig belekot a limonadé-ivokba és
a sorivokba soha, tehat Pl-nek érdemes sorre valtani.

Ezzel belattuk, hogy csak a fent emlitett két Nash-egyensuly van a jatékban.

Még egy jatékot fogunk vazlatosan elemezni, ez jellegében kicsit eltér a klasszikus
jelzéses jatékoktol.



Sir Philip Sidney jaték

Ebben a jatékban a korabbiakhoz képest van egy plusz paraméter is, ami a jatékosok
rokonsagi fokat fogja jelezni. A torténet szerint két testvérnek, Philipnek és Robert-
nek ugyanarra az eréforrasra (pl.:viz) lenne sziiksége a tuléléshez. Ezt kezdetben
Philip birtokolja. Mindkettejiiknek van esélye tulélni a viz nélkiil, de aki megissza,
biztosan életben marad. Robert jelezhet Philipnek, hogy nagy sziiksége van a vizre,
ekkor Philip donthet gy, hogy atadja vagy hogy 6 maga issza meg a vizet. Viszont
itt Philip azt is mérlegeli a dontésnél, hogy abbol neki is elénye szarmazhat, ha
megmenti a rokonat (evolicios elény).
A korabbi jeloléseket hasznalva P1 a jelzést ado6 jatékos, P2 aki az eréforrast birto-
kolja. A rokonsagi fokot k-val jel6ljiik, ahol k egy konstans. Az eréforras 1 egészséget
biztosit annak, aki megszerzi. P2 egészsége (1 — d), ha atadja Pl-nek az eréforrast
(és 1, ha nem). P1 kétféle tipusi lehet, m valosziniiséggel sziiksége van az erdfor-
rasra, ekkor az egészsége (1 — a), vagy (1 — m) valoszintiséggel nincs sziiksége az
er6forrasra, ekkor az egészsége (1 — b). Nevezziik ,rossz” allapotnak, amikor sziik-
sége van az er6forrasra, ,,jo” allapotnak, amikor nem. P1 kiildhet jelzést P2-nek,
hogy sziiksége van az erGforrasra, de ennek egy c pluszkoltsége van. P2 lehetséges
cselekedetei, hogy 4tadja az erdforrast, vagy nem (barmelyiket cselekedheti, attol
fiiggetlentil, hogy latott-e jelzést, vagy nem). A jatékosok haszna a sajat egészségiik
és a masik jatékos egészsége a k rokonséagi fokkal szorozva.
Ebben a jatékban az egyensiily fogalmét a hagyoményos Nash-egyensily értelemben
fogjuk hasznalni, azaz egyik jatékos sem nyerhet tobbet, ha stratégiat valt. Jelzéses
egyensilynak nevezziik azt a Nash-egyenstlyt, ahol P1 jelzést kiild, de itt ez a jelzés
nem csak egyféle lehet (tehét ¢ nem egy konstans koltség) és P2 is tobbfélekép-
pen cselekedhet attol fiiggGen, hogy milyen jelzést kapott. Lehetséges nem jelzéses
egyensily is, ahol nincs informacio-csere a jatékosok kozt és esetleg mindkett&jiiknek
nagyobb a haszna, mint egy jelzéses egyenstlyban. Azokat a feltételeket keressiik,
ahol a jelzés ilyen értelemben tal draga lehet.
A jatéknak definidlhato folytonos valtozata is, de ezt nem elemezziik. Azt nézziik
meg vazlatosan, hogy a diszkrét valtozatban vannak olyan feltételek, amelyek mellett
az egyik vagy minkét jatékos nagyobb haszonra tesz szert egy nem jelzéses egyen-
stlyban, mint egy jelzésesben. (Csak tiszta stratégidkat néziink.)
Nézziik el6szor P1 stratégiait. Négyféle stratégia lehetséges: mindig jelez; soha nem
jelez; csak akkor jelez, ha ,rossz” allapotban van; csak akkor jelez, ha ,,j6” allapotban
van. A negyedik stratégiat elhagyhatjuk, mert ez ekvivalens lesz a harmadik stra-
tégiaval olyan értelemben, hogy a jelzés csak arra szolgal, hogy megkiilonboztesse a
,]JO” és ,rossz” allapotokat és igazdbol mi most csak a jelzés koltségével foglalkozunk.
P2 lehetséges stratégiai: mindig atadja az erGforrast; soha nem adja at; csak akkor
adja at, ha jelzést 1at; csak akkor adja at, ha nem lat jelzést. Itt is elhagyhatjuk a
negyedik stratégiit, mert az soha nem lesz optimalis. A lehetséges stratégiaparokat
egy tablazatban foglalhatjuk 6ssze. (1. abra)

Az egyetlen lehetséges jelzéses egyensily a P1 csak akkor jelez, ha ,rossz” alla-
potban van-P2 csak akkor adja at az eréforrast, ha jelzést lat stratégiapar (E). Ha



P1
socha nem | csak harossz mindig
jelez allapotban van jelez

h djaat
soha ne”m a ’ja a A B :
az eréforrast
P2 —
csak ha jelzést lat D E F
mindig atadja G H |
1. abra.

ez egyensily, akkor a nem jelzéses egyenstlyok a P1 soha nem jelez- P2 soha nem
adja at az erdforrast (A) illetve a P1 soha nem jelez- P2 mindig dtadja az eréforrast
(G) stratégiaparok lehetnek, de ezek koziil csak az egyik lesz tényleg egyenstly.
Ahhoz, hogy E egyensiily legyen, az kell, hogy Pl-nek ne érje meg D-re vagy F-re
valtani és P2-nek ne érje meg B-re vagy H-ra valtani.

P1 haszna E-nél:

m((l—c)+k(l—d)+ (1 —-—m)((1—-0)+k)

P1 haszna D-nél:
m((l—a)+k)+ (1 —m)((1—-0)+k)

P1 haszna F-nél:

m((l—c)+k(l—=d)+(1—m)((1—c)+ k(1 —d))
Az
m((1—c)+k(1-d)+1-m)(1=0)+k)>m((l—a)+k)+(1—-m)((1-0)+k)
és
m((1—c)+k(1—d))+(1—m)((1=b)+k) > m((1—c)+k(1—d))+(1—m)((1—c)+k(1—d))
egyenlGtlenségeket megoldva kapjuk, hogy

a>c+kd>Db.

P2 stratégiait vizsgalva hasonldéan kaphatjuk, hogy

a> (d/k)>b.



A vagy G nem jelzéses egyensily lesz. Kénnyen meggondolhat6, hogy Pl-nek sem
A sem G esetben nem éri meg stratégiat valtani, ugyanis ekkor cstkkenne a hasz-
na, mert ha barmikor jelez, annak a c koltségét ki kell fizetnie. P2 hasznat nézve
kiszamolhato, hogy G-ben lesz egyenstly, ha

d < k(ma+ (1 —m)b),

és A-ban egyébként.

Ha P1 jelezni akar, az a legjobb neki, ha ennek a jelzésnek a lehetG legkisebb a
koltsége. Legolcsobb hihetd jelzésnek nevezziik azt a ¢ koltségi jelzést, ami a legol-
csobb azok koziil, amik tal dragak ahhoz, hogy ,,j6” allapotban levé ember kiildje
el. ¢c=b— kd a ¢+ kd > b egyenlGtlenség miatt.

Most mar 6sszehasonlithatjuk P1 és P2 hasznét a jelzéses és nem jelzéses egyensi-
lyokban. Kiilon kell kezelni az A és G eseteket. Nézziik el6szor A Osszehasonlitésat
E-vel, azaz a P1 soha nem jelez- P2 soha nem adja at az erGforrést stratégiapar 6ssze-
hasonlitdsat a jelzéses egyensullyal. Kiszamolhato, hogy P1 haszna nagyobb A-ban,
ha ¢ > a — dk és P2 haszna nagyobb A-ban, ha ¢ > a — (d/k). ¢ helyére ¢= b — kd-t
helyettesitve, az egyenlGtlenségeket rendezve kapjuk, hogy b < a < (d/k) — dk + b
esetén P1 jobban jar a jelzéses egyensillyal, P2 pedig a nem jelzésessel.

Nézziik most G Osszehasonlitasat E-vel, azaz a P1 soha nem jelez-P2 mindig at-
adja az ercforrast stratégiapar Osszehasonlitasat a jelzéses egyensullyal. Ekkor P1
haszna nagyobb G-ben, ha mc > (1 — m)(dk — b) és P2 haszna nagyobb G-ben, ha
me > (1 —m)(d/k —b). Ismét ¢ helyére ¢= b — kd-t helyettesitve kapjuk, hogy P1
jobban jar a nem jelzéses egyensillyal, ha b/d > k és P2 jobban jar a nem jelzéses
egyenstllyal, ha b > (1 — m)d/k + mkd. Ezeket 6sszevetve d < k(ma + (1 — m)b)
feltétellel, kapjuk k-ra:

b—+/b* —4d>m(1 —m) b+ /b2 — 4d®>m(1 —m)
<k< .
2dm 2dm

Tehat ilyen k-ra mindkét jatékos jobban jar a nem jelzéses egyenstllyal. Lehet példat
hozni olyan paraméterekre, amik tényleg kielégitik ezeket a feltételeket, ez megta-
lalhato [1]-ben.
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